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SURFACES RÉGLÉES oscumrmcss A UNE SURFACE. 151  
Surfaces réglées osculatrices & une surface

le long d’une courbe,-

PAn BERTRAND GAMBIER
(Lille ).

i. M. Goursat a écrit une série de beaux Mémoires géométriques
où l’intuition se substitue avantageusement au calcul. En reconnais—
sance pour l’influence que ses travaux ont eu sur les miens, je dédie
ce Mémoire à mon professeur, M. Goursat.

Sur une surface quelconque S, traçons au hasard une courbe
gauche P; en chaque point M de I‘, traçons les deux tangentesasymp-
totiques de S, MA et MA’; chacune engendre une surface R ou R',
réglée; R et R’ sont osculatrices entre elles, ainsi qu’à S, tout le long
de l‘; je rappelle, pour éviter toute confusion sur le sens du mot
« osculatra‘ce », que deux surfaces S et S, sont osculatrices en un
point M, si deux courbes F et I‘, quelconques tracées sur S et S. res—

pectivement, ayant même tangente en M et même plan osculateur
en M, ont le même centre de courbure; il est nécessaire et suffisant
que S et S. soient, d’abord tangentes en M, puis qu’elles y aient
même indicatrice; a:… y,, z,, po, (1… ro, s.,, to étant les coordonnées
de M, puis les valeurs des dérivées partielles pour a: =æ,, y =y0 de
la cote 2. d’un point pris sur S ou sur S,, les valeurs de z,,po, q,, r,,
s,, t., sont les mêmes pour x = x., x=y0 aussi bien sur S que sur S, ;
le contact simple entraîne trois conditions, l’osculation en un point
six conditions.

Quand deux surfaces sont tangentes en un point M, le contact étant
simple, les deux indicatrices au point M se coupent en quatre points
répartis sur deux sécantes, MT, MT’, issues de M; MT et MT’ sont les
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tangentes au point double M de l’intersection. Si les deux surfaces se
raccordent (avec contact simple) le long d’une courbe gauche l‘, cette
courbe compte dans l‘intersection pour deux lignes confondues, de
sorte qu’en chaque point M de l‘ les deux indicatrices sont deux
coniques concentriques bitangentes aux extrémités d’un diamètre
commun.

Ces préliminaires rappelés, considérons notre surface S du début,
la courbe l‘ et la surface R, lieu de la tangente asymptotique MA
suivie par continuité en faisant varier M sur I‘; en M, les indicatrices
relatives à S et B sont bitangentes aux extrémités du diamètre porté
par la tangente MT à l‘, et de plus elles ont une asymptote commune
MA : donc elles coïncident, S et B sont osculatrices tout le long de l‘;
pour la même raison 5 et R’ sont osculatrices, de sorte que, finalement,
S, R, R’ sont osculatrices tout du long de l‘ et que I‘ compte dans l‘inter—
section de deuæ quelconques de ces trois surfaces pour trois lignes
confondues.

Nous montrerons bientôt qu’il existe un faisceau de quadriques Q se
raccordant tout le long de MA & R, et tout le long de MA’ a‘ R’.

Je n’insiste pas sur les cas particuliers tels que le suivant : si l‘ est
une asymptotique de S, MA’ étant la tangente à I‘, la surface R est
encore osculatrice à S tout le long de I‘, mais R’ se réduit à la déve—
loppable des tangentes asymptotiques.

Un autre cas particulier est celui où 5 est réglée : R coïncide
avec S; si même I‘ est une génératrice de S, R’ est la quadrique oscu-
latrice à R tout le long de I‘; quant à R, elle se réduit à la généra-
trice l‘.

2. Voici maintenant un problème un peu moins simple qu’il ne le
paraît à première vue. On donne, dans un plan P, deux droites G, G’
se coupant au point 0, puis le long de G une correspondance homo—
graphique point—plan ( c’est-à-dire qu’à chaque point M de G corres-
pond homographiquementun plan passant par G), cette correspon—
dance étant telle qu’à 0 correspond le plan P; on suppose, de même,
donnée sur G’, une correspondance homographique,0 ayant encore
pour homologue le plan P : à quelle condition eæiste-t—il une quadrique
Q admettant G, G’ pour génératrices, admettant en chaque point M
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( ou M’) de G (ou G’ ) comme plan tangent celui qui a été attaché à M
(ou M’) dans la correspondancehom0graphiqueenjeu?

Une quadrique inconnue dépend de neuf cofficients non homogènes;
les conditions imposées s’expriment par neuf relations linéaires (soit
entre les coefficients de l’équation ponctuelle, soit entre ceux de
l’équation tangentielle), comme on le voit en prenant sur G les
points 0, M, M. ; sur G’ les points M’, M', .

Si, sansprécautiondans le choixdes deux correspondances, il y avait
une solution véritable,cette solution serait unique;or, si Q U) est une
quadrique eflective répondant aux conditions, et P = o l’équation du
plan G, G’, toutes les quadriques du faisceau Q + XP”: 0 répondent
aux conditions, et il n’existe que celles-là; donc, dans le cas général,
il n’y aura que la quadrique de'ge'ne'rée 1”: o; pour obtenir une véri—

table qaadrzque, il faut donc une condition exactement, réduisant les

neuf équations à huit seulement, et alors il existe un faisceau de qua-
driques (faisceau tangentiel aussi bien que ponctuel). Il s’agit d’autre
part de présentercette condition sous formeprojective; M. Vincensini
m’a suggéré la méthode suivante :

Prenons dans le plan P un point p. quelconque (donc situé ni sur G
ni sur G’) et menons par a une sécante arbitraire et MM’ coupant G
en M, G’ en M’; soit Q une quadrique effective, supposée existante,
répondant aux conditions; les plans tangents en M et M’ à Q se

coupent suivant'une droite Om, qui est conjuguée de p… MM’ par
rapport à Q; donc Om, décrit le plan Il polaire de p. vis-à—vis de Q;
ce plan coupe P suivant la polaire II de uvis—à-vis des deux droites G,
G’. Nous savons & priori qu'il existe une condition et une seule, néces—

saire et suffisante; donc, peu importe le procédé par lequel on arrive
à cette condition(sauf qualitésde concision, précision, élégance, etc.).
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

On choisit dans le plan G, G’ un point p. arbitraire; par la polaire &

de p. vis-à-vis du système G, G’, on faitpasser un plan Il arbitraire; on 
(‘) On sait a priori qu’il existe effectivement des cas où cette quadrique véri-

table existe; il suffit en effet de donner a priori une quadrique Q, de choisir
sur elle deux génératrices G, G’ de système opposé, d’où résultent les correspon-
dances homographiques (point-plan) sur G et G’.

Journ. de Math., tome xv. _ Faso. 11, 1936. 20
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donne arbitrairement la correspondance point—plan homographique le
long de G, en donnant par eæemple le plan G, G’, qui correspond à 0,
puis les plans P., P,, qui correspondent à deux points M,, M,, de G;
la droite p.M, perce G’ en M', ; on fait correspondre à M', le plan pas-
sant par G’ et la droite communeà Il et P1 ; mêmes opérationspour p.M,;
on a ainsi de'/ini la correspondance homographique(point—plan) relative
à G’ et associée à la correspondance analogue relative à G.

Ce qui précède prouve que si la vérification, faite pour un point p.

du plan (G, G') réussit, elle réussit aussi pour tous les autres points du
plan G, G’.

5. Nous sommes maintenant en mesure de répondre à la question
soulevée en fin du paragraphe 1 :

Sur une surface S on a choisi une courbe gauche F arbitraire et de
chaque point M de P on a mené les deux tangentes asymptotiques
MA, MA’ qui engendrent deux surfaces réglées R, R’, osculatrices
entre elles ainsi qu’à S, tout le long de I‘; il s’agit de montrer qu’il
eæiste une quadrique Q se raccordant à R le long de MA et à R’ le long
de MA’ (en réalité il existe même œ' quadriques Q; nous en choi-
sirons une pour chaque point M).

On remarquera que, la proposition établie, l’enveloppe de la qua-
drique Q quand M décrit F est constituée : '1° par la surface réglée B;
2° par la surface réglée R’; 3° par une surface nouvelle B lieu de la
conique C complétant la caractéristique de Q. Nous pouvons même
remarquer que la conique C coupe G en M,, G’ en M', (G est la
droite MA et G’ la droite MA’); le lieu du point M. , quand A décrit P,
est une courbe l‘,, tracée sur R et B simultanément;la quadrique Q a

un contact simple avec R en tous les points de G, sauf en M et M, où
elle est osculatrice à R et, de même, elle a un contact simple avec B
tout le long de C, sauf aux points M, et M', où elle est osculatrice à B;
dela sorte on voit qu’il y a osculation entre B et R tout le long de F, et,
pour la même raison, osculation entre B et R’ tout le long de la courbe
analogue l"4 lieu de M',.

Passons maintenant à la démonstration; nous n’avons pas besoin
'

de la surface S, mais simplement de la courbe F et de la surface R;
tout le long de I‘, la tangente asymptotique de R, autre que la
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génératrice, engendre R’ . Nous prenons donc comme variable indé-
pendante : l’arc de I‘; nous appelons (a, b, c), (a’, b’, c’), (a”, b”, c”)
les cosinus directeurs de la tangente MT, de la normale princi-
pale M N, de la binormaleMB en M à 1“, puis (u, v, w) un système de
paramètres directeurs de la droite G issue de M, génératrice de R
paramètres calculés dans le trièdre M (TNB). Un point de R a donc
des coordonnées, fonctions de s et d’un nouveau paramètre p.

{

X=æ+p(au+a’v+a’w),
YUl =y+p(bu+b’9+b”W‘), Z=Z+P(---l-

On calcule les paramètres directeurs de la normale au point (X, Y, Z)
à la surface R par les mineurs du tableau

a+o a_’u_ (a+ a” ) a’ du dv ,,d_w
(2) '_R R T)(+Îw+aŒ-ra’d—s+a dS

9

au +a’v +a”w,
. X Xdont les deux lignes donnent d—-,î—O, --; pour p: 0 on trouve

évidemment
\

(3) a”v—a’w, b”v——b’w, r-"v—c'w.

Nous formons maintenant l’éequation des directions asymptotiques
en un point de R, en multipliant les mineurs du tableau (2) d’abord

d’X d=Y d°Z . ()°X ô’Y d°ZÊ’ Ÿ)?’ ()_sï_ pu15 dsdp (_Î—sdp ds de
cela revient d’ailleurs à dériver les lignes de (2); nous nous bornons

par _, et ajoutant à chaque fois;

2
aux dérivées poura: o, de sorte que les dérivées à—X,---,d—X,- -—

ds* ds dp
!

deviennent simplement, pour
0—8”?

…;

a’ b' (’
(A)

fi'9 'Ê) fi)
131115, pour äsîpl

(5) gilt—<g+ä>v+ïw'aël_t+al,dV+ I/dW
R R T T * ds 35 “ 'dÎ’

Nous avons donc pour équation, toujours en M pour p = 0,
D ds“ + 2D’ ds de = 0, où D et D’ sont les produits de la ligne ( 3) par
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la ligne (4) ou la ligne (5); cela donne, en supprimant le fac—
teur ds: 0 qui donne G, le résultat

ds_| 2—V Æ : dr u_Lw d—'“"’î ‘
ds—T>"W afin î)l «"—“*

c’est—à-dire

(ô) ds:  
Comme paramètres directeurs de la tangente asympotique autre

que MG, c’est—à—dire de la droite appelée précédemment MG’ qui
. Xd01t engendrer R’, on trouve % ds + %—

dp, . . ., nombres calculés
pour p=o, le quotient ds :dp étant donné par (6); nous n’avons
besoind’ailleursque desparamètres directeursrelatifsau trièdreM (TNB),
de sorte qu’il suffit de prendre les coefficients de a, a’, a” dans

()X ds ()X_

. 7îÎ '
79

+
0.0

’

on trouve a1ns1

(' ) Œ<pëfli…
rëÏ_Ë.+_fly—z _” p "''7 w

_
ds " ds T ’ ’ '

Cette forme montreclairementl’avantage de supposerV? + w'-’ = 1,
chose toujours possible en raison de l’homogénéité, en excluant
toutefois le cas où le plan MTG’ serait isotrope; je pose donc
(8) v : 0050), w: sine»,

où (» est une fonction de s et nous avons pour paramètres directeurs
de MG etMG’

_

(MG) 11 (2050) sinon
2R

<dœ
[

'

——>—u
cosm sinm.?!?—T

(9) (MG/)
sinw

Si l’on pose  
2R<dœ [)u+u1= _,
sin (» ds T

R do)
1(10) u_Œ<ÜE—Î)+lz(s),

R dm 1

“1—5; (a _ r) _ " (“’
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où (o, b sont deux fonctions arbitraires de s, on voit que la rela-

. d , .tion u+u. = ZR
(

’” ’
>est

symetnque en a et u., de sorte que,
ds T

si la droite de paramètresrelatifs (u, cosœ sin w ) est la génératrice MG
et MG’( u,, cosw, sin (0) la direction asymptotiquede la surface R lieu
de MG, inversement la droite MG’ (u, , cos œ, sine») considérée comme
génératrice d'une nouvelle surface R’ donne comme direction asympto—
tique précisément MG: c’est la démonstration analytique de ce fait
que R et R’ sont osculatrices entre elles le long de F. En particulier,
si la projection de MG sur le plan normal MBN est choisie de

sin (.)

 façon à obtenir une surface développable, on a
%—

— ,’Î—— 0 et par
suite MG, MG’ sont symétriques par rapport au plan normal.

Cela posé, considérons la surface R et les plans tangents aux divers
points de MG; on a l’équation du plan tangent au point 9 sur M G,
dans le système de référence M T N B en égalant à zéro le déterminant

du v dv u w dw «)[
Ç+cî—Ît Ti}+T{+Î ds—'Î‘(n) :o,

Il (’ H“

-”1 J’1 51

où la première ligne s’obtient en prenant le coefficient de a, a', a”
dans le terme explicité à la première ligne de (2) et en divisant par ;,
où la seconde ligne s’obtient de même en prenant les coefficients
de a, a', a” dans la seconde ligne (2); x,, y., ;. désigneraient les
coordonnées courantes. Cette équation s’écrit

du dv + u + w dw «)

[ p
_

r/s (ls ll T ds
—

T(n’)
<“—E>l.";1_wâ'1l+

:O,
P

(I V CV

J.“.l _l'1 :.,

On obtient l’équation du plan tangent au point, de même 9 sur MG
[ nous rappelons les formules

(MG) .L'+(au +a'cosœ+a”cosoflp, ..
(MG’) .1:+((tu1+a’ cosw + a” cosw)p, .]

en remplaçant u par a,, de sorte que l’intersection des deux plans
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tangents a pour lieu, quand 9 varie, le plan défini par l’équation

du dv u w dw V du, dv u1 w dw V

&; 3:'+'ñ+r 75*r a: a;+î r Œ“î(12)
u v w :

u1
:) W

.1;,, )'1 51 551 )'1 51

Nous remarqnons que, si
@

varie, les points de contact M. sur G,
M’1 sur G’ varient de sorte que la droite M, M', reste parallèle à une
direction fixe de paramètres directeurs relatifs u — u… 0,0; le
point ,il. du paragraphe 2 est rejeté à l’infini dans cette direction. Nous
prenons maintenant la trace du plan (12) sur le plan MGG’ ou
uz, —— wy. = 0 et nous n’avons qu’à vérifier qu’elle est la polaire du
point P. par rapport au couple de droites M G, MG’.

Nous dévelo ons donc l’é uation 12 en su rimant le termePP ‘] PP
d%”?Ê) (”« _Wyt)â dans l’ensemble des termes restants nous

supprimons le facteur u, —— u et il reste

 
3) dv

_

w>_
une, 5, ) dw ()

, —ç,“- Æ”'T/”‘"Î+"fil”‘+” “ ü?“î -?1—'

Pour obtenir la trace M1: de ce plan sur le plan M GG’, nous n’avons
qu’à prendre y. = v = cosw, :, = w : sinw et l’équation (13) nous
donne la valeur de a:, ; on a

& 1_<1
dm R u+u— H

de)—L)(” £’— Î—Îi? sinco+ ’—sinœ ds T

Les paramètres directeurs des droites MG, MG’, Mp, Mn sont
donc

’ u “cosa sinon

‘ u, cosw si…»
(15) ( u —— u1 o 0

R dt.) ! .
-.—-—— — —— — cosw sm (.)' smc» ds T

La question revient alors à vérifier que le birapport

|1u,unœa<a—al
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est égal à — 1; c’est évident, car le dernier nombre est la demi—
somme des deux premiers.

Nous allons maintenant écrire l’équation ponctuelle des quadri—
ques Q se raccordant aux surfaces réglées R, R’ le long de MG et MG’.
Il est commode pour cela de prendre un nouveau système de
référence obtenu en gardant MT pour axe des X, le plan‘ MGG’
devenant le plan MXY; cela revient à poser
(17) …c,=X, Y=J'1cosm+z, sinœ, Z=——yisinœ+zicosw,

et l’équation du plan tangent à B au point 9 de MG se déduit de (I 1),
dans le nouveau système, par des combinaisons évidentes sur les deux
dernières colonnes; on a ainsi (on remplace v par cosw, w par sim»)

[
'

du cos (n U.
00500

(1
sin m + (E) 1

p
* ds

_
R R

_
R ds T

(18) :o.u 1 0
X Y Z

D’autre part, le quadrique a une équation de la forme
(19) (X—uY)(X——ulY)+ÀZ2+Z(pX—+—vY+a)=o,

où 1, {J., v, a sont certaines constantes; le plan tangent au point
(pu, p, o) pris sur MG a pour équation
(zo) p(X—uY) (u—u,)+Z….pu+vç+a)=o.

Ce plan contient le vecteur (u, [, o) porté par MG; il doit contenir
le vecteur défini par la première ligne du déterminant (18); on a
ainsi une relation, identiquepar rapport à, p

_1_
du cosa u* ‘

? p+—ds_—R—_Ëcosœ_lu_u’)
dm 1 u.

+<__T—ñsmw>(ppu+Vp—l—G)—O,

ce qui donne les deux conditions
dw [ u .

u—u,+a<-Æ——Î—ñsmœ>=o,2)(l' l
du cosm _ dm 1 u .'(—{;—-R—(I+U'l (ll—(h)+ Œ—î—ñSlnw (PU+V)=O,
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La génératrice MG’ fournit les équations analogues, obtenues en
remplaçant u par u, et inversement; la première équation (21)
confrontée avec celle qui en dérive ainsi conduit immédiatement à la
condition de compatibilité qui est la première équation (10); ceci
serait d’ailleurs la démonstration directe de l’existence des qua—
driques Q, mais il était intéressant de signaler le critérium de
M. Vincensini. Comme on suppose u—u4 #0, c’est-à—dire R non
développable et par suite distincte de R’, ou peut remplacer la
seconde équation par

_du cosœ ,(22) pu+v=LÆ—T(I+lül]d,
onaaussi

'du cosœI : — __’_.___' 3 .(22) ptu.a—v_lds Il (i+u,‘u]
En tenant compte de (10), on a donc

.R '
(23) O‘: ? , u-—-u,=2h, (J._ 2R

[1 dll—qcosœ<ëË_l>J.sinus _sinw ÏL ZÎË ds T
  

Pour avoir v, il y a avantage à additionner les équations (22)
et(2z’); on a ainsi

4) ”Sinw_ié
2P\ CÆ__Ï l_zcosw+acosœç B“2 dos 12 h”(2

R _ds sinus ds T
5 H T(sinœ >_ ;

_ _“
<ë2

_ L) 1 dh.
sinœ ds T, /I. ds

Le coefficient ‘A est resté arbitraire; nous avons donc obtenu
notre faisceau.

Nous avons donc obtenu, sans signes de quadratures, l’équation.
explicite de la quadrique Q à unparamètre dont la caractéristique se
compose de deux droites sécantes et d’une conique; cette quadrique
dépend de cinq fonctions d’un argument; la courbe F fait en effet
intervenir les coordonnées y, 7. de M comme fonctions de x, puis
les fonctions u, m qui définissent MG, puis le coefficient ‘A (si c’était
même nécessaire, on sait que x, y, 2, s sur 1‘ peuvent s’exprimer
explicitement, sans signes de quadratures en fonction d’un paramètre
auxiliaire, l’équation (1322 + dy2 + dz2 — ds2: 0 étant de celles que
l’on sait résoudre explicitement).

  
?!?—T
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L’enveloppe de Q comprend les deux surfaces réglées non
développables R, R’, puis une surface B engendrée par la conique C,
complément de la caractéristique. Cette surface B, ainsi obtenue
explicitement par nous, au moyen de cinq fonctions d’un paramètre
auxiliaire, est la surface générale définie par M. Blutel (Annales de
l’École Normale, t. 7, 1 890) comme lieu d’une conique mobile C avec
cône du second degré circonscrit le long de chaque conique.

M. Blutel et moi étudions de nouveau ces surfaces B dans les
Annales de Toulouse (t. 27, 1935).

Le fait que la surface B trouvée ici est bien la surface B générale,
découle de deux raisons complémentaires :

a. La surface B générale dépend de cinq fonctions d’un argument
servant de paramètre variable;

b. La surface B générale conduit effectivement à une quadrique de
l’espèce étudiée ici.

Pour obtenir ce dernier résultat, il suffit de considérer le cône S
circonscrit à B le long de C; la caractéristique de S se décompose
en deux génératrices et la conique C; on peut donc écrire, l’équa—
tion S = o dépendant d’un paramètre ,u,

(25) j—Æ—ÎE(ææ+fi)'+}l:+ô)(a,x+,3.y+y,s+ô‘.l,
\où P E 1.1: + (5)! + yz + 0 = 0 est l’équation du plan de C et

P, ___—__ a, a; + @. y + y. : + €. = o celle du plan des deux génératrices
[le résultat (25) est exact pourvu que le premier membre de S ait été,
au préalable, remplacépar S :p (p.), où ? est une fonction convenable].
Si l’on considère la quadrique

(26) QES+ ).(1J:+;3)'+73+6)’,

0118

|_ (IQ: ) ) (Ü. ) _dl’(«l/l (IP.—‘ [[1+ÎLI +2/.d—‘u]'
Journ. de Math., tome XV. —— Fuse. II, 19345, 21
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On peut déterminer )\ de sorte que le plan
dl ) .dP_(28) P1+ÜÏAI+Md—y_o

soit tangent à Q; on a une équation différentielle
, . cÜ\ . dÀ ’ _ d). _(29) % fw>+Aäf.<w+(d—P) f2w>+Afaw>+ gÿft<u>—_o,

qui a des solutions autres que )\ = o ; chacune d’elles détermine une
quadrique Q de l’espèce étudiée ici, on voit même que chaque sur-
face B détermine oo' familles de quadriques de l’espèce étudiée ici.


