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THEORIE DU POTENTIEL ET CONGRUENCES ISOTHERMES. 73

Sur la théorie du potentiel et les congruences isothermes ;

Par Pauvr DELENS.

PREMIERE PARTIE.

L. Lk prosiiMe e cause. — Les belles recherches de M. Georges
Bouligand sur un probléme de Neumann généralisé, relativement &
I’équation de Laplace A, ® =0 ('), I'ont conduit a I’étude de cas
singuliers par rapport 4 une théorie générale que vient d’établir
M. Georges Giraud (). Certains de ces cas singuliers et I'étude d'un
probléme homogéne £, sur lequel je reviens dans la Deuxiéme Partie
de ce travail, ont amené M. G. Bouligand au probléme & suivant :

Rechercher (dans le domaine réel) les congruences u(x, y, 3)=a,
o(x,y,3)=3(a, [ constantes) telles qu’il existe des fonctions ¢(u, v),
harmoniques en (x, y, 3) dans un tube de lignes de la congruence, les
valeurs de ¢ a la surface de ce tube pouvant étre arbitraires sur chaque
ligne de la congruence.

(') G. Bouriganv, Sur une extension du probléme de Neumann (C. R. du
Congrés des Sociétés savantes, 1926) [1]. J'utilise les numéros entre crochets
pour les références bibliographiques.

(") G. BouriGano, Sur les cas singuliers d’un probléme aux limites de la
théorie du potentiel (Ac. royale de Belgique, Bull. Cl. des Sciences, 5° série,
9, n> 10-11, 1933) [2].

L'exposé de M. G. Giraup vient de paraitre au Bull. de la Soc. Math. de
France (Comptes rendus des séances, 1933, p. 45 et 53). Pour plus de dévelop-
pements, se reporter au fascicule (sous presse) : G. BouLicann, G. Gimaup,
P. DeLens, Le probléme de la dérivée oblique en théorie du potentiel ( Actua-
lités scient. et ind., Exposés de Géométrie, direction E. CarTaN).

Journ. de Math., tome X1V. — Fasc. I, 1935. I0



74 PAUL DELENS.

Ce probléme met en jeu les fonctions ¢(u, ¢) de deux variables,
déterminées dans une aire 4 deux dimensions du plan (u, ¢) (plan de
représentation de la congruence) par leurs valeurs arbitraires sur le
contour, ce qui peut soulever de délicates questions d’application;
nous nous trouverons en effet ramenés, non seulement aux fonctions
harmoniques du plan (ou d'une surface, d’aprés les propriétés de la
la représentation conforme), mais plus généralement aux solutions de
certaines équations linéaires du deuxiéme ordre, ¢,(9)=o0, & deux
variables et du type elliptique.

On peut rattacher aussi & ce probléme et aux recherches de M. Bou-
ligand la question de la classification des congruences de courbes
d’aprés les familles isothermes de surfaces dont elles peuvent étre
capables; aucune classification de ce genre n'existe, & ma connaissance.
Mais en commengant ’étude du probléme posé, j’avaisle tort d'ignorer
un Mémoire fondamental de M. T. Levi-Civita ('), dans lequell'illustre
géometre italien a complétement déterminé la classe importante des
congruences équipotentielles — que j’appelle dans la suite méga-iso-
thermes ou (H) — qui intéressent le probléme #¢. M. Levi-Civita a
employé les puissantes méthodes des transformations infinitésimales
de S. Lie et du calcul de Ricci. Cependant, ayant, suivant des indica-
tions de M. Bouligand, abordé le probléme d’un autre point de vue,
j’ai obtenu de nouvelles propriétés des congruences (H), complétant
celles mises en évidence par M. Levi-Civita et permettant aussi /’ex-
tension a des problémes analogues ot I’équation de Laplace serait rem-
placée par une équation plus générale comportant des termes linéaires
en ¢ et ses dérivées du premier ordre. C'est pourquoi il m’a semblé que
la publication de mes résultats et leur comparaison avec ceux de
M. Levi-Civita présentait encore quelque intérét.

(1) T. Levi-Civita, Tipi di potensiali che si possono far dipendere da due
sole coordinate (Acc. reale delle scienze di Torino, série 11, 49, 18g99) [3];
voir aussi un bref résumé dans Ricci et Levi-Civita, Méthodes de calcul diffé-
rentiel absolu et leurs applications (Math. Ann., 5%, 1900; réimpression
A. Blanchard, 1923) [3']..

M. T. Levi-Civita m’a aimablement rappelé ses recherches aprés la publication
de mes premiers résultats dans une Note aux Comptes rendus, 197, 1933, p. 1163,
accompagnant un résumé du Mémoire [2] de M. Bouligand, p. 1179.
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2. Jemploierai, pour une fonction u(x, y, 3), les notations A, u
et A,u des paramétres différentiels du premier et du deuxiéme ordre
de Lamé, et A(u, ¢) pour le paramétre mixte du premier ordre relatif
a deux fonctions u, ¢ (*); le gradient spatial de la fonction u étant
écrit Vu(V = nabla), et le symbole >< employé pour la multiplication
scalaire, on a

Au=VuxVu, A(u,v)=VuxVp, A u=divVu.
Des notations analogues en ¢serviront pour les paramétres différentiels
dans le plan («, ¢). Jécrirai aussi simplement
o(z,y,5)  pour  B(z,y,5)=¢[u(z,,32),9(2),35)],

et utiliserai des indices pour les dérivées partielles.
Une fonction ¢, harmonique spatiale, sera une solution de I'équation

(1) A9 = guuBiu + 29u A (U, ¢) + QA ¢ + gl u + @A, =o0.
Une solution de cette équation, répondant aux conditions du pro-

bléme ¢, est bien connue : il s’agit des congruences rectilignes isotropes
de Ribaucour (*) — ou congruences (IR) — pourlesquelles on peut poser

(2) Au=Av, A(u,v)=o, Aju=Av=0
ou, avec les variables complexes conjuguées U=u+iv, V=u—1v,
(2") AU=4A,V=o, A, U=A,V=c.

On sait (voir par exemple les ouvrages de géométrie différentielle
de Darboux, Bianchi, Blaschke) que toute congruence (IR) réelle est
définie par les intersections de plansisotropes conjugués, appartenant

a deux familles dépendant chacune d’'un paramétre complexe, les
paramétres des deux familles étant conjugués et les fonctions analy-

(*) A vrai dire, c'est A, « dans les notations actuelles, et non A, #, que Lamé
appelait paramétre du premier ordre. On tiendra compte aussi que, dans la
notation A(u, ¢), il ne s’agit pas en général d'une fonction de «, ¢ seuls.

(*) M. T. Levi-Civita [3] fait remonter cette solution a Jacobi et Klein; voir
aussi A. Avavrac, Extension du procédé de la représentation conforme aux
mouvements a trois dimensions (C. R. de ’Ac. des Sc., 191, 1930, p. 290), et
Sur certains mouvements a trois dimensions (ibid., 192, 1931, p 213).
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tiques. Dans chaque famille les plans sont « paralléles » au sens de la
théorie des surfaces, et 'on vérifie aussi que les familles sont isothermes
(¢f. n° 18); ce sont les conditions (2'). A toute famille de surfaces
(réglées) de la congruence correspondent une famille de surfaces
orthogonales et des familles de surfaces isogonales suivant les droites
de la congruence. Pour deux familles orthogonales et isothermes, les
conditions (2), portées dans (1), donnent

(3) A0 =(Quu+ Qu)A u=06,9.A, u=0;

0,9 =0, c’est-d-dire I’harmonicité en u, ¢ de ¢(u, v), entraine alors
I’harmonicité spatiale de ¢(x, y, 3), soit A,o = o, et réciproquement
(car A us£0).

On peut passer de la représentation plane (u, ¢) de la congruence a
sa représentation sphérique, ou utiliser d’autres images, en représen-
tation conforme ou non sur la premiére (sur la surface moyenne, ou
I’enveloppée moyenne, etc.); je reviendrai la-dessus au n° 29 avec un
exemple particulier.

3. PROPRIETES GEOMETRIQUES DES CONGRUENCES ISOTROPES GENERALES (). —
Les circonstances d’orthogonalité et d’'isogonalité des surfaces d'une
congruence (IR) suivant ses lignes u =, ¢ =3, appartiennent aux
congruences tsotropes (1) les plus générales, que j’appelle (1C') quand
il s’agit effectivement de congruences de courbes. Celles-ci ont
une définition analogue aux congruences(IR), a ceci prés qu’elles sont
déterminées par deux familles de développables isotropes générales
(conjuguées et a intersections réelles pour les congruences réelles)
et non plus de plans. Mais les familles de développables & un para-
métre complexe, ainsi introduites, ne sont plus isothermes, et ceci
entraine, comme on le verra, une dissociation des propriétés des fonc-
tions harmoniques du plan (u, ¢) ou de 'espace.

Donnons des exemples simples de congruences (I): j’ai démontré [5]

(1) En ajoutant aussi quelques complémentsa I'étude précédente de M. Alayrac,
jai introduit ces congruences et les ai étudiées dans : P. Dewens, Géométrie des
congruences de courbes (Rendic. del circ. mat. di Palermo, 56, 1932, p. 289-
352) [&], et Géométrie conforme des congruences de courbes (Bull. de la Soc.
math. de France, 61, 1933, p. 95-127) [5].
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que toute congruence (1) normale est formée des trajectoires orthogonales
de ' sphéres (ou plans) et réciproquement.

On sait que ’étude des propriétés infinitésimales d'une congruence,
au voisinage d’un de ses points M, conduit 4 la figuration de diverses
surfaces ou courbes indicatrices. Pour les déplacements normaux en M
a la courbe de la congruence issue de ce point, on introduit ainsi, dans
le plan normal, deux coniques indicatrices des courbures et torsions
normales; les directions asymptotiques de ces coniques définissent les
lignes asymptotiques e\ les lignes de courbure de la congruence, généra-
lisant celles qui, dans le cas d’une congruence normale, appartiennent
aux surfaces orthogonales. '

Le probléme des congruences a directions asymptotiques indéterminées,
traité par M. R. Garnier ('), admet déux types de solutions : 1° les
trajectoires d’un champ de moments (cf. n°33); 2° les trajectoires ortho-
gonales de ' plans, soit une famille de courbes paralléles, qu’on peut
ordonner suivant des familles de surfaces paralléles, isogonales, etc.(?);
de telles congruences sont (I, N) (N = normal). En effet, en tout
point d’une congruence (I), les directions du plan normal précisées
ci-dessus sont isotropes, les indicatrices circulaires ; I'indétermination
imposée aux unes ou aux autres de ces directions conduit donc a des
congruences (I).

La raison profonde de l'intérét, pour notre sujet, des développables
isotropes, laissant prévoir l'intervention des congruences (I), est d’ail-
leurs celle-ci :

Sil’on cherche a qualifier les congruences par les familles isothermes
(de surfaces) pouvant leur appartenir, on peut considérer le probléme
de Cauchy pour I’équation A,p = o a partir des données sur une sur-
face arbitraire, et en particulier sur une surface de la congruence. Or
les surfaces caractéristiques de l’équation de Laplace, variétés d’indéter-
mination pour le probléme de Cauchy, sont précisément les développables
tsotropes ©(x, y, 3) = const., O étant solution de A, = o.

(') R. Garnier, Champs vectoriels a directions asymptotiques indéterminées
(Bull. de la Soc. Math. de France, k8, 1920, p. 106-108); voir aussi [&].

(*) Les »' plans normaux & une telle congruence enveloppent une méme sur-
face polaire, et la représentation («, v) de la congruence se fait aussitot par les
traces, sur un de ces plans, des courbes de la congruence.
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4. LES GRANDES LIGNES D'UNE CLASSIFICATION DES CONGRUENCES. — Sans
reprendre néanmoins le probléme de Cauchy, nous allons, en utilisant
des indications et certains exemples de M. Bouligand (n> 3, 6, 7),
que j’ai prolongés aux n* 8 et 9 par I'étude d'un cas intéressant,
donner les premiers éléments d'une classification suffisants pour
montrer les diverses circonstances qui peuvent se présenter. Nous
allons vérifier : 1° qu'il existe des congruences (%,) ne possédant
aucune famille isotherme; 2° qu'il n’existe pas de congruences telles
que chaque famille de o' surfaces leur appartenant soit isotherme.
Entre ces cas extrémes, sans nous arréter aux catégories moins inté-
ressantes pour notre probléme &, nous discernerons les caractéres des
congruences (H) que nous recherchons.

Pour les congruences (u, v) considérées, les fonctions u(x, y, 3),
v(x, y, 3) des coordonnées cartésiennes, les fonctions ¢ (u, ¢) cherchées,
seront supposées remplir les conditions de régularité suffisantes dans
un certain domaine; c'est dans ce domaine, qui pourra étre précisé
ensuite, que nous opérerons.

Revenant a I'équation (1), je I'écrirai

(4) a(x)y)z)¢“"+ Qb(‘”,)’,z)%v‘*‘ C((L‘,j’,:) Qo+ P('L")': 5)‘?u+ q(l‘,}'~ ;)(Pw:O;

ses coefficients a, b, ¢, p, ¢ sont proportionnels & A, u, A(u, ¢), A,
A,u, A,¢; on peut les supposer débarrassés d’un facteur commun, s'il y
a lieu.

J'adopterai systématiquement la méthode suivante : aux fonc-
tions u, v données, j'adjoindrai une troisiéme fonction w(z, y, ),
convenablement choisie, indépendante de u, v, c’est-a-dire telle que

__ D(u, v, w)
J=—_D(x,y, 5 0.

Le changement de variables (, y, z|u, v, w) permet d’écrire (4)
sous la forme

(5) A(w, 9, @) Quu—+ 2B(u, ¢, ®) guo+ C(u, ¢, %) @
+ Pu, o, w) 9.+ Q(u, v, w)o.=o;

cette équation, devant étre satisfaite par ¢ quel que soit ¢, dont ne
dépendent pas les dérivées de 9(u, ¢), conduira a un systéme invariant
d’équations en u, ¢.
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5. Concruences (A, ), ou anisoTHERMES (). — Il suffitici d'un exemple;
soit

(6) u=ux*+ ", =3y + 3% Vu=1(22, 3)?,0), Vv =(o, 1, 253).
Le calcul des coefficients de (4) conduit a prendre
w=y; Vie = (o, 1, 0), (J =4az);
d’on I'équation (5), soit ici
(7) (Gue—40*+ 9 ) Quu+ 6002 Qu + (14+ 490 —4w) 9 + (2 + 6w ) 9 +29,=o.
L’identification en w impose & 7 les conditions
(8) Qu=o0, Quw=0, —29u+30,=0, (1+4¢)¢u—+20,4+20,=0.

Ces équations n’ayant pas d’autre solution commune que ¢ = const.,
qui ne définit aucune famille de surfaces, le cas prévu est bien réalisé.
Ce cas doit étre considéré comme le cas général pour une congruence
arbitraire.

6. Concruences (/,), ou moNo-isotHERMES. — Il suffit encore d’un
exemple assez général, a partir d’une fonction u, par exemple, harmo-
nique; soit

(9) u=ur—)? v—=7) — 3z

, puis Ww=3;
Vu=(22,—2y,0), Ve = (0,1, — 3352), Vw = (o0,0,1), (J=2zx).
[.’équation (4), puis sa forme (5) sont

(42° 4+ 45*)uu— 4) Quo+ (1 + 95" ) @uv— 659, = 0)
(10) [ +8(y + )] puu— 4 (¥ + )94+ (1 + 9W*) P — 6w, — 0}

(') J’emploie pour les familles de surfaces le mot isotherme, plutét qu'har-
monique, afin d’éviter toute confusion avec les fonctions ou paramétres harmo-
niques; « étant paramétre harmonique (ou isothermique, ou thermométrique)
d’une famille isotherme, la substitution («/mu +- n), avec m, n constantes arbi-
traires, définit le paramétre harmonique le plus général de la méme famille.
D'autre part, en Géométrie, les expressions surface isothermique, famille isother-
mique, sont réservées au cas ou les lignes de courbure des surfaces forment sur
celles-ci des réseaux isothermes.
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d’ou le systéme d’équations
(11) Puu =0, Pue=0, Puv=0, p»—o,

et la solution ¢ = mu -+ n; les cylindres * — y*= const. constituent
la seule famille isotherme de la congruence (9).

7. Concruences (&, ), ou pi-1soteERMES. — Partons cette fois de deux
fonctions harmoniques

(12) u=zx*—y? v=a'— Jzy*+ 3, puis w=u;
Vu=(2z,—2y,0), Vo=[3(z*—»%), —6xy,1]: Vw=(1,0,0), (J=—2y).

On obtient comme précédemment

G(2*+ ) Quu -+ 122(2+ )?) Quo + [9(22+ 32 + 1] gu=10,
(13)  4(20*— u)Quu+ 1200 (2007 — 1) Qu+ [9(200° — 4)? + 1] 0= 0,
(l!l) Pup=—0, Puv=—=0, Quu= 0,

(14") ¢ =mu—+ nv—+ k.

Il existe ici un faisceau linéaire mu + nv = const. de familles iso-
thermes; deux de ces familles, par exemple u = a et v = (3, constituent
une base de ce faisceau qu’on pourra représenter par { u, ¢}.

8. Concruences (A'), ou POLY-ISOTHERMES; CONGRUENCES (/,), TRI-1S0-
THERMES. — Si nous supposons désormais qu'une congruence posséde
au moins deux familles isothermes u = «, ¢ = f3, et parsuite le faisceau
{u, ¢}, il pourra arriver qu’elle posséde aussi d’autre familles iso-
thermes n’appartenant pas & ce faisceau; ce scra le cas quand (avec
A,u=A,v=0) ’équation (5), réduite a

([5) A‘?uu“" 2B(Puv+ Cq)wz o,

‘n’exigera plus, pour étre satisfaite, un systéme de conditions équi-
valent & (14). Prenons I'exemple de la congruence des droites rencon-
trant orthogonalement une droite fixe, ici O3. Soit

(16) u=—arc tangg, V==, puis w=x+ y?;

Vz(z—t'yy‘xf-y> Vo=(0,1; Tw=(22,25,0). (sz—:;>
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L’équation (5), ou (15), devient ici

1
(17 ) ‘_“ Quu =+ @iy =10}
d’ou
([8) Qu=0, QPuvo—=0,
(18") 9=luv 4+ mu + ny + k.

La congruence (16) posséde un systéme linéaire dépendant essen-
tiellement de deux constantes arbitraires, c’est-d-dire un réseau
linéaire (au sens de la Géométrie algébrique) de familles isothermes;
la base de ce réseau est {u, v, u¢} & partir des trois fonctions harmo-
niques u, ¢, uy définies par (16). On pourra désigner par (k;) unc
telle congruence et ’appeler tri-isotherme ().

L’étude de ce cas montre que !“introduction de la fonction harmo-
nique uy tient au fait que les familles isothermes u=a, v=_3, sont ortho-
gonales. Pour deux fonctions arbitraires U (u, ¢), ¥(u, ¢), on a en effet

(19) A (UV)=UA, D + VAU + 2A(U, V);

donclesconditions A, U=A,V=0, A(‘U,V)=o0 entrainent A,(U,V)=0.
J'ai appelé orthoptique [4], [5] une congruence capable de deux
familles de surfaces orthogonales (*). On peut donc énoncer :

Toute congruence orthoptique et (h,) par ses deux familles de surfaces
orthogonales est une congruence (h,) et réciproquement.

(') On pourrait dire ortho-isotherme, mais ce terme pourrait aussi étre réservé
pour une congruence normale a une famille isotherme de surfaces.

Ricci et Levi-Civita [3'] ont déja donné un exemple analogue, celui de la con-
gruence des cercles concentriques rencontrant (orthogonalement) une droite fixe
issue du centre. D'ailleurs, les deux congruences considérées sont aussi (N).

(?) Dans le plan normal en M a la congruence, les surfaces de ces deux familles
ont pour tangentes les bissectrices des directions asymptotiques; §'il existe une
famille de surfaces orthogonales a la congruence, on retrouve aipsi le théoréme
de Dupin. Dansle cas (h;, N), les surfaces de cette troisiéme famille sont isother-
miques (cf. G. E. WeaTHERBURN, Differential Geometry of three dimensions, 11,
Cambridge, 1930). Il s'ensuit bien qu’un systéme triple-orthogonal isotherme est
nécessairement isothermique.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. I, 1935. 11
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9. Le cas précédent présente un autre intérét; une substitution
harmonique du faisceau { u, ¢

(20) W —=eu+ fv, v'=gu+ he

(e, f, 8, h constantes, on néglige les constantes additives) donne 4 la
solution (18") la forme

(21) o=fu?+lu' v+ g v+ m'u +n' o'+ &

contenant six constantes arbitraires au lieu de quatre ; réciproquement,
de la forme générale (21) on peut revenir a la forme réduite (18") (ou a
d’autres formes réduites, selon les conditions de réalité et le signe de
I'*— 4 f'g"). Sila solution géométrique reste la méme, sa traduction
analytique a été modifiée, d’une formule & l'autre, par le choix des
fonctions de départ u, ¢ ou u/, ¢, les premiéres correspondant a des
surfaces orthogonales.

Le probléme de la classification des congruences, comme il est posé -
ici, est finalement ramené aux conditions de compatibilité d’un sys-
téme de N <5 équations linéaires aux dérivées partielles, du premier
ou du deuxiéme ordre, de la forme (5), mais a coefficients fonctions
de u, v seuls. La solution peut dépendre, sous forme extrémement
variée, de constantes ou de fonctions arbitraires de u, ¢ (). Sans
insister davantage, nous laisserons dans une méme catégorie (%) les
congruences poly-isothermes, dont les familles isothermes n’ont pas
encore la généralité suffisante pour le probléme €.

10. Les concruences mica-1sotaerMes (H). — Partant toujours de
deux famille isothermes (A, « = A, ¢ = 0), nous envisageons maintenant
le cas ou 'égquation (15) asescoefficients A, B, C fonctionsde u, ¢ seuls;
donc s’écrit

(22) g(P)=A(u, v) Quu~+2B(u, ¢) 9uo+ C(u, ») ¢uu=10;

ce cas laisse a la solution la plus grande indétermination possible.

(*) Le cas des numéros 8 et 9 pourrait sans doute étre prolongé dans le sens
des recherches de M. P. MonTEL, Sur les solutions linéairement indépendantes
des équations auz dérivées partielles (Journ. de math., 10, 1931, p. 415-438).
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Comme I’équation (15) équivaut a

(15") D Ayt + 29,0 A, ) + 20 Ajv =0,

apreés division, au besoin, des coefficients par un facteur commun, cela
veut dire que les rapports mutuels de A, u, A(u, ¢), A, v demeurent cons-
tants le long d’une ligne de la congruence, ou que le triangle défini, en
chaque point M, par les gradients Vu et Vo reste alors (pour u=a,
¢ =3) semblable a lui-méme (ou de forme invariable), ceci d’abord
pour les familles isothermes initiales. M. G. Bouligand, qui avait eu
'obligeance de me soumettre le probléme en question, m’a aussi
communiqué ce résultat essentiel qu’il avait obtenu : je 'appellerai la
propriété d3.

Pour une congruence (H) répondant a ces conditions, soient U (u, ¢),
?(u, ¢) deux fonctions arbitraires de «, ¢; on aura

(23) AU=UZA ¢+ 2UAUA(1, 0) +UA 0, AV=.
(24) AU, V) = WUV Ay e+ (U, Vs UVY) A, 0) + UV A o,
(25) A, U=U, Ayt +2U, A(u, v) + U, A, v, A, V=....

Les formules (23) et (24) montrent que deux familles arbitraires de
la congruence possédent la propriété @ du triangle des gradients;
complétées par (25), il s’ensuit que les rapports mutuels des cinq quan-
ttés AL, A(U, V), AV, A, U, A,V restent constants suivant chaque
ligne (u, v), propriété caractéristigue @' également obtenue par
M. Bouligand.

Les formules (23) et (24) montrent aussi ’existence et précisent
Parbitraire de familles de surfaces Ul = const., ¥ = const., se coupant
sous des angles ayant une valeur constante, ou pour lesquelles le rap-
port des grandeurs des gradients reste constant (ou les deux conditions
réunies) pour toutes les lignes de congruence, c’est-a-dire dans1’espace
(ou le domaine convenable). Bref, on est dans le cas des congruences
isotropes, et la propriété &' compléte les qualités de celles de ces
congruences qui nous intéressent ici. -

On retrouve en particulier les familles de développables 1sotropes
des congruences (I) en résolvant 1'é quanon (23),0uA,0=0;sis,t
sont deux solutions indépendantes, conjuguées complexes, de cette
équation, les quantités A, u, A(u, ¢), A, ¢ ne pouvant étre nulles simul-
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tanément, on aurait pour une troisiéme solution O,
D(0,s) D(®,¢)

D(w,¢) D(u,v) =%

donc la solution générale est ® = F(s) ou F(¢), la fonction étant ana-
lytique.

11. En général les solutions d’équations telles que A, U =o, ou
A(U, ¥)=o0, etc., ou des combinaisons de telles équations a coeffi-
cients fonctions de u, ¢, ne seront pas des fonctions harmoniques du
plan (u, ¢), ni de I'espace. On retombe sur des conditions de compati-
bilité entre (22) et des équations aux dérivées partielles en u, ¢; d’ou
en général dissociation entre les conditions d’isogonalité, d’orthogona-
lité, etc. et celles d’isothermie dans le plan (u, ¢) et dans I'espace.

Ayant déja cité le cas des congruences (IR ), nous rappelons que:

Toute congruence (IR) est (H); alors une fonction harmonique
en (u, ¢) définit une fonction harmonique spatiale; a deux fonctions
harmoniques en (u, ¢) et conjuguées correspondent deux familles iso-
thermes de surfaces orthogonales, etc. Icil’on peut dire que la représen-
tation (u, v) de la congruence est conforme et conserve le caractére

harmonique.
Pour le cas général, on a seulement :

Toute congruence (H) est (1); toute congruence (1) ct déja (h,) est (H)
[une congruence (IR) était (4,) par ses développables].

Précisons le dernier point. Soient U=const., V=const., les
développables isotropes d’une congruence (I); on peut supposer U
et V conjuguées complexes. Les relations (23) donnent, pour
A, U= A‘ V= o,

Au 2A(u,v) A
(26) [ iy { o e A R DA

les coefficients A, B, C de (15) sont donc bien fonctions de u, ¢ seuls.
Les fonctions harmoniques spatiales correspondant a la con-
gruence (u, ¢) sont alors les solutions de I'équation (22) du type ellip-

tique d’aprés A, uA, ¢ — A(u, v) 2> o(u, v réels).
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12. On peut caractériser complétement les congruences (H) parmi
les congruences (I). La propriété des développables isotropes donne les
relations (26) : soit A(@, y, ) la valeur commune des rapports écrits.
S'il existe pour la congruence deux fonctions u, ¢ harmoniques, on

tire de (24) et (25)

A(U’ V)=—iU,V.— U, V.)%,
Aau = )\[UuquVv— qu(UuV¢v+ vau) -+ vaquu]v A2V = )‘Ig . ',I)

les expressions entre crochets sont d’ailleurs les invariants bilinéaires
des formes d*U et dUdV, ou d?V et dU dV, quadratiques en du, de.
Il s’ensuit

A, U

A,V
(7) SZTON

:f(ll,V):F(U,V), 'Z—A-([J’——V)

=g(u,0)=G(U, V)
at les fonctions harmoniques cherchées sont les solutions de I’équation
(28) ouv+ Foy+ Goy=o.

Bref, les congruences (H) sont définies par les conditions

_ _ A,V A A,V o
() |80 =0, 84V =0, |y 0V] =0 gy UV =
ou la notation |. . .|,,, désigne un déterminant fonctionnel par rapport
azx,y,s.

Les exemples de congruences (H) de la Deuxiéme Partie préci-
seront les relations entre les familles de surfaces et les représenta-
tions (u, ¢).

Rappelons enfin qu'il n’existe aucune congruence ne possédant que
des familles isothermes; 4 partir de deux fonctions u, ¢ déja harmo-
niques, il faudrait, dans (22), A =B=C=o0; or, deux vecteurs
isotropes, orthogonaux entre eux, n’existent pas.

13. Il est entendu que toute congruence (IC) n’est pas (H), et 'on
devra considérer encore ici comme général le cas (k) : I'exemple
suivant le confirme.

Soit la congruence paratactique des cercles dont les foyers décrivent
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deux droites isotropes conjuguées, définie ici par
(30) (z — U+ (y—iU)y+ (s —ic)*=o0
et 'équation conjuguée pour V, que je n’écris pas; U et V sont
conjuguées complexes, ¢ constante réelle; d’ou
&+ 43— ¢*—2ics =2 (x + {y)U.

Par différentiation on obtient
(31) (x—U)Vur+ () —iU)Vy + (5 —ic) Vza=(x + (y) VU,
(x*+ )+ 52— ¢*)? 4+ f o2 z?

2(x?+)?)

& —U=(z+i{y)A(x,U), y—iU=(x+iy)A(y,U),
s—lc=(x+iy)A(z U),

(32) AU=A V=0, A(U,V)=2UV=

’

d’ou, a partir de (31) (et de I'équation en V non écrite),

L, A V="

T— .
(33) A2L~x+iy x— Ly

Les déterminants fonctionnels de (29) ne sont pas nuls, et I'équa-
tion (1) s’écrit

1
Qu+ - — QGy—=o0.

A B e 1
(34) 4UVouv+ — pr—

—+ iy
En posant #* + y*+ 5*— ¢* == 20, la relation (32),, quadratique en ¢
et 3, permet leur expression en fonction rationnelle d’un paramétre ¢
U, V, w étant prises comme variables indépendantes, un calcul sans
agrément montre que, pour c <o, I'équation (34) n’a pas d’autre
solution que ¢ = const.

Le résultat est autre, et le calcul allégé, pour ¢ =o, cas d'une
congruence de cercles tangents entre eux en un méme point, con-
gruence (IC, N). Avec les variables U, V, o, I’équation (34) est
réduite a

(347) 20UVeuv+ Ugy+ Voy=—o,
et les conditions ¢4y = o0, Ugy+ V ¢y=o0 donnent la solution

A
cp:mlogU—l—n.
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Cette congruence est (/,), admettant la famille isotherme des plans
passant par Os.

14. Les résvLtats pE M. T. Levi-Civita. — Dans son Mémoire fon-
damental de 1899 [3], M. Levi-Civita a obtenu la détermination com-
pléte des congruences (H) et des potentiels correspondants.

Partant du fait que le groupe des transformations qui conserve
I’équation de Laplace est le groupe des similitudes, il a d’abord
obtenu les solutions constituées par les congruences, que je dési-
goerai par (H, S), des trajectoires des groupes de similitudes a un para-
métre. Revenant ensuite a la recherche générale des fonctions ¢ pour
lesquelles, avec les variables u, ¢, o, le systéme A,¢ = o0, o,=o0 est
complet, M. Levi-Civita caractérise, sous forme intrinséque, les
congruences (H); I'étude des conditions d'intégrabilité montre alors
que les seules solutions du probléme sont les congruences (IR ) et les con-
gruences (H, S) précédentes, formées de cercles, d’hélices ou de spirales.
La classification est complétée par celle des équations ¢,(9)=o0 &
deux variables, du type elliptique, définissant les potentiels binaires
donnant lieu aux potentiels spatiaux cherchés.

On voit que, dans la méthode suivie par M. Levi-Civita, les
congruences (IR) et les congruences (H, S) semblent appartenir
(malgré certaines interférences : congruences de droites paralléles
ou concourantes) a des types distincts de solutions, sans qu’appa-
raisse leur caractére commun, la classe des congruences (1), qui
jouera aussi nécessairement un rdle important dans les problémes
analogues.

Sans reprendre I'étude du savant géomeétre italien, il nous sera
maintenant facile, en continuant la méthode ici suivie, de retrouver
ses résultats et d’y ajouter aussi de nouvelles propriétés géométriques.
Une courte digression nous montrera d’abord I'importance de cer-
tains éléments géométriques dans la théorie des congruences.

13. CoMpLEMENTS, QUELQUES PROPRIETES GENERALES. — J'emploie ici le
calcul vectoriel, qui me semble le plus approprié; les notations seront
semblables & celles de mon Mémoire [4]; les symboles < et /\ se
lisent scalaire et vectoriel, et 'opérateur V est appliqué aux scalaires
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et aux vecteurs (en lettres grasses), suivant le schéme
du=dM =< Vu, dl==dM x V],

dM désignant le déplacement du point courant M.
Soit 1="Vu le vecteur gradient d’une famille de surfaces. Je dis
qu’une famille de plans est caractérisée par la relation

(33) IANVIALl=o.

En effet, x étant un vecteur arbitraire, x /\ 1 représente un déplace-
ment normal 4 1; la variation @1 ayant ici la direction de 1,

(XA < VIAl=xx (1A VIALl =o;
comme X est arbitraire, la relation caractéristique (35) s’ensuit.

Pour une famille de déceloppables isotropes, on a

1x1l=o, Vle:O;
donc

(36) (VIAD)Al=(V1x1)]l — (I1x1)Vl=o.

Mais I’annulation du premier membre de (36) entraine seulement, en
faisant a droite le produit vectoriel par 1,

(36) (1Ix1)VIAl=o,

relation équivalente a (36) qui caractérise donc une famille, soit de
développables isotropes, soit de plans paralléles au sens de la Géométrie
élémentaire; (36) équivaut encore a

(36") VIA1=h],

h étant un vecteur auxiliaire. Considérons maintenant 'identité
(37) (VIALA=V1x1— (Vi) l=">VAu—Aul

Si u=const. représente une famille isotherme de surfaces (avec
u harmonique), en méme temps isotropes, il s’ensuit

et, en conséquence de (36”), la relation (35) est satisfaite; toute
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famille isotherme de développables isotropes est constituée de plans. De
méme, d’aprés (35) et (36”), on vérifie aussitot, par (37), que toute
Samille de plans isotropes est isotherme. Cette seconde propriété est
bien connue; la premiére semblait résulter de I'exposé de M. Alayrac
(loc. eit.), mais j'ai cru nécessaire de 1'établir complétement.

16. 1l y aura souvent avantage & rapprocher de (37) et de la rela-
tion analogue pour q = Vv, les identités

(38) (VIAQ+Vq ADA=VA(u,v) —Ajuq —A,v],
(39) (VIAQ—Vg ADA=[V( A q)]p=rrott,

le vecteur t =1 /\ q étant tangent a la courbe de la congruence (u, ¢)
issue de M. Les formules précédentes sont valables pour des vec-
teurs 1, q isotropes et I'on voit aussitot la simplification apportée dans
le cas des congruences (H) avec les variables U, V des développables
isotropes. La relation (37) généralise une relation {formule (104), [4]}
complétant un résultat de M. Weatherburn (loc. cit.) relatif aux
familles isothermes; d’aprés cet auteur, a étant le vecteur unitaire
(donc non isotrope) de la congruence normale & une famille de sur-
faces, et avec

(40) w=(Va Aa), =—(adiva+a / rota)=k —diva.a,

la condition d’isothermie de la famille est rot w = o. Comme k est le
vecteur de courbure de la congruence (a), on peut donner & cette

condition la forme
rotk —2a A (VH —Hk)=o,

H étant la courbure moyenne dela surface de la famille passant en M.

17. DerverMINATION DES CONGRUENCES (H) ET NOUVELLES PROPRIETES. —
11 s’agit de déterminer les congruences satisfaisant aux conditions (29)
du n° 42; soient U et V= U’ les paramétres conjugués complexes des
développables isotropes, l'accent étant employé en général pour
indiquer la conjugaison complexe. Je poserai encore
) 5 1=VU, 1I'=VV, o=A(U,V) v=A,U, p:%,
f IAV=1iva, apAl=il, aAV=—i;

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. I, 1935, 12
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d’ou les tenseurs dérivés
(42) Vl=ql + ra, I'=..., —wVa=rl4-rl,
avec les vecteurs auxiliaires
q=7ra+pl, r—va + 1l et q+q =Vliogw
(Je n'écris pas en général les formules se déduisant des autres par

conjugaison complexe). Ces relations comprennent les conditions
rotl =rotl'=o. Les conditions d’intégrabilité sont

1 .
rotr—=qAr, rotq —— ar/\r’ (et conj.),

a est le vecteur unitaire tangent de la congruence(u, ¢), désignée aussi
par (a); pour le vecteur de courbure k, on obtient la formule remar-
quable, qui est aussi une forme de (38),

(43) —k=—axVa=p'l+pl.

18. Tout ce qui précéde n'intéressait que les congruences (1). Les
derniéres conditions (29), ou
(44) axVp—o, ax V' =o,

sont bien nouvelles, c’est-a-dire indépendantes des conditions d’inté-
grabilité relatives aux congruences (I). Elles entrainent pourk s£ola
normalité de la congruence (k); en effet,

—rotk =V’ A1+ Vp AL, k < rothk =iw(pVp'—p' Vo) x a=o.

La famille de surfaces (1k) est accompagnée de la famille ortho-
gonale (1b), ol b est le vecteur binormal unitaire, et des familles
isogonales. Mais la condition k ><rotk=o0 n’est pas suffisante;
d’aprés k =y p (p unitaire), la courbure y est donnée par 7’ = 20p¢’,
et ceci permettrait de compléter la premiére condition par

K_ _ o' V') = ¢
axV(Zw)fax(pr+( Vo')=o.

Il est plus simple de traduire les relations (44 ) par

(45) a A rotk = (axVp')l+(axVo)l'=o;
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donc : Les congruences (H) sont les congruences (1) telles que le rota-
tionnel du vecteur de courbure k n’ait pas de composante normale a la
congruence. Les courbes de la congruence sont géodésiques sur les
surfaces (1K), asymptotiques sur les surfaces (1b). La condition (45)
comprend le cas k =o0 des congruences (IR), sur lequel nous ne
reviendrons pas en général, et aussi celui ou rotk = o, k gradient.

19. Il est indiqué désormais d’employer le repére normal prin-
cipal Maa,a,, ot a, = p, a;=Db; les indices o, 1, 2 caractérisent les
congruences (&), (a,), (a.), mais 'indice o sera généralement sup-
primé s'il est seul. J'emploie les relations et notations de mon

Mémoire [ 4],
Va,— c;a;— cia/, rota;=¢; A\ ar— ¢ A\ a;, e;,—¢; \ ¢,

A B
(46) wW;=¢; A\ a;+ Ci A\ az, Ny=c¢; X< a;+ Cx X &, zS:ZN;
i

(¢, j, k=o0, 1, 2 par permutation circulaire). Or j’ai caractérisé les
congruences (I) réelles par

(“"7) 01:_-(32/\ a,

et je détaille les formules correspondantes en

c = —7Ta -+ L8, —+ )&,
c,— ta, = 118,
C:— —ya “+ na, +£a,,
- rola = 27a =+ 78,
% rola, — —za+(;—1)+a, + 78,
rota,— —ra — 78, +(—71)a,
(48) < e= (Z+7)a — yna, + Y8,
3 e, =—(xz+)yn)a— (g —ry)a, — (xy +n)a,,
e;= (sm—)i)a ~+ ma, — 28,

w = — 27 a +y &,
; w,= —na—+ () +y) a — T8y,
W,— —1na +ra, — za,,

N =2, Ny=N,=:—71, S=at—r.
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Les conditions d’intégrabilité
(49) rotc;— ey,

ou j’emploie pour les dérivées pfaffiennes les notations
d
fi=axVi=g-f,  fi—fi=(Sa—e) x V],

donnent, pour les congruences (1), le systéme

zy,— )+t 4 21+ 2+ y*=o, T+ Yo+ () —x)=o,
Ex—mny=o, n,—E+n*+yy=o,
n+EL—2xk=o0, Y2+ E+2En=o,

(50)

T+ Zy+y(E—7) — (E+T)=0,
B+ xy+2nk=o,
_xl+no+x2+n!_22=0-

20. Revenons aux congruences (H). La condition (45) pourk =y a,
donne '

(51) ¢ =17 (torsion), n=— (log )y

Le systéme (50), avec les réductions correspondantes, est alors le
systéme en y, v, T, z, y considéré par M. Levi-Civita [3] [avec les
notations p, ¢,, — T, —r,, —1,, et la congruence (a) étant affectée
de I'indice 3]. Il n’y a pas lieu de reprendre les calculs de cet auteur,
caractérisant finalement les congruences (H, S), pour y <o, par le
systéme complet en LNy T

2

Xo=—2X", Ne——10", Ty=—71N R
nw 72
(52) LH=x—1 n,=ny, T,=127) (wz—i:y:ﬂ;
A2 =— NT; M,==0; Ty= N -

d’ou les solutions cercles y = o, © = 0; hélices v = o ; spirales.
D’autre part, la forme suivante du tenseur dérivé Va d’une congru-
ence (H)

(53) Va:——ra/\‘u—i—n‘u+a(k—na)i (ﬂl:Zai’al),
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ot a/\‘Ul =a,a, —a,a, est alterné, donne pour t ="{a
Vt=¢Va + V¢a.

La partie symétrique de Vt ne sera un multiple du tenseur unité U,
propriété caractéristique des congruences (H, S)[3], que pour

(54) za, —na=k —na=— Vliogg.

Or, d’aprés le systéme (52),, pour v; £ o,
(55) n=—(logn),, z=(logn), Kk —na=Vlogn;
poury,=o, 750, l'ona

(56) Vi=(x*—r)a,, Vlegr—2ya,=2k;

d’oti aussi (y*+ =*)7 ' constant et k = iV log(y2~+ <*); pour y=o,
T=o,
(57) Viegy =xa,=k.

On retrouve bien, dans tous ces cas, la propriété établie par
M. Levi-Civita, avec la valeur du coefficient { correspondant.

21. On constate facilement, avec les formules (48) et (52), que
rot w,=o, ce qui traduit que les surfaces (Lp) ou (a, b) forment
une famille isotherme (p = a,, b=a,).

On peut d’ailleurs écrire ici

(58) w,—=2(k —na)— Vliogy;

d’on la propriété, k — va étant un gradient évalué par (55), (56) ou
(57). Par contre, w,= w, — k ne sera un gradient qu’avec k, donc
pour = o [hélices et cercles (')]; alors les surfaces (Lb) ou (a, p)
Sforment une seconde famille isotherme. On sait aussi que pour un para-

() Je continue a laisser de coté le cas y —=o des congruences de droites,
qu’on peut toujours considérer comme (IR).

Pour n—=o0, W est aussi un gradient, mais si 72 0, la congruence (a) n’est
pas normale.
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N . 1 \ |
métre u; harmonique, w;= - VlogA, u,; d’oli le retour au paramétre

harmonique dans chacun des cas indiqués.

On. sait évidemment, et nous y reviendrons, former les équations
finies des trajectoires (H, S) des différents cas, et I’on pourrait se
contenter d’en tirer les résultats que nous passons en revue. Mais il
nous semble préférable de les déduire des formules générales, et nous
procéderons encore ainsi pour les propriétés des lignes ou surfaces
isoclines [ 4].

Le vecteur e [formules (48) et (51)] s’annule pour v,=o0, = =o0;
les surfaces isoclines sont alors les surfaces (a, p) (réduites aux plans
d’un faisceau).

Si e = o, on forme facilement Ve ou le tenseur dérivé du vecteur
unitaire correspondant, et I'on reconnait que la congruence d'iso-
clines (e) est formée de droites concourantes ou paralléles. On a
ensuite

s e /\a=—y(ta,+na,)=ycC, (e A a)xrol(e A a)=y¢, X rolc,,
(59) ¢, X rol¢;= (7a,) X rol(7a,) + (na,) X rot(za,)
—ax(nVr—cVn)=—o,

d’aprés les formules (52). 1l existe donc une famille de surfaces dsocli-
nales (e, a) (cOnes ou cylindres), et ceci traduit que le déplacement
du repére principal dépend seulement de deux paramétres| 4. Calculons

alors le vecteur w relatif 4 la congruence (e/\a); soit «, donné
par tg « = v[x, I'angle des surfaces (a, b) et (a, e). Il vient (¢/. [4]),

w=a A Va+ W,cos’a + W,sin®a — (¢, A\ &,+ C; A\ a,)sino cosx

(60) < W, + W,
2

=aAVa+ + 4(a,cosza+azsinza):w,.
2 .

Pour v o0, les congruences (p) et (e/\a) sont distinctes, et

w = w, étant gradient, les surfaces (e, a) forment une nouvelle
JSamille isotherme. On obtient en méme temps un exemple intéressant
de congruences de méme vecteur w.

22. LEs PROPRIETES ANGULAIRES; LES EQUATIONS A INVARIANTS EGAUX. —
Ies propriétés angulaires des congruences (H) sont celles des con-
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gruences (I). Ceci résulte encore des relations quisuivent. Nous avons
obtenu pour les congruences (H)une identité de forme

(6') A‘.’?(‘z’v )" :) = \ ('Z‘s .)" :)52[?("3 ‘))];

les variétés caractéristiques de A, = o et de ¢,(9) = o0 sont données
par les fonctions U, V satisfaisant 4 A, =o0 ou ¢,(0) = o avec

(62) AO(x, y,3) =N (x, ), 3)e[0(w, 0)];

ces expressions A,0, ¢,(0) sont en effet obtenues en substituant
dans A, et &,(9), aux dérivées secondes 0., Pur, Pur, les produits 0,
0,0, 02, et négligeant les termes en ¢, et 9. Je regarderat un systéme
de variables caractéristiques U, V, conjuguées complexes, comme des
coordonnées isotropes (ou symétriques) du plan de réprésentation (u, ¢);

les paramétres différentiels de premier ordre de ce plan étant
5,0 =10,0,. (0, F)=2(0, W+ 0,Wy),
on aura, d’aprés (62),
(63) A,0=\p(u, v)3,0, A(O, W)=Ap(u, v)o(0, W) (n=2Ap):

donc (avec la convention précédente)correspondance conforme entre une
congruence (H) et sa représentation (u, ¢). Pour une congruence (H)
normale, les surfaces caractéristiques isotropes découpent, sur les
surfaces orthogonales, les lignes minima; c’est aussi une propriété
des congruences (I, N).

[.’équation ¢,(9) = o a été écrite en coordonnées isotropes U, V,

(28) oyv+ Fou+ Goy=o,
ou, d’aprés (27), 2F et 2G sont les rapports ¢ et o' des formules (41).

La théorie des invariants de ’équation (28) conduit a la forme inva-
riante

(64) —2(GdU+FdV)=dM x Kk,

d’aprés (43). Le cas oi I'équation (28) a ses invariants égaux, Fy,=G,,
est donc celut ou le vecteur de courbure k est un gradient; ce cas, étudié
au n° 20 pour k 3£ o, donne vt = o et la condition nécessaire (et suffi-
sante) v, = 0. Pour k = o, la congruence est (IR), F=G =o.
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23. Une propriété importante des équations ¢,(9) = o a invariants
égaux se rattache a la recherche suivante, ou je laisse de coté le cas de
I’équation 8,¢ = o. Existe-t-il des solutions ¢, ¢/, donnant des familles
de surfaces orthogonales, autrement dit une configuration (h,) de
solutions, au sens du n° 8 ? On aurait alors

q&'—_‘f!—_' ‘ﬂ— 20
ov . v IVA1<P_6

et 9 et O devraient satisfaire au systéme formé de (28) et
9uv+ Ovgy+ Oypy=o, (Ov+F)oy— (bu+ Glov=o.

Je ne discute pas complétement ce systéme, I'équation (28) n’étant
pas arbitraire, et I'interprétation de ses coefficients résultant de (64).
Je traite seulement le cas, qui se présente effectivement dans notre
probléme ('), ou (28) ayant ses invariants égaux, on peut prendre
8,=F, 8, = G. Le systéme est alors réduit & (28) et ¢ = ¢(8); d’ou

Y= [(ee/(8) (56 U — By.aV).

Prenons alors u=¢9, ¢v=1{ comme variables indépendantes; on
reconnait aussitot, d’aprés la signification des coefficients de 1’équa-
tion de Laplace A, ® = o, que I’équation ,(®)= o prendra la forme
canonique particuliére

(66) ®,,— P, —o, ol §=0(u).

24. Une cinerauisaTion b M. U. Amawpi. — La méthode des
images de Lord Kelvin a conduit M. Amaldi (?) & la recherche des
cas ou I’équation A, (m¢) = o peut étre ramenée, comme précédem-
ment A, = 0, & une équation 4 deux variables u, ¢, le multiplica-
teur m(x, y, 3) ne dépendant pas de la solution ¢. M. Amaldi a

. F
(') D’ailleurs encore sous forme particuliére, car (logE ¢v=o0; donc un

choix convenable de variables U, V permet de prendre F = G.
" (2) U. Amawoi, Tipi di potenziali che, divisi per una funszione fissa, si possono
far dipendere da due sole variabili (Rendic. del circ. mat. di Palermo, 16,

1902).
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montré dans ce probléme I'intervention du groupe conforme au lieu
de celui des similitudes; a coté des types de congruences obtenus par
M. Levi-Civita, ou s’y ramenant par des inversions réelles, il a étudié
la congruence des loxodromies d’un faisceau de tores, trajectoires
d’un groupe de o' transformations conformes, avec le cas particulier
des cercles axiaux & un cercle fixe. Ce cas ne différe pas essentielle-
ment de celul des cercles de méme axe, mais M. Amaldi a montré
qu’alors I'équation A,(m@)=o0 peut étre ramenée & une équation
différentielle ordinaire du deuxiéme ordre.

Etendant le probléme de M. Amaldi, on pourrait aussi étudier la
classification des congruences pseudo-isothermes; on reconnaitra encore
ici 'importance des congruences (1), les développables isotropes res-
tant variétés caractéristiques de Cauchy pour le nouveau probléme.
Si I'on s’en tient au probléme de M. Amaldi, I'équation A,(mo)=o
écrite, avec u.= logm,

A0+ 2400, )+ (A +Ap)o=0o

montre que, pour les congruences solutions, 1l = const., > = const.,
ce seront maintenant les quantités

AU, AU, V), AR, AU+ 2A(U, 1), AV 428V, 1), Ap+ A,

dont les rapports resteront constants le long des lignes de la con-
gruence. On détermine bien ainsi une nouvelle classe de con-
gruences (I), a laquelle appartiendront aussi, d’aprés la méthode des
images, les transformées conformes des congruences (IR); celles-ci
seront sans doute les seules nouvelles solutions si I'on fait intervenir
aussi les inversions imaginaires.

25. UNE AUTRE METHODE D'ETUDE. — La méthode précédemment
suivie pour I'esquisse d’une classification des congruences isothermes,
avec les variables u, ¢, w, peut se rattacher a I'emploi d’un repére
mobile naturel. On peut aussi poser le probléme avec un repére
normal Maa,a, sans préciser au début les vecteurs a, et a,.

Une famille isotherme de surfaces de la congruence étudiée serait

définie par un vecteur v, normal esn M a la congruence (a), pour
SN
Journ. de Math., tome XIV, — Fasc. }, 1935 13
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lequel

(67) rotv —o, divv=o.

Je poserai, gardant en général les notations (46),

v=ebPa,—eP(ca,+ sa,) avec ¢ =cosa, s—sina,

'indice « se rapportant 4 la congruence (a,) ou (v). Aux condi-
tions (67) on peut substituer (¢f. [4], n° 24 4 30)

(68) Vv Arov + vdive =(v < v)(Vp — w,) =o,
(aAV)Arotv+ (aAV)divei=— (v <X V)| (VB —w,) Aa+Nyaj=o,

soit
(69) Ve — (c*w,+ s*W,) + | Va — se(wW,— W,) | Aa + s¢(N,— N,)a=o,
(70) Va—sc(w,—w,)—{VB —(c*W, +s*W,)| Aa — (2N, + s*N;)a=o.

Mais les équations (69) et (70), équivalentes & quatre équations
scalaires, sont dépendantes, et 'on peut remplacer leur systéme par
un de ceux formés de (69) et (70'), ou (70) et (69g), c’est-a-dire

(69") (VB —wW,y) xa={VB3 —(c*W,+ s*W,)}| < a—+sc(N,—N,)=o,
(70) — Ny=—ayxrota,={Va — sc(wW,— W,) | x & — (2N, + s*N,) = o.

Un systéme de solutions «, 3 donnerait

v=Vy, W:Vﬁ:;VlogA,'.o. .

Une simplification est toujours possible par le choix d'un repére
primaire donnant N, = N,. Si I'on emploie le systéme (69g’), (70), on
peut résoudre (69') par rapport & tang®a et reporter cette valeur
dans (70). Avec (70"), (69), I'équation (70') en a ou tanga détermine
les surfaces de la congruence (a); on revient ensuite a (6g9) pour 3.
Tout cela ne va pas sans calculs et il semble difficile de tirer de ces
systémes plus que les résultats déja obtenus. On reconnait de nou-
veau l'importance des congruences (I); alors (w,— w,)><a=o,
et le repére primaire étant indéterminé, on peut revenir au repére
principal [indéterminé aussi pour une congruence (IR)], avec
w, — w,=K. Nous retrouvons alors les calculs et les résultats des
n* 19 4 21 sous une forme assez avantageuse; pour une congruence (H),
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N, = N, = o, les vecteurs Vo — sc(W>— w,) et V3 — (c* W, + s* W),
normaux a a., sont égaux et rectangulatres.

DEUXIEME PARTIE.

26. Le rroBLiME HOMOGENE DE M. G. BouLicann. — Dans le probléme
homogéne €, de M. Bouligand, on se propose de déterminei-une fonc-
tion o(x, y, 3), harmonique spatiale dans un domaine Q et sur sa fron-
tiére X, telle en outre qu’en tout point S de T la dérivée de ¢ suivant une
direction d donnée en ce point soit nulle. On suppose que la direction d
varie contindment sur X, et que cette frontiére présente certaines
conditions de régularité. Pour mettre en échec (dans les conditions
de [2], exemple du n° 2 bis) la théorie générale de M. G. Giraud,
X devra satisfaire a la condition C, : posséder une ligne I de points ou
la direction d lui soit tangente.

Une congruence (u, ¢) de courbes, telle que la tangente en S a la
courbe de la congruence issue de ce point ait la direction d, satisfera,
pour X convenable, au probléme €,, dans le cas des fonctions ¢(u, ¢)
définies au n° 1, c’est-a-dire si la congruence est (H). Pour simplifier,
nous supposerons remplie une condition C,; la représentation C,
dans le plan (u, ¢), du contour apparent T de I pour la congruence en
Jeu sera une courbe analytique (ou formée d'un nombre fini d’arcs
analytiques) limitant une aire & simplement connexe; j'appellerai C
contour apparent réduit de X.

La condition C, est essentielle; C,, c’est-a-dire l'intersection en
deux points au plus des lignes de la congruence et de X, n'a pas ce
caractére de nécessité : le cas des fonctions harmoniques du plan,
dans lequel on traite des aires de différentes connexions, suffit & le
montrer. Ces conditions sont celles dans lesquelles s’est placé M. Bou-
ligand pour les exemples simples que nous rappelons briévement.

27. CoONGRUENCES DE DROITES PARALLELES OU CONCOURANTES. — A. Soit
la congruence des droites D paralléles 4 une direction fixe, disons O s.
Cette congruence des trajectoires orthogonales des plans perpendicu-
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laires 4 Oz est (IR, N); elle est (H, S) pour le groupe des transla-
tions paralléles 3 Oz. Avec u ==, v=y, on emploie la représen-
tation plane des traces des droites D sur le plan Oxy, et C est le
contour apparent projeté de X; la fonction ¢(, y) est harmonique
plane. :

B. Pour la congruence des droites D issues d'un point fixe O,
extérieur 4 Q, on suppose la condition C, remplie pour les demi-
droites D' d’origine O. Cette congruence (IR, N) est celle des trajec-
toires orthogonales des sphéres de centre O; elle est (H, S) pour le
groupe des homothéties de centre O. Ici encore, la fonction ¢(u, ¢)
est harmonique plane, mais 4 I'aire @ du plan (u, ¢), de frontiére C,
on peut, par représentation conforme, substituer le domaine @'
limité sur une sphére du centre O par le contour apparent C, les
projetantes étant les demi-droites D’ : c’est utiliser la représentation
sphérique de la congruence.

28. UN EXEMPLE DE CONGRUENCE ISOTROPE RECTILIGNE. — Aprés les pré-
cédents, le cas le plus simple des congruences (IR) est celui des axes
Jfocauz de Reye d’un faisceau de quadriques homofocales, autrement
dit des génératrices des quadriques réglées de la famille; on se
limitera d’ailleurs aux génératrices d’un seul systéme. Nous trai-
terons le cas C des axes focaux d’un cercle, au sens de M. P. Robert,
donc des génératrices (d’un systéme) de o' hyperboloides de révo-
lution homofocaux. Cette congruence est d’'un grand intérét pour
la génération des congruences (IR) les plus générales, car rtoute
congruence (IR) posséde, le long de chaque rayon régulier, une con-
gruence C osculatrice (avec contact du deuxiéme ordre); la pro-
priété (H) d’une congruence C s’étend au cas (IR ) général.

C. Soit le cercle w, d’équations 2* + y*— R?*=o0, 3 =o0. La con-
gruence est définie par les plans isotropes passant par les foyers
(0,0, £iR) de w

(71) (1—U)z+ i1+ Uy —2U(z—iR)=o,

et ’équation conjuguée, U et V étant conjugués complexes, R réel.
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On vérifie que

(1+UV)?
AV (2 4 )+ 52— RY)?T+ [;R”z"’
A,U=A,V=o,

AU=AV=o. AL, V)=

ramenant I’équation 4,9 = o 4 la forme ¢,y =o.
Une droite D de la congruence a pour paramétres directeurs

T . V‘__

— __IL:JV =sinfcosy, B=io— UL\J, — sinf sing,
(72) o
=y = et

9 et § étant les coordonnées géographiques, et
g ) 9
U —tang 5 e, V= tang — ey,

Le point J, de coordonnées (A, B, C), qui décrit la représentation
sphérique, a pour projection sur Oxy un point K (A, B, o), de
coordonnées symétriques planes

2 U

(73) a:A+iB:l+UV

=sinf e, T=A—iB=...

ou d'affixe ¢ dans le plan de Cauchy. Le point L, de coordonnées
symétriques U, V ou d’affixe U dans le méme plan, décrit la repré-
sentation obtenue par projection stéréographique a partir du point
(0, 0, —1), de la représentation sphérique précédente.
La trace P d’une droite D sur le plan Ozy a pour coordonnées
symétriques ()
2(RU

(74) s:.co+t)'o:-—l—+—UV:

— (Ro, =Xy — (yp=....

Ces formules permettent de vérifier I'identité des droites D avec

(*) Les formules (74) sont obtenues aprés suppression du facteur 1— UYV;
pour 1 — UV =0, donc C=o, la droite D apparlient au plan Oxy et est tan-
gente au cercle w au point P; ce point sera, dans ce cas encore, considéré
comme la trace de D,
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les droites

génératrices d'un systéme des hyperboloides

9

2 2 2
A A (a:RsinG,l:tang»j)-

a? Rt—@q2™ '

Pour la condition C,, le cercle » ne devra pas étre intérieur a X;
nous supposerons aussi remplie la condition C,, le contour apparent
réduit C enfermant I'aire simplement connexe @ parcourue par L.
On peut dans les mémes conditions utiliser le contour €' et le
domaine ()’ de la représentation sphérique décrite par J.

29. Les formules (74) traduisent une relation importante entre la
représentation sphérique et I'image de la congruence tracée par P sur

Fig. 1.
D P4
/": W =<
,/’ J[( o S
/i0
w \L /P
B , A

le plan moyen Oxy; ces propriétés sont du reste faciles a établir par
la Géométrie élémentaire (*).

(*) Depuis une dizaine d’années, d’assez nombreux travaux géométriques
relatifs a la parataxie ont été publiés en France par MM. A. Broch, J. HapaMarbD,
P. Rosert, B. Gamsigr et moi-méme dans le Journ. de Math., les Nouvelles
Annales de Math., L'Enseignement scientifique et les Comptes rendus. Les
propriétés utilisées remontent a Laguerre et Darboux. Ces études peuvent étre
considérées comme une préface a la théorie des congruences (I) générales.
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Substituons a la représentation sur la sphére de centre O, de
rayon 1, celle effectuée sur la sphére de grand cercle w; le point
J(A, B, C) est remplacé par J(AR, BR, CR), et de méme K et L
par K(AR, BR, o) et L, de coordonnées symétriques RU, RV.

D’aprés (74), K se déduit de P par rotation de + g autour de O3;

les déplacements de P et de K sont rectangulaires, donc aussi ceux

de P et J, d’oti la correspondance par éléments orthogonauz entre
I'image tracée par P sur le plan moyen Oxy et la représentation

sphérique ( fig. 1). _
Soit N, de la demi-droite OP, le point déduit de L. par rotation

L] . L.
de — - autour de O z; N a pour coordonnées symétriques

(75) p=E&+in=—I(RU, v=¢ —in=1{(RV,

Fig. 2.

d'ou

(76)

ou en coordonnées cartésiennes

(76’ Lo Yo 2R
(76°) E- 0 Pro+ R

Ces relations définissent dans le plan une transformation remar-
quable de Darboux (Principes de Géométrie analytique, livre' V,
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Chap. VII) (fig. 2); la correspondance P(x,, y,)| N(§, 1) est (1,2),
mais elle fait correspondre a I’angle euclidien de deux courbes en N un
angle égal pour les courbes correspondantes en P, celui-ci étant mesuré
dans la géométrie cayleyenne (hyperbolique) dont l’absolu est le
cercle w (').

Les expressions de &, v; en fonction de z,, y, sont fournies en écri-
vant la valeur commune des rapports (76) sous la forme

zi+ )3
RR=VR—a3—53)

30. Nous avions précédemment choisi les droites D d’un systéme
d’hyperboloides homofocaux et orienté ces droites, pour la représen-
tation sphérique, de sorte qu’elles portent des axes de moment positif

par rapport a Oz
4RUV

N=2B—yA= gy

La représentation de la congruence par les traces P des droites D
ne permet plus en général, a4 partir de ces traces, la séparation des
deux systémes de génératrices. Pour employer sans ambiguité cette
représentation, utiliser le domaine ®@" parcouru par P et son con-
tour ¢, auxquels correspondraient pour N domaine et contour bien
définis — et non simultanément leurs inverses par rapport a w — d’ot1
aussi les domaines et contours en résultant pour J et L, i faut imposer
au domaine Q et d sa frontiére X la condition supplémentaire de ne con-
tenir aucun point du cercle » ou de la région du plan Oxy extérieure d w.

En exprimant avec les variables s, ¢ la fonction ¢(U, V), d’aprés

Puv=="SUSvPss+ (Sulv+ Svlu) Pse+ Lulv Pu—+ SuvPs+ luv e
I’équation gy, = o est ramenée, aprés quelques calculs, & I'équation
(77) 8 9es+ (4R*— 258) 9o+ £ 9u— s 95— L@r= 0,

du type elliptique dans les conditions envisagées (R? — sz > o), per-
mettant la détermination de la fonction réelle (s, t) dans " par ses

(1) Cf. aussi E. Cartan, Lecons sur la Géométrie des espaces de Riemann,
Paris, 1928, p. 149.
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valeurs sur €’ [ou de la fonction ¢(&,, y,) des variables réelles x,, y,
dans les mémes conditions].

On peut, grice 4 la transformation précédente, comprendre dans
le cas G, par passage a la limite convenable, les exemples A et B du
n° 27. On obtient B en faisant tendre R vers zéro. Pour A, il faut
passer aux limites Rowo, U=V =0, mais s =—2/UR, t=2{VR
restant déterminés; alors I’équation (77) est bien réduite a ¢,=o
ou 9., + 9,,= 0, la géométrique cayleyenne envisagée au n°29 étant
euclidienne a la limite.

31. La coNGRUENCE DES CERCLES DE MEME AXE. — D. Il s’agit ici d’une
congruence (IC, N), (k;) par les familles de plans paralléles et de
cylindres de révolution coaxiaux qu’elle contient, donc (H); ceci
résultant aussi de la remarque &'. Cette congruence est (H, S) pour
le groupe des rotations autour de I’axe considéré. Soit Oz cet axe;
les systémes de variables

u=hk=logr. (r==xyat+y!), ¢=3; ou u=r, ¢=23
donnent a I'équation de Laplace les formes
(78) 8,9 =g+ gz =0,
(78" B9 = 9rrt Qut ~ =339 + 5 ¢r=o.

Cet exemple est bien connu; I'équation (78’) a été 'objet de
remarques importantes de M. Bouligand, portant plus généralement
sur des équations du type elliptique dont les coefficients présentent
des singularités (*). Il en résulte que le domaine Q et sa frontiére X
ne devront contenir, pour 'application réguliére des conditions du
probléme €,, aucun point de I'axe O 3. Le contour apparent réduit C
sera donc tracé dans un demi-plan méridien r > o par les cercles
d’axe O3 tangents 4 X, et la solution ¢(r, 3) dans le domaine @ ainsi

(') Cf. les Mémoires et Notes de M. G. BouLicanp & ’Acad. royale de Bel-
gique (Bull. de la classe des Sciences), en particulier : Sur les ensembles
impropres dans le probléme de Dirichlet. .., (5° série, 17, n° 1, 1931); Sur
certaines équations du type elliptique @ coefficients singuliers (5° série, 18,
n° 10, 1932).

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. I, 1935. 14
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limité résulte alors des données sur C. M. Bouligand a montré que
si C était prolongé jusqu'a inclure un segment de 'axe Oz, ce seg-
ment jouerait le role d’ensemble impropre, les données qu'’il porte
n’intervenant pas pour la détermination de ¢.

L’étude en cause de M. G. Bouligand se rapporte, non au probléme
homogéne €,, mais au probléme de Dirichlet harmonique relatif 4 un
domaine ' de révolution autour de Oz, la distribution des valeurs
sur la frontiére X’ ayant les cercles paralléles pour lignes de niveau.
On peut rapprocher les deux problémes; partons d'un domaine Q' et
pratiquons une coupure suivant une section demi-méridienne, par
exemple, puis décollons les faces de la coupure, amincissons les deux
bouts du domaine Q ainsi obtenu jusqu'a ce que sa frontiére X satis-
fasse a la condition C,. De méme, le probléme £,, résolu pour X &
partir de (78"), permet le retour au probléme de Dirichlet pour X’
aprés les opérations inverses des précédentes et suppression de la
coupure, avec répartition des données de paralléle a paralléle.

Cet exemple D met en jeu, pour Q et ', des domaines finis. Des
domaines infinis interviendraient pour les cas A et B : domaine cylin-
drique Q' pour A; angle solide Q' limité par une nappe conique,
sommet exclu, pour B. Et de méme pour le cas général des con-
gruences (IR), comme pour les autres congruences (H, S).

32. Pour ce qui, dans les applications, concerne les singularités,
on devra naturellement tenir compte du facteur de proportionna-
lité A mis en évidence, en (61), dans le passage de ’équation A, = o
a &,(¢) =0, comme aussi de ceux que peuvent introduire les change-
ments de variables suivants ayant pour but de ramener, par exemple,
I’équation & deux variables a la forme canonique

(79) ‘ £,(¢) =00 —K.Co=0

4 laquelle conduit la formule (64). J'entends par ¢, le paramétre
différentiel du deuxiéme ordre du plan de représentation, ot le gra-
dient est indiqué par le symbole & (petit nabla) et la multiplication
scalaire par le point .; k* est alors le vecteur de courbure k ou son
image dans la représentation conforme au point considéré: dans (78),
k" =k.
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On remarquera que (78) est, d’autre part, la forme canonique (66).
D’ailleurs I’exemple D montre bien la dissociation annoncée entre les
propriétés angulaires et les propriétés harmoniques du plan (r, 3) et
de l'espace. Tandis que 3 est harmonique dans I'espace et dans ce
plan, pour A on a ' ’

A,k =o, AA=8i=—0d,A=e
et, pour r,

1
d,r =o, A,r:;, Ar=d,r=u.

‘Les paramétres harmoniques pour ’espace et le plan (r, 3), satisfai-
sant & (78') et 3,9 = o, sont donnés seulement par 8,9 = o, §,=0,
ou ¢,=0, ¢,,= 0, 80it ¢ = a3+ b. Mais si I'on cherche les faisceaux
isothermes de courbes du plan (r, 3) engendrant, par révolution
autour de O3, des familles isothermes de surfaces, on devra faire un
changement de paramétre; avec ®(¢), on aura  résoudre le systéme
A,® =0, 8,9 =0, soit

0,9 = o, 0,9 — ; o-f(9)=0 (f fonction arbitraire).

Or ¢,=24(9, r), donc la seconde équation s’écrit 622'3) = f(9).

Soient MI = 39, MN le vecteur normal & la courbe ¢ =const.,
limité a ’axe Oz cette équation traduit que le produit MI.MN reste
constant avec 9, d’ou les solutions : droites paralléles 4 Or et & Oz,
droites issues d'un point de Oz et cercles orthogonaux, ellipses et
hyperboles homofocales, d’axe focal Oz (').

(*)-D'aprés la propriété : les axes d'une conique a centre déterminent sur la
normale des segments dont le rapport est celui des carrés des longueurs (réelles
ou imaginaires) des axes. On retombe d'ailleurs sur un probléme de solutions
orthogonales, posé au n°® 28. La question ci-dessus a déja été traitée par
M. V. VoLterra, Supra alcuni problemi della teoria del potenziale (Annali
della Scuola Normale di Pisa, 1883).

On retrouve aussi ici des systémes triple-orthogonaux isothermes; ces sys-
témes ont été déterminés complétement par Lamé, Combescure et Darboux.
Dans presque tous les exemples que nous donnons apparaissent des congruences
ou des familles de surfaces appartenant a de tels systémes,
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33. LEs BELICES CIRCULAIRES DE MEME AXE ET MEME PAs. — E. Il s’agit
d’une congruence (H, S) pour un groupe de ' déplacements héli-
coidaux. Les autres criteriums donnés permettaient aussi de recon-
naitre son caractére; on peut en effet définir cette congruence par les
familles de surfaces, cylindres et hélicoides d’axe Oz,

x*+ y*= const., 32— hw—=const., (tangw = ;—L>,

h étant le quotient par 2n du pas commun. Nous pourrons sup-
poser h2o0 et nous poserons h= % pour obtenir, pour n=o, les

cercles du cas D, et pour m=o, les droites du cas A. Avec
r’=ux*+ y?, A =logr est, comme précédemment, paramétre harmo-
nique spatial, et I'on a aussi A,(z — hw)=o0. Les variables

re=u==\/z*+ )?, v—=nw—ms ou v et h=logr

donnent I’équation de Laplace sous les formes

2

(80) A =+ (m?+Z—;>¢,,‘.+ ’1 o,=e gy, + (mie 4+ n?) g} =o0;

on y reconnait la configuration (k,) des deux familles de surfaces
employées, ainsi que la forme canonique (66) des équations a inva-
riants égaux.

Pour n=0, m=1, donc h=o0, v =— 3, les hélices sont réduites
aux cercles d’axe Oz; on retrouve les équations (78) et (78") du
cas D. Pour m=o0, n=1, donc hw, ¢v=w, on obtient les droites
paralléles & Oz du cas A et A, ¢ se réduit a 8,¢ du plan Oxy.

L’équation (80) en r, ¢, a ses coefficients réguliers sauf pour r=o.
Déterminons d’abord les variables caractéristiques par

9

(81) 03+(m2+ %)eg:d, ou

On pourra prendre

. \/m‘-'r2+ n:_ p,
= . —

(82) U:fdldr—r—iv, V:[{Rdr—iv avec QR - =
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d'ou
U,=V,=®R, U,=V.,.=a®R, Uy=—V, =, vy
puis
m 2
(83) A,cpz[;a’q)u\«+<0{’+ %)(q:u—f—«g\-):o, (0{’—4— 7:%)-

34. L’équation (83) n’a pas ses coefficients réguliers pour r=o,
mais les formules (82) montrent qu’alors, si n £ 0, les variables U, V
deviennent infinies. Les cas A et D ayant été étudiés, nous ferons
désormais n =1, m=h='>o. D’aprés

Rr—1
Rr+1

fd(dr:(&r—y—-;log :p+§log———-a

on est conduit au nouveau choix de variables caractéristiques

U —privy [P —eV—ep—tvy /R !
(84) s—=eV=efP+ \/p+l, t—eV—ef P‘*“,

qui restent réguliéres pour un point M a distance finie et s’annulent
avec r(p =1). On obtient ainsi I'équation

iAo f 20 Voo o L _
(85) h Agcp_<9+l) EPCPsl+p(S‘P3+t"PI)—0.
Dans le plan des variables isotropes s, ¢, les coordonnées polaires
sont

(86) R:eP\/Z—:—i, O—=—v—=w—msz;

elles sont liées aux coordonnées géographiques 0, ¢ (du n° 28) de la
représentation sphérique par
(8 —w+ = b— " ' done R—ecwbtang s
7) y=w 2’ cos —\Zﬁ—gy 0 —=e g;,
d’ou aussi, pour I'équation (83) et les changements de variables pré-

cédents,

R cosb
—_— / — T .
Fsng® RN FT R

(83) h?sin?0 A, 9 = 6,9 + sin?§ cosfpy—=o,

r = htangf, R=
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8,9 = houv, PN= Pu—+ ¢v.

L'équation (85) est réguliére, p étant essentiellement positif. Les
travaux sur les équations du deuxiéme ordre, du type elliptique,
permettent alors d’affirmer lexistence et lunicité d’une fonction
réelle o(s, t), solution de (85), dans une aire @ limitée par un con-
tour C, a partir de ses valeurs arbitraires sur ce contour ('). ‘

Comme on pouvait le prévoir, I'axe O z n’entraine aucune singula-
rité pour une congruence E d’hélices, de pas différent de zéro. Nous
continuerons & imposer & la frontiére X du domaine spatial Q la con-
dition C,; ceci permet encore de se rendre compte de la ditférence
entre les cas E (hélices, ou droites du cas A) et D. Imaginons, Q ayant
une épaisseur e parallélement a4 Oz, que le pas réduit A tende vers
zéro; pour 21h < e, la frontiére X sera rencontrée plus de deux fois
par les hélices, le nombre des points d'intersection augmentant indé-
finiment quand k tend vers zéro. Mais pour A=o, les hélices se
fermant suivant des cercles, les suites de points de rencontre voisins
sur X se condensent en points séparés et I'épaisseur e paralléle 4 Oz
perd toute importance au point de vue considéré.

On vérifie facilement, sur (83) comme sur (80), la propriété des
invariants égaux; désignons par F, G, comme en (28), les coefficients
de (83), fonctions de 7 seul; on a

F=¢G, F,— i{(Fy— Fy) = i{(Fy— Gy) =o.

On retrouve aussi, en (83’), la forme canonique (82); le module de la

représentation conforme est Asin0, et les mesures des vecteursk et k*

. . . sin?@ _ sinfcosf -
sont respectivement, au signe prés, —— = —— et sin 0 cos0; on

pourra donc écrire, dans les conditions indiquées,

sin?f cosfpx——k*.0¢.

(*) Cf. le Mémoire cité de M. Volterra, et E. Picarv, Lecons sur quelques
problémes aux limites de la théorie des Equations différentielles (Cahiers
scientifiques, V, Paris, 1930). — Mauro Picone, Sopra alcuni problemi d’Ana-
lisi matematica... (Circ. mat. di Catania, 2, 1922).
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On constate enfin, avec M. Levi-Civita, que le paramétre % n’est
pas essentiel pour I’équation ¢,(9)=o.

353. LEs SPIRALES DE MEME AXE, MEME CENTRE ET MEME PARAMETRE. —
F. Cette congruence de spirales tracées sur les cones de révolution de
méme axe et méme sommet est (H, S) et formée des trajectoires d’un
groupe de o' similitudes. L’axe étant Oz, le centre O, on peut
définir la congruence par les familles de surfaces orthogonales

u = arc tang — = const., v=nw — mlog\/z*+ y*+ z*=const.,
\/‘Zv2+y2
n , .
(tangw: Z>, h= — étant le paramétre commun. On obtient pour
xZ m

n=o les cercles du cas D, pour m =o les droites du cas B, cas qu'on
pourra écarter ensuite. Les cones u = const. forment une famille
isotherme, cosu étant la variable harmonique; la famille ¢ = const.
n’est pas isotherme, mais nous avons indiqué, au n° 21, une seconde
famille isotherme, celle des surfaces normales a4 la congruence (k),
qui n’est d’ailleurs pas orthogonale & la premiére. Aprés les travaux
de M. Levi-Civita [3], qui a montré que le paramétre /4 est ici essen-
tiel, et les développements précédents, il ne semble pas nécessaire de
former 1'équation ¢,(9) = o pour conclure : le cas D exclu, I'axe O3
n'est pas singulier a I'exception du point O qui ne devra pas appar-
tenir a4 Q ou X; on pourra alors, pour les spirales F, satisfaire aux
conditions du probléme Z,.



