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Sur les fonctions entiéres et les fonctions méromorphes
d’ordre infini;

Par RING-LAI HIONG.

INTRODUCTION.

Depuis les travaux de H. Poincaré, J. Hadamard, surtout aprés la
découverte du célébre théoréme de M. E. Picard en 1879 et sa démons-
tration élémentaire par M. E. Borel en 1896, la théorie des fonctions
entiéres a suscité les recherches de nombreux géométres. On peut
distinguer deux sortes de résultats : les premiers sont d'une nature
qualitative comme ceux de MM. Montel, Julia, Ostrowski, etc.; les
seconds d'une nature quantitative comme les énoncés de MM. Borel,
Schottky, Landau, Blumenthal, Denjoy, Valiron, Milloux, etc.

A ce dernier point de vue, c’est surtout grice a la notion de I'ordre
introduit par M. Borel [2, d] (') que bien des résultats peuvent
prendre une forme précise et simple. Avec cette notion, M. Borel a
donné un théoréme trés précis concernant la densité des zéros d’une
fonction entiére d’ordre fini, contenus dans un cercle donné de
centre o, théoréme qui est trop connu pour étre rappelé ici. C’est en
cherchant une proposition analogue dans 1'étude dela distribution des
arguments, que, plus tard, M. G. Valiron a introduit ce qu’il appelle
direction de Borel.

Dans le cas des fonctions d’ordre infini, M. Borel n’a pas défini
explicitement les ordres, et ses résultats donnés dans son Mémoire

(*) Les numéros écrits entre crochets renvoient a I'Index bibliographique.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. III, 1935, Jo
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fondamental des Acta math. concernent seulement une classe de fonc-
tions d’ordre infini, mais il a jeté les bases d’une théorie générale et,
par une intuition puissante, il a reconnu les difficultés du probléme et
indiqué les principaux moyens de les surmonter.

En s’inspirant des idées de M. Borel et en complétant ses résultats,
M. Blumenthal est parvenu, au moyen des fonctions type, a édifier
une théorie comprenant toutes les fonctions entiéres d’ordre infini
sans exception. Mais ses résultats ne sont pas aussi serrés que ceux
obtenus par M. Borel dans le cas de 1'ordre fini et dans le cas des
fonctions d’ordre infini qui peuvent étre traitées par sa méthode.

En ce qui concerne les produits canoniques d’ordre infini, M. A.
Denjoy, al’aide d’une hypothése faite sur le mode de la croissance des
zéros, a obtenu pour le module maximum une limitation trés serrée.

La méthode féconde des valeurs moyennes logarithmiques créée il
y a quelques années par MM. R. et F. Nevanlinna a donné a bien des
résultats une forme définitive et permet de traiter un grand nombre
de problémes avec précision et simplicité.

Le présent travail a pour but principal de refaire la théorie générale
des fonctions entiéres d’ordre infini pour chercher & obtenir des
résultats meilleurs que ceux de M. Blumenthal et de ’étendré en
méme temps au cas plus général des fonctions méromorphes d’ordre
infini; le degré de précision en vue est celui que comportent les
résultats donnés par M. Borel dans le cas de I'ordre fini.

Je pars de la fonction caractéristique T(r) de M. R. Nevanlinna.
Aprés quelques préliminaires, j'établis, dans le Chapitre II, I'existence
des fonctions adjointes 4 la fonction caractéristique T (r)d’une fonction
méromorphe d’ordre infini quelconque f(z) et & un infiniment petite,
autrement dit, je démontre qu'étant donnée une fonction d’ordreinfini
a caractéristique T(r), on peut toujours trouver une fonction a crois-
sance normale U(r) telle qu’on ait

T(r)sU(r)=re",

P'égalité ayant lieu pour une suite infinie de valeurs de r. Puis je
définis les ordres g (r) de f(3), et alors les théorémes de M. R. Nevan-
linna conduisent & une proposition relative 4 la densité des valeurs
de f(3). Ce résultat est bien plus serré que celui de M. Blumenthal et
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a le degré de précision recherchée par M. Borel. M’appuyant sur les
résultats de M. Denjoy, je montre ensuite que p(r) étant 'un des
ordres de f(3), tel que p(r)logr soit une fonction convexe de logr,
on peut former avec les zéros ou les pédles de f(3)— « un produit
canonique, tel qu'il existe un de ses ordres au plus égal & p(r). Comme
conséquence, on obtient une généralisation du théoréme de M. Hada-
mard sur la décomposition en facteurs.

Le Chapitre III est consacré a I'extension de tous ces résultats aux
fonctions méromorphes dans le cercle unité; en ce qui concerne les
produits canoniques, j’étudie aussi le cas du genre fini p21. En for-
mant le produit de Picard ou un produit que j'appelle produit de
Nevanlinna, j’obtiens dans ce cas, aussi bien que dans le cas du genre
infini, des résultats tout 4 fait analogues & ceux du chapitre précédent.

Dans le Chapitre IV, je passe & I'étude de la distribution des argu-
ments; jobtiens des théorémes analogues 4 ceux dus 2 M. Valiron
concernant les directions de Borel et les points de Borel dans le cas
de 'ordre fini.

Enfin, le Chapitre V est réservé a I'étude sur la croissance des
fonctions holomorphes d’ordre infini, définie par un développement
de Taylor. Lesrésultats qu’on posséde dans le cas de 1'ordre fini y sont
étendus au cas de 'ordre infini; en particulier, la condition de la crois-
sance réguliére s’obtient pour le cas général des fonctions entiéres
d’ordre infini ainsi que pour celui des fonctions holomorphes d’ordre
infini dans le cercle-unité (*).

Il me reste, pour terminer cette introduction, & exprimer toute la
reconnaissance que j’ai contractée envers MM. Borel, Hadamard. Je
remercie tout particuliérement M. Valiron qui m’a suggéré ce travail
et dont les indications et les critiques me furent trés précieuses, et
M. Denjoy qui a bien voulu aussi me donner des conseils. Qu’il me
soit permis encore d'adresser 1’expression de ma vive gratitude a
MM. H. Villat, P. Montel et P. Humbert. Je ne saurais oublier non
plus ceux qui m’aidérent et rendirent possible mon séjour a Paris.

(') Les principaux résultats contenus dans le présent mémoire ont été commu-
niqués & 1'Académie des Sciences de France (séances du 23 janvier, du
12 juin 1933 et du 26 mars 1934).
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CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES.

I. — Démonstration d’une propriété de T(r).

1. M. G. Valiron a énoncé sans démonstration dans les Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences [13, k] une propriété de T(r) qu'on
peut préciser comme il suit :

La fonction caractéristique T(r) d’une fonction méromorphe f(3)
1

est analytique en (r—r,Y par segments adjacents ("), le nombre entier
positif p dépendant de r et se réduisant & 1 pour la plupart des segments;

quand p >1, la fonction analytique de (r —r,)’ & gauche de r, peut
différer de celle a droite de r,.

Ceci jouant un réle important dans le présent travail, il convient
de le rétablir.
On a suivant M. R. Nevanlinna

(1) T(r)=m(r, o)+ N(r, )
avec

I BT+ -
m(r, )= 2—1}[ log| f(r e®) | do, N(r, 0)= E log
oI by 1Sr

r
[ov]

)

ou les b, désignent les péles de f(z) contenus dans le cercle de
centre o et de rayon r, chacun d’eux étant compté avec son ordre de
multiplicité dans la sommation. :

1l suffit évidemment d’étudier latfonction m(r, o). Posons

- (2) J(5)=P(r, ¢) +iQ(r, 9),
F(r’ <f’)—_—-P("’ QO)’-{— Q(I‘, <P)2:

) Avec M. Denjoy, j'appelle segment a, b, I'ensemble des nombres z tels
que alx<b.
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Par chaque pdle de f(3), tragons une circonférence de centre o;
dans la couronne C(R, R’) limitée par deux consécutives quelconques
des circonférences ainsi obtenues dont nous désignons les rayons
par R et R, la fonction f(3) est développable en série de Laurent

+ o

2 Cnrtein?,

Regardons r, ¢ comme variables complexes en posant r=pe®,
o= ¢ -+ ¢ et supposons que

R<psR, —6,26£8,, osy<anm, — 78781,

ou 9, 9,, 7, et 7, sont des quantités positives. En prenant R,=Re™
et R,=R'e"™, la série & termes positifs

-+ ®
2 lcnlpne—nr
—_n

est convergente dans la couronne C(R,, R)) contenue dans C(R, R’)
et elle est une fonction majorante pour les deux fonctions

~+ o
P(r, 9) =2 (chcosng —c;, sinng)r:
- (Cn==Cp+ cpi).

~+ =
Q(r, ‘P):Z (¢n sinrg + ¢, cosng)rr

Ces deux séries peuvent donc étre ordonnées suivant les puissances
croissantes de ¢ et représentent des fonctions de deux variables com-
plexes analytiques dans le domaine

(D) R,p<R), — 06,8656, o<¢y<am, —TSTET.

Il s’ensuit que la fonction F(r, ¢) est également analytique dans (D).
En revenant aux variables réelles, elle est donc analytique dans la
couronne C(R,, R)).

Considérons maintenant la courbe (I') ayant pour équation

(3) : F(r,9)—1—o.
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On trouve que les coordonnées p, ¢ de ses points multiples doivent
satisfaire & la relation

(fj.,;)+ (‘§)’=|f'<s)|==o,

en tenant compte des conditions d’analyticité de Cauchy ; ceci montre
que ces points multiples sont isolés comme le sont les zéros de f'(z)
qui est une fonction méromorphe.

Puis, je dis que dans une couronne quelconque de centre o, les
maxima et les minima que la courbe (I') peut avoir par rapport a r
sont en nombre fini. En effet, supposons qu’ils soient en nombre
infini. Alors I'ensemble formé par ces points a au moins un point
d’accumulation A dans cette couronne. Mais comme pour tout point
de cet ensemble, on a

JF
F(r’ <P)=1y ﬁ#oa

la continuité des fonctions F(r, o) et g exige que A soit un point
de (T') pour lequel on a ‘—;l:;é o et par suite A étant un point ordi-

naire, il est évident que la courbe ne peut avoir une infinité d’extréma
dans son voisinage 4 moins que le rayon vecteur r de (I') y reste cons-
tant.

Or, cette derniére circonstance ne peut pas avoir lieu, car pour
une valeur donnée de r, la fonction F(r, o) — 1 est analytique dans le
cercle |[p|<2m et ne peut par suite admettre une infinité de racines
réelles, sans étre identiquement nulle. Donc I'hypothése faite est
absurde.

Ainsi dans une couronne telle que C(R,, R)), il ne peut exister

qu'un nombre fini de poihts de la courbe (I') pour lesquels on a _d£ =o.

Soit d’abord, dans C(R,, R),), (7o, ¢,) un point de la courbe (T')

pour lequel on a%g 7 0. Dans le domaine [r—r, | <h, [ — ¢, | < k

avec A, k assez petits, la fonction F(r, p) —1 est développable en
série entiére de r —r, et de p — ¢,, cette série ne présentant pas de
terme constant et le coefficient de ¢ — ¢, n’étant pas nul. D’aprés un
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théoréme connu relatif aux fonctions implicites, on peut en conclure
que I'équation (3) en 9 admet dans l'intervalle (r,— A, r,+ h) une
solution unique ¢ = g(r) qui est analytique dans cet intervalle et qui
tend vers @, lorsque r tend vers r,.

D’aprés une remarque faite plus haut, 'équation F(r,, 9) —1=0
n’a qu’un nombre fini de racines; donc les arcs analytiques situés dans
la couronne C(r,— h, r,+ k) et traversant la circonférence |g|=r,
sont en nombre fini.

Si I'on considére une couronne de largeur quelconque ne renfer-

mant aucun point de (I') pour lequel 3—2 = o0, d’aprés le théoréme de

Borel-Lebesgue, on peut la couvrir d’un nombre fini de couronnes pos-
sédant la méme propriété que les couronnes telles que C(r,— k, ry—+ h).
Donc, il n’existe qu'un nombre fini d’arcs analytiques de (I') dans la
couronne finie considérée.

Soit ensuite, dans C(R,, R’), (r, 9,) un point de (I') pour

lequel ':)—g = o. L’équation F(r,, ) —1=10 admet alors la racine r, &

un certain degré de multiplicité » et, r, ¢ étant considérés comme
variables complexes, I'équation (3) peut s'écrire, dans le domaine
|r—ry| <3, |0 —,| < ¢, sous la forme

DA (9 —a0)=0,

v=0

ou les A sont des séries entiéresenr—roet Ay (ry)=...=A,_,(r,)=o0,
A.(r,)5%20. D’aprés le théoréme de Weierstrass sur les fonctions
implicites de variables complexes, cette équation en ¢ admet, dans le
cercle [r—r,| < 8, n solutions et n seulement qui tendent vers @,,
r tendant vers r, ; toutes ces solutions peuvent se mettre sous la méme
forme

(4) = po+ x[(r.—ro);’],

p étant un certain nombre entier et y(u) une fonction analytique de u
qui tend vers zéro avec u. Comme la courbe (I') ne peut avoir des
points isolés, parmi ces solutions, il y en a au moins une qui est réelle
et l'on obtient alors une courbe algébroide d’aprés la définition
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de M. Blumenthal. Donc, il existe dans la couronne C(r,— 3, r,+- &)
un nombre fini d’arcs algébroides de (I') passant au point (r,, ¢,) du
cercle | 3| =r,. Puisque (I') ne peut avoir qu'un nombre fini de points
sur la circonférence | 3| =r,, les arcs algébroides de (T') se trouvant
dans toute la couronne C(r,— &, r,—+ ¢) sont en nombre fini.

Etudions maintenant m(r, ©). Considérons d’abord une cou-
ronne C(R,, R)) contenue dans C(R,, R)) et ne contenant ni de
point extremum de (I') par rapport a r, ni de point multiple de (T');
les arcs de (T') qui s’y trouvent en nombre fini et qui sont analytiques
la divisent en des régionsou F(r, ) >>1 et des régionsou F(r, 0) <1.
Tragons une circonférence (C) de centre o et dont le rayon r est com-
pris entre R, et R;; soit M;_, M; un arc de (C) situé dans une région
ou F(r, 9)>1. Si g, ,=g..(r) et ¢;= g:(r) sont les équations des
arcs de (I') ou se trouvent les extrémités M;_, et M; de I'arc M,_, M,,
ona

&ilr)

(5) m(r, «) :2 Aiﬂ:f log F(r, 9) do,

8i—(r)

la sommation étant étendue & tous les arcs de (C) pour lesquels on
aF(r,p)>1. -

Comme logF(r, ¢) est analytique dans la couronne C(R,, R)) et
les fonctions g;(r) dans I'intervalle (R,, R}), la fonction m(r, «0) est
analytique dans (R,, R)), et puisque N(r, ) y est également analy-
tique, il en est de méme de T(r).

Considérons ensuite dans C(R,, R)) une circonférence | 3| =r, sur
laquelle (T") a au moins un point multiple ou un extremum et prenons
une couronne C(r,—@&, r,+2¢') de largeur assez petite. La cou-
ronne C(r,—3, r,) renferme un nombre fini d’arcs analytiques ou
algébroides de (I') qui la divisent en régions comme dans le cas pré-
cédent. Sir,—3<r<r,, en prenant I'intégrale le long de la circonfé-
rence | 3| =r dans les régions ou F > 1, on obtient

hi(u)

(6) mr,o)=3 2 [ logF(r, 9)do,

hi—g(V)

. 1
out hy(u) sont des fonctions analytiques de u = (r—r, Y, p désignant
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un nombre entier qui peut se réduire a 1, et le signe X a la méme
signification que plus haut. -

On voit qu’une partie du second membre de (6) peut étre une
fonction analytique de r dans Dlintervalle fermé (r, — 8, r,) et I'autre

1
Y est une fonction analytique en (r—r,)?, p étant un entier positif

1
supérieur & 1. Donc, m(r, ) par suite T(r) est analytique en (r — r)?
dans l'intervalle fermé (r,— 3, r,). On montre de méme que T(r) est

- analytique en (r—r,)? pour r,<r<r,+é.
De ce qui précéde, on peut conclure que si C(R, R') est une
couronne ne renfermant de péle de f(3), T(r) est analylique en

1
(r—ro)”(p21) par segments adjacents couvrant le segment R, R’ et

la fonction analytique de (r—r,)? (p > 1) 4 gauche de r, peut différer
de celle a droite de r,.

Pour une couronne C(R, R’) renfermant des pdles de f(3), nous

* pouvons considérer la fonction ——- Celle-ci n’admettant pas de péle

J(s)
dans C(R, R’), on se trouve dans le cas précédent. Mais, d’aprés le
premier théoréme fondamental de M. R. Nevanlinna, [10, a, b],

on a
/o
T(r, f):TKr,f) + I,

h étant une constante; donc T(r) est comme T(r, }) analytique

1

en(r—r, )7’ par segments adjacents couvrant le segment R, R’. Ainsi
la proposition est complétement prouvée.

II. — Conditions de la croissance normale.

2. M. R. Borel a mis en lumiére en 1897 [2, d] le fait suivant
qui est fondamental pour la théorie des fonctions entiéres d’ordre
infini :

Soit U(x) une fonction réelle positive d’une variable réelle positive
qui est monodrome pour toute valeur de x, si elle est continue non -

Journ. de Math., tome X1V. — Fasc. III, 1935, 31
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décroissante et tend vers Uinfini avec x, elle vérifie U'inégalité

1

(7 U@) <Vl avee  &=2+ g

sauf peut-étre pour des intervalles dont I’étendue totale est finie. o et A
désignent des nombres positifs donnés.

On peut introduire avec M. O. Blumenthal [2], au lieu du nombre
fixe &, un infiniment petit ¢() dont la décroissance est assez lente et
remplacer dans cette proposition I'inégalité (7) qui est la condition de
la-croissance normale de U(x) par

(1) U(z') < U (z)r+e avec w’:w[l-}- ]—Og(IJ(.z')]'

3. Dans le présent travail, j’ai & utiliser surtout la condition
) §
(1) ?[X 9(X)]<(I+e)q’(x) (a-—»o aveci)-

Je dis que si logz =X, logU(z)=0(X) les conditions (I) et (II)
sont équivalentes, pourvu qu’on change au besoin I'infiniment petit ¢.
En effet, avec ce changement de variables, I'inégalité (1) s’écrit

qa{x +'log[l+ q%X)] }< (1+¢)o(X)

et 'on voit immédiatement que (II) entraine bien (I) avec le méme .
Réciproquement, sil’on a (1), on a aussi

o X tog[ 14— ]| <+ ex)
avec
X=X+log[1+55 | o0 <+ 0900;
donc il vient

1

(8) q:{X+log [1—+— (X)] ~+ log [1+ W)]; <{(1+¢e)o(X).

Mais on constate facilement que

l°g['+ <X>J+'°g["+(r+s;q><X>]3<p<IX>’
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si p(X) est assez grand. Donc, en prenant 14-¢'= (14 ¢)*, I'inéga-
lité (8) peut se mettre sous la forme (II) avec l'infiniment petit ¢’ et,
elle est vérifiée si petit que soit ¢/, pourvu que X soit suffisamment
grand.

Remarques. — 1. Si U(x) est une fonction a croissance normale,
ona

A
(9) U[x+ I%TJE&L‘)] < U(a)t+n (n-—>o avec é),

A étant un nombre positif. En effet, prenons un nombre entier
positf p, on a en appliquant la condition (I) p fois

v ["’* %] < U(z)+9r=U(z)rn

et en supposant A < p, on obtient (g).

I[. U(x) étant une fonction & croissance normale, on a
x 1
(10) U[x—l—m]>U(x)’ n (v;—>o avec;)-

Car, d’aprés la remarque 1,

2z’

(11) U(.z-"):U[x’—l—-lOgU_(x,)]<U(x’)‘+€;

si I'on prend ' = a — z[logU (z), on trouve que

!
” /

2 ! !
z'=z' + W>x[l+ logU(z") IOgU(x)]. ,

Comme o' <z, ceci montre que ' >x. Alors de (11) on déduit
a fortiori I'inégalité )

U(x) < U[.z'-—- lﬁ;;]

qui donne immédiatement (10).
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CHAPITRE II.

LA CROISSANCE DES FONCTIONS MEROMORPHES D'ORDRE INFINI.

1. — Fonctions adjointes 4 T(r).

4. Soit f(3) une fonction méromorphe d’ordre infini, T(r) la
fonction caractéristique de M. R. Nevanlinna. Cette fonction T(r) est,
comme on sait, une fonction continue croissante, mais peut présenter
des vitesses de croissance exceptionnelles. Je vais établir qu'on peut
toujours trouver une fonction continue non décroissante U(r) telle
qu’on ait, & partir d'une certaine valeur de r,

T(r)sU(r),
et pour une suite de valeurs r tendant vers l'infini,
T(r)=U(r),
‘et qui vérifie de plus la condition de la croissance normale (I). Je

dirai, pour employer une expression de M. Blumenthal, qu'une telle
fonction U(r) est adjointe 4 la fonction T(r) et a 'infiniment petit .

‘3. Posons

(1) T(r)= ram,
log T(eX) = X pe(eX).

La fonction p(e*) est continue et par hypothése lim p.(e*)=oc; elle
X=»

prend donc entre autres des valeurs de plus en plus grandes, lorsque X
augmente. Si elle n’est pas non décroissante, je la remplace par la
fonction v(X) égale pour chaque valeur de X au maximum de p(e*),
X’<X, puis je considére la fonction

(2) v(X)=Xv(X).
Pour étudier la croissance de cette fonction, je vais chercher une

fonction ¢(X) vérifiant la condition de la croissance normale (II) et
représentée par une ligne polygonale (L). On peut construire une telle
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ligne de la fagon suivante par exemple : Désignons par v une variable
positive; avec 1, = é, prenons comme les n,-+ 1 premiers sommets
de (L) les points

e(1)=r,

?(2):["" Ny _

¢l2+ . =(1+m,)?
147,

Puis, avec = 329, prenons comme sommels suivants les », points

! . _I_. o e 1_19 ,
q>|:2+l+n0+... %-(l+no)no]_(1+no) (l+ 2);

T 1 I

P 2+r+...'+‘(l+ )n,,+ "
o Mo (l+no)"'(l+ ;")
2
=(l+m)"°(1+ "") )
................................................... ,
I o 1
o] 2+ et —
I+, (1+no)"°<l+ %’) (l—f—‘l)})"'(l‘l—%)
ny
:(1+n,,)”'(l+%> .
D’une fagon générale, en posant
S I ) I
n, — 1+ Tﬂo IR o (I-{—‘Y)o)""_"
S . -+ - +.t - ’
ny — n e n n—y
(£m) (1+m)"°<1+ %) (1+n.,)"-(1+ ;")

== Mo \ ™ Mo n’—i+
e —_ ee sl I+ —
(t+ o) (t+2) (T,,)

I
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prenons avec v = —— les n, sommets successifs :
p+1

] p—1
]
Xc‘—+—m:l+zsﬂi+ N \"P—t
1=0 (l—+—no)"°...<1+—
i P
3) | + d

n m np—q 7 m?
(14 m,) ...(I-{—P) (1+P—+I>

ny np—: m-+1
Yorm=(14+mn,)" I+m l-+—m I+ L ’
2 P P+l

oilc=1+n~+n~+...+n,,etm=o,1,...,n,,.

Dans cette construction, je soumets 7, 4 la condition que %’3 tende

vers une limite différente de zéro, lorsque p augmente indéfiniment.
Montrons d’abord que la ligne polygonale ainsi obtenue représente
une fonction satisfaisant a la condition (I1). Si X =X,,,, on a

‘P[*-’— q;TIx_)] =(l+m)"°(x+ %)n’... (I+ %)nﬁ(u— %)mﬂ,
d’ou '
(4) o| X+ x5 | =e ¥ am,

par suite I'inégalité (II) est vérifiée avec e > v,.

Si Xa+m< X<Xc+m+u ona -

X4 —— <X -+ 5
e vay o+m+1 ny—y m+1?
?(X) (l+m)"°...(1+1;f)" (H—L"l)

ceci peut s’écrire

. .
X+ ——= < Xgimp1+ — [ — m~+2
?(X) (I+'ﬂo)""-.-(l+%)> ’ (H—L> "

+

. np—y n m—+3
(1+no)"'...(l+ﬁ) (H- °)
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<_l . LN | L L | I .
car v <, satisfait & linégalité 1 < Ppraei ol -~ Donc

- 0 1!‘
?[X (x)]<<P(Xa+m+:)—‘?(xc+m)(l+p+l> » -

ce qui donne
(5) o[ X+ oo | <o,

Donc la condition (II) est vérifiée dans le dernier cas, si I'on prend
1+ ¢ =(1+7)’, et ¢ ainsi déterminé convient aussi au cas précédent,
par conséquent cp(X) vérifie complétement (II).

Prouvons ensuite que (L) a une asymptote verticale. On a

1 I+ 7,

S = =u
Ro < L 1 No 1y
I+ 7,
S 1 24", u
(14+71)% 4, -
.......................... R
I 4147
S, < o\ £ N 2 =l
0 0
(e (1)
ar suite
P p+1
Xoim<<1 +2 Uy

v=1

(e=t14+ne+...+np_y+m; m=o,1, ..., n,—1).

Comme par hypothése n,/p tend vers une limite positive différente de
zéro, la limite
lim 24t — fim 2L o ! !

-y Ny —
o= Up P+ (1—9— "_19)"’ ! er..um-'-;‘—l

a une valeur positive plus petite que 1 et la série Zu, est convergente.
Donc X qui va en croissant tend vers une limite A, tandis que ¢(X)
augmente indéfiniment, ce qu'il fallait prouver.

Ainsi on obtient une fonction croissante $(X) qui vérifie la condi-
tion de la croissance normale (II) et qui devient infinie pour une
valeur finie A de X, ¢ étant un infiniment petit pour X — A.
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Il est évident que, pour 3(X)=9(X'+a),ona -

‘ ! X' S —
@ e[xe g | =e| X e gt

&

6. Soit {(y) la fonction inverse de y = o(X); si, quel que soit
X>X,,ona

v(X) <] X — X+ ¢[0(X)]} pour X<X'SX + A —J[e(X)],
la fonction ¢(X) vérifie la condition (II). Sinon, je procéde a un ajus-
tement au moyen des courbes déduites de (T") par translation.

Remarquons tout d’abord que la fonclion (X — a) avec a > o est
continue croissante pour a +1SX < a—+ A et qu'elle est égale a 1
pour X=a-1 et devient infinie pour X=a + A, donc on a
v(a+1)> o(1), si a est assez grand et ¢(X) < (X — a) au voisinage
deX=a-+ A.

Puis, du fait établi au paragraphe 1, on déduit que ¢(X) est analy-
tique en (X — X, Y par segments adjacents, p étant un nombre entier
qui se réduit & 1 pour la plupart des intervalles; par suite, sil’on a un
intervalle fini (X,, X,) ou ¢(X) existe, on peut le diviser en un
nombre fini d’intervalles, de fagon que ¢(X) soit analytique en

1
(X — X, ) dans chaque intervalle partiel fermé.
Maintenant, supposons qu’on n’ait pas toujours

PX)SPIX =X+ [e(X)]],  XEX'<X-+A—¢[r(X)].
Si X est un point pour lequel on a
Ce(X) > 9} X — X+ ¢[e(X)]
pour un X’ entre X et X + A — ¢[¢(X)], la courbe
(7). y=e{z—X+¢[0(X)]]

est au-dessous de y = ¢() pour certaines valeurs de x, mais elle est
au-dessus pour les valeurs de x plus grandes que X" défini par

p(X*—a)=v(a+A) avec a=X—Y[¢(X)].

Pour & < X", la courbe (7) est composée d'un nombre fini de seg-
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ments de droite, et d’aprés la remarque faite plus haut, la courbe
y =v(x) est composée d’un nombre fini d’arcs formés de courbes

analytiques en (x — x,)’ . Il s’ensuit que parmi les courbes
(8) y=e(z—a) ja<X—y[v(X)]},

il y en a un nombre fini qui sont tangentes a la courbe (¢). En outre,
une courbe tangente a la courbe (¢) ne coupe celle-ci qu'en nombre
fini de points.

Parmi ces courbes, supprimons toutes celles pour lesquelles le point
en commun avec (¢) qui a la plus grande abscisse n’est pas un point
de contact. Alors pour une courbe conservée, X étant I'abscisse du
point de contact le plus & droite, on a

cp{x—X+¢[V(X)]g>v(w) si x> X,

et la différence ‘
ole—X+¢[v(X)]|—v¢(x)

est, soit négative, soit positive pour X, < z <X, X, élant I'abscisse du
point d'intersection le plus & gauche de la courbe considérée avec (¢).

Si cette différence est négative, on supprime encore la courbe; si
elle est positive, on la conserve et ’on a tout un arc limité par I'inter-
valle (X, S <X) pour lequel

b(@) <ol @—X+d[e(X)]}
et

0(X) =9 X,— X +4[e(X)]},
tandis que

v(z) >¢’ :L'—X—i—qa[v(X)]},

si z < X, {et naturellement > X — ¢[¢(X)] +1}. On remplace dans
cet intervalle ¢(x) par 9 |z — X + ¢ [«(X)]}-

En faisant cette opération tout le long de la courbe (v), on obtient
ainsi une fonction u(X) = Xp(¢*) 4 croissance normale telle que

v(X)su(X),
I'égalité ayant lieu pour une suite infinie de valeurs de X.

Je vais montrer que u(X) et X.(e*) sont égaux pour une suite
infinie de valeurs de X. Pour cela, démontrons qu’une courbe (8) ne

Journ. de Math., tome X1V. — Fasc. I11, 1935. . 32
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peut, du moins & partir d’une certaine valeur de X, étre tangente a la
courbe (¢) en un point M(E, n) d'un arc sur lequel ¢(X)=XC,
C étant une constante.

Supposons que le contraire ait lieu, alors la tangente (A) de la
courbe (8) en M passerait par l'origine et

?(X—a),

cp’(X—a): X

X étant 'abscisse d’un point quelconque du segment de (8) qui est
confondu avec (A). Si M est situé sur le coté dont les extrémités ont
pour abscisses X;, X, ,, on en déduit

¢ (Xp+0—a)< M.

. Xk

D’aprés (3) et en remarquant que

<p(xk+,~a)—ep(xk—a):qo(xwa)f;—l (k=0 + m),
ona

qu,'(Xk+o—a)<q>(Xk—a)+o(Xk—a)pil.

D’autre part, on a

, v 9 Xk —a) —¢(Xe—a) .

?(Xk+0 a)= Xir: — Xk —‘p+lcP(Xk_a)'

Donc, on devrait avoir

No No
p+1xk?(xk—a)<l+1ﬂ—_1'

En remplacant dans I’expression de X, le dénominateur de chaque

terme par
M ny R np—y Ny m
o — —
(1+mn,) (1+2) ...(I+ ) 1+ 1)

on aurait a fortiort

N(I+ng+ny—+...+npy+m) << p+1-+ 10,

ce qui est impossible dés que par exemple n,22,n,22, ...,n,,22,
m22., :
Par conséquent, & partir d’une certaine valeur de X, il y a bien des
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points jusqu'a 'infini, pour lesquels on a
u(X)=Xp(eX).

En conclusion, étant donné f(z) a caractéristique T(r), on peut
toujours trouver une fonction croissante u(X) satisfaisant a la condi-
tion (II) telle que

log T(eX)<u(X) pour X > X,
et
log T(eX) = u(X) pour X=X, (r=r1,z2,..., X,~>oo0).

En revenant i la variable r, on a donc une fonction cherchée
(9) U(r)y=eW=ren  (X=logr),
qui vérifie toutes les conditions imposées et I'on a

- log T(r)
L p(ryTogr —

7. En vue de I'application aux produits canoniques, je vais encore
montrer qu'on peut trouver une fonction W(r) adjointe a T(r) telle
que log W (r) soit une fonction convexe de logr.

Partons de la fonction adjointe u(X) obtenue plus haut. Pour
abréger le langage, un arc d’une courbe sera dit convexe, si sa con-
cavité tourne vers le haut et concave dans le cas contraire. L’ordre
de f(3) étant infini, la courbe y = Xy (e*) par suite la courbe ()
présente_nécessairement une infinité d’arcs convexes. ¢(X) est ana-

1
lytique en (X — X, Y comme on a remarqué au paragraphe 6, il en
résulte que ces arcs ainsi que les arcs concaves sont dénombrables.
Considérons les courbes d’ajustement déduites de y = ¢(X) par
translation. Commencons par mener une droite

Y=Y+ a,(X—X,)=g(X)

tangente au premier arc concave de (u), le point de contact (X,, Y,)
étant choisi de facon que g,(X)>u(X) pour XX, et que
%, $9'(@,+ o) avec ¢(x,)=u(X,). Elle rencontre (u) en un autre
point N, (X', Y,) tel que g,(X)2u(X) pour X,SX<X|; si, & partir
de X', u'(X 4 0) va toujours en croissant, il suffit de remplacer,
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pour X<X,, u(X) par g,(X) pour que la fonction ainsi obtenue soit

convexe. Sinon, on remplace u(X) par g,(X) pour X<X,, et 'on

continue I'opération d’ajustement & partir de M, dela fagon suivante :
Distinguons trois cas :

1° Parmi les droites
(10) Y=Y, +a(X—X,) avec ay<<alh=¢'(z,+ 0),

il en existe qui sont tangentes a (). Ces tangentes sont en nombre
fini et chacune ne rencontre (u) qu'en nombre fini de points & moins
qu’elle ait un segment commun avec (u). '
Prenons parmi ces droites une quelconque qui est, entre M, et un
point de contact M,(X,, Y,), complétement au-dessus de («); si son

équation est
Y=Y+ o,(X — X,) = £&(X),

on remplace, pour X, < X<X,, u(X) par g.(X).

2° Aucune des droites (10) n'est tangente a (), mais il en existe
une qui passe par un point M,;(X,, Y,) vérifiant la condition
que u'(x + o) croit dans (X,— 3¢, X,) et décroit dans (X,, X, 0);
et puis le segment M, M, est au-dessus de 'arc M, M, de (u). Si
’équation de cette droite est

Y=Y, +B:(X — X;) = h.(X),

on remplace u(X) par A;(X) pour X, < X <X,.
On remarque qu’on a nécessairement u'(X,-+ o) > f3,, car, sinon,
on retombe dans le cas précédent.

3° Les circonstances précédentes ne se présentent pas. Menons
alors la droite

Y=Y,+0M(X—X)=04L(X) avec M=29'(z,+0)

qui coupe nécessairement () a cause de la croissance rapide de u (X).
En désignant par N,(X,, Y,) le premier point de rencontre, rempla-
cons u(X) par /,(X) dans (X,, X)).

Si N, se trouve sur un arc convexe ou un segment de droite de (u),
_on conserve la valeur de #(X) jusqu'au premier point M,(X,, Y.)
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ou u'(X +0) cesse de croitre; si N, est sur un arc concave, on le
prend comme M, pour continuer 1'ajustement. On remarque comme
dans le cas 2° que A, < u/(X;+ 0) < ¢/(@,+ 0) avec p(z,) = u(X,).

A partir de M,, on procédera de la méme fagon en considérant les

droites
Y _Y2+ a(x— x!))

ou a,Sale(,+ o) dans le cas 1° et #'(X,+ 0)<alp' (x4 0)
dans les autres cas.

La fonction w(X) ainsi obtenue est évidemment convexe et 1'on a
w(X)2u(X). Si P'opération d'ajustement s’achéve 4 un moment
donné, w(X) coincide complétement avec u(X) a partir d'une cer-
taine valeur de X. Dans le cas contraire, les points M; qui sont en
nombre infini se trouvent sur des arcs concaves de (), ils ne peuvent
donc appartenir ni aux segments de la droite y = CX, ni aux arcs de

y=9(X—a) (a>o),

sauf s'ils sont situés aux extrémités de ces segments ou de ces arcs. Il
s’ensuit que les courbes y = w(X) et y = X p(X) ont en commun une
suite de points s'éloignant indéfiniment.

Je vais démontrer maintenant que la fonction w(X) vérifie la con-
dition de la croissance normale (II). Quatre cas sont possibles :

1° X et X' appartiennent au méme segment de droite M;M,,,. Con-
sidérons la ligne polygonale

Yy=9(x—a) avec a=X—¢[w(X)].

Comme par construction le coefficient angulaire de M;M;., estinférieur
ou égal & ¢'(§;+4-0) avec (&)= u(X,), par suite a ¢'(X+ 0 —a),
X désignant I'abscisse de M;, on a w(X") < (X' — a), c’est-a-dire

w[X—;—ﬁ)—]<q>[X+w(;x5 ——a]

w(X)=9¢(X —a),

et puisque
il vient

w[X—i—w(—'x)] <cp[X+‘P(—x—'_—a)—a]<(1+e)qa(X—a),
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donc )
(v[X -+ m] <(r+e)w(X).
2° X appartient 4 un segment M;_, M; et X' au segment M;M,, . En

considérant
y=9¢(X—a;) avec a=X,—{[w(X))]

et en remarquant que le coefficient angulaire de M;_, M; est plus petit
que ¢'(X+o0—a;) et que celui de M;M,., est plus petit que
¢'(X;+0—a;),ona

w(X)>e(X—a) et w(X)<o(X'—a);

par suite
X=X+ w_(l)'(—) <X+ cp(x_[—-a,)'
L'inégalité
<p[X+ cp_(ii——a{) —a,] <(1+e)p(X—a)
donne donc )
q)[X+ ﬁr) —a,J <(1+¢)p(X—ay),
a fortior:

W[X+ ;(‘Y)] < (1 &) w(X).

3° X appartient & un segment M;N; et X’ & un arc M;M,,, de (u).
Considérons la ligne polygonale

y=9(X—ap) avec a=X;— ¢ [w(XD)],
X étant I'abscisse de N;.
On aici
w(X)>¢(X—a) et w(X)=u(X)<e(X'—a),

et 'on démontre de la méme fagon que dans le cas précédent, qu’on a

encore
w(X') < (1+ &) w(X).

4° X appartient a un arc N;_, M; de () et X’ 4 un segment M;M,,,.
On considére

y=¢(X—a) avee a=Xi—¢[w(X))],
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et I'on constate que
w(X)29(X~a),  w(X)<o(X'—a),

la démonstration se poursuit alors de la méme maniére que dans les
deux cas précédents. :
Doncon obtient bien une fonction convexe w(X) adjointe 4 log T (¢*),

c’est-a-dire une fonction convexe telle que, pour toutes les valeurs

de X
log T(eX)<w(X)

et pour une suite de valeurs de X tendant vers I'infini,
log T(eX) = w(X)

et qui vérifie, de plus, la condition (II).

II. — L’ordre des fonctions méromorphes
et la densité de la distribution de leurs valeurs.

8. Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordre infini et T(r)
sa fonction caractéristique. D’aprés le résultat précédent, on peut
appeler ordre de f(3) toute fonction ¢ (r) non décroissante telle que,
si petit que soit le nombre positif ¢, on ait, & partir d’une certaine
valeur r, (%) de r,

(11) T(r) < ren 1+8)
et pour une suite de valeurs r, de r tendant vers l'infini,
(12) T(r) > reino=3,

la fonction 7 vérifiant la condition de la croissance normale de
M. Borel (I).

9. A l'aide de cette définition de 'ordre, les théorémes de M. R.
Nevanlinna relatifs 4 T(r) permettent de démontrer la proposition
suivanle :

TatortMe. — Si n(r, o) est le nombre des zéros de f(3)—a pour
| 3]Sr(chacun d’eux compté avec son ordre de multiplicité; si a =,
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il s’agit des poles), on a, si petit que soit le nombre positif 3,

13 n(r, a) < retri+d our r > r,(9)
P '
et
(14) n(r, a)> rerio-9 pour r=r, (n=1,2,..., r,—>00),

la premiére inégalité valant, quel que soit a, la seconde sauf pour deux
valeurs de o au plus.

En effet, d’aprés le premier théoréme fondamental de M. R. Navan-
linna [10, a, p. 12], 0na

N(r, a) <T(r)+ O(1).
Si U(r) est une fonction adjointe a T(r) et a e(r), on déduit de ceci
I'inégalité
(15) N(r, @) <U(r) (1),

M . .. . , 1
n étant une fonction positive de r qui tend vers zéro avec — (*).

En supposant f(0) — a £ 0, ce qui ne restreint pas la généralité,
on peut écrire, avec M. Valiron,

N(r, a):frf—%(lx.

Par suite, on a, en désignant par k¥ un nombre quelconque plus grand
que 1,
f ﬁ%i)d.z'< (1+n)U(r).

»~

- B . ro., .
Comme n(x, «) va en croissant, lorsque z varie de Far, on obtient

a fortiori _
n(;';, a)f’%f<(n+n)U(r),

k

(*) On désigne dans ce Chapitre par¢’, ¢’, ... et v, 0", ... comme par ¢, 0
des fonctions positives de » qui tendent vers zéro lorsque r croit indéfiniment.
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n(r,a) << ﬁ[l—i—n(kr)] U(kr).

Posons k=14 W{J(U Si I'on remarque que logk ~ l—ogIlJ(r)’ on

obtient en tenant compte de la croissance normale de U(r)
n(r,a)<(1+n")logU(r)U(r)+:=U(r)+e.
Ce qui montre qu'on a, si petit que soit le nombre positif 3,
n(r,a) <U(r)-+? pour r>ry(9),

c’est-a-dire l'inégalité (13); la premiére partie du théoréme se trouve
donc démontrée.

Pour établir la seconde partie, supposons que ¢ étant un nombre
positif donné, on ait

(16) n(r, a) < renu=d

pour trois valeurs différentes a,, «, et a, de « et pour toutes les
valeurs de r plus grandes qu’une certaine valeur 7,(¢). En multipliant
par £+ les deux membres de (16) o r est remplacé par ¢, et en les
intégrant ensuite de 1 a r, il vient pour A >o

r r
n(t, o) 1—8) dt .
[ prew dt < ren , ey (i=1, 2, 3).

Ceci peut s’écrire en désignant par A une certaine constante

A1

j,,' n(t, di)dt < Arewn u_a.:AU(,)a_a.
1

Mais si I’on suppose, comme plus haut, que /(o) — «; 0, on a

"N(t o), N(,a) N(r,a) 1 ["n(t )
I (A1 dt = A - Ark + A s A1 dt,

inégalité obtenue en intégrant par parties le premier membre; par
conséquent, on a '

rN(t,di) N(1, o) I —3
J R e SR < Ay,

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 111, 1935. 33
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ou

rN(t, al) 1 "
(17) [ e dt<iAU(l‘)‘ (1+ 7).

D’autre part, du second théoréme fondamental de M. R. Nevan-
linna [9, a, p. 69]

3

T(r)<2 N(r, &) + S(r),

=1

T(¢t) N(t a:) "S(r)
f| o <2‘f dt + [ S dL.
Comme on sait que

f S(t)dt_ (f"logT(t)dt>’
A+t f P+

'inégalité précédente peut s’écrire encore

[Tz(ji)d‘<2f N, “')dt—n—Bf lOgTU)d

B étant une certaine constante positive. Remarquons de plus que les
intégrales
f T(t) et f "log F(t)d
\ t)-H \ A

croissent indéfiniment toutes les deux avec r et que la derniére est un
infiniment grand d’ordre inférieur par rapport & la premiére, par
suite nous avons

8) ) f P <2 [ X

Les inégalités (17) et (18) nous donnent donc

on déduit

"f T8 < Byt .
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Si k est un nombre compris entre 1 et r, on a a fortior:

r “dt _3A
T(I—C) <5 U=t (+a").

%

Aprés avoir effectué I'intégration et en substituant kr 4 r, il vient

T(r) <3A 57—

(krPU(kr)=3(i+x"),

ou, en faisant A =1,

A
k—1

(19) T(r)<3A rUkrY=8(c-+ 4").

. I .
Prenons maintenant k= 1+ W et par sulte

k—f—l- =logU(r)+1<<2logU(r);
I'inégalité (19) s’écrit alors, en tenant compte de la condition de la
croissance normale,

T(r)<6A(1+n")rlogU(r)U(r)t+eu-d,
ce qu’on peut mettre sous la forme

(20) T(r)< U(,‘)(1+s'm—&|'

Alors, en supposant r suffisamment grand, on peut choisir ¢ de
fagon que I'inégalité
T(r) <U(r)*—8= renu-3)

soit vérifiée pour toutes les valeurs de r plus grandes qu’une certaine
valeur fixe, et quelque petit que soit le nombre positif donné 3., ce
qui est en contradiction avec la définition de ¢(r). Donc on doit avoir

T(r)> rena=d

pour une suite infinie de valeurs de r, sauf pour deux valeurs excep-
tionnelles de « au plus. ‘
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III. — L’ordre des produits canoniques d’ordre infini et la
décomposition en facteurs des fonctions méromorphes
d’ordre infini.

10. Le résultat obtenu plus haut a le degré de précision de ceux
obtenus par M. Borel pour le cas de l'ordre fini. Pour étendre com-
plétement les résultats de ce dernier cas, étant donnée une fonction
méromorphe d’ordre infini f(z), il convient de voir si l'on peut
former avec les zéros (ou les poles) de f(z) —a un produit cano-
nique dont il existe un des ordres au plus égal & I'un des ordres
de f(z). Je vais montrer qu’il en est bien ainsi, en m’appuyant sur
le résultat suivant, auquel est parvenu M. Denjoy dans ses péné-
trantes recherches [5, &, p. 76] :

Etant donnée une suite de zéros a,, a,, ..., a, rangés par ordre de
modules non décroissants, si I'on pose log|a,|=x(n), logn=y(n)
et st les points x(n), y(n) viennent se placer sur une courbe x, y(x)
Jouissant de la propriété suivante : il existe un entier croissant p tel que,
six,Sx < Tpyy,

(21) p—Ar3y'<p+1—14

A étant fixe positif, on choisit pour exposant de convergence attaché a
chaque zéro a, tel que x,{logr,< x,,,, U'entier p. De plus, si l'on
désigne logr par X et y(X) par Y, a tout nombre c on peut faire cor-
respondre un nombre h, tel que, si X, et X, sont les abscisses des points
de la courbe z, y dont les ordonnées différent de Y de la quantité h, le
module mazximum du produit

(23) P(z)=f[(:¥i)e“i"+"'+”i"(”i")""=.[]E(ain’f’")

Sormé avec Uexposant de convergence p,—= p a son logarithme inférieur,
a partir d’une certaine valeur de r, &

‘ 1 g ex o ! o —1 ).
(23) (1+a)e (o'e +]°°X—X, + log X.;—-X)
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Supposons que a,, ..., @,, ... soient les zéros (ou les pdles)
de f(3) — . Considérons une fonction W(r) adjointe a T(r), telle
que log W (r) = w(X) soit convexe par rapport a la variable X = logr.
En posant w(X)=Xp(e"), ona, d’aprés le théoréme du paragraphe 9,

nir, a)<rerin+d) pour r > ry(9),

¢ étant un nombre positif arbitraire; par suite, on a, a partir d'une
certaine valeur X,

(24) logn < (1+ ) w(X),

n étant le rang du zéro a, tel que log|a, | < X <log|a,.,|.
Considérons la fonction w,(X)=(1+8)w(X); ¢ étant fixe,
w,(X) est convexc comme w(X), ce qu'on voit immédiatement
d’aprés la condition de convexité. Je dis ensuite que w,(X) est a
croissance normale. En effet, on a
w[X + ‘—vﬁ] < (t+¢)w(X),
a fortiort

W lX -+ (m] <(r+¢)w(X),
par suite

W, [X+ MI—M] < (1+ &) w, (X).

D’aprés (24), les points z(n) = logr,, y(r) = logn sont, au moins
a partir d’une certaine position, tous situés sur la courbe y = w, (X)
ou au-dessous d’elle. En remplagant alors, s’il le faut, un premier arc
de cette courbe (w,) par un autre arc de courbe convenable, on obtient
une courbe croissante convexe y =, (X) telle que tous les points
z(n), y(n) se trouvent sur elle ou au-dessous d’elle et qu’on ait
w,(X) = w, (X)) a partir d'une certaine valeur de X.

Remplacons maintenant tout point z(nr), y(n) situé au-dessous de
la courbe (w,) par le point de cette courbe qui a pour ordonnée
y(n)=logn, soit log|a | I'abscisse de ce point. Alors on a une suite

de nombres
ai, @y ey Qny ee- (lanis]aal),

tels que tous les points X =log|d,|, Y=Ilogn se trouvent sur la
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courbe convexe (w,) qui admet en chaque point une tangente ou une
tangente 4 gauche et une tangente a droite.

Remarquons que, dans le raisonnement de M. Denjoy, il suffit de
considérer la dérivée & droite Y'(X + o) au lieu de Y'(X); donc son
résultat est applicable a4 la suite de nombres a, et 1'on peut donc
choisir I'exposant de convergence p, attaché a a,, de fagon que le loga-
rithme du module maximum du produit canonique obtenu

(25) P, (s )_HL< ,,p,,)

h=i

est inférieur, a partir d’une certaine valeur de r, a la quantité (23).
Construisons maintenant le produit canonique (22) avec la suite des
zéros (ou poles) a, et avec les mémes exposants de convergence que

1
U4 A —np .
pour P,(3). Comme E(u, p)=(1—u)e ""7" est une fonction
entiére de u, son module maximum pour |4 |=r augmente avec r; en
désignant celui-ci par M[r, E(«, p)], on a donc

ML B p | sM[ 5 B p]  (ri=1a.

Puisque la limitation fournie par le théoréme de M. Denjoy est le
produit des maxima des facteurs primaires, on a a fortiori, en dési-
gnant par M(r, P) le module maximum de P(3),

(26) log M(r, P)<(1+a)e"(ae)"‘+log +logx —X)

a partir d’une certaine valeur de r.
Donnons-nous un nombre positif 6 < 1; on a, & partir d’une certaine
valeurde X, Y =w, (X‘; et I'on sait que

w,[x+ .(M] <(1+¢e)w,(X).

Posons ¥ =w, [X + (X)] — w,(X). Si k> h, ona, en remarquant
que o/, (X + o) est croissant, :

X,—X 1 I
T Fw (X)) e (X)
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ou

1 ew (X)*  eY?
(27) =X~k =)
sik<h,ona
' 1 .
(27") m<cvi()\):¥;

Posons ensuite k, = w, I.X. -+ FI('X—I)] —w(X,). Sik,>h,ona

1 <sw,(.\)'—’=i_Y_‘3_

(28) A X, ) 3K

si k, < h, on trouve

(28) e <m(X)=Y.
— M

Alors, dans tous les cas, on obtient
logM(r, P)<<(1+4oc)e¥(ce’*+4logY);
par suite, a partir d'une certaine valeur de X,
logM(r, P) < (14 g)et+8wX[g e+ 4 logw(X) + 4 log(1+-8)].
En passant a la variable r, on a donc pourr>r,
logM(r, P) < (1+0) W(r)*+8[ar*+ 4 log, W(r) + 4 log(1+ )]
< W(r)+a=rent+a,
Or on sait [10, a, p. 24] que

T(r, f) <logM(r, f);
donc on a a fortiori

(29) . T(r, P) < renia+d) pour r > ry(38),
si petit que soit le nombre positif 3 et I'on en conclut qu'il exuste un
des ordres du produit canonique P (3) inférieur ou égal a p(r).

Maintenant je dis que « étant une valeur non exceptionnelle de
f(3)— 2, on a, si petit que soit &,

(30) T(r, P)> rerit=5

pour une suite de valeurs de r croissant & I'infini,
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En effet, supposons qu’on ait pour toutes les valeurs » > r,
T(,., p) < rftn u_ax’

¢ étant fixé; alors d’aprés le théoréme de Jensen
m(r, %) + N (r, il)) =T(r, P)+ h(r),
on aurait en supposant f(0) — a <o,

fo 25 2) gy < Areri-s— A W(r)-?,

A étant une constante. On déduit de ceci
n(r, a)logk < AW (kr)t-8 (k>1).

Prenons & =1+ 1/logw(r); en vertu de la condition de la croissance

normale, il vient
A

w(,.)u—a) (1+e).
log _ '
|+

n(r, a) <

comme

I I
l°g[‘+ logW(r)] ~ W)

on a
AlogW(r)

(1—8) (1+8
l_y(r) W(,.)l l+e’

n(r,a)<
v(r) désignant une fonction positive tendant vers zéro avec 1/r.

Donc
n(r,a) < W( ,.)(1—6) (1+e+9 < W r)i=Sit+en

€, ¢ tendant vers zéro, lorsque r croit indéfiniment ; par conséquent,
étant donné un nombre positif 3, aussi pelit qu'on veut, on peut déter-
miner une valeur suffisamment grande de r a partir de laquelle I'iné-
galité
n(ry a) <W(ry—b=renu—8

a lieu. Ce qui est inadmissible d’aprés le théoréme du paragraphe 9.

Ainsi on peut en conclure que p(r) est un des ordres de P(z), si I'on
suppose que Xp(e*) soit convexe.
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11. Une fonction méromorphe d’ordre infini F(s) peut se mettre
sous la forme
(31) F(z)=z’eG(5’Q-P———(z),
ou s désigne un nombre entier positif ou négatif; G(z) une fonction
entiére; P(3) et Q(3) désignent respectivement les produits cano-
niques formés avec les zéros et les poles de F(z) d’aprés la méthode
de M. Denjoy. -

Je vais montrer que, avec ’hypothése sur la convexité, e a un de
ses ordres p,(r) au plus égal 4 'un quelconque des ordres de F(z).

Ecrivons

_ oo F(3)Q(3)
D(z) == PG

D’aprés une propriété des valeurs moyennes, on a
(32) m(r, ®)<m(r, F)+m(r,Q)+m(r, zls)—km(r, Il—’)’
et si F(3), P(3) et Q(3) ont pour des ordres g(r), pa(r) et p;(r) res-
pectivement, on a, a partir d'une certaine valeur de r,

m(r, FY<T(r, F) < rpinu+e,
m(r, Q) < resni+en,

1 I
m|r,— |)=log
"4

re

—oouslogr

suivant que s > o ou s < o,

m(r, -Il;) <m(r, P)+ h << resno+en,

et I'on déduit de (32)
m(r, ®) < rer+e (14 n) < rfN0+8  pour r>r,,

¢ étant un nombre positif arbitraire. C'est ce qu’il fallait prouver,
puisque m(r, ®)=T(r, ®).

Donc on peut énoncer la proposition suivante qui généralise le théo-
réme fondamental de M. Hadamard relatif 4 la décomposition en fac-
teurs des fonctions entiéres d’ordre fini :

Journ. de Math., tome X1V. — Fasc. III, 1935. 34
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TueoreME. — Une fonction méromorphe d’ordre infini F(3) peut se
mettre sous la forme (31); st p(r) est Uun des ordres de F (), il existe
des ordres p,(r), ¢a(r) et g5(r) pour e%*, P(3) et Q(3) respectivement
tels que, pour chaque valeur de r,

pu(r)se(r),  pu(r)se(r),  pa(r)se(r),

et p(r) ne dépasse pas pour chaque valeur de r >r,, la plus grande des
trois fonctions p, (1), pa(r) et p, (7).

CHAPITRE III.

FONCTIONS MEROMORPHES D ORDRE INFINI DANS LE CERCLE-UNITE.

I. — L’ordre et la distribution des valeurs.

12. M. Valiron a étudié les fonctions holomorphes d'ordre infini
dans le cercle-unité au moyen des fonctions-types [12, ¢]; je me pro-
pose ici d’étendre la théorie du Chapitre II aux fonctions méromorphes
d’ordre infini dans le cercle-unité.

Soit f(3) une fonction méromorphe d’ordre infini pour |3| <1,
T (r)sa fonction caractéristique qui croit indéfiniment, r tendant vers 1.
Posons T (r) = %(X) avec X =(1—r)~'. D’aprés ce qui a été établi
a propos des fonctions méromorphes dans tout le plan, on peut trouver
une fonction 4 croissance normale U(X)= X¢™ telle que pour

X>X>1
(1) B(X) S U(X),

I’égalité ayant lieu pour une suite infinie de valeurs X,..

] . 1 , .
J'appelle alors ordre de f(z) toute fonction 9(._—7) non décrois-
sante quand r tend vers 1, telle que si petit que soit le nombre positif ¢,
on ait

(2) T(r< (_1_:;)9(,—_—,.)(&.3) pour ry(3) <r <1,
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et

(3) T(")>< ) (‘__r)u—m pour r—=r, (R=1,2,..., ry—>1),
X¢™ vérifiant la condition de la croissance normale (1) de M. Borel.

13. Le théoréme du paragraphe 9 s’étend ici aisément :

Tukontme. — Si n(r, a) est le nombre des séros de f(3z)— a pour
[3|Sr<1 (chacun d’eux étant compté autant de fois qu'exige son
ordre de multiplicité; si a = oo, il s’agit des pdles), on a, quelque petit
que soit le nombre positif 3,

: 8
() n(r, a)< (rl—,.)p("")(” " pour r(d)<r<
et
(8) n(r, a)>< : )P( )” ’ pour r=r, (R=1,2,..., > 1),
la premiére inégalité valant quel que soit a et la seconde sauf pour deux

P 4 quet q l§
valeurs de o au plus.

Pour démontrer la premiére partie, on part encore de I'inégalité

N(rya)<T(r)+O().

En posant 3 (X, a)=n(r, «) et en supposant que f(z)%a, on

trouve
f n(t, a) f m(w,a)d z < WU(X)[1+n(X)],

ol v(X) tend vers zéro quand X tend vers l'infini (*). On déduit de
ceci 'inégalité
X, X g X <aux)i+ax)]  (X<X)

et si ’on prend

XI:X[I_‘_log—‘Il()G]’

(') On désigne ici pare, ¢/, ..., m, 7', ... des infiniment petits positifs pour
X>wour—>r.
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il vient, en tenant compte de la condition de la croissance normale (1),
(X, a) < (1+ 0" ) X2 U(X) ¢ log U (X).
Cette inégalité s’écrit facilement sous la forme
MN(X, a) < Xemu-+e),

donc étant donné un nombre positif ¢ si petit que soit, on peut trouver
une valeur r(8) pour qu’on ait (4).

Pour établir la seconde partie du théoréme, on procéde encore
comme dans le cas des fonctions méromorphes dans tout le plan.

Supposons que I'inégalité (5) n’ait pas lieu pour une suite infinie de
valeurs de r et pour trois nombres o;(i =1, 2, 3). Alors, de I'inégalité

(X, ar) < XPW6-9),

on déduit, pour 1< X, < X,

f m(-Z' al)d z < Axp(x)“_o,
ol A est une constante. En passant a la variable r, on obtient

R,

(6) j: n(u, a,)(x—-u)l—’du<(

—7r

¢’ étant un certain nombre positif fixe.
Si I'on prend r, > %, on aura (1-— u)fu < 1 pour r,Sugr, alors, de

I'identité connue [10, @, p. 139]

ler(u, o) (1 — u)tdu

= N(re, o) (= roh— Ny ) (= o+ [ s o) (= P &,

on déduit de (6) l'inégalité
[ N(u, a;)(l—u))'—‘du<( . )p(’ =)= (i=1, 2, 3),

3 etant un nombre positif.
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Or le second théoréme fondamental de M. R. Nevanlinna [10, a,
p- 143] donne I'inégalité

(8) /‘FT(u)(l——u)l—' du

< rN(u, o) (1 — uy— du + "S(u) (1— u)—du.
), J

En tenant compte de la relation [10, a, p. 143]

er(u)(l—u)l—’ du:O(frl:)_gT(u)(1—~u)l-' du),

on déduit de (7) et (8) l’inégalité
frT(u)(l— u)—'du <( L >P(|l—,,>(1—r'2").

[—r
Sil'on pose (1 —u)~'=¢, il vient

X
T-;(t) ) i1 —&m
L5 xemnn

D’aprés un calcul qu'on a déja fait a4 propos des fonctions méro-
morphes, on trouve, quelque petit que soit le nombre positif &,,

%(X) < XP(X)(i—ﬁx) pour X > X0> 1
ou

1 -
T(r)< (1—1-—r>P(|_r t=od pour ro<< r <1.

Ce qui est en contradiction avec I'hypothése et la proposition se
trouve démontrée.

II. — Décomposition en facteurs des fonctions méromorphes
dans le cercle-unité.

14. M. E. Picard a étudié la décomposition en facteurs primaires
d’une fonction holomorphe dans un cercle [11] et M. R. Nevanlinna
a traité celle d’une fonction méromorphe dans le cercle-unité dont le
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genre est zéro [10, a, p. 136]; je vais m’occuper ici du cas du genre
fini p>1 en méme temps que du cas du genre infini.

15. Cas pE L’orbRE FINI. — Soient f(3) une fonction méromorphe
d’ordre p dans le cercle-unilé, et a,, a,, ..., a,, ... les zéros (ou les
poles) de f(3z) — « rangés par ordre de modules non décroissants.

D’aprés un théoréme de M. Nevanlinna, on sait que, en posant
r.(a)=|a,|, la série ‘ '

(9) 2(1—ry(a)]
converge pour T > p et diverge pour T < p, sauf pour deux valeurs

de « au plus. Considérons un « non exceptionnel quelconque et en
prenant p comme genre, formons le produit canonique de M. Picard

w©

) — 28 b
(10) P(z)_llz_e‘.%e v
v=1
avec
__ay— e 1 [a,— e%\’
¢v(a)—m+.+-p-(m ’

ou ¢, est 'argument de a,. Par définition, le genre p est un nombre
entier positif tel que la série () soit convergente pour T = p et diver-
gente pour T=p —1. Le théoréme de M. Nevanlinna montre que
p—1<p<p sip n'est pas entier et que, si p est entier,on a p=¢
ou p + 1 suivant que la série

. Z[t—ry(e)]p+t
converge ou diverge.

Le produit P(3) est” absolument et uniformément convergent dans
un cercle quelconque de centre o et de rayon R <13 je vais déter-
miner 'ordre de P(z). Comme on sait que, k désignant une constante,

up

o ju|p+t
Ao —
I(l—u)e" r

<e |+|u[’

- on a, en écrivant pour plus de simplicité r, au lieu de r,(«),

”w I 1—r, \/
log| P(s)| <K' L (ls—e“?vl) :
v=1 I+

| 3 — e'®|
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par suite, si m(r, P) désigne la valeur moyenne de P(z), on obtient

K < 2R [—r Pt i
In(l',P)<;rz <|z—81;vl) Py df.
v=1 T
)

B P—cy

En substituant 3 4 z¢~%, l'intégrale figurant dans cette inégalité

peut s’écrire
Ty — ry \7+t I
f b,
o [1— 3] L—7ry

1+
ft—3|

et tout revient & calculer une limite supérieure de cette intégrale qui
s'écrit
(1 —ry)r+! 1

Lt 1—ry
2 14

’ . . .0
. [(l—;-)-+[.r5|n E] \/(l——r)?+!|rsinfg

On se rend compte facilement que dans le calcul du maximum du
module de P(z), ce sont les affixes des points situés dans le voisinage
du point 41 qui I'emportent; divisons donc Il'intervalle d’intégra-

tion (o, 27) en (— g, g) et (gs 27— g) En supposant r > [1;’ on a

df.

=

: (1 —ry)p+t I

= £xi i—r, 4
) 2 / *.9 0 * L+ 9
x l(l—r)—i—;rsm-;]' \/(l—r)'-'+l|rsin’;
5
< H(1—ry)r+,
ol H désigne une constante.
Calculons ensuite une limite supérieure de I'intégrale
3 ,
]2— ’ (I — I'v)’H' ! db.
A+l —ry

2 Arar ?0 ' t
B, [([—r)'+4' s ;_I V(l—l')"—i—farsin’g
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En posant 2 Vr sing =1, on obtient

(1 — ry)r+t I dt
I’Zf g+ N 1—ry Vi 6
_ 2 2] 2 1 —_ I' COS —
vr [(—=r)y+ 2] Vt—r)+4¢? 2

—yr

. I 6 1
Sir> j> comme cos - > -, ona

+1 .
(x — ry)P+t 4
lz</ - 7 dt.
— )2 21 2 I+ e———
—1 [(l ’) +l] \/(l—l‘)"’—*—l"

et en posant ¢ = (1—r)u, il vient

(1— r, )P+ e 4du
AT = —n 7
(r+u?)? [1+ —h"]
—= ) (rt—r)yi+u?

Si r,>r, on peut remplacer par 1 la quantité située entre les cro-
chets, et I'on obtient

(1—ry)r A du .
<= W= —
[ (1+uf)?

'intégrale H' a un sens pour p21 et dans ce cas H' est une constante
finie.

1—r, 1—ry, 1
——— par —=> Ol &
(1—r)yi+u

I—7 1+ u?
(t—r) o, . T du
L<fimm=tlh H'= —
(1 + u?)?

Ce qui suppose p2 2 pour que H” soit une constante finie.
Donc pour p2 2, on a pour le produit de Picard P(z)

Si n,<r, en remplacant 1

T S e S e

rvS r>r

ou K’, K” et K” désignent des constantes.
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Pour déterminer I'ordre du produit canonique P(z), distinguons
trois cas. Si ¢ = p — 1, on peut écrire (11)

IIl(I', P)<K/ _“_:ﬂ+Kl/2u)li+K’”
< (1— )yt = (1 — )13
rySr ”y ”

ol & est un nombre positif inférieur & 1. Ceci peut étre mis sous la
forme

: —— Y b KN (B K
I”(,’P)<(|A1')F+'3[K2([ ro e+t L K 2‘(1 ,")/‘01K‘|'

r<r r>or

Comme la série X(1 — r,)?*'+% est convergente, on a

¢ ped
m(r,P)<(l~r) (A+a0).

ce qui donne

(12) 'l‘(r,P)<<ll >P+E.

r

Si ensuite p—1<g<p, et quon a g=p—1+h, on peut
mettre (11) sous la forme

) I
m(r, P)< _—([_,-)pﬁa [K

On en déduit encore I'inégalité (12).
Enfin, si p=p, (11) peut s’écrire

m(r, |’)<(___[ Z(I_, )/;+1+Kr2(l_, )/;+|+Kw]

r<r ra>r

Y

(1 — r,)p+1-8 K”E (1 — ry P18 K’”].

">

Comme la série (1 —r,)**' est convergente par définition du genre p,
on obtient encore I'inégalité (12).

16. Dans le cas ou p=1, au lieu du produit de Picard, je forme le
produit suivant que j’appelle produit de Nevanlinna :

—3 v—1) -+ ei%,
S

e, — r,s e —r,s

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 111, 1935. 35
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On démontre facilement qu’il converge absolument et uniformément
dans un cercle quelconque de centre o et de rayon R < 1; il s’agit de
déterminer son ordre.

En raisonnant comme plus haut, on trouve

K had 2T
P >
m(r, P) < 21 zj‘:
v=1

2K{1 ¥ (t—ry)? 46

(1—ry)(1+3) zd@
I—rys

v=1Y?  (L—ryr)*+ 4ryrsin’ 5

et I'on a a calculer approximativement les intégrales

T
2 t— 2 z.'

"Zf (1—ry)2 b, z—f (1—ry)? .

(l—r,,r)*—i—[;n,rsm-— ® (1—ryr)2+ 4ryrsin? ;

On obtient immédiatement, en supposant que r, >4k > o0, r> [{,

an— T

3 d@

L<H(1—r)? H— 7
fT‘ _ksin“;

Quant a I,, par les mémes changements de variable que plus haut,
on arrive 4 I'inégalité
’ + o .
2 =)y du Ly
X l,<k(l rV)f_.. = Gr @) pour r>4

Si r,>>r, on a, en substituant 1 & r, dans (1—nr7)(1+u?) et

(—r)(1—r),
(l-—rv) ' /-_3 A du__—?_"f.
I.< t—r’ i, H_k L 1wtk

Sir, < r, on substitue 1 4 rdans (1—r,r)(1+u?) et (1—n)(1-—7)
et il vient

) L<(1—r)H.
Donc
- M(r,P)<K’Z(1_,-)+K,2(I rv) —I—K”’,

I—r
,-,<,- ~n>T
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et ’on a encore
(12') T(r,P)< (1_‘,-)’+£<( I )P—*e.

L—r

On peut former aussi le produit de Nevanlinna dans le cas ot p>2.

17. Je dis maintenant que, a étant une valeur non exceptionnelle,
si petit que soit le nombre positif 8, on a pour une suite infinie de
valeurs de r

5
(13) T(r, P)=m(r, P)>( ! )p— ,

1—r

P(3) étant le produit de Picard ou celui de Nevanlinna.
En effet, supposons qu’on ait au contraire pour r > r,

-3
m(r, P)y< (l_i7)p .
Alors le théoréme de Jensen donnerait ici
N(r, }—l;) <A<;i—r>9—a,
A désignant une constante positive. Comme
N(r, %) = N(r, j—i—a> = N(I’, a),

N(l‘, OC)<A( ! >P“°’

L—r

on.a

et I’on en déduit

f'N(r, a) (1 — r)F_'-’g_| a'r<Af1-——-dL—.-

o

1 —
(1—r) °

L’intégrale du second membre est convergente, il en est donc de
méme de celle du premier membre; alors d’aprés un théoréme de
M. Nevanlinna [10, a, p. 139], on peut conclure que la série -

3
1+P—;

S(—ry)
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converge aussi, ce qui est en contradiction avec notre hypothése surg.
On a donc bien I'inégalité (13).

Des inégalités (12), (12') et (13), on conclut que « étant une valeur
non exceptionnelle, I’ordre du produit canonique de Picard (quand p22)
ou celui du produit de Nevanlinna, formé avec les zéros de f(z)— a (il
s’agit des pdles pour a = ) estégal d l’ordre p de f(3), il serainférieur
a p pour « exceptionnel.

18. Une fonction F(z) méromorphe pour |z{ < 1 peut se mettre
sous la forme

ID,(z, a.) — g gl P(s)

(14) F(z):s-‘ec“'"nD,,(s, b,) Q(z)’

ol a, désigne le p."*™ zéro«de F(z) et b,, son v*™ péle; IID,(3, &)
représente un produit de Nevanlinna quand n=1 et un produit de
Picard (ou de Nevanlinna) lorsque n22; enfin G(3) est une fonction
holomorphe pour | 3| < 1 et s un nombre entier.

Je vais montrer que I'ordre de %%’ est au plus égal & celni de F(3).
Ecrivons ’

— e F(5)Q(3)
®(3) =€l )_-T(:;-'

En désignant respectivement par p, p, et p, les ordres de F(z), P(3)
et Q(3), et en procédant de la méme facon qu'au paragraphe 11, on
obtient ,
p+
mir, < (1)
a parﬁr d’une certaine valeur de r. Ce qui fallait prouver, puisque
T(r, ®)=m(r, D).
Ainsi, on a la généralisation du théoréme fondamental de
M. Hadamard relatif aux fonctions entiéres :

Tutoreme. — Une fonction F(3) méromorphe pour|z|< 1 d'ordre ¢
peut se metire sous la forme (14). Si p,, p, et p, sont les ordres de e%,

P(3)et Q(3),0na

PSP, PSPy Pasps

et p ne dépasse pas le plus grand des trois nombres p,, ¢, €t ¢;.
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19. Cas DE L'0RDRE INFINI. — Avec les zéros de f(3) — a, je forme le
produit de Picard

O | =

(15) v v=t

. a, — e'% 1 [a,— e
g (5 pv) s —e% +pv z —e )’

e‘b(‘ /’v

ou a,=r,e¥. Je vais chercher une limite supérieure du module
maximum M(r, P) de P(3) pour | 5| =r. Pour cela je commence par
remplacer chaque facteur de P(z) par son maximum. Si I'on pose

u 1
Ut — Ao - u?
»

Elu,p)=(1—u)e 2

v Ay — el
l',( 5v_ e_i§v ’ Pv)
pour | 3| =r est atteint en un certain point 5,= re’*. Comme E(u, p)

est une fonction holomorphe de u, on a, en désignant par M[r,E(u,p)]
le maximum de E(u, p) pour [u|=7,

?

lé maximum de

E(w, p)|SM[r, E(u, p)]  sifa|Sr

av-—e% )
JEEE

M(r, P)<HM[ ,h(u [lv)]

ou en posant X = (1—r)"' et X,=(—n)",

donc

<M[ ,E(u [)v)J

et par suite

(16) M(r, [»)gﬁ M[X)%’ E(u, pv)].

v=1

Si I'on remplace les nombres r, par les nombres r,<r, c’est-a-dire

les nombres X, par les nombres X, = _' 7 <X, sans changer les

exposants de convergence p,, chaque facteur du produit infini du
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second membre de (16) devient plus grand. Donc on a a fortior:

M(r, P><[IM[ o B(u, )|

En raisonnant comme au paragraphe 10, on peut choisir les X, de
fagon que les points logX,, logv soient tous situés sur une courbe
convexe qui coincide, a partir d’un certain point, avec la courbe
x=1logX,y =(1+8)p(X)logX et le théoréme de M. Denjoy permet
d’obtenir

e(v5) 0+2
)

- [re(@) <r<i1],

log M(r, P) < (

par suite

)p(il—r)(l+5l

T(r, P)<( [ro(e) <r<<1).

1—r

On démontre ensuite a ’aide du théoréme de Jensen comme dans le
cas des fonctions méromorphes que a étant une valeur non exception-
nelle de f(3) — a, on a, pour une suite infinie de valeurs de r tendant
vers 1,

r(1 ,)(I 3)
)

log M(r, P)><

—r

si petit que soit le nombre positif 8. Donc ¢ (l—i—r> est un ordre de P.

On peut établir enfin comme dans le cas de I'ordre fini le

Takoreme. — Une fonction F(3) méromorphe pour |3|<1 d’un
ordre infini ¢ (1—__17> tel que p(X)logX soit une fonction convexe
de logX peut se mettre sous la forme

| P(s)
F(z) =z b5 ——
B ==
ot G(3) est une fonction holomorphe pour |3| <1, P(3) et Q(3)
désignent respectivement les produits canoniques de Picard formés avec

lessérﬁs et-les poles de F(3). o, (l'_ ) P’(: _,) 9“(1ir) étant
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des ordres de ¢**, P(z) et Q(3), 0na

P:(,Lr)ép('l_l,.)’ 9:(,_‘—,,)&([_‘,)» p:(,_',.:)ép(,_l,)r

etp (l—_'r) ne dépasse pas la plus grande des trois JSonctions p, ( - i - )» -

93(, L,)’ fo (I—_'—r) pour chaque valeur de r > r,.

CHAPITRE 1V,

DIRECTIONS DE BOREL ET POINTS DE BOREL.

20. Dansses recherches sur les fonctions méromorphes, M. Valiron
a découvert I'existence de ce qu'il appelle direction de Borel [13, g].
Une telle direction D, ¢ = const. (3 =re®) pour une fonction méro-
morphe d’ordre fini p, est telle que 1'exposant de convergence des
zéros de f(5) — a, situés dans un angle quelconque de bissectrice D,
est égal ap, sauf pour deux valeurs de « au plus. Cherchons a obtenir,
dansle cas de I'ordre infini, un résultat analogue au moyen des ordres
définis au paragraphe 8.

21. Soient f(3) une fonction méromorphe d’ordre infini a carac-
téristique T(r) et p(z) 'un de ses ordres. Considérons une valeur
quelconque R de r, telle qu’on ait, en posant U(r) =r*",

(1) T(R)=U(R)
et prenons

R=R+ —n _
(2) . =R TR

En supposant f(0) — a £ 0, on déduit de

e -R
N(R,a):f ”(_‘t’i)dH/ ’L‘t’ﬁ)m (0 < ro<R)

I'inégalité
(3) n(R,a)log§>N(R,a)—N(ro, «).
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D’autre part, considérons la seconde inégalité fondamentale de
M. R. Nevanlinna :

T(r) <N(r, ;) + N(r, ) + N(r, a3) + S(r)
en prenant S(r) sous la forme suivante due 4 M. Valiron :

I

S(ry=-z24log T(R) + 12 logR —

I
— oy |lay—as oy —a | '

+ ) +
+ 8logR + C,(f) + 8log T
1

La derniére inégalité est valable pour r< R < 2r et dés que T(r)
dépasse les quantités

. + + 1
C(J), loglel, logm’

et C(f), Cy(f) désignent des constantes dépendant uniquement

de f(3).

Prenons R pour ret R’ pour R. Je dis que pour tout & tel que |a | < e™

et ja— f(0)|>e™ ona

(4) N<B,a>>§T<R>, :

sauf peut-étre des points intérieurs & deux petits cercles de rayon
I

T(R)

a, et a, tels que

- En effet, si le contraire avait lieu, on trouverait trois points «,,

S(R) < 24(1+¢)logT(R) + 12 log, T(RR)

+810g[R+ 1 Ca(f) + 26 log T(R),

ou pour R assez grand
S(R)<Klog T(R),

K désignant une constante. Alors, on a
T(R) < ZT(R) + Klog T(R),

ce qui esi absurde.
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D’aprés (3) et (4), on a pour tout R suffisamment grand
(5) n(H,a)>(l—n)§ﬁ-ﬁT(R) (n—»oavecé>a

quel que soit «, sauf au plus pour des points «, dont les représenta-
tions sphériques sont incluses dans quatre cercles de rayon arbitrai-
rement petit.

Maintenant, décrivons a l'intérieur de la circonférence (C) de

centre o et de rayon R
20log T(R) —1,

circonférences équidistantes (C,)(p=1, 2, ..., m — 1) concentriques
a (C), (Gn) coincidant avec (C), puis divisons, & l'aide des rayons
formant des angles égaux entre eux, la couronne limitée par (C,_,)
et (C,) en 2pn quadrilatéres égaux.

On obtient ainsi
20 log T(R) [20log T(R) +1]m,

quadrilatéres dans le cercle (C). Chacun d’eux peut étre enfermé dans

un cercle (y) de rayon
R

202 log T(R)’

1=

décrivons un cercle (I') concentrique & (y) et de rayon A'=20%.

D’aprés un théoréme de M. Milloux [9, &, p. 202], si f(3) ne
prend pas dans (I') plus de 9 fois trois valeurs «,, a, el «;, dont les
distances sphériques supérieures a &, dés que 9t dépasse une certaine
limite numérique, le nombre de zéros de f(3) — o intérieurs a(y) est
moindre que

t I
6709 + 11 log 77U logs-,

d désignant la distance sphérique de « & une certaine valeur excep-

tionnelle possible.
1 1

En supposant que d > gy = T(R)’ €t en prenant

T(R) ,
32 < 670m[20log T(R) +1]*logR
Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. I1I, 1935. _ 36

N =
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il s’ensuit qu’on a, pour R suffisamment grand,

1 20 log T(R) ' ( ' L
(6)’ n(R, a) < SiTogRa0Tog T(R) +1 T(R)(1+7') 7n'— 0 avec E)’

sauf au plus pour des « représentés sur la sphére de Riemann & I'inté-
rieur des cercles dont la somme des rayons peut devenir aussi petite
qu'on veul. '

Si I'on compare les inégalités (5) et (6), on est conduit a une
contradiction. Donc, il existe dans le cercle (C) au moins un petit
cercle (I') dans lequel /(3) prendra au moins 9% fois toutesles valeurs «
autres que celles voisines de deux points. De plus, comme 9T croit
indéfiniment avec R, il existe forcément une infinité de tels cercles
s’éloignant indéfiniment de I'origine.

Considérons une suite infinie de-tels cercles (T',), dont le n'*= est
obtenu en donnant a4 R une valeur R,. Si r(n, «) désigne le module
d’un zéro de f(3) — « dans (T,), on a

A , N
. r(n, a)<R,.—Rn[I+10gT(R,.)J,
par suite

T{r(n, oc)]<T[R,,+ ]_<T(R,,)'+5.

R,
Tog T(R,)
Ceci donne & partir d’une certaine valeur de n

L pirin, @) i1—8 ,
[r(h a)] > T(R,)-%,
- b

S et &' étant des nombres positifs arbitraires (&' >>¢), donc on obtient

plrin, @) (1—8) .
)

la sommation étant étendue & tous les zéros dans (I',). En rem-
plagant 9%, par sa valeur, il vient

L plrin, @)} (1—8) F—nm) ' -
Z[r(n, a)] = R (nﬁoavec”

Donc, on a, 4 partir d’une certaine valeur R,,

- - [ p[r;n,a'}(I—.al
(7) ’ ’ . ZI IT’-!.—Q—):‘ . >T(Rn)6‘:



LES FONCTIONS ENTIERES. 283

¢, étant un nombre positif fixe. Par conséquent, la somme du premier
membre de 'inégalité est divergente, R, tendant vers I'infini. .

Soit (L) une courbe quelconque qui s'éloigne & l'infini; on peut,
par une rotation autour de l'origine, I'amener & une position (L,)
passant par le centre z, du cercle (T',). Alors si Q désigne le domaine
balayé par (L) en lui faisant tourner d’un angle trés petit ¢ de deux
cotés d’'une courbe d’accumulation des (L,), il existe dans Q une
suite infinie de cercles (I',). En appelant r,(Q, «) le v*=¢ des zéros de
Sf(3) — a situés dans Q, la série

-~ I pirQ, 2] 1—8)
% [I\,(Q, 0!)]

est a fortiori divergente, sauf pour deux valeurs de « au plus.
Du théoréme du paragraphe 9, il résulte immédiatement que la

série
? 1 plr,(Q,2} (1+8)
i ["V(Qa “)-I
v

est convergente quel que soit a.
"Ainsi, on est conduit & énoncer en particulier le

TuioriME. — Etant donnée une fonction méromorphe d’ordre
infini p(r), il existe au moins une direction D telle que dans un angle
quelconque Q de bissectrice D, si petit que soit le nombre positif 8, la
série

I | olr (2, 2] (148
(8) 2[,————.v(9,a)J

converge pour tous les a, et la série

- N olryQ, ) (1—8;
(9) 3raa)

diverge, sauf pour deux « au plus,r, (Q, «) étant le v*™ zéro de f(3) —a
dans Q.

On peut appeler une telle direction D, direction de Borel d’ordre p(r).
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22. Dans l'étude de I'accumulation des valeurs d’une fonction
méromorphe pour | z| <1, M. Valiron a introduit la notion du point
de Borel et a donné un théoréme pour le cas de ’ordre fini (13, £). Je
vais cousidérer le cas de ’ordre infini.

Soit f(3) une fonction méromorphe pour |z|< 1 d'ordre infini &
caractéristique T(r). Désignous par p(l—i7> 'un des ordres de f(z),
et considérons une valeur quelconque R de r telle que

(o)  T(R)=U(R) si U(;-):~u<l_i_7):<_'___>-"(rl—,~)’

L—7

puis prenons

,_ 1+ RlogT(R)
(11) _——1+logT(R) ’
de sorte que XEX[‘“B@%‘(X)] avec X=(1—R)'et X'=(1—R')"".

Si n (R, «) désigne le nombre de zéros de f(3) — « contenus dans
le cercle | 3| < r, on démontre comme dans le cas des fonctions méro-
morphes dans le plan qu'on a pour R suffisamment grand

(12) ll(R,d)>(l~—‘f))mT(R) (-n'—>u avec é),

sauf au plus pour des points « dont les représentations sphériques sont
incluses dans deux cercles de rayon arbitrairement petit.
Décrivons a I'intérieur de la circonférence (C) de centre O et de

rayon R :
’ [log T(R) +1]R __
1—R ?

circonférences équidistantes (C,)(p=1, 2, . .., m —1) concentriques
a (C), (C,) coincidant avec (C); puis, divisons, comme au para-
graphe 21, la couronne (C,_,, C,) en 2pn quadrilatéres égaux.

Le cercle (C) se trouve ainsi divisé en

[log T(R) +1][Rlog T(R) +1]%
G—Ry

quadrilatéres; chacun d’eux peut étre entouré par une petite circon-
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férence (y) de rayon
1—R

Va[log T(R) - 1]

Décrivons une circonférence (I') concentrique a (y) et de rayon

7’—§ 1—R
T a2TogT(R) +1

D’aprés un théoréme de M. Valiron ('), si f(z) ne prend que dans le

(*) Ce théoréme [13, f] peut étre modifié comme il suit: « En posant
s=(x — x,): N,

on en déduit que si une fonction f,(x) est méromorphe dans un cercle de
centre z, et de rayon A’, et ne prend que 9t fois au plus les valeurs o, 1 et o, le
nombre de zéros de f,(x) — « dans un cercle de centre z, et de rayon A <<}’
est moindre que

A, 9t + B, I
T—ny T =y

1
logﬁ (p>2,9=n2),

sauf au plus pour les « représentés sur la sphére de Riemann a I'intérieur d'un
cercle de rayon d. »

Considérons ensuite une fonction g(x) ne prenant pas plus de U fois trois
valeurs a,, o, et a, dont les distances sphériques prises deux a deux sont supé-
rieures a ¢; la transformation

glx)—o  a3—a

&lz)—oy " og— o,

fait correspondre, a une telle fonction, une fonction f,(z) du type considéré
ci-dessus. On constate facilement que la transformation multiplie la distance
sphérique de deux valeurs quelconques de g(x) par une quantité supérieure
a ko, k désignant une constante numérique. Ainsi, le théoréme de M. Valiron
peut s’énoncer comme suit : « Si une fonction g(x) est méromorphe dans un
cercle de centre z, et de rayon A’ et ne prend pas plus de 9T fois trois valeurs o,
2, et a; dont les distances sphériques sont supérieures a o, le nombre des zéros
de g(z) — « dans un cercle de centre x, et de rayon A <<}, est moindre que

A 9L+ B, Ay 1 — kod
o Ty 85 (d=Hked),

sauf au plus les « représentés sur la sphére de Riemann a I'intérieur d’un cercle
de rayon 4. »
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cercle (I') = fois au plus trois valeurs «,, «, et a,, dont les distances
sphériques prises deux & deux sont supérieures 4 g, le nombre de zéros
de f(3) — « contenus dans le cercle (y) est inférieur a

{_2{logT(R) +1] 7 9
A+ B G v =) T Boava)

(A,, B, deux constantes), sauf au plus pour les « représentés sur la
sphére de Riemann & I'intérieur d'un cercle de rayon é. Donc, en

log(—;

prenant ¢ =

et

1 d— 1 e, & — k
T(R), S T—_(R)’ par suite, 0 = '—l‘(Rﬁ

o — (3—2y2)(1— Ry T(R)
T 3 x 2”AlogR[log T(R) + I]/H»‘.”
on trouve que

1 RlogT(R)+1 1
(13) n(R, az)<3210gR Tog T(R) 71 T(R)(1+7) <n—>0 avec-ﬁ>,

quel que soit «, sauf au plus un ensemble de points contenus dans des
cercles dont la somme des rayons sur la sphére est arbitrairement
petite.

En comparant (12) et (13), on voit qu’il y a contradiction a partir
d’une certaine valeur de r pour tous les a extérieurs & un ensemble
de mesure linéaire arbitrairement petit. Donc, il existe au moins un
cercle (T') a I'intérieur duquel /(z) prendra au moins 9t fois les valeurs
des a autres que celles voisines de deux points.

Comme M croit indéfiniment avec R, on conclut qu'il existe une
infinité de petits cercles tels que (I'). Considérons une suite de tels
cercles (T,), dont le n'*™ est obtenu en donnant & R une valeur R,. En
désignant par r(n, «)le module d’un zéro de f(3) — « dans (I,), et
en raisonnant comme dans le cas des fonctions méromorphes dans le
plan, on établit que la somme

3 (1= rin, o))

étendue a tous les zéros de f(z) — o dans (I',) diverge, sauf pour
deux a au plus, lorsque n croit indéfiniment, de sorte que R, tende
vers un.. . :

Lorsaue R. tend vers un. les centres de cercles (I',) tendent au
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moins vers un point 3, de la circonférence-unité. Décrivons un petit
cercle de centre 3, et de rayon 7 arbitrairement petit, et soit ¢ le
domaine commun & ce cercle et au cercle de centre o et derayonr < 1.
Comme le rayon de (T',) tend vers zéro lorsque R, tend vers un, il
existe certainement des cercles (I',) dans le domaine ¢ si petit que
soit v, pourvu que r soit suffisamment approché de un. Si r(s,a)
désigne le module du v*™ des zéros situés dans g, la somme

S 1= (o, a0,

étendue a tous les zéros dans o diverge évidemment, sauf pour deux «
au plus lorsqu’on fait r tendre vers un.

On démontre, comme dans le cas des fonctions méromorphes dans
le plan, que la somme

1
—t_|u+s
Z [t — ru(o, a)]P['_"'”c”"l B
converge pour toutes les valeurs de «.
Donc, on a le théoréme suivant :
TrtoriME. — Soit f (2) une fonction méromorphe pour |z|<1 et

d’ordre infini, si p( ) est I’un de ses ordres, il existe sur la circon-

Sférence-unité au moins un point 3, tel que si petit que soit le nombre
positif v, en désignant par r,(c, a) le module du v*™ zéro de f(3) —a
appartenant au domaine ¢ défini par|z|<1 et |3 —3,| < n la série

1
2 [l — ry(o, a)]p[._r,—ﬁ](i+6)
v

converge pour tous les a et la série

(1= ruta, el
diverge, sauf pour deux a au plus

On peut dire que 3, est un point de Borel d’ordre p( ) suivant
la terminologie de M. Valiron.
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CHAPITRE V.

LA CROISSANCE DES FONCTIONS HOLOMORPHES D’ORDRE INFINI
DEFINIES PAR UN DEVELOPPEMENT DE TAYLOR.

I. — Fonctions entiéres.

23. On sait depuis les travaux de Poincaré, Hadamard, Borel,
Lindelof que I'ordre d'une fonction entiére est déterminé par la
décroissance des coefficients de son développement de Taylor et I'on
posséde des résnltats précis et généraux dans le cas de I'ordre fini. Je
me propose d’étendre ces résultats au cas de I'ordre infini en obtenant
une approximation analogue. J'utilise principalement la méthode du
polygone de Newton introduite par M. Hadamard telle qu’elle a été
employée par M. Valiron dans le cas des fonctions d’ordre fini.

24. Soit f(3) une fonction entiére d’ordre infini
(1) f(3)=ay-+a,5 +a,s2+. ..+ a,s"+...
son développement de Taylor. Désignons par M(7) ou M(7, f) son

module maximum pour |3|=r et démontrons d’abord le lemme
suivant :

LemMe L. — Sile rang W (r, ) du terme maximum de la série (1) est
plus petit qu’une fonction croissante V(r) pour toute valeur r > r,, on

a pourr>r,
Vir)logr ] ______r
(2) M(r)#Ae o8 V[r+(1—n)V(r) ’
A étant une constante et v, un infiniment petit positif pour r -> .

Formons une autre fonction entiére

(3) F(z3)=A,+ Az +...4+ Apzi+-. ..

avec A, > o telle que le rang M(r, F) de son terme maximum soit la
partie enti¢re de V(7). Par hypothése, #(r, F) est supérieur ou égal
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a ¥(r, /) pour toute valeur r, et en posant

Iog\all:,:—.g}ly IOgAn:—Gm
on doit avoir
G, —w logr< g, — Ulogr,

ot W=U(r, f), W=U(r, F). Si l'on construit le polygone de
Newton n{f) relatif & f(3) et qu'on trace sa tangente D, qui a pour
coefficient angulaire logr, cette inégalité montre que le point
Pn (N, Gy) est situé sur D, ou au-dessous de D..

Menons par Py une paralléle D, 4 D,; le polygone de Newton n(F)
relatif & F(z) s’obtient en cherchant I'enveloppe de D'. Je dis que
n(F) ne peut avoir des points situés au-dessus de =(f). En effet,
supposons qu’on ait un tel point Q, ; menons par Q, une droite A, de
coefficient angulaire logr,, puis la tangente D, de =(f) paralléle
a4,. Alors, comme le point (U,, gy,) correspondant au terme maxi-
mum de f(z) pour la valeur r, se trouve sur D,,, le point Py, (¥, Guw)
qui correspond a celui de F(z) pour la méme valeur r, sera sur 4,.

Mais =n(f) étant convexe, Py, serait au-dessus de D,,, ce qui est
inadmissible d’aprés ce qu’on a remarqué plus haut. Donc =(F) est
complétement au-dessous de = (f).

Ainsi, si I'on prend comme coefficients A, les valeurs telles que, en
posant logA,=—G,, les G, soient les ordonnées de =(F), on voit
que la fonction F(3) majore f(3).

F(z) ainsi choisi, d’aprés 'inégalité connue [13, a, p. 32],

(%) M(r,f)<ﬁl(r)|:zll<r+u(r,_);f>+l|.
MM (r, f) désignant le module du terme maximum de £(3), on a

s "N{ux, F) r s
logM(l,l)<j —T-(lz+logn(r+m.l>

1

+ log| 1+ = ] —+ log2 M(r,),
tﬂll(r+ m’ l‘)

ou, en supposant r, >1 et, en désignant par A une certaine constante
Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. IIT, 1g33. 39
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positive

logM(r, F) <%(r, F)logr + logt

~ ,
_r+.m_(l_‘,—lTj, FJ +lOgA

Comme on a par hypothése W(r, /)SU(r, F)SV() < A(r, F)+1,

1l vient donc

V(r)logr r ( 1
M(r, F) << Ae'trilo V[r+—_(l—-n)V(r)] n~>o0avec — |

et 'on a a fortiori 'inégalité (2).
25. Revenons a la fonction (1), r étant le rayon d’un cercle entou-
rant 'origine, il est bien connu que I'intégrale de Cauchy donne

M(r)

,'Il

(5) lan | <

Si p(r) est un ordre de f(z) d’aprés la définition du Chapitre II,
I'inégalité de M. R. Nevanlinna

~+
T(r)lgM()E T (k) (h>0)
montre que
log M(r) < remi+ewi [e(r) — 0 avec ;‘] .
On a donc
laa. | < VN T s avec U(r)=rerin,

Déterminons la valeur de r par la relation

(6) U(r)+t=nlog PO H
logU(,,_[__>
: : Viau|

il vient alors
I 1
r < ny;y I + :
e
v ia

U(ry<U [m_l_ (|+ S )] s
V]an log U “;
? (\/Ianl)

D'ou




LES FONCTIONS ENTIERES. 291
ou

I 1+g"ni -
U(")<U<T=> IE'(n)»oavec;l-l]-

via|
Ceci donne, en tenant compte de (6), I'inégalité

1 I 1-+€"
nlogft+ ———— | <U (”—-_) .
[ IOgU( ‘ ! )] via.

'\"Mnl

et 'on en déduit que, a partir d’un certain indice n,,

I 1+ I
n<U(,T/"=“—> [n(n)—>oavec—]-
\’Ian‘ n

On est ainsi conduit a énoncer la proposition :

I. Sio(r) est L'un des ordres de la fonction entiére f(3) ayant (1)
pour développement de Taylor de sorte que, @ partir d’une certaine
valeurr,,

(7) log M(r) < pprilt+er] [e(r) —>0 avec ;‘] ’

alors on a, a partir d’un certain indice n,,

(8) n<U(-,T/-I—>Hnm [n(n)—>oavec i]a

Via.l

ou U(I‘) = ppin,

26. Supposons maintenant qu'on ait une fonction entiére f(3)
définie par son développement (1) et que la condition (8) soit vérifiée,
U(r) étant une fonction qui satisfait & la condition de la croissance
normale

. r o J1+E(7)

Si I'on désigne par ¢(z) la fonction inverse de U, I'inégalité (8)
s’écrit

n— 1
el < Ty



292 KING-LAI HIONG.

et le terme général de (1) est en module plus petit que

el

Prenons comme relation entre ret n

(9) r=q>(n7“:_"),

de sorte que le terme du rang n de (1) soit plus petit que 1. Or le
terme maximum de (1) croit indéfiniment, donc on a certainement

(10) . wir)y<n,
n étant lié 4 r par (g). Puisque, par hypothése n < U(r)'*7, il vient
n(r) < U(ry-.

Alors, d’aprés le lemme, on obtient I'inégalité

U(r) M ogr r l+n.
M(r,f)<Ae. OG-U["—F(—I_' _’)/)U(l.)l—o-n]

Comme on constate que (1 — 1)U (r)'+">logU(r), on en déduit

M(r, f)< U [e(r) -> 0 avec ;] ’

et I'on peut énoncer la réciproque de I :

1. Etant donnée une fonction entiére f(z) par son développe-
ment (1), st, & partir d'un certain indice n,, U'inégalité (8) est vérifiée
et que U(r) est une fonction satisfaisant a la condition de la croissance
normale de Borel, alors, en posant U(r) =r*" on a, & partir d’une cer-
taine valeur r, U'inégalité (7).

Des résultats précédents, découlent les propositions suivantes :

I'. Sip(r) désigne un ordre de f(z) de sorte qu’en posant U(r)=ré®"
on ait, pour une suite de valeurs r, croissant ¢ U'tnfini

(7) logM(ry)>U(ry)'=¢  (v=1,2,...),

st petit que soit le nombre positif e, alors on a pour une suite infinie
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d’tndices n,

(8) n,> U<,L;>l‘n (v=1,2,...)
vian,|

st petit que soit v,.

Il'. Etantdonnée une fonction entiére J(3) parson développement (1),
st Uon a U'inégalité (8') pour une suite infinie dindices n, si petit
sou-tl n et que U(r) satisfait & la condition de la croissance normale,
on a pour une suite r, croissant a I’infini, I'inégalité (7') si petit soit-il e.

En effet, si I'on avait pour tout indice n > n,

n< U("’l_)x-n
Via,!

si petit que soit v, on aurait, d’aprés la proposition 11,

log M(r) <U(r)t=ni+erl< U(r)-2,

¢ étant un nombre positif aussi petit qu'on veut, ce qui est en contra-
diction avec I’hypothése. Donc la proposition I’ est prouvée.
Inversement, si I'on avait pour toute valeur > r,

logM(r) <U(r)-:

si petit que soit ¢, on obtiendrait alors, d’aprés la proposition I,

¥ g [1+%(m) 1 1—8
II<U<'”—:—:> <.U(r_-=> )
Via| Van]

¢ étant un nombre positif arbitraire, ce qui contredit I’hypothése,
et la proposition II' se trouve démontrée.

27. Ily a intérét de chercher la condition nécessaire et suffisante
que doivent remplir les coefficients de la série (1) pour que M(r) soit
a croissance reguliére par rapport 4 I'un des ordres p(r) de f(3) en ce
sens que, a partir d’une certaine valeur r,, on a

(x1) log M (r) > reri—e

aussi bien que I'inégalité (7), de sorte qu’on puisse écrire

(12) log M (r) = rpir it+yr] [y(r) — 0 avec ;] .
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Supposons que 1'égalité (12) ait lieu pour 7> r,, comme a fortior:
pp q €g P )

f !‘gdr<U(,.)Hyr)’ U(,-):,-pwrl‘

0

U(r) étant toujours le rang du terme maximum de (1), on aura,
d’aprés un calcul déja fait plusieurs fois,

(13) n(r)<U(ryp+en,

D’autre part, on a, en suivant une méthode de M. Valiron [13, q,
p. 131]:
=

(%) M <Ae " e D (rTE

Or, d’aprés la proposition I,

1+E(r
n< U(", ) .
| @n|

Si I'on prend comme valeur de n, la partie entiére de

U r 1+eir)

[’ +—]ogU(r)] —+1I.
r i

" logU(r) < Vianl ’

2(1 Viad)" <2( >,<2|ogU(r).
lov'U(r) '

on a pour n_>n,

par suite

ny

Donc I'inégalité (14) donne
M) <A U(r+ o) S g U
n< [ <r+logU(r), +x] +2log U(r)
"M dr 1
<A[U(r)+ew1]e’s " +2logU(r) Ire’(r)ao avec ;],

ou B des1gnant une certaine constante,

n (")

(13) M(r)<BU(r)+e
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De cette inégalité, et de (11), on déduit
"a(r)
U(r)n-=%
(r) <V(: = dr
pour toutes les valeurs > r,, 2 étant un nombre positif arbitraire.
Ceci donne encore
Ulry=8<u(r)logr

ou ¢ étant un nombre positif arbitraire,

(16) U(r)y>U(ry-—:
Ainsisil'ona (12) ou
(17) !im log,M(/):

on conclut de (13) et (16) que

. logW(r
(18) i UE:-; =t

Inversement si (18) a lieu, on a M(r) << U(r)'*" et d’aprés un
calcul fait au paragraphe 26,

([9) “(l‘) < eU(l')"‘('),
Et puis on sait que

e
f —ul)ll.r
o x .

Puisque M(r) > U(r)'~ d’aprés (18), on a, en posant ry=r— l?glrj_(ri’

(20) M(r)y>e

I
I

log M.(r) '>f U(z)'— d;"” > U(ry)t—"log
" " Tog U(r)

ou
1—

A r___
logM(r)> ]OT[J_(T)U[r— IogU(")] '

=]
A étant une constante.
Mais U(r) étant a croissance normale, on a vu au paragraphe 28
que
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donc l'inégalité précédente donne
(21) log M(7)>U(r)'—.
On peut conclure alors de (19) et (21) que (18) entraine (17). Ainsi
la condition nécessaire et suffisante pour qu’on ait (17) est que (18) ait

lieu.
Considérons maintenant I'inégalité (15). En posant

,,',rl/" LG
. o
BU(r)+¥=e ¢ ,

on trouve
’ \
M) < (H—nr) log(Ur) (n'—>o avec ;)
m(z) log & A

0 th=14 ——

u, en prenan 1+ TogU(r)’
(1+n")[logU(r)]* / t

Mir)< =) (r) (1) — 0 avec ’—_>-

Si (18) a lieu, on a (r) =U(r)'**"" ou a(r) - 0 avec ;, donc

(1+n")[logU(r)]*,
(=) O(r)= "’

AMr)<

le second membre tend vers zéro, r croissant indéfiniment, par suite il
en est de méme de A(r) qui est positif, et I'on a

(A+Af ——dx

(22) M(ry<e o ¥

En joignant cette inégalité & (20), on peut conclure que si(18) a
lieu, on a

[1+e(r)] nim dx

(23) M(r)y=e x = M(r)+en [s(r)—>o avec ::],

MM (r) étant le module du terme maximum de la série (1).

On sait déja que si la condition (17) a lieu, on a I'inégalité (8) a
partir d’un certain indice n, et 'inégalité (8') pour une suite infinie
d’indices. Montrons que (8') a lieu pour toutes les valeurs n>n,
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telles que, pour une certaine valeur de r, n est le rang du terme
maximum.
Supposons que pour une suite de tels r, on ait

(26) n<U(p=)"
\V|a.|

« étant un nombre positif fixe. D’aprés (23), on a pour les r corres-
pondants

M(r) < M(r)+er
et a fortior:
M(,) < l:(")l—+5\l"’

F(r) désignant une fonction entiére a coefficients positifs, pour
lesquels I'inégalité (24) a lieu pour tous les n > n,. Mais alors d’apreés
le théoréme II, on a pour certains r

. Uir) 1 —&i1+8r] =9,
M(,)<e(l) r<eU(l) ;

quelque petit que soit le nombre positif ¢, donc on est conduit a une
contradiction avec I'hypothése.

Ainsi I'inégalité (8") a lieu pour tous les n considérés qui sont les
valeurs entiéres prises par M(r). Si n, et n,,, sont deux valeurs suc-
cessives prises par ¥(r), on a

n,=U(r)sr, ny,=U(r)+s,

rétant la valeur de r pour laquelle ¥(r) saute de la valeur n, a la
valeur n,.,. Donc

. . logny.,
(23) ,hznl logn,
Par suite, pour que la condition (17) ait lieu, il est nécessaire que
I'inégalité (8') ait lieu pour une suite de valeurs n, vérifiant la
condition (25).

Je vais démontrer que les conditions (8), (8') et (25) sont aussi
suffisantes. On a tout d’abord, d’aprés le théoréme II,

(26) log M(r) < U(r)+en,
Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 1II, 1935, 38
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a partir d’une certaine valeur ,. Puis (25) s’écrit
logny = [1-+ y(v)]logn, [y(v)»o avec%]

et en établissant entre n, et r, la relation r,=1:'"y |a,|, les inéga-
lités (8), (8') donnent

ny, << U(ry)t+nv [n(v)—)o avec 5],

et, si petit que soit le nombre positif v,

Ny > U(ryg )10,
on a donc
(1—m)log U(ry.)) <[t+y(v)][1+n(v)]log U(r,),
d'ou

(27) log U(rv) <[t+n'(v)]logU(r,) [n'(V)—>o avec vl]

Maintenant si l'on suppose que r,<r< r.,, on a, d'aprés le

théoréme I,
log M(7r) > log M(r,) > U(r,)'"—.

En tenant compte de (27), il vient donc

1—¢&

logM(r) > U(ry ) *"™"> U(ry, )1—87
¢ étant un nombre positif arbitraire ; par suite on a a fortior:
(28) logM(r)> U(r)—8

a partir d’une certaine valeur r, et si petit que soit ¢.
Les inégalités (26), (28) prouvent que (17) a bien lieu et I'on peut
énoncer le théoréme :

III. Soit f(3) une fonction entiére d’ordre infini définie par un déve-
loppement de Taylor (1), pour que son module maximum M(r) soit a
croissance réguliére par rapport & l'un de ses ordres p(r), il faut et il
suffit que st Uon pose U(ry=r*", Dinégalité (8) soit vérifiée a
partir d’un certain indice n, et l'inégalité (8') pour une suite d’in-
dices n, tels que :

T . lognyy
lim =———1.
v=w logn,
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II. — Fonctions holomorphes dans le cercle-unité.

28. MM. Borel, Valiron ont également étudié, au point de vue ou
I'on se place ici, les séries entiéres a rayon de convergence fini
[2, ¢; 13, d], je vais considérer le cas de |'ordre infini et étendre les
résultats précédents.

Soit f(3) une fonction holomorphe d’ordre infini définie par son
développement de Taylor

(1) JfG)=a,+a,5 +...+a3"+...,

le rayon de convergence étant supposé égal a 1. Commencons par
démontrer le lemme suivant :

Lemme 1I. — Si'le rang 9U(r, f) du terme maximum de f(3) est plus
petit qu’une fonction v(r), on a, en posant (1—ry~' = Xet o(r)= V(X),

X

(29) M(r) <M ("?1‘7)]; v [x + TN V(X) + X+2$,

=V

(t—n)V(XN)

v) étant infiniment petit positif pour X > oc.
Formons une autre fonction

(3") F)= A+ Az 4+ 4+ A+ (A, >0)

admettant le méme rayon de convergence, telle que

(30) (X, /)<u(X, F)sV(X)<n(X, F)+1,

ou l'on a posé IU(r, g) =WN(x, g) et N(r, g) désigné le rang du
terme maximum de g(3). Par la considération des polygones d’Hada-
mard, on montre comme au paragraphe 26 que le module maximum
M(r, F) de F(z) majore celui de f(3), M(r, f).

Si on(r, F) désigne le module du terme maximum de F(3z), on a
I'inégalité suivante due & M. Valiron [13, d] :

(4) M@, Fy<om(r, F) I-m(r', F)+1+ —'—; (r<r'<u),

r
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et 'on sait que
log M (r, F) —_—f &;’_P—)dx + log O (ry, F).
Te

Prenons
I1—7r

L— .
=T I, B

alors
log ML r, b)_f “("”F)dx+1ooou(ro, F)  (X,>1),
d’ot

logom(r, F)<u(X, F) llog(l — %) — log(l — XL>J + log o (r,, F)

<(1+¢) (X, F)logX:\—ox([—:‘Z)

Et puis, la quantité dans les crochets de (31) s’écrit
n|X X F X X, F
+mz -+ [I+ (X, F)] + 2.
Donc, si  est assez grand, 1'inégalité (4') donne

log M(r, F)<2m(X)10°[ 0—1( X)]

+Iog,mlx+ 'm%—F—),F] u(x, F)+X+2z.

En tenant compte de (30)et en se rappelant que M(r, /) SM(r, F),
on obtient (29).

29. On a encore ici

| a, ! < — M(I’) eUr+* « pn

en posant U(r) = U(X)=X*¥, X = ——. Mais pour que le cercle
unité soit le cercle de convergence de la sérxe (1), il faut supposer
qu’on ait hm Via.] =1.

Dans ce qul suit, je considére umquement les valeurs de | a, | supé-
rieures a 1.



LES FONCTIONS ENTIERES. 3o1

Etablissons entre r et n la relation

"\/la,,l + logU(ﬁ)

2
1+ logU _t
3 ° ('\'/lanl) _
VianT + lovU(";_)
° \/lan|

Viaa| |+logU(rL—)
: Vian|

En observant que la condition de la croissance normale s'écrit

(31) U(r)+t=nlog

il vient

1-+rlogU(r)’ Nt
[ | < ver
on a donc
(3 ) U( )<U I >1+e'(n) [’( ) l]
2 r r— ¢(n)—oavec— |-
(\/lanl n

De (31) (32), on déduit

1

V]an| +|0gU(,

! > "(n)
(33) nlog Vide] <v(z=)"" ol
1+logU(F— Viaa|

_ Viaa| _

Mais
Vla,.| +logU<" ! ) p——
log \/l an | ~ Viaw| —1 ,
1

all
1+ log U _1—> l—!—loo‘U(”__)
; (‘|an| NN
et la fonction f(z) étant d’ordre infini, on a
I

A 1
U(,, ): — > si n—>oo;
\/lanl | — —
T Via]
V]an

donc I'inégalité (33) s’écrit

(34) n<U(—l—-)Hmn) [n(n)—>o avec%]-

{3
I\/| an|
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30. Supposons inversement que l'inégalité (34) ait lieu pour les
valeurs |a,| > 1. Désignons par ¢(«) la fonction inverse de U et pre-
nons comme relation entre r et n

1
(3) r=g(n ),
et I'on voit comme dans le cas des fonctions entiéres que
(36) R(ry<n,

9U(n) étant le rang du terme maximum de (1') et n étant lié a r
par (35). Alors (34), (35) et (36) donnent

N(r)y<U(r)t+ra=uX)+ux [n(X)—»o avec %J
D’aprés le lemme II, on obtient
(37) logM(r) < U(r)t+en [e(r)—>o0 avec 1—1r].

Par le méme raisonnement que pour les fonctions entiéres, on
prouve que des résultats précédents, découlent les suivants.:
SiI’on a pour une suite infinie de valeurs r,,

(37°) logM(ry) > U(ry)—* (v=r1,2,...)

51 petit que soit ¢, alors en considérant les valeurs |a | >1, on a pour
ane suite infinie d’mdlces

(347) ”v>U(ﬁ)‘—n (v=r1,2,...)

| @,
5i petit que soit v.

Inversement, si I'inégalité (34') a lieu pour une suite infinie d’in-
dices n, et pour les valeurs |a,| > 1 si petit soit-il v, et que U(r) est
une fonction satisfaisant & la condition de la croissance normale, on a
pour une suite infinie de valeurs r, I'inégalité (37') si petit soit-il €.

Donc on aboutit aux théorémes suivants :

IV. Soit f(3) une fonction holomorphe d’ordre infini définie par son
développement (1') dont le rayon de convergence est supposé égal a 1;

st f (ri—,_)'est l’un des ordres de f(3), on a, a partir d’un certain
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indice n,, l’inégalité

1+9n)
(34) n<U(,\‘/|—:‘_T) [lan|>1, n(n)—> o pour n—>w],
o U(r)= X", X = - - ~» et pour une suite infinie d’indices n.,
1—n
(34") nv>U<m-—l——) (Jan|>1, v=1u,2,...)
\/I a”vt

st petit que soit le nombre positif v,.

V. Si U'on a, en considérant les valeurs |a,| > 1, Uinégalité (34) a
partir d’un indice n, et l'inégalité (34') pour une suite infinie d’in-
dices n,, la fonction U(r) étant égale & une certaine fonction U(X) 4

. 1 . 1 , .
croissance normale ( =— ) » alors la fonction (T':f) définie par
U(r)=X¢®  avec X= l__‘_l

est un des ordres de f(3).

31. Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que M(r)

soit & croissance réguliére par rapport a4 I'un des ordres ¢ (1 _l_ r)
de f(3).

Supposons qu’on ait, en posant U(r) = (1 — ’_)—9(1—1;),
(38) logM(r)=U(r)+1" [y(r)—>oavec 1—r].

Si 9U(r) est le rang du terme maximum de la série (1), on trouve
d’abord, comme dans le cas des fonctions entiéres,

(39) | (r) <U(ryer,
D’autre part, on a

f"‘,-Md.t . _—
(4o) M(r)y<Ae’s * nﬁ—z(r{'/a,.)"

et

(41) <U (—=)+
"SI\ Ve



304 KING-LAI HIONG.

Si l’on prend comme =, la partie entiére de
P p

1+ rlog U(r)]t+en
[1+logU(r) +h
on a pour n > n,
1+ rlogU(r) 1
1+ logU(r) ’\’/I a, | ’

donc

$ LT < I'+l'lOgU(l‘)-" 1 2 . .
2<’ Vianl) <2 [1+rlogU(r)J < L r+rlogU(r) < l__"lo,,U(;).
1+ rlogU(r)

Par conséquent, I'inégalité (40) donne

. " auix)
] 1+ rlogU(r)]i+en ‘% L = 2 .
NI(’)<AiU[TIOgU—(—IT] —l—l.e _+I—I'IO=U(,‘)

-2

I_rlogU(r) (¢'->0 avec 1—r),

fr iz dx
<A[U(ry+en4a]evs © 4
ce qui s’écrit encore
f’ ‘zui)d.l:
(42) M(r)<BU(r)+ee’s " .
De cette inégalité et de (38), on déduit
U(r)"‘6< [ M pour r>ry,
L) £
d étant un nombre positif arbitraire. Ceci donne
R(r)>U(r)—*
quelque petit que soit le nombre positif ¢.

Ainsi on établit que
' log. M(r) _

entraine
loga(r)

(44) lim Ty ="
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Inversement si (44)alieu, on ad’aprés un résultat du paragraphe 30
(45) logM(r) <U(r)+en,
Et puis on sait qu'on a

(46) logM(l')>/'r9%dx;

il vient, en tenant compte de IL(7) > U(r)' ™ déduit de (44),

r 1—n
log M(r)>f -li(-z—)—dz
0 z
ou, en prenant comme variable X =1 : (1 —7),

log M :)>f ;L((;()”' X,

ot U(X)=U(r). Sil'on pose X=X —

X ..
mon a afortlorl

1)

IO"M(I)>f ‘u'(X)I_ Ll)(>‘u.(‘(0)1 'lloom

k, X(X—1)
Mais

loox(\‘—_l)-—loo 14 ! >]0rr[[+ _—l——-].
" X(Xyg—1) ° (X—1)logU(X)—X it X log ‘U (X)

Donc on a, en désignant par A une certaine constante,

log M A afx- X |7
o8 (')>Xlog‘u(X)u[ —log‘u(X)]

et 'on en déduit que, U(X) étant a croissance normale,
(47) log M(r) >U(X)—2=U(r)—*
si petit que soit «.

On peut conclure ainsi comme dans le cas des fonctions entiéres

que (44) entraine (43).
Prenons I'inégalité (42). En posant

BU(r)+e'= e’“’)f (L) 4
13

Journ. de Math., tome XiV. — Fasc. 111, 1935. 39
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et \(X)=2A(), X= - r, on trouve

(1+n")X[log U (X) +1]log U(X)
(t—n")n(X)
(1+'n )X [log U(X) +1] lov‘u(X)
(= ) UK

M<

ou v/, 1" et o tendent vers zéro, X croissant indéfiniment. On voit que
A (X) > o pour X — o, par suite

(48) logM(r)<(1+)\)fr'9-%ldx
On peut conclure de (46), (48) que si (44) a lieu, on a
(49) logM(r)y=[1+ s(r)]fr%(w—)dx:311(1')"*51” (e > o avec 1 —r),

M (r) étant le module du terme maximum de (1').

La condition (43) étant vérifiée, I'inégalité (34) a lieu & partir d’un
certain indice n, et I'inégalité (34'), pour unesuite infinie d’indices n,.

On démontre de la méme fagon que dans le cas des fonctions
entiéres que (34') a lieu pour toutes les valeurs n > n, telles que pour
une certaine valeur de r, n soit le rang du terme maximum, et puis,
que si n, et n,., sont deux valeurs successives prises par 9(r), on
a (25).

Donc pour que (43) ait lieu, il est nécessaire que (34') ait lieu pour
une suite de valeurs n, vérifiant (25).

La méthode utilisée dans le cas des fonctions entiéres permet d’éta-
blir que (34), (34’) et (25) forment une condition suffisante pour que
(43) ait Lieu.

Ainsi on a le théoréme :

VI. Soit f(3) une fonction holomorphe d’ordre infini qui est définie
par une série entiére (1') ayant 1 comme rayon de convergence et qui a

P ( - _l_ r) pour Uun des ordres; pour que son module maximum M(r) sott

a croissance réguliére par rapport a ¢ (1_-1;') » rtendant vers 1, il faut
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— et en considérant

les valeurs {a,|>1, on ait l'inégalité (34) a partir d’un certain
indice n, et 'inégalité (34") pour une suite d’indices n, tels que

et il suffit que en posant U(r)=( ! )P(’_:)

i logn,,.,

v=w logn,
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