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Sur les fonctions entières et les jbnctions méromorphes

d’ordre infini;

Pxn RING-LA! HIONG.

INTRODUCTION.

Depuis les travaux de H. Poincaré, J. Hadamard, surtout après la
découvertedu célèbre théorème de M. E. Picard en 1 879 et sa démons—
tration élémentaire par M. E. Borel en 1896, la théorie des fonctions
entières a suscité les recherches de nombreux géomètres. On peut
distinguer deux sortes de résultats : les premiers sont d’une nature
qualitative comme ceux de MM. Monte], Julia, Ostrowski, etc.; les
seconds d’une nature quantitativecomme les énoncés de MM. Borel,
Schottky, Landau, Blumenthal, Denjoy, Valiron, Milloux, etc.

A ce dernier point de vue, c’est surtout grâce à la notion de l’ordre
introduit par M. Borel [2, d](‘) que bien des résultats peuvent
prendre une forme précise et simple. Avec cette notion, M. Borel a
donné un théorème très précis concernant la densité des zéros d’une
fonction entière d’ordre fini, contenus dans un cercle donné de
centre 0, théorème qui est trop connu pour être rappelé ici. C’est en
cherchant une proposition analogue dans l’étude de la distributiondes
arguments, que, plus tard, M. G. Valiron a introduit ce qu’il appelle
direction de Borel.

Dans le cas des fonctions d’ordre infini, M. Borel n’a pas défini
explicitement les ordres, et ses résultats donnés dans son Mémoire 

(') Les numéros écrits entre crochets renvoient à l’Index bibliogflphîque.
Journ. de Math., tome XIV. — Fuse. m. 1935. 30
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fondamental des Acta math. concernent seulement une classe de fonc-
tions d’ordre infini, mais il a jeté les bases d’une théorie générale et,
par une intuition puissante, il a reconnu les difficultés du problème et
indiqué les principaux moyens de les surmonter.

En s’inspirantdes idées de M. Borel et en complétant ses résultats,
M. Blumenthal est parvenu, au moyen des fonctions type, à édifier
une théorie comprenant toutes les fonctions entières d’ordre infini
sans exception. Mais ses résultats ne sont pas aussi serrés que ceux
obtenus par M. Borel dans le cas de l’ordre fini et dans le cas des
fonctionsd’ordre infini qui peuvent être traitées par sa méthode.

En ce qui concerne les produits canoniques d’ordre infini, M. A.
Denjoy, à l’aide d’une hypothèse faite sur le mode de la croissancedes
zéros, a obtenu pour le module maximum une limitation très serrée.

La méthode féconde des valeurs moyennes logarithmiques créée il
y a quelques années par MM. R. et F. Nevanlinna a donné à bien des
résultats une forme définitive et permet de traiter un grand

nombrede problèmesavec précision et simplicité.
Le présenttravail a pour but principal de refaire la théorie générale

des fonctions entières d’ordre infini pour chercher à obtenir des
résultats meilleurs que ceux de M. Blumenthal et de l’étendre en
même temps au cas plus général des fonctions méromorphes d’ordre
infini; le degré de précision en vue est celui que comportent les
résultats donnés par M. Borel dans le cas de l’ordre fini.

Je pars de la fonction caractéristique T(r) de M. B. Nevanlinna.
Après quelques préliminaires,j’établis, dans le ChapitreII, l’existence
des fonctions adjointes àla fonctioncaractéristiqueT(r)d’une fonction
méromorphe d’ordre infini quelconquef(2) et à un infiniment petit &,

autrementdit, je démontre qu’étant donnéeune fonctiond’ordre infini
à caractéristique T(r), on peut toujours trouver une fonction à crois—
sance normale U(r) telle qu’on ait

T(r)âU(r)=rP‘”,
l’égalité ayant lieu pour une suite infinie de valeurs de r. Puis je
définis les ordres ç(r) de f(x), et alors les théorèmesde M. B. Nevan-
linna conduisent à une proposition relative à la densité des valeurs
de f(x). Ce résultatest bien plus serré que celui de M. Blumenthal et



LES roncrrons nnrrÈnns. 235
a le degré de précision recherchée par M. Borel. M’appuyant sur les
résultats de M. Denjoy, je montre ensuite que p(r) étant l’un des
ordres de f(z), tel que p(r)logr soit une fonction convexe de logr,
on peut former avec les zéros ou les pôles de f(x)—a un produit
canonique, tel qu’il existe un de ses ordres au plus égal à p(r). Comme
conséquence, on obtient une généralisation du théorème de M. Hada—
mard sur la décomposition en facteurs.

Le Chapitre III est consacré à l’extension de tous ces résultats aux
fonctions méromorphes dans le cercle unité; en ce qui concerne les
produits canoniques, j’étudie aussi le cas du genre fini pâ1. En for—
mant le produit de Picard ou un produit que j’appelle produit de
Nevanlinna, j’obtiens dans ce cas, aussi bien que dans le cas du genre
infini, des résultats tout à fait analogues à ceux du chapitre précédent.

Dans le Chapitre IV, je passe à l’étude de la distribution des argu-
ments; j’obtiens des théorèmes analogues à ceux dus à M. Valiron
concernant les directions de Borel et les points de Borel dans le cas
de l’ordre fini.

Enfin, le Chapitre V est réservé à l’étude sur la croissance des
fonctions holomorphes d’ordre infini, définie par un développement
de Taylor. Les résultats qu’on possède dans le cas de l’ordrefini y sont
étendus au cas de l’ordre infini; en particulier, la conditionde la crois-
sance régulière s’obtient pour le cas général des fonctions entières
d’ordre infini ainsi que pour celui des fonctions holomorphes d’ordre
infini dans le cercle-unité(‘ ).

Il me reste, pour terminer cette introduction, à exprimer toute la
reconnaissance que j’ai contractée envers MM. Borel, Hadamard. Je
remercie tout particulièrement M. Valiron qui m’a suggéré ce travail
et dont les indications et les critiques me furent très précieuses, et
M. Denjoy qui a bien voulu aussi me donner des conseils. Qu’il me
soit permis encore d’adresser l’expression de ma vive gratitude à
MM. H. Villat, P. Monte] et P. Humbert. Je ne saurais oublier non
plus ceux qui m’aidèrent et rendirent possible mon séjour à Paris. 

(') Les principaux résultats contenus dans le présent mémoire ont été commu-
niqués à l’Académie des Sciences de France (séances du 23 janvier, du
12 juin 1933 et du 26 mars 1934).
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CHAPITRE I.
PRÉLIMINAIRES .

I. — Démonstration d’une propriété de T(r).

'I. M. G. Valiron a énoncé sans démonstration dans les Comptes
rendus de l’Académie des Sciences [13, lc] une propriété de T(r) qu’on
peut préciser comme il suit :

La fonction caractéristique T(r) d’une fonction me?-amorphef(z)
1 .

est analytiqueen (r— ro); par segments adjacents (' ), le nombre entier
positifp dépendant de ro et se réduisant à 1 pour la plupartdessegments;
quandp > I, la fonction analytique de (r— r., )7” à gauche de r() peut
dtfl‘érer de celle à droite de r0 .

Ceci jouant un rôle important dans le présent travail, il convient
de le rétablir.

On a suivant M. B. Nevanlinna
(!) T(r)=m(r,œ)+N(r, °°)

avec
1

” "' -m(r, oo):
;1—t£

log|f(re“*‘)ldcp, N(r, oo)_= 2 log

o<|lmSr

!‘
lbvl
 ,

où les !)v désignent les pôles de f(z) contenus dans le cercle de
centre 0 et de rayon r, chacun d’eux étant compté avec son ordre de
multiplicité dans la sommation. -

Il suffit évidemment d’étudier laÿfonction m(r, oo). Posons
' (2>' f<z>=P(m q>) +iQ(r, <p>,

F(r7 <P)=P(l‘, ‘P)2+ Q(ï‘, ‘?)2; 
(‘) Avec—‘M; Denjoy, j’appelle segment et, b, l’ensemble des nombres x tels

que aéæêb.
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Par chaque pôle de f(z), traçons une circonférence de centre 0;
dans la couronne C(R, R’) limitée par deux consécutives quelconques
des circonférences ainsi obtenues dont nous désignons les rayons
par R et R’, la fonctionf(2) est développable en série de Laurent

+=»

E
C,!r" e'"?.

Re ardons r comme variables com lexes en osant r= e‘°g
_

a ‘? P P P ,
q; = q; +u et supposons que

RÊPÊRl, _90Ê9Ê91a OÊ‘l’Ê2'”) —T0STÊTh

où 00, O., 10 et F:. sont des quantités positives. En prenant R. = Re“
' et R',: R’e“’°, la série à termes positifs

+:
2 lcnlpïle—llf
—=o

est convergentedans la couronne C(R., R'.) contenue dans C(R, R’)
et elle est une fonction majorante pour les deux fonctions

+au

P(r, (9) =2 (c',, cosncp — c'}, sinncp)r"
(c,.= cÇ, + cÿ', l').+»

Q(r, cp)=2 (c',, sinncp+ c'}, cosncp)r”

Ces deux séries peuvent donc être ordonnées suivant les puissances
croissantes de cp et représentent des fonctions de deux variables com-
plexes analytiques dans le domaine

(D) RépêRQ, —6éôg9,, ogq;gm, ——rogtgr..

Il s’ensuit que la fonction F(r, (9) est également analytique dans (D).
En revenant aux variables réelles, elle est donc analytique dans la
couronne C(R., R'l ).

Considéronsmaintenant la courbe (P) ayant pour équation
(3)

.
F(r,cp')—1=o.
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On-trouve que les coordonnées p, q: de ses points multiples doivent
satisfaire à la relation

(%Ë)+ (%)’=lf’<z>l*=m
en tenant compte des conditions d’analyticité de Cauchy;ceci montre
que ces points multiples sont isolés comme le sont les zéros de f’ (2)
qui est une fonction méromorphe.

Puis, je dis que dans une couronne quelconque de centre 0, les
maxima et les minima que la courbe (l‘) peut avoir par rapport à r
sont en nombre fini. En effet, supposons qu’ils soient en nombre
infini. Alors l’ensemble formé par ces points a au moins un point
d’accumulation A dans cette couronne. Mais comme pour tout point
de cet ensemble, on a

F(r,?)=l, Z—,#o

.
'

. , . àF . . .la contmu1te des fonctions F(r, cp) et
E—

ex1ge que A seit un pomt
dF . . .

de (I‘) pour lequel on a Îr.7ë 0 et par suite A étant un pomt ord1—

naire, il est évident que la courbe ne peut avoir une infinité d’extréma
dans son voisinage à moins que le rayon vecteur r de (I‘) y reste cons—
tant.

Or, cette dernière circonstance ne peut pas avoir lieu, car pour
une valeur donnée de r, la f0nction F(r, tp) —— 1 est analytique dans le
cercle |cp|êzn et ne peut par suite admettre une infinité de racines
réelles, sans être identiquement nulle. Donc l’hypothèse faite est
absurde.

Ainsi dans une couronne telle que C(R., R:), il ne peut exister
qu’un nombrefini de pointsde la courbe (F) pour lesquels on a % = 0.

Soit d’abord, dans C(R,, B:), (r.,, <p“) un point de la courbe (F)
pour lequel on a

3—î
# 0. Dans le domaine |r— ro | < h,

[ cp — <p, | < ]:

avec k, [: assez petits, la fonction F(r, ça)—1 est développable en
série entière de r— ro et de q: — <p.,, cette série ne présentant pas de
terme constant et le coefficient de cp —— q>o n’étant pas nul. D’après un
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théorème connu relatif aux fonctions implicites, on peut en conclure
que l’équation (3) en :p admet dans l’intervalle (r,—h, r…+h) une
solution unique <p: g(r) qui est analytique dans cet intervalle et qui
tend vers <p, lorsque r tend vers ro.

D’après une remarque faite plus haut, l’équation F(ro, cp) — 1 = 0
n’a qu’un nombre fini de racines; donc les arcs analytiques situés dans
la couronne C(ro— h, ro+ h) et traversant la circonférence

| g] = r.,
sont en nombre fini.

Si l’on considère une couronne de largeur quelconque ne renfer-
mant aucun point de (F) pour lequel

3—ï
: o, d’après le théorème de

Borel—Lebesgue,on peut la couvrir d’un nombre fini de couronnespos—
sédant la même propriétéque les couronnestelles que C(r0— h, ro+h).
Donc, il n’existe qu’un nombre fini d’arcs analytiques de (I‘) dans la
couronne finie considérée.

Soit ensuite, dans C(R., B:), (r,, 390) un point de (l‘) pour
lequel

(‘;—5
= o. L’équation F(r,, @) —— 1 = o admet alors la racine r., à

un certain degré de multiplicité n et, r,
@ étant considérés comme

variables complexes, l’équation (3) peut s’écrire, dans le domaine
|r—r,|<3, |o—çol<3’, sous la forme

2 Mr…» — ?o)v=°a
‘l=0

où les A sont des séries entières en r— r() et A,(r,)= . . . =A,… (r,)=o,
A,.(r,)# 0. D’après le théorème de Weierstrass sur les fonctions
implicites de variables complexes, cette équation en <p admet, dans le
cercle |r—r0 [

<8, n solutions et n seulement qui tendent vers p.,,
r tendant vers ro; toutes ces solutions peuvent se mettre sous la même
forme
(4). cp=%+x[(r_—ro)Ïl],

p étant un certain nombre entier et x(u) une fonction analytiquede a
qui tend vers zéro avec u. Comme la courbe (P) ne peut avoir des
points isolés, parmi ces solutions, il y en a au moins une qui est réelle
et l’on obtient alors une courbe algébmîde d’après la définition
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de M. Blumenthal. Donc, il existe dans la couronne C(r,, — 3, r,,+ 8)
un nombre fini d’arcs algébroïdes de (I‘) passant au point (r,, ça,) du
Cercle [z |

= r,. Puisque (I‘) ne peut avoirqu’un nombre fini de points
sur la circonférence [z |

= r,,, les arcs algébroïdes de (I‘) se trouvant
dans toute la couronne C(r0 — ‘o‘, r,,+ 8) sont en nombre fini.

Étudions maintenant m(r, oo). Considérons d’abord une cou-
ronne C(R,, RQ) contenue dans C(R,, R',) et ne contenant ni de
point extr‘emum de (I‘) par rapport à r, ni de point multiple de (I‘);
les arcs de (I‘) qui s’y trouvent en nombre fini et qui sont analytiques
la divisent en des régionsoù F(r, <p) > 1 et des régionsoù F(r, ap) < 1 .

Tracons une circonférence (C) de centre 0 et dont le rayon r est com—
pris entre R2 et R',soit M,-_, M un arc de (C) situé dans une région
où F(r, <p) > 1. Si <p,-_,—_ g,_, (r) et cp,-= g,-(r) sont les équations des
arcs de (I‘) où se trouvent les extrémités M,-_, et M- de l’arc M,; M,,
on a

€i(")
(5) m(r, oo) =ZÈf logF(r, cp)d<p,

€i—1("l

la sommation étant étendue à tous les arcs de (C) pour lesquels on
& F(r, <?) > 1

Comme logF(r, <p) est analytique dans la couronne C(R,, R;) et
les fonctions g,-(r) dans l’intervalle (R,, R',), la fonction-m(r, ao) est
analytique dans (R,, R;), et puisque N(r, œ) y est également analy-
tique, il en est de même de T(r).

Considérons ensuitedans C(R, , R',) une circonférence [z |
= r0 sur

laquelle(I‘) a au moins un point multiple ou un extremum et prenons
une couronne C(r,,— ‘o‘, r,,+ 3’) de largeur assez petite. La cou-
ronne C(r,,—3, r,,) renferme un nombre fini d’arcs analytiques ou
algébroïdes de (I‘) qui la divisent en régions comme dans le cas pré—
cédent. Si r.,— 8«grgr,, en prenant l’intégrale le long de la circonfé-
rence |z |

= r dans les régions où F > 1, on obtient
kil”)

(6) m(r,œ)=241fif logF(r,q>)dcp,
—1(")

Où hi(u)sont des fonctions analytiques de u = (r— ro)5, p désignant
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un nombre entier qui peut se réduire à :, et le signe 2‘. a la même
significationque plus haut. '

On voit qu’une partie du second membre de (6) peut être une
fonction analytique de r dans l’intervalle fermé (r., — 8, ro) et l’autre

1

y est une fonction analytique en (r—ro)”, p étant un entier positif
i

supérieur à 1 . Donc, m(r, ce) par suite T(r) est analytique en (r— r)”
dans l’intervalle fermé (r0 — 8, ro). On montre de même que T(r) est

‘ analytique en (r— ro)Ï’ pour rogrgro+ 8.
De ce qui précède, on peut conclure que si C(R, R') est une

couronne ne renfermant de pôle de f(x), T(r) est analytique en
1

(r— ro)" (pêl) par segments adjacents couvrant le segment R, R' et

la fonction analytique de (r— r0)7’ (p > 1) à gauche de r0 peut différer
de celle à droite de r…

Pour une couronne C(R, R') renfermant des pôles de f(z), nous
_

pouvons considérer la fonction %- Celle-ci n’admettant pas de pôlef (5 )
_

dans C(R, R’ ), on se trouve dans le cas précédent. Mais, d’après le
premier théorème fondamental de M. B. Nevanlinna, [10, a, b],
On &

T(;—,f):T(r,fl) +h,

h étant une constante; donc T(r) est comme T(r, }) analytique
1

en (r— r(, )7’ par segments adjacents couvrant le segment R, R’ . Ainsi
la proposition est complètementprouvée.

II. — Conditions de la croissance normale.

2. M. B. Borel a mis en lumière en 1897 [2, d] le fait suivant
qui est fondamental pour la théorie des fonctions entières d’ordre
infini :

Soit U(œ) une fonction réelle positive d’une variable réelle positive
qui est monodmme pour toute valeur de a:, si elle est continue non ‘

Journ. de Math., tome XIV. — Faso. III, 1935. 31
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décroissante et tend vers l’infini avec a:, elle vérifie l’inégalité

I… …æ,)<…… w=æ+m’
sauf peut—êtrepour des intervalles dont l’étendue totale est finie. a: et 7\

désignent des nombrespositifs donnés.

On peut introduire avec M. O. Blumenthal [2], au lieu du nombre
fixe a, un infiniment petit s(æ) dont la décroissance est assez lente et
remplacer dans cette proposition l’inégalité (7) qui est la condition de
la croissance normale de U(æ) par
(I) U(ŒI)<U(Œ)1+E’Œ’ avec Œ'=w[I+ ÊtlJ(—æ)]°

5. Dans le présent travail, j’ai à utiliser surtout la condition
[(Il)

€P[X+ ç(—X)]<(I+S)Q(X) (s——>oavecî)o

Je dis que si logæ= X, logU(æ}=cp(X) les conditions (I) et (Il)
sont équivalentes, pourvu qu’on change au besoin l’infiniment petit 5.

En effet, avec ce changement de variables, l’inégalité (I) s‘écrit

<p{EX+log[l+ (fil—X)] }<(I+E)ÇP(X)

et l’on voit immédiatementque (Il) entraîne bien (I) avec le même &.

Réciproquement, si l’on a (1), on a aussi

<pîX’+log[x+q)-—(——X,)]$<(l+e)<p(X’)
avec

I 'X.XI: X+1og[_çl+-(‘—X)] ç(X)<(r+e>cp( ),

donci1vient
I(8) cp{X+log [1+ (£)—(%)]

+ log [1+ mü}<(H—eÿcp(X).
Mais on constate facilement que

' I !
l°gl‘+ Î“<X>l+l°gl‘+<r+emX>l <pX)’IIV
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si <p(X) est assez grand. Donc, en prenant 1 + e'=(r + e)“, l‘inéga—
lité (8) peut se mettre sous la forme (II) avec l’infiniment petit 5’ et,
elle est vérifiée si petit que soit s’, pourvu que X soit suffisamment
grand.

Remarques. — I. Si U(æ) est une fonction à croissance normale,
on a

A(9) U[-”+1WÎÆ)] <U(æ)‘+ñ (?:—+0 avec à),

A étant un nombre positif. En efi'et, prenons un nombre entier
positfp, on a en appliquant la condition (I)}; fois

et en supposant A <p, on obtient (9).

Il. U(æ) étant une fonction à croissancenormale, on a

$ 1- _‘ .(IO) U[æ—m]>U(æ) “ <n—>03V6Cæ)

Car, d’après la remarque ],
2æ’(Il) U(Œ”)=Ulæ'+w]<U(æ’)'+e;

si l’on prend æ'= «: —x/logU (m), on trouve que
,I”_ , Q.! 1 1_æ + logU(æ’) >æ[l+ logU(æ’) _ logU(æ)} .Z‘

Comme æ'<x, ceci montre que æ”>x. Alors de (1 1) on déduit
a fortiori l’inégalité

'

U<æ)<U[““ lo_g{TèÎl

qui donne immédiatement(10).
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CHAPITRE II.
LA CROISSANCE DES FONCTIONS MÉROMORPHES D’ORDRE INFINI.

I. '— Fonctions adjointes à T(r).

4. Soit [(z) une fonction méromorphe d’ordre infini, T(r) la
fonction caractéristiquede M. B. Nevanlinna. Cette fonction T(r) est,
comme on sait, une fonction continue croissante, mais’ peut présenter
des vitesses de croissance exceptionnelles. Je vais établir qu’on peut
toujours trouver une fonction continue non décroissante U(r3 telle
qu’on ait, à partir d’une certaine valeur de r,

T(" ) ê U ( ">,

et pour une suite de valeurs r tendant vers l’infini,
T ( f) = U ( "),

et qui vérifie de plus la condition de la croissance normale (1). Je
dirai, pour employer une expression de M. Blumenthal,qu’une telle
fonction U(r) est adjointe à la fonction T(r) et à l’infiniment petit a.

‘5. Posons

… T(r)=r*“"’,
log T(e"): X p.(e").

La fonction p.(e‘) est continue et par hypothèse ÎiË p.(e‘)= œ; elle
X=ao

prend donc entre autres des valeurs de plus en plus grandes, lorsqueX
augmente. Si elle n’est pas non décroissante, je la remplace par la

'

fonction v(X‘) égale pour chaque valeur de X au maximum de p.(e"'),
X’; X, puis je considère la fonction

_
(a) v(X):Xv(X).

Pour étudier la croissance de cette fonction, je vais chercher une
fonction cp(X) vérifiant la condition de la croissance normale (II) et
représentée par une ligne polygonale(L). On peut construire une telle
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ligne de la façon suivante par exemple : Désignons par 11 une variable

. . l .pomt1ve; avec n., = ? prenons comme les no+ 1 prem1ers sommets
de (L) les points

<?(1 >= [,
<?(2)='l_4‘nm_

<P2+ ' =(r+m)ï1+m
 

. n . .Pms, avec n = —29, prenons comme sommets su1vants les n. pomts q> 2+ [ +...—+——‘— =(:+m)"° l+Y—)9$
1—+—1n0 (l+no)"o 2 

     | l I
q> z+—+….+ "+ _

1 1 o+"° (+“°)
<r+m)”‘(‘+1Ë>

!=(‘+'Ûo)"° (l+ %>
:

...................................................,
I I [

<p 2+1+ + +————fl +...+
?) n.—|n°

(1+m)"°(m+ -2—°) (l+fl3)"°(l+f)
"|

=(1+m)'“(1+%°) —

D’une façon générale, en posant
[ [

S::.—l+mä—...-rmäi
S

' + I + + I"!= n ") n.—1’(“+—n°)"
(l+flo)"°<l+%) (l+‘flo)"°(l+f)

[
Su,—_ m % ,,p_,+" 1 — I'—<1+…>-( +g) (TP)

… 0
n-,

rar—l’—

(l+no)"°<l+ïîË> "'(‘+%>r ([+ÏL—tîl)
 



246 KING-LA] mono.  prenons avec n =& les n,, sommets successifs :p + 1

: P—1
W |

XO‘+m= I +) SIl;+ '” "P"‘
{:O (l+no)”°--—(I+—°)‘ F

I(3) + ,
([+flo)"°. . . <I+ Œ)np—i(l+ L)…p p+1

"l ",,—3 m+1Y,+m=(l+flo)"° I+Œ 1+@ 1+ “" ,
2 p p+1 

où a: 1+no+n,+. . .+n,,…| etm=o, I,. . ., np_..

Dans cette construction, je soumets n,, à la condition que
%

tende
vers une limite différente de zéro, lorsque }) augmente indéfiniment.

Montrons d’abord que la ligne polygonale ainsi obtenue représente
une fonction satisfaisant à la condition (11). Si X = Xc+m, on a

I _ n° @ nl & ”,,—1
710

”[+?
o[X+—ç(x)]_(i+no) ([+ 2) ...<1+P> (I+—p+l) ,

(4) <P[X+â_l=æ(x)(l+n),
par suite l’inégalité (Il) est vérifiée avec a > r,.

Si Xa+m< X <Xa+m+l, 011 a >

[ ‘ 7X + — < >M‘+m+1+     
n,-, m 1;CP(X)

(l+’flo)”°.…<l+ "'—9), ([+ 'n0 )
+

_ [’ P+I
ceci peut s’écrire

| ’

1X+ _— <Xa+m+1+ ' n _, m 2?(X)
(1+no)"o...<x+Y-’Ê>P (1+ —n°

>+
‘

p p+1
4

+ 1

.

770
n,... .,)0 m+zx’

(1+m)'“.…(1+;—) (I+ll+l)
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car n_< —isatisfait‘a l’inégalité 1 <——1"+ Donc__‘__.(| +‘n)‘

-X+ _ n “,
‘P[ +q)(——X)]<Ÿ(Xa+m+n)î<?(Xu'+m) ([+p—+l)

ce qui_donne
(5) qo[X+ —(—'X)]<@<X><r+n>*

Donc la condition (Il) est vérifiée dans le dernier cas, si l’on prend
1 + s = (I + n)3, et 5 ainsi déterminé convient aussi au cas précédent,
par conséquent<p(X) vérifie complètement (Il).

Prouvons ensuite que (L) a une asymptote verticale. On a

| [+“/10   Sno< [
=

710
=u1,[_ I+Y)0

S
[ 2+ÏJO ”(I+nn)n° 730

_ .“

..........................,

1 +1+n \
sn < ,, _

p 0 _ul'+HP (1+n )"° (1 m)
" ' "°

0 - _
P

par su1te
p+1

Xu'+m< ! +2 “v
V=l

(a=1+no+.…+np_l+m; m=o, 1, ..., n,,—1).

Comme par hypothèse n,,/p tend vers une limite positive difiérente de
zéro, la limite

lim “_f'+' =umP+‘+”° ' ‘
_ Il _v=œ up P + 710 (l + &)"p

!
efi.llm—%l

a une valeur positive plus petite que 1 et la série Zu,, est convergente.
Donc X qui va en croissant tend vers une limite A, tandis que tp(X)
augmente indéfiniment, ce qu’il fallait prouver.

Ainsi on obtient une fonction croissante <p(X) qui vérifie la condi—
tion de la croissance normale (II) et qui devient infinie pour une
valeur finie A de X, & étant un infiniment petit pour X —+ A.
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Il est évident que, pour go(X) = :p(X’ + a), on a '

(6) .“ ?[X+ïäñl=çlxl+a+cfl_X’l—kîl''
6. Soit +(y) la fonction inverse de y: cp(X); si, quel que soit

X > X,, on a

”(X')ê?lX'—X+‘P[V(X)lî Pour XëX'SX+A—+[V(X)L

la fonction v(X) vérifie la condition ( Il). Sinon, je procède à un ajus—
tement au moyen des courbes déduites de (I‘) par translation.

Remarquons tout d’abord que la fonction <p(X — a) avec a > 0 est
continue croissante pour a +15X < a+ A et qu’elle est égale à 1

pour X: a + 1 et devient infinie pour X = a + A, donc on a
v(a + i) > <p(1), si a est assez grand et v(X) < fp(X — a) au voisinage
de X = a + A.

Puis, du fait établi au paragraphe 1, on déduit que v(X) est analy—

tique en (X — Xe); par segments adjacents, }) étant un nombre entier
qui se réduit à 1 pour la plupart des intervalles; par suite, si l’on a un
intervalle fini (X., Xa) où v(X) existe, on peut le diviser en un
nombre fini d’intervalles, de façon que V(X) soit analytique en

1

(X — XO)” dans chaque intervalle partiel fermé.
Maintenant, supposons qu’on n’ait pas toujours

v(X'>ëæ%X'—X+Mv(X)]L XSX’<X+A—+["lx)l-
Si X est un point pour lequel on a

’

v<X'>>æ{X'—X++[v<X>]æ
pour un X’ entre X et X + A — $[v(X)], la courbe

<7>Q y=flæ—X+M«»<X>H
est au—dessous de y: v(æ) pour certaines valeurs de a:, mais elle est
au-dessuspour les valeurs de $ plus grandes que X” défini par

q(X'—a)=v(a+A) avec a=X—$[V(X)].
Pouræ< X”, la courbe (7) est composée d’un nombre fini de seg—
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ments de droite, et d’après la remarque faite plus haut, la courbe
y=v(æ) est composée d’un nombre fini d’arcs formés de courbes

1

analytiques en (a: — $,)”. Il s’ensuit que parmi les courbes
(8) J'=°P(x—a) W<X-çt[v(X)]},
il y en a un nombre fini qui sont tangentes à la courbe (v). En outre,
une courbe tangente à la courbe (v) ne coupe celle-ci qu’en nombre
fini de points.

Parmi ces courbes, supprimons toutes celles pour lesquelles le point
en commun avec (v) qui a la plus grande abscisse n’est pas un point
de contact. Alors pour une courbe conservée, X étant l’abscisse du
point de contact le plus à droite, on a

ç{x—X+$[v(X)]ä>v(æ) siæ>X,
et la différence \

<P{w— X+ v[v(X)]
;

— Mac)

est, soitnégative, soit positivepourX| < œ < X, X. étant l’abscissedu
point d’intersection le plus à gauche de la courbe considérée avec (0).

Si cette différence est négatiVe, on supprime encore la courbe; si
elle est positive, on la conserve et l’on a tout un arc limité par l’inter—
valle (X. __<_æâX) pour lequel

v<x> g
@{ æ — x + ……et ,

v(X,)=ç{ X,— X + gb[v(X)]l,
tandis que

v(æ) > (p’ .7: — X+4I[V(X)] },

si a: < X,
{ et naturellement > X — \]J[V(X)]+ 1}.On remplace dans

cet intervalle «(sv) par ;: {x — X + q» [v(X)] }.
En faisant cette opération tout le long de la courbe (V), on obtient

ainsi une fonction u(X): Xp(e‘) à croissance normale telle que

900 â “ (X),

l’égalité ayant lieu pour une suite infinie de valeurs de X.
Je vais montrer que u(X) et Xp(e‘) sont égaux pour une suite

infinie de valeurs de X. Pour cela, démontrons qu’une courbe (8) ne
Journ. de Math., tome XIV. —- Faso. III, |935. - 32
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peut, du moins à partir d’une certaine valeur de X, être tangente à la
courbe (v) en un point M(E, n) d’un arc sur lequel v(X)=XC,
C étant une constante.

Supposons que le contraire ait lieu, alors la tangente (A) de la
courbe (8) en M passerait par l’origine et

@(X—a),<?,(Xfl—a)= X

X étant l’abscisse d’un point quelconque du segment de (8) qui est
confondu avec (A). Si M est situé sur le côté dont les extrémités ont
pour abscisses X,_., X,…, on en déduit

  
ç’(Xk+o_ a) <%.,

[:

D’après (3) et en remarquant que

«X…—a) — <p<xk— a>=cp<Xk—a>pîîl <k=a+ m),

ona

XHP/(Xk+o—a)<o(Xk—a)+o(Xk—a)pîîl.
D’autre part, on a

cp(Xk+1— a) —— <P(Xk'— a) _ ‘flo <P(Xk— a)‘-’.   ' X +0——a : _<P( !: ) X,…—Xk p_H
Donc, on devrait avoir

no 770P+lXæç(Xk—a)<r+P+l-
En remplaçant dans l’expressionde X… le dénominateur de chaque

terme par
ru n _, …

(I+no)"°(i+‘ï—JQ) ...(l+p—")P <1+
”"

>
a

2 p p+1
on aurait a fortiori

 
no(1+no+nl+. ..+n,,_1+ m)<p+1+n…

ce qui est impossible dès que par exemple n°22, n, à 2, . . ., n,…êz,
mà 2.

_

-

Parconséquent,à partir d’une certaine valeur de X, il y a bien des
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points jusqu'à l’infini, pour lesquels on a

u(X): Xp.(e‘).

En conclusion, étant donné f(z) à caractéristique T(r), on peut
toujours trouverune fonction croissante u(X) satisfaisant à la condi—
tion (II) telle que

logT(e‘)êu(X) pour X>X0
et

logT(e‘)=u(X) pour X=X,, (n=1,2, ...,X,,—->œ).

En revenant à la variable r, on a donc une fonction cherchée

(9) U(f‘)=6”“’=rP"‘ (X=10g"),

qui vérifie toutes les conditions imposées et l’on a

—.— log T(r) _521…“
7. En vue de l’application aux produits canoniques, je vais encore

montrer qu’on peut trouver une fonction W(r) adjointe à T(r) telle
que logW(r) soit une fonction convexe de logr.

Partons de la fonction adjointe u(X) obtenue plus haut. Pour
abréger le langage, un arc d’une courbe sera dit convexe, si sa con-
cavité tourne vers le haut et concave dans le cas contraire. L’ordre
de f(z) étant infini, la courbe y= Xp.(e‘) par suite la courbe (u)
présente,nécessairementune infinité d’arcs convexes. v(X) est ana-

!
lytique en (X— X,)Ï’ comme on a remarqué au paragraphe 6, il en
résulte que ces arcs ainsi que les arcs concaves sont dénombrables.

Considérons les courbes d’ajustement déduites de y=<p(X) par
translation. Commençons par mener une droite

Y=Yi+“i(X—Xtl=gi(x)
tangente au premier arc concave de (u), le point de contact (X,, Y,)
étant choisi de façon que g.(X) > u(ÇX) pour X<X. et que
a.ê<p’(æ,+o) avec cp(æ,)=u(X.). Elle rencontre (u) en un autre
point N.(X',, Y',) tel que g,(X)êu(X) pour X.gXgX', ; si, à partir
de X'., u’(X+o) va toujours en croissant, il suffit de remplacer,
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pour xgxg, u(X) par g. (X) pour que la fonction ainsi obtenue soit
convexe. Sinon, on remplace u(X) par g,(X) pour XgX,, et l’on
continue l’opération d’ajustement à partir de M. dela façonsuivante :

Distinguons trois cas :

1“ Parmi les drôites
(ro) Y=Y,+a(X—‘X,) avec a,<aâl,=cp’(æ,+o),
il en existe qui sont tangentes à (u). Ces tangentes sont en nombre
fini et chacune ne rencontre (u) qu’en nombre fini de points à moins
qu’elle ait un segment commun avec (u). '

Prenons parmi ces droites une quelconquequi est, entre M. et un
point de contact M.,(X2, Y,), complètement au—dessusde (u); si son
équation est

Y=— Y1+ “:(X _ X,)=g,(X),

on remplace, pour X. < xgx,, u(X) par g,(X). '

2° Aucune des droites (10) n’est tangente à (u), mais il en existe
une qui passe par un point M,(X2, Y,) vérifiant la condition
que u’(x—l— o) croît dans (X,— 8, X,) et décroît dans :(X,, X,+ 8);
et puis le segment M.M2 est au-dessus de l’arc M,M2 de (u). Si
l’équation de cette droite est

Y=Yi+pz(x_Xi)=hz(X):

on remplaceu(X) par h,(X) pour X, < XgX2.
On remarque qu’on a nécessairement u’(X,+0) > B,, car, sinon,

on retombe dans le cas précédent.

3° Les circonstances précédentes ne se préSentent pas. Menons
alors la droite

Y=Y,+À,(X—X,)=l,(X) avec l,=q>’(æ,+ô)

qui coupe nécessairement (a) à causede la croissance rapide de u (X).
En désignant par N, (X', , Y',) le premier point de rencontre, rempla—
çons u(X) par l,'(X) dans (X,, X'' ).

Si Ng,"se trouve»sur un arc convexe ou un segment de droite de (u),
_on- conserve la valeur de u(X) jusqu’au premier point M,(X,, Ya)
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où u’(X+o) cesse de croître; si N. est sur un arc concave, on le
prend comme M, pour continuer l'ajustement. On remarque comme
dans le cas 2° que 7\, < u'(X2+ 0) < cp’(x,+ 0) avec <p(æ,) = u(X,).

A partir de M,, on procédera de la même façon en considérant les
droites

Y — Y,+ a(X— X,),

où aéaêç’(aæ+o) dans le cas 1° et u'(X2+o)<agcp’(æa+o)
dans les autres cas.

La fonction w(X) ainsi obtenue est évidemment convexe et l’on a
w(X)êu(X). Si l’opération d’ajustement s’achève à un moment
donné, W(X) coïncide complètement avec u(X) à partir d’une cer-
taine valeur de X. Dans le cas contraire, les points M,- qui sont en
nombre infini se trouvent sur des arcs Concaves de (u), ils ne peuvent
donc appartenir ni aux segments de la droitey = CX, ni aux arcs de

y=<P(X—a) (a>o),
sauf s’ils sont situés aux extrémités de ces segments ou de ces arcs. Il
s’ensuit que les courbesy = w(X) ety = X u(X) ont en commun une
suite de points s’éloignant indéfiniment.

Je vais démontrer maintenant que la fonction w(X) vérifie la con-
dition de la croissance normale (11). Quatre cas sont possibles :

1° X et X' appartiennentau même segment de droite M,-M… . Con—
sidérons la ligne polygonale

y=cp(æ—a) avec a=X—$[w(X)].
Comme par construction le coefficientangulairede M,—M… est inférieur
ou égal à <p’(’ç}+ 0) avec <p(E,-)= u(X,-), par suite à cp’(X+ 0— a),
X,— désignant l’abscisse de M,-, on a w(X’)< cp(X’— (1), c’est-à-dire

[ [
“’lx+ w<X>l < "lx +

w<X> ““.l
et puisque

W(X)=°P(X—a),
il vient '

w[X+W(—lx)] <cp[X+ .p-(__Xl—_a-) ——a]
<(1+e)ç(X—a),
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donc _

«vl—X
+ à] < (1 + e)w(X).

2° X appartient à un segment M… M,: et X' au segment M,—M,-+l . En
considérant

y=<p(X—G;) avec a:= Xz—$[W(Xt)l

et en remarquant que le coefficient angulaire de M… Mi est plus petit
que (p'(X + 0 — a,—) et que celui de MiM… est plus petit que
<p’(X,-+o — a,—), on a

W(X)> <P(X—az) et w(X') < «X’—a:);
par suite

XÏ=:)( -—l—— X: ————L——_.+ W(X) < + cp(X——a;)
L’inégalité

!
CP[X+m ——a{l

<(l+£)<p(X—u;)
donne donc

_

<p[X+à —a;J
<(1+s)p(X—a;),

afortiori
w[X+ ;(‘Î)] <(1+ s)ç}»(X).

3° X appartient à un segment M,—Ni et X' à un arc M,-M… de (u).
Considérons la ligne polygonale

y=cp(X—a}) avec a}=X}—@[W(Xâ)],

X} étant l’abscisse de Ni.
On a ici

W(X)>9(X—_aê) et w(x'>=u(x'>s<p<X'—‘az>,

et l’on démontre de la même façon que dans le cas précédent, qu’on a
encore

W(X’) < (1 + €)W(X).

.
4° X appartient à un parc N… M,— de (u) et X’ à un segment M;M… .

On considère
y=?(X—d;) avec a;=Xi—‘PÎW(X1)],
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et l’on constate que

W(X)ëv(X—at), w(X')<ç(X'—ai),’
la démonstration se poursuit alors de la même manière que dans les
deux cas précédents. '

Donc on obtientbien une fonction convexe w(X)adjointe à logT(e‘),
c’est—à-dire une fonction convexe telle que, pour toutes les valeurs
de X

log T(e‘)âw(X)

et pour une suite de valeurs de X tendant vers l’infini,
logT(e‘)=w(X)

et qui vérifie, de plus, la condition (II).

Il. — L’ordre des fonctions méromorphes
et la densité de la distribution de leurs valeurs.

8. Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordre infini et T(r)
sa fonction caractéristique. D’après le résultat précédent, on peut
appeler ordre de f(z) toute fonction p(r) non décroissante telle que,
si petit que soit le nombre positif 8, on ait, à partir d’une certaine
valeur r,,(8) de r,
(! !) T(r) < rP<"J

(”53

et pour une suite de valeurs r,, de r tendant vers l’infini,
(12) T(r) > rW" (1—5),

la fonction rP"" vérifiant la condition de la croissance normale de
M. Borel(l).

9. A l’aide de cette définition de l’ordre, les théorèmes de M. B.
Nevanlinna relatifs à T(r) permettent de démontrer la proposition
suivante :

THÉORÈME. — Si n(r, «) est le nombre des zéro: de f(x)—a pour
| z |5r(chacun d’eux compté avec son ordre de multiplicité; si a: ce ,
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il s’agit des pôles), on a, sipetit que soit le nombrepositif 3 ,

(13) n(r, a) < rPlrm+5l pour r > r0(8)

et

(14) n(r, a)> rPWU—5) pour r=r,. (n=r, 9., .. ., r,,—>oo),

la première inégalité valant, quel que soit a, la seconde saufpour deux
valeurs de a au plus.

En effet, d’après le premier théorème fondamental de M. B. Navan-
linna [10, a, p. 12], on a

N(r, a) < T(r) + O(l).

Si U(r) est une fonction adjointe à T(r)-et à s(r), on déduit de ceci
l’inégalité

…
.

N(r,a)<U(r)(r+n),

71 étant une fonction positive de I' qui tend vers zéro avec Il (‘ ).
En supposantf(o) — a # 0, ce qui ne restreint pas la généralité,

on peut écrire, avec M. Valiron,

N(r, a).:f Mdæ.
0

.L'

Par suite, on a, en désignant par lc un nombre quelconque plus grand
que 1,'

_f f—%£dx<(x+n)U(r).
;

— . . r , .Comme n(æ, «) va en cr01ssant, lorsque 1: var1e de ,; a r, on obtient
a fortiori

k
n(£, a)[rc—iÏ <(l+ï))U(r), 

(‘) On” désigne dans ce Chapitre par s', e”, . . . et n’, 11”, . .' . comme par e, 1;

des fonctions positives de r qui tendent vers zéro lorsque r croît indéfiniment.
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d’ou

n(r, «>< È[r+n<kr>]U(krt

Posons Ic=1+ Œ’JË' Si l’on remarque que log/cm @, on
obtient en tenant compte de la croissance normale de U(r)

n(r, «) < (1 + n’) log U(r) U(r)‘+5= U(r)”’£'.

Ce qui montre qu’on a, si petit que soit le nombre positif 3,

n(r, oc)<U(r)'+ô pour r>ro(ô‘),

c’est-à-dire l’inégalité (13); la première partie du théorème se trouve
donc démontrée.

Pour établir la seconde partie, supposons que 8 étant un nombre
positif donné, on ait
(16) n(r, az) <rPtf><i—ôv

pour trois valeurs différentes oc. , a, et % de a et pour toutes les
valeurs de r plus grandes qu’une certaine valeur ro(8). En multipliant
par r…“ les deux membres de (16) où r est remplacé par t, et en les
intégrant ensuite de 1 à r, il vient pour l > 0f n(tî’+1ai)dt<rP,…_ô’ __dL (i=1, 2. 3).

1 l
 

t)\+1

Ceci peut s’écrire en désignant par A une certaine constante f ”“ “‘"dt < ArP(r…—5'=AU(r)‘—ô.
1

tÀ+l

Mais si l’on suppose, comme plus haut, que f(o) — on,-# 0, on a

frN(t.‘ ai)(lt=N(l, “l)_ N_(__r1ai)++Îfr ”(t, ai)dt,
t)t+| }\ )\_ï‘——)‘ t)‘+’ 

inégalité obtenue en intégrant par parties le premier membre; par
conséquent, on a

N(t,,da) N(l,a:)
_! ._a

[I‘m—d‘ _Î_<15U(r) ’

Journ. de Math., tome XIV. — Faso. III, 1935. 33
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011

rN(t‘, cc,) 1 \_…(17) [ ——tÎ:- dt<îAU(r)‘ (1+n).

D’autre part, du second théorème fondamental de M. B. Nevan—
linna [9, a, p. 69]

!!

T(r)<2 N(r, a,)+S(r),
l=l

T_(_£) NU___“_i) FSU“)[ T+« dl<Ê fl—t—dt++[ tÎdz.
Comme on sait que

S(t) "logT(t)f tk—fidt=0([ Îdt>,
l’inégalité précédente peut s’écrire encore

[Îi(j1_—)d<2f'N(î+ai)dt+Bf10ÎT(t)dt_
B étant une certaine constante positive. Remarquons de plus que les
intégrales [T_(‘)ddt et f Mm

!
t)+1

1
"+1

croissent indéfiniment toutes les deux avec r et que la dernière est un
infiniment grand d’ordre inférieur par rapport à la première, par
suite nous avons

(.8) <1—n'>fÎ—S3dt<2]N—.——(,ÏLÎ”)d‘

Les inégalités (17) et (18) nous donnent donc

on déduit

  

l—’)fT-(—t)dt<3A—U(r)‘*°(1+n).t.)+1
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Si I: est un nombre compris entre ; et r, on a a fortiori

r r dt 3A
T<,—{-) ,. tl—+Î

< T U(l')’_ô(l+ ‘n’).
2

Après avoir effectué l’intégration et en substituant kr à r, il vient

T(r) < 3A /_,—'_ (l.—r))— U(À‘I‘)'—a(l+n”),"— 1

ou, en faisant X = 1,

I.
[\”—|
 (lg) T(r)<3A rU(/rr)‘“£(t+ n”).

. I .Prenons maintenant [c _ 1 +m et par suite

/Î—kîf
=logU(r)+l<2 logU(r);

l’inégalité (19) s’écrit alors, en tenant compte de la condition de la
croissance normale,

T( "‘) < 6A(l + ‘n”)r log U(r) U(,v)u+e) (1—5),

ce qu’on peut mettre sous la forme
(20) T(,—) < U(,—)M+£')n—8»_

Alors, en supposant r suffisamment grand, ou peut choisir 3’ de
façon que l’inégalité

T(r) < U(,—)l—ô.=,—p(r) «1—8.»

soit ÿérifiée pour toutes les valeurs de r plus grandes qu’une certaine
valeur fixe, et quelque petit que soit le nombre positif donné 8., ce
qui est en contradiction avec la définition de p(r). Donc on dont avour

T(r) > ,—p r…-8;

pour une suite infinie de valeurs de r, sauf pour deux valeurs excep—
tionnelles de a au plus. '
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III. —— L’ordre des produits canoniques d’ordre infini et la.
décomposition en facteurs des fonctions méromorphes
d’ordre infini.

10. Le résultat obtenu plus haut a le degré de précision de ceux
obtenus par M. Borel pour le cas de l’ordre fini. Pour étendre com—
plètement les résultats de ce dernier cas, étant donnée une fonction
méromorphe d’ordre infini f(z), il convient de voir si l’on peut
former avec les zéros (ou les pôles) de f(z)—a un produit cano—
nique dont il existe un des ordres au plus égal à l’un des ordres
de f(z). Je vais montrer qu’il en est bien ainsi, en m’appuyant sur
le résultat suivant, auquel est parvenu M. Denjoy dans ses péné-
trantes recherches [5, b, p. 76] :

Étant donnée une suite de zéros a., a,, . . . , a,. rangés par ordre de
modules non décroissants, si l’on pose log|a,,|=æ(n), logn=y(n)
et si les points æ(n), y(n) viennent se placer sur une courbe x, y(æ)
jouissant de la propriété suivante : il existe un entier croissantp tel que,
si æ,é «: < xp+, ,

(21) p——À5y’<p+x—L

} étantfiæe positif, on choisit pour eæposant de convergence attaché à
chaque zéro a,, tel que x,,_<logrn<xp+,, l’entier p. De plus, si lon
désigne logr par X ety(X) par Y, à tout nombre a on peut faire car—

respondre un nombre h, tel que, si X, et X2 sont les abscisses des points
de la courbex, y dont les ordonnées difl’e'rent de Y de la quantité h, le
module maæimum du produit

«:

(22)
.

P(z)=fl(li—â)eâ+“”'1ïn(fln)pn=[= E(—,p,,)
n=i

formé avec l’eæp0sant de convergencep,,=p a son logarithmeinférieur,
à partird ’une certaine valeurde r, a

I l ]x_x + °°x_x (23) (1+a)eï(aebx+log’
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Supposons que a., . . ., a,,, . . . soient les zéros (ou les pôles)

de f(z) — ou. Considérons une fonction W(r) adjointe à T(r), telle
que logW(r)= w (X) soit convexe par rapport à la-variableX= logr.
En posantw(X)= Xp(e‘), on a, d’après le théorème du paragraphe9,

n(r, a)grP"‘…+ôl pour r> r0(ô),

3 étant un nombre positif arbitraire; par suite, on a, à partir d’une
certaine valeur X,
(24) lognâ(t+ô)w(X),

n étant le rang du zéro a,. tel que log
|
a,,

[ < X < log
|
a,… |.

Considérons la fonction w, (X)=(1 + 8) w(X); 3 étant fixe,
w,(X) est convexe comme w(X), ce qu’on voit immédiatement
d’après la condition de convexité. Je dis ensuite que w.(X) est à
croissancenormale. En effet, on a

w[X + à] < (| + e)w(X),
a fortiori _

w [X + !
<ÊWŒl<Ü+E>W(X%

par suite

W,[X+fi] <(l+E)W,(X).

D’après (24), les points æ(n)= logr,,, y(n) = logn sont, au moins
à partir d’une certaine position, tous situés sur la“ courbey = w. (X)
ou au—dessous d’elle. En remplaçant alors, s’il le faut, un premier arc
de cette courbe (w.) par un autre arc de courbe convenable, on obtient
une courbe croissante convexe y=u3(X) telle que tous les points
æ(n),y(n) se trouvent sur elle ou au—dessous d’elle et qu’on ait
w,(X)= w, (X‘) à partir d’une certaine valeur de X.

Remplaçons maintenant tout point æ(n), y(n) situé au-dessous de
la courbe (W,) par le point de cette courbe qui a pour ordonnée
y(n)= logn, soit log] a'nl l’abscisse de ce point. Alors on a une suite
de nombres

au ala) "'» ain (labigiafil)7

tels que tous les points X= log[a',,|, Y=logn se trouvent sur la
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courbe convexe (W,) qui admet en chaque point une tangente ou une
tangente à gauche et une tangente à droite.

Remarquons que, dans le raisonnement de M. Denjoy, il suffit de
considérer la dérivée à droite Y’(X + o) au lieu de Y’(X); donc son
résultat est applicable à la suite de nombres a; et l’on peut donc
choisir l’exposant de convergencep,, attaché à du de façon que le loga-
rithme du module maximum du produit canonique obtenu

(25) P1(5)=ÙE<a—î,pn)
n=1

est inférieur, à partir d’une certaine valeur de r, a la quantité (23).
Construisons maintenant le produit canonique (22) avec la suite des
zéros (ou pôles) a,. et avec les mêmes exposants de convergence que

Iu+. .+—nP _pour P.(z). Comme E(u, p) = (I — u)e " est une fonction
entière de u, son module maximum pour [a ]

= r augmente avec r; en
désignant celui—ci par M[r, E(u, p)], on a donc

M [} E(u,p,.)] 5M[;9» E(u,p,.>] <r;.=|a,.|>.

Puisque la limitation fournie par le théorème de M. Denjoy est le
produit des maxima des facteurs primaires, on a a fortiori, en dési-
gnant par M(r, P) le module maximum de P(z), Y )\x

.
l __|—.(26) logM(nP)<(l+a)e (” +l°gx_xl+l°gxg—X)

à partir d’une certaine valeur de r.
Donnons—nousun nombre positif a < 1 ; on a, à partir d’une certaine

valeur de X, Y = w, (X) et l’on sait que

wi[X+ Îv_(IXÎ] < (! + a) w,(X).

Posons I: = w. [X + w_ËX—)]
— W. (X). _Si lc > k, on a, en remarquant

1

que w', (X + 0) est croissant, -

X,—— X 1 1 
la

> kw1(X) > ew,(X)
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ou

[ sw,(X)‘-‘_zY*_(”> &—x< h '“î”
silc<h,ona

[’ — w X =Y«.(27) X2—X< t( )

Posons ensuite k. = w. [X. + Î(IX_I)l —w,(X.). Si #. > le, on a

| <sw,(X)£___î_Y_Œ_(28) .X—X, h la ’

si k. < Il, on trouve
I(ŒU x_M <w,(X)=Y.

Alors, dans tous les cas, on obtient
log M(r, P) < (! + a) e"(ae“+ & logY );

par suite, à partir d’une certaine valeur de X,
log M(", P) < (! + a) e"+5v“’(xl[aeïx+[. log w(X) + !; log(t + ($)].

En passant à la variable r, on a donc pourr> r0

log M(.r, P) < (! + a) \V(r)'+ô[arÀ+ [; log2 W(r) + & log(t + €)]
<:VV(rÿ+n==renu+nn

Or on sait [10, a, p. 24] que
T(r, f) < |0gM('3 f);

donc on a a fortiori
(29)

_
T(r, P) < rP"‘…+5l pour r > r.,(ô),

si petit que soit le nombre positif 3 et l’on en conclut qu'il existe un
des ordres du produit canonique P(z) infén'eurou égal à p(r).

Maintenant je dis que et étant une valeur non exceptionnelle de
[(s) — :, on a, si petit que soit 8,

(30) T… P) > r,.…._a,

pour une suite de valeurs de r croissant à l’infini.
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En effet, supposons qu’on ait pour toutes les valeurs r> r0
T(l‘, p) < ,.p(r) (1-8\,

8 étant fixé; alors d’après le théorème de Jensen

I I
m(r, Î’) + N (r, Ÿ) =T(r, P) + h(r),

on aurait en supposant f(o) — on ;é o,

[ Kata—) dt < ArPW u_a.___A W(r)'—ô,
0

A étant une constante. On déduit de ceci

n(r, oz)logk<AW(I«T)"‘8 (k>l).
Prenons lc: 1 + 1/logw(r); en vertu de la condition de la croissance

normale, il vient
”(r, a)< A

|_

W(r)(i—8l(i+e);

‘°‘°’l‘ + W]
comme

»‘ !lOg
[1

+ ——logW(r)]
N —logW(r)’

on a .
n(r, a) < ÈIIÎË_Y‘ÎIË_)Û

W(,.)(1—ô)u+ew,

y(r) désignant une foncti0n positive tendant vers zéro avec 1 /r.
Donc ”("’ a) < W(,—)(1—8)(1+3).…< W(r)U—Ù (1+e’)‘

&, s’ tendant vers zéro, lorsque r croît indéfiniment; par conséquent,
étant donné un nombre positif 8. aussi petit qu’on veut, on peut déter-
miner une valeur suffisamment grande de r à partir de laquelle l’iné-
galité ” ( ", “) < W ( r)‘—51: ,—p(r) (1-8.)

a lieu. Ce qui est inadmissible d’après le théorème du paragraphe9.
Ainsi on peut en conclure que p(r) est un des ordres de P(z), si l’on

suppose que Xp(e‘) soit convexe. -
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11. Une fonction méromorphe d’ordre infini F(2) peut se mettre

sous la forme
(31) F(Z)=z‘ec(zlQ—P——(î)y

où : désigne un nombre entier positif ou négatif; G(z) une fonction
entière; P(z) et Q(_z) désignent respectivement les produits cano-
niques formés avec les zéros et les pôles de F(z) d’après la méthode
de M. Denjoy. _

Je vais montrer que, avec l’hypothèse sur la convexité, e““’ a un de
ses ordres p.(r) au plus égal à l’un quelconque des ordres de F(z).
Ecrivons

F(Z) Q(Z)_
' _ Gz)_®(z)_e‘ _

, z’P(z)

D’après une propriété des valeurs moyennes, on a

(32) m(r,‘D)âm(r,F)+m(r,Q)+m(r,%)+m<r,%);
et si F(z), P(z) et Q(z) ont pour des ordres p(r), pg(r) et p;(r) res-
pectivement, on a, à partir d’une certaine valeur de r,

m(r, F) < T(I‘, F) < rP(r)(1+el,

m ( r, Q) < rP:(").l+e"')’

! +
m !“,—5 :log

A
1

suivant que s > 0 ou s < 0,

I
;; =oouslogr

  

m(,—, 'Il—’) < m(", P) + h < rP:(f)(H—e");

et l’on déduit de (32)
m(r, (I)) < rP‘-” “+E’(r+ 11) < rPVW+5) pour r > ro,

8 étant un nombre positif arbitraire. C’est ce qu’il fallait prouver,
puisque m(r, (I)): T(r, (Il).

Donc on peut énoncer la propositionsuivante qui généralise le théo—
rème fondamental de M. Hadamard relatif àla décomposition en fac-
teurs des fonctions entières d’ordre fini :

Journ. de Math., tome XIV. — Faso. …, .935. 34
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THÉORÈME. -—— Une fonction méromorphe d’ordre infini F(2) peut se

mettre sous la forme (31); si 9(r) est l’un des ordres de F (2), il existe
des ordres p. (r), _02(r) et p;(r) pour e““’, P(z) et Q(z) respectivement
tels que, pour chaque valeur de r,

p1(r)êp(r), p:(f')ép(f% p:(f)âp(f%

et p(r) ne dépasse pas pour chaque valeur de r> ro, 14 plus grande des
trois fonctions 9. (r), pg(r) et pa(r).

CHAPITRE III.
FONCTIONS MÉROMORPHBSD'ORDRE INFINI DANS LE CERCLE—UNITÉ.

I. — L’ordre et la distribution des valeurs.

12. M. Valiron a étudié les fonctions holomorphes d’ordre infini
dans le cercle-unité au moyen des fonctions-types [12, c]; je me pro—
pose ici d’étendre la théoriedu ChapitreII aux fonctionsméromorphes
d’ordre infini dans le cercle—unité.

Soit f(x) une fonction méromorphe d’ordre infini pour |z| < :,
T(r) sa fonction caractéristiquequi croît indéfiniment, r tendantvers 1 .

Posons T(r) = ‘E(X) avec X =(1 —r)“‘. D’après ce qui a été établi
à propos des fonctions méromorphesdans tout le plan, on peut trouver
une fonction à croissance normale ‘LL(X)= XP“) telle que pour
X> X.,> [

(;) $(X)ê‘lt(X),

l’égalité ayant lieu pour une suite infinie de valeurs X…
9 - l , .

J appelle alors ordre de f(2) toute fonction P(l_—7) non decrœs-

sante quand r tend vers 1 , telle que si petitque soit le nombre positif 3 ,

on ait

(2) T(r)<(l—l—;)P(m)ü+ô) pour r.,(ô)<r<n,
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et

. ‘ a(3) T(r)>(î‘“lr>p”_r)u
,

pour r=rn ("=h % fn—>l),

XP“) vérifiant la condition de la croissance normale ( l) de M. Borel.

15. Le théorème du paragraphe9 s’étend ici aisément :

TuÉ01iàua. — Si n(r, «) est le nombre des zéros de ](z) — a pour
|z|êr<r (chacun d’eux étant compté autant de fois qu’exige son
ordre de multiplicité; si a: = oo, il s’agit des pôles), on a, quelquepetit
que soit le nombrepositif8 ,

(4) "(P, “)<<_’_)P(Œ)u+ù Pour f(ô) <l'<lI-—l'
et  ' . «

(5) n(r, «) > (. l r>p(‘“”)"
°’ pour r= r,. <n= ., z. …. r..—.+ .),

la première inégalité valant quel que soit et et la seconde saufpour deux
valeurs de a au plus.

Pour démontrer la première partie, on part encore de l’inégalité
N(r, a) < T(r) + O(l).

En posant 9‘L(X, a)=n(r, «) et en supposant que f(z);£a, on
trouve , ::

£ "(t‘a a>dt=
‘ â_îâfi%dæ<%(X)[l—FW(X)L

où n(X) tend vers zéro quand X tend vers l’infini (‘). On déduit de
ceci l’inégalité

_

aux, a>Ï,{,+X <‘t£<X'> [x+n<X>]
' (X<X')

et si l’on prend

X'=X[‘+1ogTl(xj]’ 
(‘) On désigne ici par e, s’, . . ., n, n', . . . des infiniment petits positifs pour

X —> co ou r —> 1 .



268 KING—LA! mons.
il vient, en tenant compte de la condition de la croissance normale (1),

31(X, a)<(I+fl')X"u(X)’”1°gu(x)-
Cette inégalité s’écrit facilement sous la forme

9‘L(X, a) < xp(xm+e');

donc étant donné un nombrepositif 8 si petit que soit, on peut trouver
une valeur r(3) pour qu’on ait (4).

Pour établir la seconde partie du théorème, on procède encore
comme dans le cas des fonctions méromorphes dans tout le plan.
Supposons que l’inégalité (5) n’ait pas lieu pour une suite infinie de
valeurs de r et pour trois nombres ex,—(i: 1, z, 3). Alors, de l’inégalité

9z(x, a,) < Xp(X)(i—o‘),

on déduit, pour 1,< X0 < X,
X 31, (x, “l)

ŒÀ+1
dx < Axp(xm—ôl,

Xe

où A est une constante. En passant à la variable r, on obtient

(6) f,”… …… u>H du < (;—L;)P(Ë)""ô’ (ro<r< x),

8’ étant un certain nombre positif fixe.
Si l’on prend r.,> %, on aura (1 —— u)/u < 1 pour rogu gr, alors, de

l’identité connue [10, a, p. 139]

If N(u, a:)(l— a)”1 du

"x 1
r

1 d“: N(r… on) (t — ro) — N(r, a,)(1
_—

u) + n(u, au) (I — a) Î »

on déduit de (6) l’inégalité  l—I‘(7) [rN(u, a;)(r— u)Ï—‘du<(
[

)P(m)(i—ô") (i: 1,2, 3),

8” étant un nombre positif.
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Or le second théorème fondamental de M. B. Nevanlinna HO, a,

p. 143] donne l’inégalité

(8) »].rT(u)(l——u)è“l du

< rN(u, a,) (| — u)"—1 du + rS(u) ([ — a))"1 du.ÊÂ f....

En tenant compte de la relation [N, a, p. 143]

er(u)(i—u)Ï—’du=O<frlè—gT(u)(l——u)“‘du),
on déduit de (7) et (8) 11inégalité

frT<u>û—u>*—'du<(
‘

)P(.l—,—)v-“.
 
l—— I‘

Si l’on ose 1 —u “‘ = t il vientp ’
X[ .Œ dt < xp<Xm—$m_

X t"+l

D’après un calcul qu’on a déjà fait à propos des fonctions méro-
morphes, on trouve, quelque petit que soit le n0mbre positif &,

ou
1 -—

T(r) < (à)p(;)(l—Od pour r0< r <].
Ce qui est en contradiction avec l’hypothèse et la proposition se
trouve démontrée.

II. — Décomposition en facteurs des fonctions méromorphes
dans le cercle—unité.

14. M. E. Picard a étudié la décomposition en facteurs primaires
d’une fonction holomorphe dans un cercle [11] et M. B. Nevanlinna
a traité celle d’une fonction méromorphe dans le cercle—unité dont le
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genre est zéro [10, a, p. 136]; je vais m’occuper ici du cas du genre
fini p 2 1 en même temps que du cas du genre infini.

 15. CAS DE L’ORDRE FlNl. Soient f(z) une fonction méromorphe
d’ordre p dans le cercle-unité, et a., a,, . . ., a,,, . . . les zéros (ou les
pôles) def(2) — a rangés par ordre de modules non décroissants.

D'après un théorème de M. Nevanlinna, on sait que, en posant
r.,(a): | a.], la série ' '

(9) 2[1——r.,(oz)]T+1

converge pour T>p et diverge pour *: < 9, sauf pour deux valeurs
de ou au plus. Considérons un ou non exceptionnel quelconque et en
prenant 1) comme genre, formons le produit canonique de M. Picard . _ z—-—a., d>(z)(lo) P(z)_llz_eigve .

V=1
avec

a —e"‘Pv 1 a ——e"Pv 1’®v(z)=__v_“Ÿv
+...+ _ _V_iv ,

.. e p z e‘P

où «pv est l’argument de a… Par définition, le genre p est un nombre
entier positif tel que la série (9) soit convergentepour 't =p et diver—
gente pour T=p—I. Le théorème de M. Nevanlinna montre que
p— 1 < p <p si 9 n’est pas entier et que, si 9 est entier, on ap =p
ou p+ 1 suivant que la série

. E[l-—l‘.,(oz)]fil
converge ou diverge.

Le produit P(z) est‘ absolument et uniformément convergent dans
un cercle quelconque de centre 0 et de rayon R < 1”; je vais déter-
miner l’ordre de P(z). Comme on sait que, lc désignant une constante,

Il?n+...+— ' ""”“
(l— u)e " |+<e l”l, 

 

. on a, en écrivant pour plus de simplicité rv au lieu de rv(a),

”‘ 1 1—rv "“log|P(z)l<K2 l-——I‘v (|:—e'”—M)
,

v=1I+—'—
 

|z—e'Ÿvl
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par suite, si m(r, P) désigne la valeur moyenne de P(z), on obtient

K … ” 1—rv I'“ 1m(r,P)<;rz <lz—e“P»|) 1—rv
(19.

V:! —_
0

 
[+

lz—e‘?v|

En substituant 2 à ze““’v, l’intégrale figurant dans cette inégalité
peut s’écrire

2“ l __ "V I)+l [[ (ll—ZI) t—rv
d6,

l+
__ll—»l
 

et tout revient à calculer une limite supérieure de cette intégrale qui
s’écrit

(I_Ï'v)p+i ' [=
!1+_’ l—rv

1 [+'
_, . 29 ——

o
l(l—y-)-+4rsm E] ‘/(l—r)î+4rsiniâ

On se rend compte faCilement que dans le calcul du maximum du
module de P(z), ce sont les affixes des points situés dans le voisinage
du point +1 qui l’emportent; divisons donc l’intervalle d’intégra-
' TC 1: TE Tr 1tion (0, 21t) en (— 3, 3) et (ä’ 21t— —3-) En supposant r> Â’ on a

 
l— 3 (1—rx,)lfi'l 1,_

[I:—l [_rv[+.

9 . 90 ——
l(l—I‘)‘+àï‘Slll‘g] \/(l_lv)2+4rsinîâ

< H(l — la)/"”,

d6  
il

où H désigne une constante.
Calculons ensuite une limite supérieure de l’intégrale

(Ï—rv)p+1 ‘
F:" [+ l_'.v

.: / , ' ce __
: [(I—")‘+ql sun-;] \/(|—l')’+4rSlnzâ

 1/9.  
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—- . 0 .

En posant 2 Jr sm
—2-

= t, on obtient

(I—I‘.,)'*H 1 dt

12=/
E.fl I—l'v \/“ 9°_ -z 2 2 1+ —————_ rcos—

«“
[(I r) +t] V(l-f)Ë+ü’ 2

 
—l‘

. 1 9 1SI r> ?" comme cos;> E’ on a

"" _ +1 '

I.</
(! r”)p

,… f'_r dt.
_ .. . -.— [+ __V_

_1
[(I ’) +t:l VI(l—F)2+li

et en posant : = (1 — r)u, il vient

] < ("—"‘VVH-1 +°° 4du
'-' (l_r)p [)+1 1—r

'
(l+uî) 2

[l‘i—
_—_v__—_

—=°
_

(I—l‘)\/l—l—LL2

Si rv> r, on peut remplacer par 1 la quantité située entre les cro—
chets', et l’on obtient

(x_rv)p+1 +_°° du
_1=< “W H'» .

”'= _—î’
_» (i+u’) ?

l’intégrale H’ a un sens pourPâl et dans ce cas H’ est une constante
finie.

  
1—r., 1—rv__ par ——

(I—f‘)\/1+tt2 "" \/1—+—u2

(1—r.,)fl _ +“ duI=< WH”, H”_ ___E.-
(1—+—u2)2

Ce qui suppose pê2 pour que H” soit une constante finie.
Donc pourpê 2, on a pour le produit de Picard P(z)

(Il) M(I‘, P)<KIZ'(—_(l_
l‘y)" +KK,2(I_(__——_ÏV)ÎH‘I

+K‘Ifl,
,-)p—1 I‘)"

r,S_r “:>"

,ona  Si rér, en remplaçant 1+

où K' , K” et K'” désignent des constantes.
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Pour déterminer l’ordre du produit canonique P(z), distinguons

trois cas. Si ? =p —— 1, on peut écrire (! r)
. |) KI ? “_ ’V)"+a

rr ‘ (|_Ï'v)p+a —,,,…(I, ><
Î(-—_——l_r)fl_+… +K Z—(1_,.)p_…a K ,

rv__ ] r'—,>r

‘ \\ . . . , . ‘ . . .ou 0 est un nombre p051t1f inferieur a 1. CCC! peut etre mls sous la
forme

. l / . —s—ô 'Il " . + +" .

l'l(l,P)<(—|_—_[W KZ([—l.,)P+' +K Z(l__,v)/l ! 01—K'” .

[' gr "‘/> "

Comme la série E(1 — :p)-“”" est convergente, on a
.,5

_ll_)P (A+m.
/

 m(r, P) < (!
ce qui donne

(12) 'l‘(r, P)< (1 L >“’. ,.

Si ensuite p—l<p<p, et qu’on a ç=p—l+lz, on peut
mettre (! 1) sous la forme

. I I—‘ _. ++8_L_ 'Il—‘ _1 —L+‘ '/m(r, P><(l—r‘)P+ô
[K

>.‘(' "')p’ "‘ 2.(1 "')P '

°+K”].r.,Sr m> I'

On en déduit encore l’inégalité (12).
Enfin, si p=p, (1 1) peut s’écrire

"…,
,l’)<(-—_——[K

"Z(1-;, ),;+1+
KIZ(I_IW)/J+1+Kfll]TI<I‘ l1>l'

Comme la série Z(1 — r,,)"“ est convergentepar définition du genre 1),
on obtient encore l’inégalité (12).

16. Dans le cas où p = 1, au lieu du produit de Picard, je forme le
produit suivant que j’appelle produit de Nevanlinna :

r,—1‘(z+eî@v)P(z>—lle…_…ew" w,(z)=(__'___.
e'?v — r.,:

V=1
Journ. de Math., tome x1v. — Fac. …, 1935. 55
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On démontre facilement qu’il converge absolument et uniformément
dans un cercle quelconquede centre 0 et de rayon R < 1 : il s’agit de
déterminerson ordre.“

En raisonnant comme plus haut, on trouve

m(r, P)2fn
<ËV (‘_r”) de,

v=1 ° (1—l'vl')2+àrvrsinïë

(___l—N)(I+Z)
1——er

d6
  

et l’on a à calculer approximativement les intégrales

:::—_- +Î"‘-3

1—f
<r—rv)=

"
@,

=—f_ç

<1—m)2
gde_

(1—rvr)2+[.rvrsm-—d (1—r‘vl)”-+[u'v! sin’—’
&

  
On obtient immédiatement, en supposant que rv> I: > o, r> %,

21t——
L<H(1—m)î H=f

Quant à I,, par les mêmes changements de variable que plus haut-,
on arrive à l’inégalité

 
[(

sin-î—

I<3 1—r)”f+œ——du——— ourr>£-’ k( " _” (1—rvr)(l+u=) P [;

Si rv>r, on a,_en substituant 1 à rv dans (I—I‘J‘)(I+ü°> et
(1—13)(1—r),

<(1—n,)2 , +°° 21r
12<1—r H’ {I:/{[ 1+_l_ü= k.

Si rv<r, on substitue : à rdans (1—rvr)(l+u”) et (l—ï‘v)(I°—l‘)
et il vient

, I,<(1—r,,)H’.
Donc

m(r,P)<K’Z(1—r)+K”E(II_r +Km,
r-;<r I‘v>ï‘ .
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et l’on a encore

(m') T(r. P)<(ÈÏ_)”°<( ‘
)“°-l—l‘ 

On peut former aussi le produit de Nevanlinna dans le cas où p_‘g 2.

17. Je dis maintenant que, et étant une valeur non exceptionnelle,
si petit que soit le nombre positif 8, on a pour une suite infinie de
valeurs de r
(13) T(r, P)=m(r,P)>(

‘
)P_ô, I—l‘

P(z) étant le produit de Picard ou celui de Nevanlinna.
En effet, supposons qu’on ait au contraire pour r> r0

[ P—5

m(r,P)<(l__7) .

Alors le théorème de Jensen donnerait ici
1 1 P-8

N(r,}—S)<A<1_r> )

A désignant une constante positive.Comme

N<r, %) =N<r, j._l «) =l‘l(r, oz),

[ 0
N(I‘, a)<A<——)p— )

  
0113

l _ l'
et l’on en déduit

ë- « .

/’IN(r,az)(l—r)P+2 ldr<Af ——d'——-:-')
'—(r—r) '2

L’intégrale du second membre est convergente, il en est donc de
_

même de celle du premier membre; alors d’après un théorème de
M. NeVanlinna [10, a, p. 139], on peut conclure que la série '

.+p_ê2(1—rv) *
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converge aussi, ce qui est en contradiction avec notre hypothèse sur 9.
On a donc bien l’inégalité (13).

Des inégalités (12), (12’) et (13), on conclut que et étant une valeur
non exceptionnelle, l’ordreduproduitcanonique de Picard (quandpêz)
ou celuidu produit de Nevanlinna, formé avec les zéros def(2) — a ( il
s’agit des pôles pour a = oo) est égalà l’ordre pde f(z), il sera inférieur
à p pour « exceptionnel.

18. Une fonction F(z) méromorphe pour [zi < 1 peut se mettre
sous la forme

Il D,,(z, a“) _M) F<5>=5"e°“’n—Dq<z, —bv>_
”

Q<=>’
 

où aFL désigne le p.“"‘° zéro«de F(z) et b,, son v““”° pôle; HD,,(z, @)
représente un produit de Nevanlinna quand n= 1 et un produit de
Picard (ou de Nevanlinna) lorsque nê 2; enfin G(z) est une fonction
holomorphe pour | z

| < 1 et s un nombre entier.
' Je vais montrer que l’ordre de e“… est au plus égal à celui de F(_z3.

Ecrivons '

_ _ z_ F(Z)Q(Z)‘D(a)_eG( )——?Îj(—s)_-.

En désignant respectivement par p, p. et 92 les ordres de F(z), P(z)
et Q(z), et en procédant de la même façon qu’au paragraphe 11, on
obtient

1
p+8

m(r, (P) < <——)1—1‘/

à partir d’une certaine valeur de r. Ce qui fallait prouver, puisque
T(r, (I)) = m(r, CD).

Ainsi, on a la généralisation du théorème fondamental de
M. Hadamard relatif aux fonctions entières :

THÉORÈME. — Une fonction F(z) méromorpke pour] 2
| < 1 d’ordre 9

peut se mettre sous la forme (14). Si p,, p, et p_, sont les ordres de e°“’,

P(z) et Q(z), on a
pép, pé ps p:é ?»

et 9 ne dépassepas le plus grand des trois nombres p,, 92 et p, .
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19. CAS DE [Joanna nm…. — Avec les zéros def(3) — a, je forme le

produit de Picard

‘ P<z>=flf_:êä,ew
(l5) ‘ V=l

”
.

— in, —— “Pv,d>(s,pfl=a_vef +...+ [
(“_—v

e
),: — e“?v pv :. —- e‘%

 
où a: r_,e“‘"‘. Je vais chercher une limite supérieure du module
maximum M(r, P) de P(z) pour [2 |

= r. Pour cela je commence par
remplacer chaque facteurde P(z) par son maximum. Si l’on pose

(15
1

+— — +...+ — u=" IlE(u,p)=(1—u)em -

‘ av—e’?v‘ _—L(z—e“?v’pv)

pour [2 | =r est atteint en un certain point zu= re"°°. Comme E(u, p)
est une fonction holomorphede a, on a, en désignant par M [r, E(u,p)]
le maximum de E(u,p) pour la {

= r,

3

le' maximum de

…… p>iâM[n E(u,p)1 si lttlâru
’ _ ice,

|E(“?——”— ' …)

M(r, P)5fl M [%9 E(u, [N)],
V:! .

donc _

5M[Çj—E— E(u,pv)_l 

et par suite

ou en posant X = (1 —r)" et Xv= (1 —'ä )*‘,

(16) M(r, I’)gfiM[%,E(u,pw].

Si l’on remplace les nombres rv par les nombres rÇgrv c’est-à—dire les nombres X, par les nombres X; = '
; ng sans changer les

exposants de convergence pv, chaque facteur du produit infini du
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second membre de(16) devient plus grand. Donc on a a fortiori

M(r, P)SÛM[%s E(u, m)].

En raisonnant comme au paragraphe 10, on peut choisir les X, de
façon que les points logXÇ, logv soient tous situés sur une courbe
convexe qui coïncide, à partir d’un certain point, avec la courbe
w: logX,y: (I + 3)p(X)logXet le théorèmede M. Denjoy permet
d’obtenir

1
P(,_,.) (1+3J

) logM(r,P)<<l—r [l‘o(a)<r<x],
par suite  [

)p(îl—r)(î+êlT(r, P) <
<1—— r [r'o(a) < r < IJ.

On démontre ensuite à l’aide du théorème de Jensen comme dans le
cas des fonctions méromorphes que en étant une valeur non exception—
nelle de f(z) — a, on a, pour une suite infinie de valeurs de r tendant
vers ],  1

>p(îiîr)(l—ôll—l'log M(r, P) > (  si petit que soit le nombre positif 8. Donc 9 < ) est un ordre de P.
On peut établir enfin comme dans le cas de l’ordre fini le

I—l‘

THÉORÈME. — Une fonction F(z) méromorphe pour |z|< 1 d ’un
ordre infini ? (l_——l—;) tel que p(X)logX soit une fonction convexe

de logX peut se mettre sous la forme
'

P(z )
F =5)\ G(z)-——,… e Q(Z)

où G(z) est une fonction holomorphe pour |z|<1, P(z) et Q(z)
désignent respectivement les produits canoniques de Picard formés avec

les zéros et:ÿles pôles de F(z). p. <1—l r); 9, (: _' r), p3 <i—;> étant  
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des ordres de e““’, P(z) et Q(z), on a

P’<l—lr)gp(ll—lr), Pz<l—l—_r\ âp<l—lr)’ P3(1—l—r)gp(llr)ï

,lr)’ '

      et p <;—_‘—)_) ne dépassepas la plus grande des trois fonctions p,(  
9“<. _[ ,)’ .°o (, _l_ ,,) pour Chaque valeur de r>r.,.

CHAPITRE {V.
DIRECTIONS DE BOREL ET POINTS DE BOREL.

20. Dans ses recherches sur les fonctions méromorphes, M. Valiron
a découvert l’existence de ce qu’il appelle direction de Borel [13, g].
Une telle direction D, <p—_ const. (z—__ re“) pour une fonction mém-
morphe d’ordre fini 9, est telle que l’exposant de convergence des
zéros def( )— et, situés dans un angle quelconque de bissectrice D,
est égal‘a 9, saufpour deux valeurs de et au plus. Cherchons à obtenir,
dans le cas de l’ordre infini, un résultat analogue au moyen des ordres
définis au paragraphe 8

2l. Soientf(z) une fonction méromorphe d’ordre infini à carac-
téristique T(r) et p(z) l’un de ses ordres. Considérons une valeur
quelconque R de r, telle qu’on ait, en posant U(r): r“",
(I) T(R)=U(R)
etprenons

R’—R _“… .
_ +logT(R)'

En supposantf(o) — a ;é 0, on déduit de

N(R,œ)=f“fil£ildt+f”“——°‘-)dz (o<r.,<R)
l’inégalité
(3) n(R,a)log—Ë>N(R,a)—N(r…a).
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D’autre part, considérons la seconde inégalité fondamentale de

M. B. Nevanlinna :

T(r) < N(r, a.) + N(r, az)+ N(_r, a;) + S(r)

en prenant S(r) sous la forme suivante due à M. Valiron :

[
R—r S(r)=2ûlogT(R)+ 12 log

—%H%—an%—mr
 +

7
++ SlogR+ (L;(f) +810g ‘“ 1

La dernière inégalité est valable pour r< R < zr et dès que T(r)
dépasse les quantités

CU), 10gl “ !, log-loz_—IÎ(ÜÎ’

et C(f), C,(f) désignent des constantes dépendant uniquement
dej(z)

Prenons Rpour ret R’ pour R. Je dis que pour tout oc tel que | oc| < e“…
et la.—f(o)l > e'““’, on a

(@ NU£@>âTŒ%—

sauf peut—être des points intérieurs à deux petits cercles de rayon
[

T…)
0:? et aa tels que

- En effet, si le contraire avait lieu, on trouverait trois points et,,

S(R) < 24(1+s)logT(R) + 1210g2T(l{)

+810g[R+ +CJf)+2[glégT(fl),

ou pour R assez grand
’

S(H) < KlogT(R),

K désignant une constante. Alors, on a
“)

T(R) < â'l‘(R) + K_logT(H),

ce qui est absurde.
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D’après (3) et (4), on a pour tout R suffisamment grand

(5) n(R,a)>(t—w)—Â—T(H) n—>oavecl ,SlogR R

quel que soit «, sauf au plus pour des points «, dont les représenta—
tions sphériques sont incluses dans quatre cercles de rayon arbitrai-
rement petit.

Maintenant, décrivons à l’intérieur de la circonférence (C) de
centre 0 et de rayon R

2olog'l‘(H) — [,

circonférenceséquidistantes(C,,) U) = 1 , 2, . . . , m — 1) concentriques
à (C), (C…) coïncidant avec (C), puis divisons, à l’aide des rayons
formant des angles égaux entre eux, la couronne limitée par (C,…)
.et (C,,) en 2P1‘t quadrilatèreségaux.

On obtient ainsi
'.).0 log T(li) [20 log T( B) + l]1t,

quadrilatères dans le cercle (C). Chacun d’eux peut être enfermé dans
un cercle (y) de rayon ll

_… 20VËlogT(R)’

décrivons un cercle (l‘) concentrique à (y) et de rayon 7J=207…
D’après un théorème de M. Milloux [9, b, p. 202], si f(x) ne

prend pas dans (I‘) plus de 91 fois trois valeurs et,, aa et ou,, dont les
distances sphériques supérieures à 8, dès que 91 dépasse une certaine
limite numérique, le nombre de zéros def(5) — et intérieurs à(y) est
moindre que

[
6703L+11103à+1110g8,

d désignant la distance sphérique de a à une certaine valeur excep-
tionnelle possible.

En supposant que d > T (IR), 3=
Î(—lR—)

, et en prenant 
T(R) ,

32 >< 6701r[2o logT(R)+ 1]* logR
Jour-n. de Math., tome x1v. — Fasc. …, .935. . 36

31 =
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'il s’ensuitqu’on a, pour R suffisamment grand,

! 2010gT(R) ,
(

, 1

(6), n(R, a) < 32 logfiaologT(R) +1 T(R)(1+n ) n —>o avec ÎÎ>’
 

sauf au plus pour des « représentés sur la sphère de Riemann à l’inté-
rieur des cercles dont la somme des rayons peut devenir aussi petite
qu’on veut.

.

Si l’on compare les inégalités (5) et (6), on est conduit à une
contradiction. Donc, il existe dans le cercle (C) au moins un petit
cercle(I‘) dans lequelf(2) prendra au moins 91 fois toutes les valeurs ou

autres que celles voisines de deux points. De plus, comme 9‘L croît
indéfiniment avec R, il existe forcément une infinité de tels cercles
s’éloignant indéfiniment de l’origine.

Considérons une suite infinie de-tels cercles (R.), dont le n“°“‘° est
obtenu en donnant à B une valeur R… Si r(n, «) désigne le module
d’un zéro de f(z) — a dans (R,), on a

_

r(n, a)<BÇ,=R,,[1+ lo—gÎI(R_n)J’
par suite

T…… a)] <T[Rn+ ]<T<Rn)l+=.
R…

log T( R,,)

Ceci donne à partir d’une certaine valeur de n
[ p[r(n, m)] (1-8) ,

[în—>] >T(“"’“”"”
..

,

8 et 3’ étant des nombres positifs arbitraires (8’ > 8), donc on obtient
ptr(n,ann—8» ,,

7

la sommation étant étendue à tous les zéros dans (l‘…). En rem-
plaçant St,. par sa valeur, il vient

[ ptrtn.a)l(l—ëv s'. m

'

_1 _Elm] >T<R“ (”“*°“°°n
Donc, on a, »à partir d’une certaine valeur R…,

.

"
v —.

' ; PlFln,a‘ltl—'8)‘” ' 2|ml -- >T<Rn>ô‘=
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8. étant un nombre positif fixe. Par conséquent, la somme du premier
membre de l’inégalité est divergente, R,. tendant vers l’infini. .

Soit (L) une courbe quelconque qui s’éloigne à l’infini; on peut,
par une rotation autour de l’origine, l’amener à une position (L,.)_
passant par le centre ce,, du cercle (I‘,,). Alors si & désigne le domaine
balayé par (L) en lui faisant tourner d’un angle très petit a de deux
côtés d’une courbe d’accumulation des (L…), il existe dans 9 une
suite infinie de cercles (F,). En appelant r,,(Q, «) le v‘°“‘° des zéros de
f(z)— et situés dans Q, la série

Z [
[

]p[r,(Q,œlu—ôy
\)

.l‘\,(Q, “)

est a fortiori divergente, sauf pour deux valeurs de a au plus.
Du théorème du paragraphe 9, il résulte immédiatement que la

série
? |

' p[r,(0,wlll+ôl
d ["V(Q’ «) ]

V

est convergente quel que soit «.
Ainsi, on est conduit à énoncer en particulier le

THÉORÈME. — Étant donnée une fonction méromorphe d’ordre
infini p(r), il existe au moins une direction D telle que dans un angle

. . . . . . . {\quelconqueQ de bassectnce D, si petit que sozt le nombre positif o, la
série

1
" P[r,(Q,aq] (n+8x

(8)
E[,———._J<Q,a)l

convergepour tous les a, et la série

‘ ' p[r-,:Q, m] (1—3;

(9) Z lm(sz, a)l -

diverge, saufpourdeuæa auplus, r,, (0, et) étant le v‘°'”° zéro def(3) — a
dans 0.

On peut appeler une telle direction D, direction de Boreld ’ordre p(r).
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22. Dans l’étude de l’accumulation des valeurs d’une fonction

méromorphe pour | 2] < 1, M. Valiron a introduit la notion du point
de Borel et a donné un théorèmepour le cas de l’ordre fini (13, h). Je
vais considérer le cas de l’ordre infini.

Soit f(2) une fonction méromorphe pour |z | < 1 d’ordre infini à

caractéristique T(r). Désignons par p(—£—;) l’un des ordres def(z),
1 _

et considérons une valeur quelconque R de r telle que  (ro) T(R)=U(R) siU(r)=‘lt(
‘ ‘,=( ’

>“°<Tl_f'),1—1, 1—7'

puis prenons
,_ 1+lilogT(B)(H) _ 1+logT(R) ’

de sorte que X':X[I—W]avec X=(1 —R)”' et X': (1 —R’)“' .

Si n (R, «) désigne le nombre de zéros de f(z) — et contenus dans
le cercle |z | < r, on démontre comme dans le cas des fonctions méro—
morphes dans le plan qu'on a pour R suffisamment grand

1 - l‘(12) "(B’a)>(l_n)—S_Üg_ËT(R) <n—>oavec ÎÏ)’
sauf au plus pour des points et dont les représentations sphériques sont
incluses dans deux cercles de rayon arbitrairement petit.

Décrivons à l’intérieur de la circonférence (C) de centre 0 et de
rayon R, .

[logT(R) + 1]H__ _ [,
I — R

circonférenceséquidistantes (Cp) (p = 1 , 2, . . . , m — 1) concentriques
à (C), (C…) coïncidant avec (C); puis, divisons, comme au para—
graphe 21, la couronne (C,,.. ,_C,,) en 21”: quadrilatères égaux.

Le cercle (C) se trouve ainsi divisé en

[logT(R) + !] [BlogT(R) + 1]7:
(1— R)2

_

 
quadrilatères;chacun d’eux peut être entouré par une petite circon-
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férence (y) de rayon

1 — R
==V5UogT(R)4—d

Décrivons une circonférence(F ) concentriqueà (y) et de rayon

.},_ê 1—B'_2 logT(R)—+—f

D’après un théorème de M. Valiron (‘), sif(z) ne prend que dans le 
(') Ce théorème [13, [] peut être modifié comme il suit: « En posant

z=(æ —æ0):l’,

on en déduit que si une fonction f,(æ) est méromorphe dans un cercle de
centre xo et de rayon À’, et ne prend que 31, fois au plus les valeurs 0, r et co, le
nombre de zéros de f,(æ) —— oc dans un cercle de centre æo et de rayon 1 <1’
est moindre que

ma+n_+ w4
(w—mv (w—mv !log; (p>2,q—2),

sauf au plus pour les a représentés sur la sphère de Riemann à l’intérieur d’un
cercle de rayon d. »

Considérons ensuite une fonction g(æ) ne prenant pas plus de St fois trois
valeurs cc,, «::2 et et“ dont les distances sphériques prises deux à deux sont supé-
rieures à a; la transformation

… — a. . 13_ a.
‘(_A(x>= ""
' .1:)—a,' 013—012.

fait correspondre, à une telle fonction, une fonction fl(x) du type considéré
ci-dessus. On constate facilement que la transformation multiplie la distance
sphérique de deux valeurs quelconques de g(æ,) par une quantité supérieure
à ka, k désignant une constante numérique. Ainsi, le théorème de M. Valiron
peut s’énoncer comme suit : « Si une fonction g(æ) est méromorphe dans un
cercle de centre æo et de rayon N et ne prend pas plus de .% fois trois valeurset,,
a, et a:3 dont les distances sphériques sont supérieures à a, le nombre des zéros
de g(æ) — a dans un cercle de centre mn et de rayon 1 < l’, est moindre que

.—\ÆL—l—B1 M, 1 ô‘—k d(W—MP+XW—MÜŒ6 ‘“ ”* 
sauf au plus les ou représentés sur la sphère de Riemann à l’intérieur d’un cercle
de rayon 8. »
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cercle (I‘) 11 fois au plus trois valeurs ou,, a? et «3, dont les distances
sphériquesprises deux à deux sont supérieures à a, le nombre de zéros
de f(z) — et contenus dans le cercle (y) est inférieur à«M l"+ 9(A“%+Bi)l lo(3—M)<n—B>S («”>—NW %

(A,, B. deux constantes), sauf au plus pour les « représentés sur la
sphère de Riemann à l’intérieur d’un cercle de rayon 8. Donc, en

04!— 1 1 . « [(
prenant G— T R)’ d— T_(R—)’ par su1te, 0 — m et

(3— zV£>”<r—HWT(R>m:
32 >< 2”AlogR[logT(R)+ []/H-2’
 

on trouve que
1 .RlogT(R)+l(l3) n(R’a)<32logR logT(R)—+—1
 T(R)(1+n) <n—>oavec-à>,

quel que soit ou, sauf au plus un ensemble de points contenus dans des
cercles dont la somme des rayons sur la sphère est arbitrairement
petite.

En comparant \12) et (13), on voit qu’il y a contradiction à partir
d’une certaine valeur de r pour tous les et extérieurs à un ensemble
de mesure linéaire arbitrairement petit. Donc, il existe au moins un
cercle (P) à l’intérieurduquelf(5) prendra au moins 91 fois les valeurs
des et autres que celles voisines de deux points.

Comme .% croît indéfiniment avec B, on conclut qu’il existe une
infinité de petits cercles tels que (F). Considérons une suite de tels
cercles (Pn), dont le n“"‘ est obtenu en donnant à B une valeur B… En
désignant par r(n, ou) le module d’un zéro de f(z) — a dans (l‘,), et
en raisonnañt comme dans le cas des fonctions méromorphesdans le
plan, on établit que la somme

E[l—r(n,a)]ppl[—-r…a.](1—
—0)

étendue à tous les zéros de f(z)—a dans (l‘,) diverge, sauf pour
deux a au plus, lorsque n croît indéfiniment, de sorte que R,, tende
vers un.. ‘

Lorsque R.. tend vers un. les centres de cercles ( F,.) tendent au



LES roncnous nnru‘mzs. 287
moins vers un point zo de la circonférence-unité. Décrivons un petit
cercle de centre zo et de rayon ?] arbitrairement petit, et soit a le
domaine commun à ce cercle et au cercle de centre0 et de rayonr< ! .

Comme le rayon de (l‘,,) tend vers zéro lorsque R,. tend vers un, il
existe certainement des cercles (l‘,,) dans le domaine a si petit que
soit n, pourvu que r soit suffisamment approché de un. Si rv(a, «)
désigne le module du v‘°“" des zéros situés dans a, la somme

1__ (_ô
' 2 [! —l'v(°', a)lp['""“°’a'] !

),

étendue à tous les zéros dans :: diverge évidemment, sauf pour deux a
au plus lorsqu’on fait r tendre vers un. '

On démontre, comme dans le cas des fonctions méromorphesdans
le plan, que la somme

1—_—- u+8)
Z [‘ — "v.(°, a)lp['_"“'°’“"l

converge pour toutes les valeurs de «.
Donc, on a le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soit f(z) une fonction méromorp/ze pour |z|<1 et

d ’ordre infini, si 9 (l—_‘_—r> est l’un de sesbrdres, il existe sur la circon—

férence—unité au moins un point zo tel que si petit que soit le nombre
positif n, en désignantpar rv(a, ou) le module du v““‘° zéro def(z) — a:

appartenant au domaine a défini par le | < 1 et |z — z" | < 11 la série
1

2 [[ _ "v(O‘, a)]le](i+ô)
V

convergepour tous les a et la série
1 \

Eli—Ma, a)]Plîm](l—oi
V

diverge, saufpour deuæ a au plus

On peut dire que z(, est un point de Borel d'ordre p(ÎÈ—,_) suivant
la terminologie de M. Valiron.
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CHAPITRE V.
LA CROISSANCE DES FONCTIONS HOLOMORPIŒS D’ORDRE INFINI

DÉFINIES PAR UN DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR.

I. — Fonctions entières.

25. On sait depuis les travaux de Poincaré, Hadamard, Borel,
Lindelôf que l’ordre d’une fonction entière est déterminé par la
décroissance des coefficients de son développement de Taylor et l’on
possède des résultats précis et généraux dans le cas de l’ordre fini. Je
me propose d’étendre ces résultats au cas de l’ordre infini en obtenant
une approximation analogue. J’utilise principalement la méthode du
polygone de Newton introduite par M. Hadamard telle qu’elle a été
employée par M. Valiron dans le cas des fonctions d’ordre fini.

24. Soitf(z) une fonction entière d’ordre infini
(!) f(z)=ao—l—a1z+azzî+...+a,,z”+….

son développement de Taylor. Désignons par M(r) ou M(r, f) son
module maximum pour |z|=r et démontrons d’abord le lemme
suivant :

LEMME I. — Si le rang îll(r,f) du terme maximum de la série (1) est
pluspetit qu’une fonction croissante V(r)pour toute valeur r > ro, on
a pour r > r.)

' rV(r)logr __(2) M(r)<Ae Vlr+(r—n)V(r)]’
A étant une’constanteet n un infiniment petit positifpour r ——> se .

Formons une autre fonction entière
(3) F(z)=Ao+Aiz+...+A,,z"+….
avec A,;> 0 telle que le rang ä(r, F) de son terme maximum soit la
partie entière de V(r). Par hypothèse, ”(r, F) est supérieur ou égal
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à 'fl(r, [) pour toute valeur r, et en posant

|0g
[ anî :_ .É'll; logAn=— Gil!

on doit avoir
I .G“, — Il |ogrëgll — 11 logr,

où Ïl=îfll(r, f), ä’= “(r, F). Si l’on construit le polygone de
Newton 1t(f) relatif à f(z) et qu’on trace sa tangente D, qui a pour
coefficient angulaire logr, cette inégalité montre que le point
Pnr(N’, Gui) est situé sur D,. ou au-dessous de D,…

Menons par Pur une parallèle D:. à D,; le polygone de Newton 11(F)
relatif à F(z) s’obtient en cherchant l’enveloppe de D',. Je dis que
u(F) ne peut avoir des points situés au—dessus de 71(f). En effet,
supposons qu’on ait un tel point Q, ; menons par Q. une droite A. de
coefficient angulaire logr,, puis la tangente D,, de 11(f) parallèle
à A,. Alors, comme le point (ill., g…) correspondant au terme maxi-
mum de f(z) pour la valeur r1 se trouve sur D… le point P…(‘äl',, G…)
qui correspond à celui de F(z) pour la même valeur r. sera sur A. .

Mais n(f) étant convexe, P… serait au—dessus de D… ce qui est
inadmissible d’après ce qu’on a remarqué plus haut. Donc 11(F) est
complètementau-dessous de n(f).

Ainsi, si l’on prend comme coefficients A,. les valeurs telles que, en
posant logA,,=—G… les G,l soient les ordonnées de n(F), on voit
que la fonction F(z) majore f(z).

F(z) ainsi choisi, d’après l’inégalité connue [13, a, p. 32], / . . . "(4) M(r,f)<fil(l)[2ll<1+n(’_)xf>+ll.
fl(r, ]) désignant le module du terme maximum de f(x), on a

. ‘ '.“(Jf’F) " :lOgi“(l,l)<»[v —Tclæ+logä<r+W,l>
+log l+ [

,_

]+10g2m("o),i!“<l‘+ m’ I‘)

ou, en supposant r() > 1 et, en désignant par A une certaine constante
Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. III, 1935. 37
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positive

log M(r, F) <N(r, F) logr + log'fll
 

_
I'

_I‘+m) FJ
+lOgA.

Comme on a par hypothèse îll(r, f)gïfl(r, F)gV(r) < ïl(r, F) + 1,
il vient donc

V(r)losr __r__ !M(r,F)<Ae V[r+(1_n)v…] (n—>oavecr),

et l’on a a fortiori l’inégalité (2).

25. Revenons à la fonction (1), r étant le rayon d’un cercle entou-
rant l’origine, il est bien connu que l’intégrale de Cauchy donne

M<r>_fil(5) lanl< 
Si p(r) est un ordre de f(z) d’après la définition du Chapitre II,
l’inégalité de M. B. Nevanlinna

+
T(r>ÿogM(r>éÎ—Î—fT<kr> <A—>x>

montre que
log M(r) < rP‘W U+E"‘ï'î [s(r) —> 0 avec ;] -

On a donc
‘ a" | < eU(l-)‘+l(r) : ,.n avec U (,.): l‘Plr’.

Déterminons la valeur de r par la relation

(6) U<r)W=nlog x+—‘— ;

logU(,,.L>-

_ Vianlil vient alors

 
! 1<:— l+————— '' W logv<r——‘—>]Vlanl

U(r)<U …] 1+-.è— ,

v I au | log U <-—L_)\/lanl
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Oll

[ i+s’nu .

U(Î)<U<l——u_> ls’(n)—>oavecl -
vl anl . "

Ceci donne, en tenant compte de (6), l’inégalité
| [ 1+E'

n log [+ _—
<U<u—,—_)

-

[ log U(
‘ )] VI “nl

[t‘/i a,,l
 

et l’on en déduit que, à partir d’un certain indice no,

[ 1+n(nl
]

n<U<l_—./——> [n(n)—>o avec
—]-\' i ani It

On est ainsi conduit à énoncer la proposition :

I. Si p(r) est l’un des ordres de la fonction entièref(3) ayant (1)
pour développement de Taylor de sorte que, à partir d’une certaine
valeur ro,

(7) log M(r) < rP-”'['+E'r'l [e(r) —>o avec
%]

»

alors on a, a‘ partir d'un certain indice n.,,

+“…
(8)

n<U<-Æ;I—>1
“

[n(n)—>oavec à],
vla—nf

Où U(r) = rp(l'l_

26. Supposons maintenant qu’on ait une fonction entière f(z)
définie par son développement (1) et que la condition (8) soit vérifiée,
U(r) étant une fonction qui satisfait à la condition de la croissance
normale

- _r__ -1+E(r)

U[l + logU(r)]<U(') .

Si l’on désigne par cp(æ,) la fonction inverse de U, l’inégalité (8)
s’écrit

WÎ< [
' ,

œ(nm)
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et le terme général de (1) est en module plus petit que

[ml
Prenons comme relation entre r et n

 
(9) f=?(nïl_">,
de sorte que le terme du rang n de (1) soit plus petit que 1. Or le
terme maximum de (i) croît indéfiniment, donc on a certainement
(lo)

_

“(r) < n,

n étant lié à r par (9). Puisque, par hypothèse n < U(r)'”l, il vient
“(r) < U(r)‘“L

Alors, d’après lelemme, on obtient l’inégalité

U(r)‘“‘lo r !‘ ’+n_M(r’f)<Ael GIU[r+(l—T),)U(l')l+n]

Comme on constate que (1 — n)U(r)‘“°> logU(r), on en déduit

M(r, f) < eU(f'>'+‘(" [e(r) _» 0 avec ;] ,

et l’on peut énoncer la réciproque de l :

II. Étant donnée une fonction entière f(2) par son développe-
ment (1), si, à partir d’un certain indice n… l’inégalité (8) est vérifiée
et que U(r) est une fonctionsatisfaisant à la condition de la croissance
normale de Borel, alors, en posant U (r) : rPW on a, à partir d’une cer—

taine valeur r, l’inégalité(7).
Des résultats précédents, découlent les propositions suivantes :

I’ . Si p(r) désigne un ordre def(2) de sorte qu’en posant U(r): rw)
on ait, pour une suite de valeurs r,, croissant à l’infini
(7’) log;M(r,,)>U(r,,)”E (v=1, z, ...),
si petit que soit le nombre positif &, alors on a pour une suite infinie
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d 'indices n,,

(S’) n,,>U<IT'_)'”" (u:.,2,…)
Vlan—il
 

sipetit que soit n.
11’ . Étant donnée une fonctionentière f(z) parson développement(1),

si l’on a l’inégalité (8’) pour une suite infinie d’indices n,, si petit
soit—il ‘q et que U(r) satisfait àla condition dela croissance normale,
on a pour une suite rv croissant à 1'infini, l’inégalité (7’) sipetit soit—il E.

En effet, si l’on avait pour tout indice n > n°
1—71n<U ”, l

)\"llanl
si petit que soit 7}, on aurait, d’après la proposition ll,

  
log “(r) < U(r)”-WU+E\'”1< U(r)‘*£,

3 étant un nombre positif aussi petit qu’on veut, ce qui est en contra-
diction avec l’hypothèse. Donc la proposition I’ est prouvée.

Inversement, si l’on avait pour toute valeur r> r0
log M(r) < U(l')“s

si petit que soit a, on obtiendrait alors, d’après la proposition 1,

! vi—s, [i+mm] ! 1—8

Vl anl \\" l
a,,

l

8 étant un nombre positif arbitraire, ce qui contredit l’hypothèse,
et la proposition II’ se trouve démontrée.

27. Il y a intérêt de chercher la condition nécessaire et suffisante
que doivent remplir les coefficients de la série (1) pour que M(r) soit
à croissance regulière par rapport à l’un des ordres p(r) def(2) en ce
sens que, à partir d’une certaine valeur r,, on a

(I 1) log M(,-) > rpm) (1-5)

aussi bien que l’inégalité (7), de sorte qu’on puisse écrire

(12) log M(r): rPW U+Y'"1 [y(r) —> 0 avec ;] -
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Supposons que l’égalité (12) ait lieu pour r> ro, comme a fortiori

f —m(r")dr<U<r->wu U(r->=rw',
0

'ül(r) étant toujours le rang du terme maximum de (1), on aura,
d’après un calcul déjà fait plusieurs fois,
(13) fl(r)<U(r)”“h

D’autre part, on a, en suivant une méthode de M. Valiron [13, a,
p. 131] : 'll(")
(14) M<r><Aefo ?

'"a.+2<rwîzîl>"-
Or, d’après la proposition 1,

[ 1+5(l';
11 < U ( n—,—>

—

Vl an |

Si l’on prend comme valeur de n. la partie entière de

 
U

,- l+EII‘J

[I+—logU(r)] +].
on a pour n > n.  
par suite

Donc l’inégalité (14) donne
,— . 1+E(r) {lillr(_Ædr

M(l')<A[U<r+——IOÙUU)) +1]e‘° +2logU(r)
!’

"lin—)
——dl'<A[U(r)”°"”+1]e ° ' +2logU(r) [s’(r)—+oavecJ—_]»

où B, désignant une certaine constante,  1 (r)! (læ

(15) M(r)<BU(r)‘”'e£ '
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De cette inégalité, et de (1 1), on déduit

'
“lil (l'). |—ôU(,) <]; r dr

pour toutes les valeurs r>r0, 8 étant un nombre positif arbitraire.
Ceci donne encore

U(r)‘“ô< 121(r)logr

ou & étant un nombre positif arbitraire,
(16) “(r)> U(r)'—î.

Ainsi si l’on a (12) ou
- log,M(;-) _“” '.—…—,

on conclut de (13) et (16) que

. logîfl(r) __(18)
Il1=n; lW—l.

lnversement si (18) a lieu, on a ïl(r_‘)< U(r)‘““"’ et d’après un
calcul fait au paragraphe26,

1 _—l(")(19) .\l(r) <e“*"’
Et puis on sait que

"' ..f l(l)d
.Z‘(20) M(r) >e .,

Puisque ”(r) > U(r)‘”“ d’après (1 8), on a, en posant r.,= r — lÎgiÎô’
10% Mi”) >f U(æ)'_“ % >U(r.,)‘-“ log

r., [_ log U(r)
ou

A l' "“logM(;—)> —logU(r)U[r— l_ogU(r)] ,

A étant une constante.
Mais U(r) étant à croissance normale, on a vu au paragraphe 28

que
1' [r _

Œg-6—(Ï-)] > U(f)‘°“”.—
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donc l’inégalité précédente donne

(21) log M(r)>U(r)'-£.
On peut conclure alors de (19) et (21) que (18) entraîne (17). Ainsi

la condition nécessaireet suffisantepour qu’on ait (17) est que (18) ait
lieu.

'

Considéronsmaintenant l’inégalité (15). En posant
_‘

' um
,

LH“)
—t—- da.“

B U (,.)1+5 :: e ° '

on trouve '

’ \.Mr)<l‘_*læäfilf_) (n,_>oavec;)
1fl<£)logk

\

ou, en prenant le.: 1 + lo—OÈ-(T‘)’Ü

(1+m’)[lo,‘xU(r)l2 , ‘).(kl‘)<m (“f) —>0 avec ;)'
Si (18) a lieu, on a ä(r):U(r)'”‘"’ où o(r) —> 0 avec ;, donc

(r+n’)[logU(r)lï)\(l)< (l—n”)U(l‘)""° ,

le second membre tend vers zéro, r croissant indéfiniment,par suite il
en est de même de 7\(l‘) qui est positif, et l’on a

(1+Ïl/‘riäïdæ(22) M(r) < e ° .

En joignant cette inégalité à (20), on peut conclure que si (18) a
lieu, on a

11 (x)
——dæ[1+e(r)1fr æ

'

1(23) M(r)=e =£I(r)‘+5(f) [s(r)—>o avec ;],
fil(r) étant le module du terme maximum de la série (1).

On sait déjà que si la condition (17) a lieu, on a l’inégalité (8) à
partir d’un certain indice n., et l’inégalité (8') pour une suite infinie
d’indices. iMontrons que (S’) a lieu pour toutes les valeurs n> no
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telles que, pour une certaine valeur de r, n est le rang du terme
maximum.

Supposons que pour une su1te de tels n, on au

(24)
"<U(n—l—-)l_a,\Vlanl

a: étant un nombre positif fixe. D’après (23), on a pour les r corres—
pondants

1‘l(,.) < m<,—)I+S l‘!

et a fortiori
M(,.) < l:(l')l+sl"l,

F(r) désignant une fonction entière à coefficients positifs, pour
lesquels l’inégalité (24) a lieu pour tous les n > n… Mais alors d’après
le théorème II, on a pour certains r

_ U .(1-a)[x+ugr] U .1_8_M(,)<el’l ’<el’l ,

quelque petit que soit le nombre positif 8, donc on est conduit à une
contradiction avec l’hypothèse.

Ainsi l’inégalité (S’) a lieu pour tous les n considérés qui sont les
valeurs entières prises par “(r). Si nv et nv+, sont deux valeurs suc—

cessives prises par ”(r), on a

IL,: U(r)'*“", ”v+1= U(l‘)'+5'”“,

rétant la valeur de r pour laquelle Ïl(r) saute de la valeur m_ à la
valeur n…… Donc

lognv+l(25) lim =(.
»: … lognv
 

Par suite, pour que la condition (17) ait lieu, il est nécessaire que
l’inégalité (S’) ait lieu pour une suite de valeurs nv vérifiant la
condition (25).

Je vais démontrer que les conditions (8), (S’) et (25) sont aussi
suffisantes. On a tout d’abord, d’après le théorème II,
(26) log M ( r) < U (r)”‘"‘,

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. III, 1935. 38
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à partir d’une certaine valeur r… Puis (25) s’écrit

lognv+1=[I-+-Y(y)]lognv [y(v)—+o avecâ] 
et en établissant entre n, et rv la relation rv= : : ”Ç/ | uml, les inéga-
lités ( 8), (S’) donnent

nv<U(rv)î+nïw [n(v)—>o avec 5],
et, si petit que soit le nombre positif n,

'Ûv+1 > U("v+t)l—nv
on a donc

([ — n) logU(7‘…)< [[+ y…] [I+ ‘n(v)] logU(f'v),
d’où
(27) logU(rv+l) < [I + n’(V)J logU(m) [n’(v)—>o avec vl].

Maintenant si l'on suppose que rv<r<rv+,, on a, d’après le
théorème II’,

log M(r) > log M(rv) > U(m)‘“£.

En tenant compte de (27), il vient donc
1—E

log M(r) > U(rV+i )l+mv)> U (rv+1)l—ôa

8 étant un nombre positif arbitraire; par suite on a a fortiori
(28) logM(r)>U(r)‘“8
à partir d’une certaine valeur r() et si petit que soit 8.

Les inégalités (26), (28) prouvent que (17) a bien lieu et l’on peut
énoncer le théorème :

III. Soitf(z) une fonction entière d ’ordre infini définiepar un déve—
loppement de Taylor (I), pour que son module maximum M(r) soit à
croissance régulière par rapport à l’un de ses ordres p(r), il faut et il
suffit que si l’on pose U(r)=r…, l’inégalité (8) soit vérÿîe‘e à
partir d’un certain indice n0 et l’inégalité (8’ ) pour une suite d’in-
dices nv tels que

°. . . lognv+,
11m _:
v=n lognv
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II. — Fonctions holomorphes dans le cercle-unité.

28. MM. Borel, Valiron ont également étudié, au point de vue où
l’on se place ici, les séries entières à rayon de convergence fini
[2, c; 13, ci], je vais considérer le cas de l’ordre infini et étendre les
résultats précédents.

Soitf(z) une fonction holomorphe d’ordre infini définie par son
développement de Taylor
(l’) f(:)=a..+ap+...—+—a,,z"+.…,

le rayon de convergence étant supposé égal à 1. Commençons par
démontrer le lemme suivant :

LEMME Il. — Si le rang 91(r, f) du terme maximumde f(2) est plus
petit qu’une fonctionv(r), on a, en posant(1 ——r\”'= X et v(r): V(X),

(gg) M(r)<e2v’x,los[Ë(l_â)]gV[X+ ]+ X\f(X)+X+2 ,
\

(l — n) V ( .\ )

?, étant infinimentpetit positifpour X --> se.

Formons une autre fonction
(3’) F(z)=AÜ+A,:+...+A,,s”+.… (:\n>0)

admettant le même rayon de convergence, telle que

(30) “(X,j')gfil(X,I")Ë\'(X)<ËI(X,F)+I,
où l’on a posé 9‘L(r, g) ='äl(æ, g) et 9°((r, g) désigné le rang du
terme maximum de g(z). Par la considération des polygones d’Hada-
mard, on montre comme au paragraphe 26 que le module maximum
M(r, F) de Ftz) majore celui de f(z), M(r, f).

Si JR(r, F) désigne le module du terme maximum de F(z), on a
l’inégalité suivante due à M. Valiron [13, d] :

:"
(:«) M(r, F)<:m(r,

F)[91(r2
F>+x+ —'—r <r<r'<u»
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et l’on sait que

logûî‘t(r, F)=f äî’l’—Zdæ+ logûll(r… F).

Prenons
I —— I'’—— .'_"+ 1+3‘L(r, F)’

alors
logûlt(r, F)=fxx(æ

“(m’
-—Fl))dæ+logmt(ro,FF) (X0>1),

d’où

logJR(r, F) <ïl(X, F) llog(1 — %) —log<1— l\] + logâlt(r… F)
Xo/ <(1+s)tt(X, F)]ogX"° 1(‘_ %>..o— 1

Et puis, la quantité dans les crochets de (31) s’écrit

“! X X F X M X F+m32 + [I+ ( , )]+2

Donc, si x est assez grand, l’inégalité (4’) donne

logM(r, F)<zfl(X)log[xx__1(1__)]
X -

En tenant compte ile (30) et en se rappelant que M(r,f)gM(r, F),
on obtient (29).

29. On a encore ici
1

a,.
1
< M < e“‘”"“ : r”

en posant U(r)= ‘tL(X)= XP…, X= ——r-Mais pour que le cercle

unité soit le cercle de convergence de la série (1’), il faut supposer
qu’on ait Î1_Îfi 'ÇÎ|Ë,ÏÎ= 1.

Dans cËÎ;Ïfi suit, je considère uniquement les valeurs de |a,,| supé-
rieures à 1 .



LES roncrxous nnr1Ènns. 301

)
Établissons entre r et n la relation

” “" l+l°"U<V|a

_
’+logU

<V—…)_
V|a,.l+lo«U(,——‘—,)° V|m|

Vla"l
1+logU(-,,—£-—)- Vi“hi

En observant que la condition de la croissance normale s’écrit

  
(31) U(r)"“£=n10g  
il vient    

  1+rlogU(r)'
_ …”[1+10gU(r)

_

<U(I) ”’
on adonc

1+e’m) [(32) U(r)<U<,, > [E'(n)—>oavec—]—Viani ”
De (31) (32), on déduit

c/iani +IOgU(H’
I

>(33) nlog V\a,,|
  

[ 1+e"|n)

U<-,,—=> [S'(Il)-—>Ol.   [+ nogu(,,‘ V| «…
_ lani _

Mais
" [
Vla,.\+logU<n ) ,,

,,,, V|an| v a_|— ,   1+10«U(,,—‘_> 1+log«U(, '__"
V|an| .V|a,|

et la fonction f(x) étant d’ordre infini, on a

_——>oo si n—->co;U<Î—i—anl):l _
—\'I| au |

 
donc l’inégalité (33) s’écrit

(34) n<u(_‘_)”’“"’ [fl(R)—>oavec%]«!
Vi ani
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50. Supposons inversement que l’inégalité (34) ait lieu pour les
valeurs la,, ] > 1 . Désignons par cp(æ) la fonction inverse de U et pre—
nons comme relation entre r et n

1

(35) r=<p<nm),
et l’on voit comme dans le cas des fonctions entières que
(36) Ûl(r) < n,

.‘Il(n) étant le rang du terme maximum de (I’) et n étant lié à r
par (35). Alors (34), (35) et (36) donnent

fll(r)<U(r)*+fl=%(X)'+ïflxl [r,(X)—>o avec %]
D’après le lemme II, on obtient

(37) logM(r)<U(r)”°‘“ [e(r)—>o avec 1—— 1].

Par le même raisonnement que pour les fonctions entières, on
prouve que des résultats précédents, découlent les suivants.:

Si l’on a pour une suite infinie de valeurs r,,
(37I) logM(m)>U(r,)'—s (”=‘,27---)
si petit que soit a, alors en considérant les

valeurs la | > 1, on a pour
une suite infinie d’indices

(34') n,>U(;hl;—\)'_’ (v=1,2,….)

si petit que soit 7].
Inversement, si l’inégalité ( 34’) a lieu pour une suite infinie d’in—

dices n,, et pour les valeurs la,. | > 1 si petit soit—il n, et que U(r) est
une fonction satisfaisant à la condition de la croissance normale, on a
pour une suite infinie de valeurs r,, l’inégalité (37’)4si petit soit-il &.

Donc on aboutit aux théorèmes suivants :

IV. Soitf(z) une fonction holomorphe d’ordre infini définiepar son
développement(I’) dont le rayon de convergence est supposé égal à 1 ;

ri [ (l—l—r)est l'un des ordres de f(z), on a, à partir d’un certain



us roncnous ENTIÈRES. 303
indice no, l’inégalité   

1+nm)
(34) n<U(c/|%_‘) Haul>l, n(n)—>o pour n—>œ],

où U(r): XP…, X =
[ i r, et pour une suite infinie d’indices In,,

1—11(34') nv>U<Ê—l) (la,,l>1, v=.,2,…)

sipetit que soit le nombrepositif Y] .

V. Si l‘on a, en considérant les valeurs
[
a,,

[ > 1, l’inégalité (34) a‘

partir d’un indice nv et l’inégalité (34') pour une suite infinie d‘in-
dices m, la fonction U(r) étant égale à une certaine fonction U(X) a‘

. I . , .
crmssance normale (X = —— ), alors la fonction p<—‘——> definzeparl —- I' l — "

U(;—)=Xp<X) avec X: _‘_
l — l'

est un des ordres def(5)
51 . Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que M(r) soit à croissance régulière par rapport à l’un des ordres ç<l _‘_r)

def(2)
Supposons qu’on ait, en posant U(r) = (1 — 7°)_P(‘_l'-‘),

(38) logM(r)_—_U(r)ww [y(r)—>o avec l—l‘].
Si 9‘L(r) est le rang du terme maximum de la série (I’), on trouve

d’abord, comme dans le cas des fonctions entières,

(39)
‘

m<r> < …,)……_

D’autre part, on &

f'.‘7_l(_x)_(,æ
°°

. __(A0) M(r)<Ae ° "" n,+2(r'«a…)"
et   (41)

<U<n
]

)i+e."
Vlanl
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Si l’on prend comme n, la partie entière de

I - I'lO°U . ' 1+e(r)"“ b (’) + [,
l + log U(r)

on a pour n> n.   r+rlogU(r)< 1

1 + logU(r) "‘/laul
’

donc
°°

_n'—n
°° I'+l'lOgU(l‘)-" 1 2 a 1 _2<' V|a,,|) <2 l_1+rlogU(r)J <

1—
r+rlogU(r) < |—/'lobl”(')'
1 + rlogU(r)

Par conséquent, l’inégalité (40) donne
91_

' (œ)

_
1 + r log U(r) ”E'”

}
f» _r 2 (__

IW(I)<A;U[TlOgÎJ—(r—)] +I'e .+I_rlo__U(r)
   fr-‘2Ëdæ _ 2<A[U(r)'*”’+u]e ° “r + I_)_logU(r) (s’—+0 avec 1—1“),

ce qui s’écrit encore
fr£L(._r)dæ(42) M(r)<BU(r)‘”’e ° m

.

De cette inégalité et de (38), on déduit

U(r)"‘ô<[ 9t_(æ_) pour r> r…
l 0

x

8 étant un nombre positif arbitraire. Ceci donne

31(r) > U(l‘)‘"Ê

quelque petit que soit le nombre positif &.

Ainsi on établit que
._

log= M(r) __““””
£‘.l.‘ï WT*‘

entraîne
log Œ(r) _
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Inversementsi (44) a lieu, on a d’après un résultat du paragraphe30
(45) log M(r) <U(r)‘+EW.

Et puis on sait qu’on a

(46) log M(r)>j  '
9‘L(æ)dx;

«:

il vient, en tenant compte de 9‘L(r) > U(r)"“ déduit de (44),
r 1_‘

log M(r) >f -Ë(—'Ï—Tdx
0

ou, en prenant comme variable X = 1 : (1 — r),

‘Lt(X)‘—|)"dM(l‘)>fxr—X(X—

où ‘LL(X) = U(r). Si l’on pose X,: X — X . .mon a af0rttorz

x‘u(X)'—'fl
X(X—l)

Xn(X _ ')logM(r)> m.Xo

dX > ‘1L(X0)‘—Vl log ] °° _— = l
0— _.L__ .

°“X…—n '°°l‘+ (X—r)log%(X>—Xl >l°"l‘+ X log…X)l

Donc on a, en désignant par A une certaine constante,

! M- __A u X —-———X l_n
0" (’)>Xlog‘u(X) [ _log‘u(X)]

et l’on en déduit que, ‘LL(X) étant à croissance normale,
(47) log M(r)>‘l.L(X)‘-£=U(r)'*€

si petit que soit &.

On peut conclure ainsi comme dans le cas des fonctions entières
que (44) entraîne (43).

Prenons l’inégalité (42). En posant

BU(r)’+e’=
eNr>f Ïäf—)dæ

0

Journ. de Math., tome XIV. — Faso. III, 1935. 39
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etk ,.‘(X)=)(1), X=I—_——r, on trouve

(1+n’)X[log‘lt(X) + 1] log‘tt(X)
<r—n”>1fl(X>_

<(1 + 11’)X[log‘lt(X) +11]log‘tt(X)
(I—fl")‘lL(X)‘+ŒX?

A,<  
où n', n” et (: tendent vers zéro, X croissant indéfiniment. On voit que
X, (X) —> 0 pour X —> o, par suite

(48) logM(r)<(1+l)frÛ-%@-dæ

On peut conclure de (46), (48) que si (44) a lieu, on a

(49) logM(r)=[1+e(r)]fPÛ—ï—ældæ=011(r)'+5W (e—>o avec 1—r),

311(r) étant le module du terme maximum de (l’).
La condition (43) étant vérifiée, l’inégalité (34) a lieu à partir d’un

certain indicen0 et l’inégalité (34’), pour une suite infinie d’indices n,.
On démontre de la même façon que dans le cas des fonctions

entières que (34’) a lieu pour toutes les valeurs n> n, telles que pour
une certaine valeur de r, n soit le rang du terme maximum, et puis,
que si nv et n…, sont deux valeurs successives prises par 9‘L(r), on
a (25).

Donc pour que (43) ait lieu, il est nécessaire que (34’) ait lieu pour
une suite de valeurs nv vérifiant (25).

La méthode utilisée dans le cas des fonctions entières permet d’éta—

blir que (34), (34’) et (25) forment une condition suffisantepour que
(43) ait lieu.

Ainsi on a le théorème :

VI. Soitf(z) une fonction holomorphe d’ordre infini qui est définie
par une série entière (l’ ) ayant 1 comme rayon de convergence et qui a {: (1 i f) pour l’un des ordres;pour que son module maæimum M(r)soit

à croissance régulière par rapport à p (3%;) , r tendant vers 1 , il faut
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et il suffit que en posant U(r)=< ’

)
(

et en considérant[ — l'
les valeurs id,.

] > 1 , on ait l’inégalité (34) à partir d’un certain
indice n0 et l’inégalité (34’) pour une suite d’indices n,, tels que

li lognv+, _
v=.. logn,
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