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Sur les solutions quadratiques de l'équation harmonique (A,,);

Pan M. A. Tu. MASLOFF.

1. Les systémes de solutions quadratiques de ’équation

20 6 2
(As,) mz[_(tt—v)2+(ll'+v)2:|e

sont donnés par M. Gambier dans un Mémoire inséré au Journal de
Mathématiques, t. 1X, 1930, p. 333-361. M. Gambier a obtenu ces
solutions en considérant comme plus que vraisemblable que la condi-
tion fondamentale

s ()~
| "\« u |\ v [
est nécessaire ('). Dans la Note présente je donne la démonstration

de lanécessité de cette condition. Soient0,(: =1, ..., n)les solutions
quadratiques de ’équation (A; ,) :

2 =U(u)+V(v).
On sait que I’équation (A,,,) est transformée de I’équation

03 2

(E) duov (u-—v)gz

par la solution particuliére w = (u — ¢)*(z+¢) (la transformation

() Gausigr, loc. cit., p. 340.
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de Moutard); soient z,({ =1, ..., n) les solutions de cette équa-
tion (E,) qui se transforment en 6,(¢/=1, ..., n). D’aprés mon
théoréme (Recueil Math. de la Soc. Math. de Moscou, t. XXXII, 1925,

p. 576), I'expression
1

CEDETED R

1

est la solution de (E,), d’ou
257=U+V —2[¢, () = ¢ (9)] (& — ¢*) 4+ (0, + ¢4) (& —- v)* (e 4 ¢).
Désignons par y; (i =1, ..., n) les solutions de ’équation

oy
dudy

=0

qui se transforment (') en z,(:=1, ..., n) par la solution u—¢.
D’aprés mon résultat (loc. cit., p. 575), 'expression

I

(27 - 337)

u—v

doit satisfaire nécessairement a la condition

2 a?
u - v dudy

0? 1 . .
m[— (2yi— Z»f)]_—

u—v
En intégrant nous obtenons

2y}=2s}+(u—v)[2u0(¢) — 93)
+ 209, —2u@,+ 3v2¢, — Jurgy+ A(u)+ p(0)].

Dans cette équation remplagons chaque fonction y; par son expres-

sion
yi= U (u)+ Voi(v),

et dérivons en u, puis en ¢; nous obtenons

UG Vyi=-—-6ve]— 6ugy 32Uy Voi=—6vel®— 69y,
2UGVei=— 67— 6ugl,  2UGVei=—69¢{" — 605",

() Darsoux, Théorie des surfaces, 2° éd., t. 2, p. 171,
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d’ol nécessairement
2(uUs — Ug) (¢ Vg — Vi=0 ().
On pose, d’aprés M. Gambier,

sI=u;+ v, — M’;
u—vy
d’aprés les propriétés de la transformation de Moutard nous avons

Uy= — u Vo= ¢i.

D’autre part, nous avons (d’aprés les notations de M. Gambier)
(lU" dV,

_ T — . V7
u;— -‘H—U” |4 = d—v_V,-.

En remplacant dans la formule (') nous obtenons la condition de
M. Gambier I = o.

2. Considérons plus généralement I’équation de Darboux ()

0?60 a2dlog[(u— v)w]

(D) dudv du dv 9,

ol w est la solution la plus générale de I'équation (E,),

2( —
w=o + B — —(u— f);
I’équation (A, ,) est le cas particulier de I’équation (D) obtenu
o
=
Nous obtiendrons, si o< o, 3”54 o, par les mémes considérations
la condition fondamentale

2o (@) = () He () - () | =

pour les fonctions U;, V,(i=1, ..., n) qui entrent dans les expres-

ub
poura__;-et{3=

(') Gameier, loc. cit., p. 340.
(*) Darsoux. loc. cit., p. 172.
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sions des solutions quadratiques

6_(U})’ v;>' 2U; dlog[w(u- ¢)]
= (2 _2lidloglalu- @)

a”)  B" a” dv
V, dlog — .
| + %,7 —W + %(U,— Vi) (i=1, ..., n)

de I’équation (D).
Si «”5£ 0, 3" =0, la condition prend une forme plus simple, et se
réduit a
2(«"Ug; Voi — a?Uy; Vo) =0

/1!

pour les fonctions Uy, V5 enfin, si «”=o0, #”=o0 la condition

recherchée se réduit a
20, Voi=o,

9

ce qui est évident a priori, car (D) devient simplement 57— =0 et

b z ’ '
I'on a posé 6,=U;,+ V..



