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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur des courbes fermées analogues aux courbes

de M. Birkhoff ;

Par M Marie CHARPENTIER.

M. Birkhoff (*) définit ses courbes fermées (*) remarquables comme
des ensembles invariants par de certaines transformations analytiques
qui leur sont associées.

Rappelons les principales propriétés topologiques de telles courbes
ou courbes C :

1° C est une courbe fermée;

2° C est invariante par une certaine transformation (analytique)
topologique T.;

3° C est enroulée versla gauche parrapport a 'extérieur et enroulée
vers la gauche par rapport & l'intérieur, ou en explicitant : Tout point

(") Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LX, fasc. 1-ll, p. 1.

(%) Courbe fermée au sens de Schoenflies, c’est-a-dire frontiére commune a
deux domaines dont la somme est égale & la totalité du plan. Voir Kerexsarto,
Vorlesungen iiber Topologie, p. go.

Journ. de Math., tome X1V. — Fasc. 1, 1935. I



2 MARIE CHARPENTIER.,

extérieur & C est accessible de 1'infini (ou d’un point d'un cercle exté-
rieur & C, contenant € & son intérieur) par un arc simple réguliérement
tourné a gauche c’est-a-dire dont la tangente falt en tout point P un

angle positif (') avec la direction radiale PO dirigée vers O. Cet
angle positif est alors compté a gauche de la dlrectlon radiale par un
observateur placé en P qui serait tourné vers O.

De méme tout point intérieur & C est accessible par un arc simple

réguliérement tourné 4 gauche par rapport a la direction radiale OPp.
4° Tout point radialement accessible (*) est transformé en un point
radialement accessible par T;'.

5° T.laisseinvariant I’ensemble des points accessibles de I'intérieur,
dont la transformation est douée d’un certain coefficient (*) de rota-
tion 7; tandis que 'ensemble des points accessibles de I'extérieur est
invariant avec un coefficient de rotation ~,.

On peut choisir T, de sorte que =, et =; soient de signes différents.

6° Il n’existe sur € aucun point accessible a la fois de 'intérieur et
de 'extérieur.

Cette derniére propriété est une conséquence immeédiate de la pro-
priété précédente 5°.

Le but de ce mémoire est de donner un exemple d’une courbe
jouissant d’un certain nombre de propriétés analogues. Ceci est
d’autant plus utile que M. Birkhoff pour définir la transformation T,
utilise effectivement un anneau d’instabilité de la dynamique.

Or il a bien prouvé I'existence de tels anneaux dans un cas particu-
lier, mais sans déterminer les courbes frontiéres que l'on doit supposer
connues pour définir T.. 1] est donc intéressant de pouvoir donner un
exemple, qui, d’ailleurs est peut-étre profondément différent des
courbes C, mais qui rend en quelque sorte intuitive la possibilité
d’existence de propriétés aussi étranges que celles appartenant aux
courbes C, en particulier 5°.

() Cet angle est méme uniformement > > o pour tout I'arc simple, sauf
peut-étre a son extrémité,

(*) Accessible de l'origine O par un rayon OP suivant la terminologie de
M. Birkhoff.

(*) H. Poixcarg, Journal de Math., 1885, p. 228 et G. D. Birknorr, loc. cit.
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I. — Construction de la courbe.

Nous allons donc construire une courbe douée des propriétés
suivantes :

1° Propriété d’étre enroulée & gauche par rapport & U'intérieur et par
rapport a Uextérieur.

2° Ingariance par une transformation topologique qui avance en des
sens opposés les points accessibles de I'intérieur et les poinis accessibles de
Uextérieur. Nous obtiendrons cette courbe € comme le résidu d'un
anneau auquel nous enléverons une suite infinie de régions partielles
unies a la région intérieure, et une suite infinie de régions partielles
unies a la région extérieure.

Soit un anneau borné par deux cercles concentriques C, et C,
(C, intérieur a C,).

1° LA TRANSFORMATION DES BORDS DE L'ANNEAU. — Je rappellerai d’abord
la notion du coefficient de rotation telle qu’elle a été étendue par
M. Birkhoff (loc. cit.).

Soit un cercle sur lequel chaque point est défini par une coordonnée
angulaire 0, une transformation topologique du cercle en lui-méme

sera définie par la relation
01 :f( 6 )

f continue, périodique de période 2% en 6.
En appelant a, et b, le maximum et le minimum de 6,— 9 pour

ek:fk(6)7

r<Oi—O0<a
et, comme |a;,— b;| < 2,

on a

. B-0
lim Pre

R

= sera appelé le coefficient de rotation de la transformation du cercle.
Cette définition est due & Poincaré.

Sil’on considére maintenant une courbe fermée, son intérieur peut
étre représenté d’apreés les résultats de M. Carathéodory (*) surl'inté-

(') Math. Annalen, Bd. T3, p. 325.
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rieur d’un cercle par une représentation conforme telle que, a chaque
point du cercle corresponde un point ou un bout premier de la courbe.
Ainsi 4 une transformation topologique T de la courbe correspond
une transformation topologique ¢:0,= f(0) du cercle douée d'un
certain coefficient de rotation 7; qui sera appelé le coefficient de rota-
tion de la courbe par rapport & I'intérieur. On définit de méme le
coefficient de rotation <, de la courbe par rapport a I'extérieur en
représentant conformément I’extérieur de la courbe sur un cercle. De
plus M. Birkhoff a montré que lorsqu’un point radialement accessible
reste toujours radialement accessible par itération de T, le coefficient
de rotation de T sur € peut étre défini directement pour la suite des

images de ce point et I'on a
U, — 0
amn

Ainsi nous commencerons par définir sur les bords de 'anneau un
certain ensemble de points radialement accessibles qui appartiendront
tous plus tard a la courbe, qui restera invariant par T; par consé-
quent le coefficient de rotation défini sur le bord intérieur de I'anneau
sera le coefficient de rotation de la courbe par rapport a I'intérieur et
le coefficient de rotation défini sur le bord extérieur de I'anneau sera
le coefficient de rotation de la courbe par rapport a I'extérieur.

Nous pouvons définir sur C, (de longueur 27, par exemple), une
transformation topologique ¢,, douée d’un coefficient de rotation
arbitraire 1, telle que, un ensemble parfait P, de mesure b, de C,,
reste invariant et que, étant donné un intervalle quelconque I contigu
a P, tout autre intervalle contigu 4 P soit le transformé de I par une
puissance convenable, positive ou négative, de z,.

Soit I un cercle de longueur a = 27 — b surlequel nous définissons
une transformation ¢ : 8, =0 4 <, a, =, incommensurable.

Nous choisissons d’autre part une suite de longueurs

e A O £ 7% PR 7% PR 7 PR

+
Dl =0

Soit un Jpoint A, sur C,, nous le choisissons comme origine de I'in-

telle que
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tervalle 7,(A,B,) de longueur |/, | et nous faisons correspondre 4 A, B,
de C,, un point a, deT.

Nous pouvons maintenant établir une correspondance continue
de C, aT telle que, a tout point de C, corresponde un point de I' et &
un point de I' corresponde un point ou un intervalle de C,. A tout
point p de T, qui est donné par 0 =a,+ k=, a, correspond sur C,
I'intervalle i_,;. .

Soit un point p de I', point qui n’est pas donné par 6, =0+ k7, a
(k entier). A p correspond un point P de C, tel que

o
AP=aqayp -+ Z iﬂ.i_

les k; sont choisis de fagon & prendre toutes les valeurs satisfaisant a

la<<—kitja<<aep -+ la,

[ étant un entier quelconque.
Soit ¢ la transformation de I', 6, =6+ <, et T la transformation

deT en C, on définit
t,=T¢T~

pour tous les points o T est définie, c’est-a-dire pour les points P de
I'espéce ci-dessus. Mais il est facile de prolonger ¢, sur les intervalles
correspondant aux pointsde I'; §, = 0 == kx, a, k entier quelconque ; en
effet, il est d’abord évident que ¢, fera comprendre i, _, & &, pour
définir complétement ¢, il suffit de faire correspondre les extré-
mités Ay, et Ay, B, et B, et les points intermédiaires se corres-
pondront de fagon que
A‘zk,-—z p‘zki—z . longizk;—e
Azl.'l- P‘zk‘- - lODgfex-, ’

¢, est ainsi une transformation topologique de C, en lui-méme jouissant
des propriétés indiquées; en effet I'ordre des points est le méme sur I’
et sur C,, donc le coefficient de rotation sur C,, est encore 1, et il
existe un ensemble parfait invariant dont tous les contigus sont les
transformés de I'un quelconque d’entre eux par les puissances de ¢,.

Nous définissons sur C, une transformation analogue & 1'aide du
coefficient de rotation =, et de la suite d'intervalles ..., i_,, i_,,
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iy U3y ... tels que

+ »
[l .
z ] [Py 7Y l =d.

. —»

L’ensemble parfait de C, qui reste invariant est de mesurec =27 —d.

Nous choisissons pour <,, et 7, des nombres irrationnels, racines
d’équations du second degré a coefficients rationnels, donc dévelop-
pables en fractions continues périodiques et satisfaisant de plus aux
inégalités

Ity |+ T >0, [t — 1| <am.

2° CONSTRUCTION DES REGIONS PARTIELLES. — Dans ce qui suit nous sup-
posons I’anneau développé suivant le rectangle (0,0;0,1; 27, 15 27;0)
du plan des coordonnéesr, 8, dont les cotés droit et gauche sont con-
sidérés comme identiques. La grande planche montre les premiéres
régions construites (').

C, devient la droite y =1 et C, la droite y = o, tandis que le
domaine intérieur I est donné par y >1 et le domaine extérieur E

par y <o.
a. Nous prolongeons la région intérieure I, par une région r, cons-

truite sur ¢,; r, se compose principalement d'une bande de largeur %

20+ 1
Cette bande est unie & i, par un rectangle de base 7,, et s’arréte a
une droite issue de 7, qui fait un certain angle « avec la verticale Oy.
La frontiére de r, est bien enroulée vers la gauche puisque tout
point intérieur est accessible par une courbe tournée a gauche (d’un

angle ™ o mais non > d > o).

b. Nous prolongeons maintenant E par une région r, construite

(ou en général — ) située au milieu du rectangle ABCD ( fig. 1).

sur 7, ; r, se compose principalement de deux bandes de largeur %l;’

(*) 1l faut noter que les proportions ne sont pas, en général, conservées dans
les figures du texte. Sur la grande planche, on a donné (pour plus de clarté)
aux angles a et (3, une valeur bien supérieure a celle qu'ils doivent avoir en
réalité, pour satisfaire 4 la condition (A) (voir 4° et 5°).
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. ’ L3 & 3 4 b | .
situées au milieu des bandes o, =; 5* . 1. La premiére s’arréte d’un

cOté 4 un rectangle de base 7,, de l'autre, & une ligne droite issue
de 7, faisant un angle 3 avec la verticale. La seconde est limitée par
les deux droites issues de 7, faisant un angle « avec la verticale. Ces

Fig. r.

A D

deux parties, I'une qui entoure C,, I'autre qui entoure C, sont unies
par un rectangle qui passe entre ’extrémité et le début de r, et occupe
le 7 de I'espace qui reste la (fig. 11), r, est encore tourné a gauche
comme on le voit facilement.

Nous appellerons les lignes considérées ci-dessus issues de 7, i, et
les lignes analogues, des diagonales.

Fig.

Soient par exemple, AI, Ba, ES, ... dans la figure 2.
D’une diagonale & I'autre les r, sont en ligne droite.
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b. Nous prolongeons aussi E & travers ¢_, par un rectangle _, de
base 7_, de hauteur C—'(%)
/

c. Nous prolongeons I & travers 7., par r.,, r,, se compose :

1° D’une bande entourant C,, limitée au rectangle de base .., et

aux diagonales issues de 7, i,,.

2° D’une bande entourant C, et limitée aux diagonales issues
de ., 7.

Le reste de r,, entoure r, et r_,.
On voit que la partie de ., qui entoure C, se détache de la partie
de ., qui entoure r, et ceci entre les extrémités de ., ,. Ceci sera vrai

pour tout r, puisque celui-ci sera précédé par r,_, et r,_,.

3 .
c. 7, est un rectangle de base 7_, de hauteur g(%) ; puis nous

prolongerons de méme E par r,, et r_, a travers les intervalles i,
et iy, Iparr,,etr, etc.

3° LEs REGIONS SITUEES ENTRE LES DIAGONALES. — Pour bien saisir la
formation des r,, nous procéderons de la fagon suivante :
Nous construirons dans !’anneau bordé par C, et C, un anneau

7 3 I , .
médian &, de largeur > cet anneau a pour complémentaire deux

anneaux, I'un bordé par C, 'autre par C, : construire r,, revient &
couper le premier de ces anneaux par une région issue de 7, donc
de C, et allant & @, ce qui le change en une région simplement

)

connexe puis a couper &, de B, & «, par une région n'appartenant
plus & la région intérieure, on voit ainsi aisément que ce qui reste de
I’anneau aprés que l'on a enlevé r, est encore un anneau de lar-

geurg et prolongé par une région simplement connexe atravers 3,,.

Pour construire r, nous construisons dans cette région restante g,
une région @, en occupant le %, ce sera un anneau prolongé a tra-
vers (3, «, par une région simplement connexe et son complémentaire

par rapport a p, est formé de deux anneaux de largeur (g)0 Pour
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construire 7, nous coupons celui de ces anneaux qui est bordé par C,
par une région allant de 7, (de C,) & @,, ce qui le transforme en une
région simplement connexe, puis nous coupons &, de H, 4 A, par
une région qui unit cette région simplement connexe a I'anneau bordé

. . 3
par C,. La région qui reste est donc encore un anneau de largeur (g)

prolongé par une région simplement connexe & travers H,A,, un
anneau médian @, aura encore deux anneaux complémentaires qui
s’unissent par la transformation de @, en r, etc.

On voit sans peine que 7, a pour frontiére deux courbes paral-
léles qui ne peuvent bifurquer qu’a I'unique endroit ou se rattache
la région simplement connexe considérée ci-dessus c’est-a-dire en
H,_,A,_, si nest pair, 3,_,«,_, si n est impair.

Appelons région #¢, une région bordée par les i_,, ..., 7, les
diagonales issues de ces intervalles et limitées a r, et les bords supé-
rieur et inférieur de 7,, situés entre les points extrémités de ces diago-
nales; d’aprés ce qui a été dit ci-dessus les 7, ont pour frontiéres des
courbes (méme des lignes brisées) paralléles & I'intérieur de ¢, il n'y
a dans J¢, aucun point de bifurcation des r,., pour > 1.

Il nous sera donc possible de construire toutes les parties de 7.,

(k>1) a l'intérieur de &¢, alors queles ., ..., r, sont construits,
c’est-a-dire que tousles r,,,, peuvent étre supposés construits dans #¢,,

n+k
car un r,.,, ne se compose que de bandes de largeur = (g) sauf natu-
/
rellement dans les parties verticales ou cette région devient de
3\ n+k .
largeur :—<—7-> tanga (ou tangf suivant le cas).
7

Journ. de Math., tome X1V, — Fasc. [, 1935. 2
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Cependant pour que ceci soit exact nous avons supposé que les
diagonales ne se coupaient pas, en effet dans ce dernier cas il se
pourrait qu’un 7, se termine dans &, ou méme qu'une région issue
de 7,.. rencontre une diagonale avant de rencontrer @, ,, ce qui ne
nous permettrait pas plus tard de montrer que les r, sont tournés a
gauche; il s’agira donc de choisir les angles « et 3 de fagon que les
extrémités des r,., solient assurées d’étre extérieures a (. Moyennant
quoi il vient :

On peut construire une région r, st l’'on a construit r
et st I’on connait les angles a et 3.

0y e ’II*|, ,‘—H+|

Mais la construction est-elle toujours possible, quel que soit ?

4° CHOIX DES ANGLES & ET 3 POSSIBILITE DE LA CONSTRUCTION. — D’aprés les
remarques précédentes la construction sera possible, si les droites que
nous appellerons toujours maintenant des diagonales ne se coupent

pas (fig. 4).

Fig. 4.

D’aprés ce que nous avons vu, les diagonales issues des inter-
valles 7, et i_, sont prolongées jusqu’a r, ou r,_,; comme nous le
verrons ultérieurement il est méme nécessaire de les prolonger
jusqu'a r,_,. .

- La condition suffisante pour que le probléme soit possible est donc

Fig. 5.
A

———
——

L AR NN .
777177 '/lli”"
r
r

que les diagonales soit prolongées sans se rencontrer jusqu’a r,_,. Pour
cela, il suffit que leurs projections sur C,, par exemple, n'empiétent
pas. Soit A la distance de ¢, & I'un quelconque 7, des intervalles déja
construits ( fig. 5)

Lopntay, lontsy -y In—sy  ln—ae
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Les diagonales issues de ¢, sont prolongées jusqu’a r,_., c’est-a-dire
n—3 . .
sur une hauteur (%)' . I1'y a donc lieu de ne tenir compte que des

projections des parties des diagonales déja construites situées au
dessousde r,_,,
e e e 3 ., . n—3
La projection d'une partie ainsi déterminée sera égale a ( g) tanga.

Par conséquent la condition ci-dessus revient 4 exprimer que

. 3 n—3
L >0 (;) tanga

ou

L /7\"3,. . -
(A) ‘ tanga < —{ ¢ lim. inf. des A.
5° CALCUL DES DISTANCES DES INTERVALLES. — Une limite inférieure

des A est donnée par la distance p. des points correspondants sur I’
aux intervalles considérés sur C, (voir 1°).

La distance p; de deux points de I', a;, a; transformés I'un de
l’autre par ¢" sera donnée par

B — e —p—m |z — P ;
o —mn p_m[r. m] (p entier)

naturellement y.; est pris en valeur absolue.
Si 7, est incommensurable, on peut le développer en fraction con-

tinue illimitée, alors i’- est une fraction ordinaire qui ne peut appro-

cher 7, plus qu'une redulte Q que si m > Q;; on a donc

<t

(1) —Z|  pourmgQs

i
i

donc, si I'on prend Q;2m, I'inégalité (1) sera certainement satisfaite.
D’aprés la théorie des fractions continues on a

Ty —

fil -1 .
Qi 7 2Qu(Qiry) -
Or Qn+l = Qqpy Qn+ Qn—-| .

Prenons pour 7, une irrationnelle du second degré, les a; ont un
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maximum, soit A ce maximum augmenté de 1. On a

Qn+| < AQ" ou () = /\(\)u;

A+

donc
(2)

pour tout Q;2m.
Or comme % < A, on a certainement un Q; satisfaisant a

P;
o= Ll> |-

m ),

N

I 1 1

Am=Q,=m’

HA
VAN

m<Q;<Am ou

on peut donc remplacer dans I'inégalité (2) Q—' par ;"I—A; d’ott

p I
n—Ll> .
Yom| T 2 A m

m

Il nous suffit de prendre la limite inférieure de ;ll donc la limite
supérieure de m pour que ceci reste vrai pour tout m.

Ainsi nous prenons pour m, n pour les intervalles i_,,, i_,.s, . . ., T4,
puisque i_,=17(1,).

On a donc

a
73 2_'_'
Puz 58550

d’ou la condition (A) peut s’écrire

n—3 a
) Ain

tane a (3\* [(7\"1
an§d<m ;)L—)’ I—l’

ce qui sera certainement satisfait si I'on choisit uniformément

[SSIRN |

I
t 4%
ango << 4<
ou

tang ot << £ (g)
g 4A:; 7

On a une condition analogue pour tangf.

6° Dernition pE LA course C. — Considérons 1’ensemble E des
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frontiéres des r,(n pair et variant de — o a 4 ), E' 'ensemble des
points limités de E. '

E + E'=E un ensemble fermé.
Appelons R; le domaine intérieur I augmenté des domaines ouverts
r, (n pair), R; est évidemment un domaine.

Tout point de E est pornt limite de R,.

C’est évident par définition mais si I'on appelle R, le domaine exté-
rieur E augmenté des domaines ouverts r, (n impair), on voit que

Tout point de E est point limite de R..

En effet soit K 1'ensemble des points limites de r, (z impair) un point

Fig. 6.

///////Z%
7N
.

quelconque de E est évidemment point limite de R. puisque point
limite de la suite des r, (n impair), donc

Kk DE
et par conséquent puisque K est fermé
KDE C. Q. F. D.

Mais on voit par un raisonnement analogue que les frontiéres des
r, (n impair) et leurs points limites appartiennent aussi a E.

I’ensemble E est de mesure superficielle nulle.

En effet, considérons une partie de I'anneau qui ne touche pas les
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bords, on peut la décomposer en un certain nombre de trapézes situés
entre deux régions rr;(!> k par exemple) et deux diagonales. Soit la
hauteur % de ce trapéze ( fig. 6), l'intervalle enlevé de A & 1'opération

suivante sera h-;, a I'étape suivante h-%--;-; d’oti la longueur de A

appartenant 2 R+ R,

/,[.l. + 9.1_ +(§>-l +4-. ,.:I:h;
7 77 7/ 7
donc E est sur / de mesure linéaire nulle. Il en résulte que E est de
mesure superficielle nulle dans le trapéze.
Avec plus de précision, si I'on considére la région r, comme des-

sinée, on détermine la région #¢, intérieure & ’anneau et intérieure aux
bords inférieur et supérieur de r, et aux diagonales issues des inter-

vallesi_,, ..., i (fig. 7).
i Fig. ;.

SN N[\ 745 W A W A

z

3

D’aprés ce qui précéde ’ensemble E est entiérement déterminé
dans #€, et de mesure nulle dans #¢,.

De méme E sera déterminé dans J¢,., et donc de mesure nulle
dans &, ,— 9¢,.

Ona

E=E x #,+ E X (8ny— #) + E X (s — Hpyy) +...+ Cl + C2,,

C! et C? sont les ensembles parfaits invariants de C, et C,.

Chaque ensemble du second membre est de mesure superficielle
nulle, donc E étant la réunion d’une infinité dénombrable d’ensembles
de mesure nulle est de mesure nulle.

Donc
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E est un ensemble fermé de mesure nulle séparant le plan en deux

régions, chacun de ses points est point limite des deux régions, E est
donc une courbe fermée au sens de Schonflies, soit C.

7° € EST ROULEE A GAUCHE. — Par définition tout point intérieur & C
ou bien appartient & I ou bien appartient 4 une r, (n pair).

Il est évident que tout point de I est accessible par une courbe
tournée & gauche, en est-il de méme de tout point de »,?

Lewve. — St la frontiére der, est une courbe non tournée a droite, tout
point de r, est accessible par une courbe non tournée a droite.

Soit P un point intérieur 4 r, menons le rayon OP ( fig. 8), soit Q

Fig. 8,

/R
p

0

le premier point de rencontre de OP avec la frontiére de r,, on peut
évidemment tracer un arc de Jordan paralléle a la frontiére de r, a
'intérieur de r, aboutissant en R puis joindre RP, le long de RP
I’angle est de 180° avec le rayon, OP, donc P est bien accessible
par une courbe non tournée a droite.

11 suffit donc de démontrer que la frontiére de 7, est non tournée a

Fig. o.

droite. Soit F, cette frontiére. Partons de l'extrémité droite de i,,
A., F, fait avec le rayon, d'abord un angle nul, puis un angle
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de go° (fig. 9). A sa premiére rencontre avec une diagonale d,
F, devient paralléle a la frontiére, F,, der,, donc est non tournée a droite
si celle-ci est non tournée & droite. A partir de d}, F, sort de ¢,
en faisant un angle de go° avec le rayon (fig..10), par conséquent
reste non tournée a droite jusqu’a la prochaine diagonale, etc.

Fig. 10,

Il reste a considérer le prolongement f, qui se détache de I¥,, on
voit que I'angle a I'arrivée en A, avant lui, et aprés lui, en B, est le
méme ( fig. 11). En partant de A on suit C; en sens inverse entre deux

Fig.11.

\
/

A B F,

diagonales, f, est encore tournée a gauche de go° par rapporl a C,,
puis f, tourne autour de r,_,(k impair) en sens inverse; par conséquent
si F,_, est tournée a4 gauche par rapport a I'intérieur de C;, /, sera

Fig. 12.

tournée & gauche par rapport a l'intérieur de C,_;. l.’angle étant

0,=(0+180°) —180=10 en tout point puisque cette égalité est
vérifiée en A (0,=0=0) (fig. 11, voir fig. 12).
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A partir de d,_,, f. revient paralléle a elle-méme mais son angle
avec le rayon est augmenté de 180°; donc si la premiére partie de f, est
tournée a gauche la seconde partie est, a fortiort, tournée & gauche.

Quand F, arrive en d, I’angle de go° devient 270 et reste supérieur
de 180° & ce qu'il était au point correspondant; donc, si jusqu’en K,
F, n’est pas tournée a droite, elle ne le sera pas aprés, a fortiori,

(fig. 13).

Fig. 13.

Il vient : St F_,.y, ..., I, n'est pas tournée a droite, ¥, ne le
sera pas.

Comme il est évident que F, n’est pas tournée a droite, I, est non
tournée a droite quel que soit n; par conséquent tout point de r, est
accessible par une courbe non tournée a droite quel que soit n

II. — Définition de la transformation.

La seconde partie de ce travail est consacrée a la définition d’une
transformation topologique de 'anneau en lui-méme, transformation
qui laisse la courbe C invariante, tout en avancant en des sens opposés
ses points accessibles de l'intérieur et ses points accessibles de 'exté-
rieur.

Nous établirons d’abord que toute région r, doit se changer en une
région r,,, et déterminerons 2 =—2 en choisissant la transformation
des bords de I'anneau (I).

Nous considérerons ensuile la région R, qui sera ’anneau diminué
des domaines ouverts r_,, ..., r,; d’aprés I, a R, doit correspondre
une région S, (I'anneau diminué des domaines ouverts ., ., ...,
7._2). Nous appellerons G, une transformation topologique de’anneau
en lui-méme changeant R, en S,; cela est toujours possible I'ordre
des points étant le méme sur les deux frontiéres et pour simplifier nous

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. I, 1935. 3
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admettrons que

+n —+n

Gy Z"k =G, Z"k (pour iz n).

—n —n

St nous pouvons construire une suite G, telle que, aussi bien la suite G,
que la suite G' soit uniformément convergente, la transformation
limite est bicontinue donc topologique et change la courbe € en elle-
méme puisque changeant l'ensemble des r, en l’ensemble des r,.

Or, d’apreés ce qui précéde, une transformation G, est une trans-
formation G, choisie de fagon a transformerR,., en S, , et R,.,, n'est
autre que R, diminué des domaines ouverts r,., etr_,_, comme S,
est la région S, diminuée des domaines ouverts r,_, et r_,_,; mais dans
la premiére partie du Mémoire nous avons vu que r,.,, est bien déter-
miné quand on a contruit tous les r, (| k| <n) et les diagonales qui abou-
tissent sur ces r;; f,., (la frontiére de r,..,) débute sur 7,., quiestbien
déterminé, se compose de lignes droites allant d'une diagonale & I'autre
et doit s’arréter aux deux diagonales J'Q et o'y (7..,) (') et AO
et oH, diagonales qui aboutissent sur r,,, et viennent de i, ¢,.,, 7,
et qui suffiront plus tard, avec les diagonales déja tracées a définir 7, .,
ainst la connaissance de la région R, et de ses transversales situées sur
les diagonales qui sont tracées suffit & déterminer ., et de méme, la
construction de r,_, est déterminée par la connaissance de S, et de ses
transversales.

Nous n’oublierons pas cependant qu'il faut encore tracer r_,_,
et r_,_, ainsi que les diagonales issues d’eux aboutissant sur r,.,
etr,.,etsurr, , etr,,., (voirle tracé de ces diagonales & « Détail des
transformations »).

Puisque ces transversales jouent un role aussi fondamental il est
naturel de chercher a choisir des transformations G, qui transforment
R, et ses transversales en S, et ses transversales. Ceci est possible (1I') car
les transversales de R, et S, sont « semblablement disposées » a condi-
tion que celles de R, et S, le soient; en effet les correspondantes des
transversales de R, ne sont pas « marquées » dans S,, on peut les
choisir arbitrairement, & condition qu’elles ne rencontrent aucune dia-

(*) Dans le cas oul n est impair, ponr n pair on a ¢’'D et A’J’.
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gonale de S,— S,. Je les ai choisies des lignes droites quand cela est
possible, ou des lignes brisées (1IT).

Nous avons tout avantage a procéder ainsi, car (IV) alors on peut
choisir les G, de facon que, quand une G, transforme une transver-
sale d de R, en une transversaledde S, (et que G;' transforme $ en d),
d soit transformée en & (et réciproquement) par toute G; pour 27 (et
réciproquement G7'(8) = d pour i<n) et cette permanence de ¢, cor-
respondante de d, suffit a assurer la convergence uniforme des G; sur d
(des G;' surg). '

Dans une quatriéme partie, nous verrons comment choisir les fonc-
tions de transformation (et leurs inverses) entre deux diagonales pour
assurer la convergence a l'intérieur de cette région.

Nous verrons qu'il est méme possible de choisir G, dans toute
région interdiagonalaire de facon que G,.,= G,(p > o quelconque),
ceci uniformément dans une région J¢, dont la distance de tout point
de la frontiére aux bords de ’anneau est inférieure a (g):m .

Nous appellerons T, la transformation G, ainsi choisie qui est une
transformation quadratigqne dans chaque trapéze tracé.

Il est alors facile de démontrer la convergence uniforme des T,
(et T,') dans tout I'anneau et la transformation limite obtenue % satis-
fait bien aux conditions requises.

1° Considérons un arc de la courbe C; cet arc A peut, soit appartenir
a la frontiére d’un r, unique, soit contenir des points a et b de deux r,
différents; dans le premier cas, A’ est une ligne brisée, continu de

condensation de C; en effet, C— A D A('); dans le second cas,
A contient tous les points accessibles de a 4 b; il contient donc les
frontiéres d’une infinité de r,, et comme A est fermé, il est identique
alacourbe Celle-méme, etil n’y a pas d’autre genre d’arcs A possibles.
Par une transformation topologique de la courbe en elle-méme, deux

arcs du premier genre doivent se correspondre et deux arcs du second
genre doivent aussi se correspondre.

(*) Voir pour la notion de continu de condensation et ces notations, les
Fundamenta Mathematicz, en particulier, Kuratowski, Fundamenta Mathe-
maticz, t. 1, 11l et X, et Janiszewskl, Thése, Paris, 1g12.
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Soit F, la frontiére d'un 7, d’aprés ce qui précéde,

T(Fr) C Fovn (h entier);
mais alors
T ( Fn+/:) D Fn-

Or, en appliquant 4 T-' la remarque précédente, on a aussi

T_l (Fn-}-h) C Fn;
donc
T—l(Fni—h):Fu ou T(Fn):F"'*/l;

1l vient :

Toute transformation topologique de la courbe C en clle-méme,
conservant les bords de U'anneau, transforme une région r, en unc
région r,. .

Il nous faut maintenant choisir A, car a priori, nous ne pouvons
décider s'il doit étre le méme pour tout 7,.

Considérons le cercle I sur lequel nous définissons ’ensemble des
points P, qui se déduisent d'un pointdeT’, P, parrotation du nombre y
incommensurable avec 27, c’est-a-dire PP, = nymod 2=.

Si une transformation topologique ¢ de I" en lui-méme transforme
I’ensemble des P, en I'ensemble des P,, chaque point P, devient un
point P,., de fagon que ’ensemble des points P, soit identique a
I’ensemble des points P, et que 'ordre des points P, soit le méme
que celui des points P, sur I'.

Lemme. — Si pour n2 N, h est borné, h est constant pour n> N.

En effet, 'ensemble des points P, (n>N) est partout dense sur I';
d’autre part, appelons G, 'ensemble des points P, qui deviennent des
points P,.,,, 'ensemble G, subit une rotation d’ensemble de Ay (').
Il n’y a qu'un nombre borné d’ensembles G, par hypothése; consi-
dérons un ensemble déterminé G, ou bien il est partout dense, ou
bien G; a un dernier point p 4 droite. Dans le premier cas, tout point

d’'un Gh(hyé t) est point d’accumulation de G;; dans le second cas,
Q est alors au moins point d’accumulation d'un G, puisqu'il n'y a

(*) A 2mmn prés bien entendu.
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qu’un nombre déterminé de Gy, et il appartient & G; ou il en est point
d’accumulation ; donc, en tout cas, on a deux points de G; et de G,
qui sont aussi voisins que 'on veut. La transformation z est continue
sur un ensemble fermé, donc uniformément continue.

Par t, G;subit une rotation iy et G, une rotation £y si nous appelons d
la distance de deux points de G, et G, leur distance devient (en valeur

absolue
) (i—k)ymodan *d;

or, nous pouvons choisir deux points de G; et G, dont la distance est
inférieure & v en choisissant pour v un nombre positif inférieur & la

fois a M, et 43 qui est un nombre positif tel que deux

|
points dont la distance est inférieure & o, se transforment en deux
(i—k)y (modam)

points, dont la distance est inférieure & » il en résulte

que la distance de ces points puisqu’ils appartiennent & G; et G,
doit devenir égale & (¢ — k)ymod 2% ==y, c’est-a-dire supérieure &

(——i_?‘k)y(mod 27), ce qui est impossible par hypothése.

TukoriMe. — S¢ pour n2N, h est borné, h est constant pour tout n.
En effet, d’aprés le lemme, 4 est constant pour »2N. Soit un point
P;(n<N); il est point d’accumulation de points P,(n> N), son
transformé est le point d’accumulation des transformés des points
P.(n>N), c'est-a-dire le point d’accumulation des points P,.;, ou
h est constant; le transformé de P; est donc le point P, la longueur
P.P,, . tendant vers Ay mod 2= quand P,, tend vers P;. Donc, A est le
méme pour tous les points P,.

Considérons une région r, telle que T(r,) =r,.,, et en particulier
le point TQ, de r,,,. Soit ¢ la longueur de la distance TQ,P de TQ,
au point P de la frontiére de r,,, qui en est le plus proche, en consi-
dérant exclusivement la partie de la frontiére de r,,; qui est séparée
de TQ, par Q,,,. o sera la longueur de la distance T-'Q,., au point Q
de la frontiére de r, qui en est le plus proche en considérant exclusi-
vement la partie de la frontiére de r, qui est séparée de TQ, ., par Q,.

On a
n+h n+h
<.3_> ltangaépé(é) + ..[. !
7 7 7 7 cosa
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n n
(5) jumenzes (3)'5 o
Supposons que TQ, précéde Q,., (), alors Q, précéde T—'Q, .
La transversale TQ,P doit donc par T-' se transformer en une
transversale de r, allant de Q, 4 un point qui suit T-'Q,.,, donc
T-'[TQ,, P] doit rencontrer la transversale T—'Q,.,Q; ainsi, son
diametre ne peut étre inférieur a la plus courte distance de Q, a cette

transversale, une limite inférieure de cette distance est évidemment
donnée () par

et

dis‘(le long de :',.)Qn) T Qn+7; — T Szn—f-h, ()

ou
dlSt(Ie long de ) Qn; T Qn+h —a;

appelons m le diamétre du plus petit arc Q,T-'Q, ., appartenant a r,
(!sera’ le diamétre du plus petit arc Q,,,TQ, appartenant a r,.,), il

vient
) diam T [TQ,, P]>m —o.

On a de méme
diam T[T Q,4, Q] > —p;

il vient alors :

TrEOREME. — A tout nombre positif arbitraire <, on peut faire corres-
pondre un entier N tel que

diSt( )TQn, Qll+’t < &, diSl(r,,) T- le+h, Qn <€

(pour n, n+ h>N).

T+ h

En effet, s'il en était autrement, il serait possible de trouver une
suite d’entiers n,, n,, n,, ..., telle que

diam T [TQ,,P]>M> o.

(*) Le raisonnement serait en tous points semblable si 'on faisait I’hypo-
thése contraire. .

(?) Dans un triangle T-1Q,,4,Q,,I, en appelant I un point commun a
(2., T-1P) et 4 T-18,,,Q, 2,1 > Q,T-1Q, ,— T-1Q, 1 (voir pour les dis-
tances relatives Mazurkiewicz, Fund. Math., t. 1). Cette distance avait été
définie par M. Denjoy (C. R. Acad. Sc., 1911), j'appelle dist,, (P. Q.) la dis-
tance de P & Q relativement & r,.
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Mais puisque T—' est une transformation continue, on peut faire

correspondre a %—[ un entier positif v tel que distRS <7 entraine

. M
dist T-'RT-'S < -
Or, il est possible de choisir un n;, tel que pour n, > n; on ait simul-

tanément

diam T [TQ,P] > 230

et

. I 3\ I 3\ < mi M
max - y —— | - min7, —
T ocosa\ 7 7 cosa 7) S

ce qui est toujours possible, la suite n; et n,-+ /A croissant indéfini-
ment. Il existe alors des points J et K de TQ,, P dont la distance des
transformés par T~ est égale a

diam T-'[TQ,,, P]> ?.;‘_4 —0
. M M
ou puisque ¢ < ;00 — G >— &
- 2M M_ M
dist (=10, T-'K) > 22 — & > =

mais d’autre part, comme J et K sont sur la transversale de lon-
gueur o

I J K 1 3\ nuthr
dist (J, K) < 7005&(5) <N

ce qui doit entrainer

dist (T-1], T-'K) < %’

Il y a donc contradiction et le théoréme est établi.

Les suites TQ, et Q,., ont donc méme limite, comme les suites
TQ,..etQ,.

Dans la suite, nous écrirons toujours non pas 4 mais 24 puisque les
différences d’indices des ¢, sur un méme bord sont paires.

Considérons 'égalité suivante entre les angles décrits par les diffé-
rents points de r, (n pair, r, est donc issu de C,) : ,Q, et a,,2,Q,42)
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sont comptés le long de r, et 7,

AnXpyoh = anszn -+ 9,, Qll+2/1 -+ 9114-271 Xpyah,

(A) Oy &y ol — 9"9/1+2/l =, Qu — Apyoh s2n+2h

Si nous considérons le plan des coordonnées r, 0, et si nous nous
reportons a la définition du coefficient de rotation (1™ Partie, 1°),
nous savons que le maximum de «,,.,,n’en peut dépasser le minimum
de plus de 2=, puisque 'ordre des points de C, doit étre conservé
par T.

Soit A le point de C, le plus prés de Q,, pourn> Net AQ, <
on a

dist(Rusary TA) < dist(Rusar, TRu) + dist(T,, TA),
ou, comme n >N entraine dist(Q,,.., TQ,)< % [égalité qui est
encore vraiesi I’on considére la différence angulaire 6(Q,,,,) — 0(TQ,)]
et que dist(A, Q,) <7 entraine dist(TA, TQ,) < Z pour un 7, conve-
nablement choisi, il vient

dist (2,0, TA) <e¢
ou encore

G(Qm 9/1+2h) - 9(9", A)+ 0(’\. TA) + Q(TA,Q,H_;_,), ),

puisque nous avons évalué Q, ., dans r,; d’ol
6(9,,, Q/H—zh)gn -+ G(A, TA) -+ &,

or 6(A, TA) varie d’au plus 2= pour la méme raison que o,%,.;

. ~ a o
donc Q,Q,.., variera d’au plus 2% + &(¢), (¢) pouvant étre choisi
aussi petit que I’on veut.

Il en résulte que
o O ot — 20 Ry ioi

ne peut varier de plus de 4= + ¢ pour n > N.
Considérons a,,,Q,., — @,Q,; par construction %,,,Q,., tourne de
@pa®yy puis de ,Q,, puis de Q,Q,.,; Q,Q,.. estavec une différence de

&= @) =i
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la rotation de J',,, J,_, il vient
27(7,—Ty) — 4T — e, R — anuS2m(7y— 7)) 46
POUI' Koo Qn—t—‘_’h — %, Q/U on aura

’ZTCII,(T, —T:) — !|TC-‘€§ 0(,,+-;QIH—2/1"— anQ,é?Tt/l(‘n—Tg) +’-’le +E(pOUl’n > N)-

On peut choisir N assez grand pour que z reste petit méme pour
h assez grand, c’est-a-dire qu’il y aura un N tel que ¢ < 7 méme pour
des valeurs de / telles que

/'1_‘h2> M.

270(T, — 7o
Il arrive alors, si I'on donne & 4, — A, d’assez grandes valeurs, que

anth (ty— 7)) —2Thy(7y—7,) —8mXxe ou (A,—h,)2n(t,— 1) —9T

donnera la valeur minimum de la variation du second membre de
I’égalité (A); or nous avons vu que le maximum de variation du
. r . N
premier membre était 4= + ¢, donc
am(t,— ) (hy— hy) —gn<im+ 0

ou
137+ 6

hy— h,<< ————211:(?‘_ ‘r.z).

Il y a donc contradiction et &, — A, doit étre borné, c’est-a-dire que si
I'on désigne par A, une valeur fixe de /

et ainsi
h est borné pour n > N.

Du théoréme précédemment démontré, il résulte que h est constant pour
tout n.

Donnons a A une valeur — H, sur C,, quelle valeur en résultera-t-il
pour A le long de C, ?

Soit un point J,, et une suite de points Q,, tendant vers lui, la suite
des transformés T(Q,,) a méme limite que la suite Q,_,, et celle-ci a
nécessairement pour limite J, ., ainsi J, vient sur J, _,; et cecien
tournant vers la gauche de J, aJ, ,puisal, _, etc.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. I, 1935. /-{
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Il en résulte que puisque % est constant aussi le long de C, il sera
égal a —H, et que le coefficient de rotation sera H,~, (=, est ici
compté dans le méme sens que t,, ce que nous ne conserverons plus
dans la suite).

Dans la suite nous choisirons H, =1 et nous prendrons T(Q,)enQ,_,.

2° La région R, sera, par définition, 'anneau diminué des domaines
ouverts r,, ...,r_,; par toute transformation du type cherché (I)R,
doit se transformer en I'anneau diminué des domaines ouverts
Tu-sy « « «yTy_a, NOUs appellerons une telle région S, et une transfor-
mation de ’anneau en lui-méme transformant R, en S, sera une trans-
formation G,. Il s’agit, comme nous ’avons vu dans I'introduction,
de choisir une suite de transformations G, telle que la suite G, et la
suite G, convergent uniformément et par suite d’étudier le passage
d’une G, 4 une G,,,. Pour simplifier, nous considérerons exclusive-
ment dans la suite, des transformations telle qu'une transformation

+n

G.,.., soit égale a la précédente, G, sur Zr,l., il suffira donc d’étudier
—n

la formation de G,., dans R,, c’est-a-dire dans le domaine ou se des-

sinent deux régions : r_,_, et r,.,. Réciproquement G;, n'aura plus a

étre définie qu’a l'intérieur de S,, région a laquelle appartiennent

r_.setr,_,.

G, sera choisie sur C, et C, égale a ¢, et ¢, définies au numéro pré-
cédent, elle change donc tout 7, en 7,_,; par conséquent sur C, et C,,
G, est choisie de facon définitive, la transformation entre les inter-
valles ouverts 7, et #,_, peut étre choisie arbitrairement, par exemple
ils peuvent se correspondre par segments proportionnels. A priort, il
semble qu’on puisse laisser arbitraire la correspondance entre I'inté-
‘rieur de 7, el r,_,, cela est vrai, sans doute, tant que n n’est pas trop
grand, mais n’est pas possible indéfiniment. Il vient :

Il est toujours possible pour un n déterminé de choisir une transforma-
tion G, égale a t, et t, sur C, et C, et changeant r;, en r._., pour
k=—n,...,n.

Ceci est évident, car 'ordre des extrémités des entailles r,_, sur C,
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et C, se déduit de I'ordre des extrémités des entailles r, par les trans-
formations ¢, et ¢,.

Nous avons a considérer maintenant dans le domaine R, non plus
seulement sa frontiére, mais toutes ses transversales situées sur des
diagonales. 11 y a quatre de ces transversales qui jouent un réle parti-
culier et qui, d’autre part, sont situées sur des diagonales qui
s'arrétent a r,; ce sont (en supposant n impair) AL, ¢,_D,, 3.,G.
et B,a,_,.

Al L, unitlintervalle 7, a1'extrémité de r,,, 5,_, D, unit'intervalle 7,_,
a l'autre extrémité (prolongement) de r, et les transversales 3,_, G,
et «,_, B, vont de r,_, a la naissance de ce prolongement.

Si nous considérons r,_, dans le domaine S, nous avons encore &

’

considérer a part quatre transversales A, ,I, ,, 3, D, . B._sG.—, et
a,—3B,_., ces transversales jouent pour r,_, le méme role que les trans-
versales de méme nom jouaient pour r,, il est donc naturel en faisant
correspondre les transversales des deux domaines de chercher a faire
correspondre ces quatre transversales une & une.

Nous démontrerons d’abord un théoréme préliminaire (*).

Considérons deux domaines @ et @' de méme connexion dont
chaque frontiére y. (1) est une courbe de Jordan; chaque p, (p')
est douée d'un numéro d’ordre, choisi de facon que les frontiéres
extérieures des deux domaines aient le méme numéro d’ordre. Sup-
posons tracées dans ces deux domaines m transversales A qui seront
encore douées de numéros d’ordre, de fagon que sur deux courbes
frontiéres p; et w; les extrémités des transversales soient douées de
mémes numeéros et rangées dans le méme ordre. Je dirai que ces
domatnes sont a transversales semblablement disposées.

Si deux domaines sont a transversales semblablement disposées, il
est toujours possible de faire correspondre topologiquement les fron-
tiéres et les transversales, mais 4 quelles conditions cette correspon-
dance peut-elle s’étendre a l'intérieur des deux domaines ?

TrEOREME. — L’extension de la correspondance des frontiéres et des

(') Jinsiste sur des détails évidents, car ils ont une grande importance dans
la suite.
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transversales a Utntérieur du domaine est toujours possible pour deux
domaines simplement connexes.

Nous allons d’abord montrer que si le probléme est possible pour
deux domaines simplement connexes contenant 1, ...,(n—1) trans-
versales, il est possible pour deux domaines simplement connexes
possédant n transversales. En effet considérons une transversale %,
de @ et la transversale A; de @ qui a le méme numéro que A;
A; divise @ en deux domaines @, et @, dont chacun contient au plus
(n —1) transversales, A; divisera de méme @' en deux domaines @
et @,. Les domaines @, et (D, sont a transversales semblablement disposées.
En effet, soient A, B les extrémités de A, sur la frontiére de @, ., et g
les arcs de la frontiére de @ déterminés par 2. La correspondance
choisie sur les frontiéres et les transversales fait correspondre & 2,
A;,a A, A’ et & B, B, puis & p, un arc p, et & g un arc yg, de facon
que les extrémités des transversales situées sur w, correspondent aux
extrémités des transversales sur w,; il en résulte qu’aux extrémités
d’'une transversale de @, (frontiére : A, w,) correspondent les
extrémités d'une transversale situées sur w, donc d’une transver-
sale située dans @. Ainsi a toute transversale de @, correspond une
transversale de @, et ses extrémités ont méme rang sur les frontiéres
de @, et @, ainsi les transversales @, et @, sont semblablement

disposées.
Par conséquent, si 'on peut faire correspondre topologiquement
deux domaines simplement connexes dont les (1, ..., n — 1 transver-

sales sont semblablement disposées, on peut faire correspondre topo-
logiquement @, et @, d'une part, @, et @, de 'autre, ainsi 'on a
bien une correspondance topologique entre @ et @' tout entiers.

11 suffit donc maintenant de démontrer que la correspondance peut
s’étendre a l'intérieur de M et ' quand n=1.

Mais pour n=1, les deux domaines @, et @, ne contiennent
aucune autre transversale et T est définie sur leurs frontiéres il est
alors évident que T peut étre définie de fagon a faire correspondre @
et @' (voir KerekiartO, Topologie, p. 72).

Le théoréme est donc démontré.

Il reste & chercher une condition suffisante assurant ’extension
de T quand le domaine n’est plus simplement connexe.
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Il existe alors des transversales qui ne coupent pas ® : nous choi-
sissons parmi les transversales un certain nombre A, ...2%; tel que
leur ensemble ne coupe pas (@ mais que néamoins I'ensemble E des
frontiéres et des %, ... A; soit connexe — alors le domaine limité par E
est simplement connexe — E et E’ sont 4 transversales semblablement
disposées et I'on peut appliquer le théoréme.

Je dis que I'on peut toujours transformer et (' en deux domaines
simplement connexes en ajoutant a leurs frontiéres des transversales
convenablement choisies si toute courbe de Jordan fermée intérieure
@ &) (ou a 4)') et contenant a son intérieur une des frontiéres rencontre
au motns l’une des transversales (condition A).

En effet, supposons cette condition réalisée, pour des domaines @
et (' conlenant m transversales et bornés par i frontiéres, évidem-
ment m2k—1 et solent F la frontiére extérieure, P' une extrémité
d’une transversale allant sur une autre frontiére f; qu'elle rencontre
en ()', en tournant sur f; dans le sens des aiguilles d'une montre, nous
rencontrons une autre transversale n’allant ni 8 & ni a f;, soit a f,,
nous la suivons jusqu’a f; et nous continuons jusqu’a ce que nous
ayons épuisé ces & frontiéres — comme aucune de ces transversales n’a
coupé le domaine et que chaque fois le domaine avait une frontiére de
moins — le domaine final est bien simplement connexe.

Mais est-on sar de rejoindre toutes les frontiéres? en effet, il se
peut que le long de f, par exemple on revienne a Q, sans rencontrer
de transversales allant a des frontiéres non encore utilisées. Mais alors
il est facile de revenir le long de Q,P, jusqu’a £, et, ou bien de suivre
la premiére transversale satisfaisant aux conditions voulues, ou bien
s'll n’y en a pas, de suivre la transversale Q,P,, etc. puisque I'on est
stir qu'il n’y a pas de point cherché sur I'arc de frontiére Q,P,.

Il n’y a que deux hypothéses possibles : on revient a P sans étre
allé a toutes les fronliéres ou apreés les avoir toutes parcourues.

Dans le premier cas ’ensemble des transversales et des frontiéres
parcourues forment un ensemble fermé E auquel on peut méme
ajouter toutes les transversales qui ont un point sur E. Les autres
frontiéres et transversales forment un autre ensemble fermé F qui
n’a aucun point commun avec le premier, soit M un composant
de F. 1l existe une courbe de Jordan intérieure a ® ayant M a son
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intérieur et ne rencontrant ni E ni F, donc ne rencontrant aucune
transversale ce qui est contraire a la condition A qui est ainsi prouvée
suffisante pour permetire Uextension de T dans les domaines multiple-
ment connexes @ et 0. En particulier si @ et ¢ sont doublement
connexes l’existence d’une transversale unissant les deux frontiéres
suffit.

TakoriMe. — S¢ pour n=N, R, et S, sont a transversales semblable-
ment disposées, les 48, particuliéres signalées plus haut, ayant méme
numeéro, pour n > N, R, et S, sont encore a transversales semblablement
disposées a condition que fy,, ne rencontre chacune des diagonales
de Ry, Sy qu’en deux points et que cette condition soit permanente.

Il suffit de le montrer pour n=N 41 et de montrer que les
transversales de Ry,, se divisent en deux groupes de méme que
pour Ry de facon a assurer la permanence de cette condition.

Les transversales de Ry sont de deux sortes : celles qui vont d’une
frontiére a l'autre et celles qui ont leurs deux extrémités sur la méme
frontiére. Comme ry coupe toutes les diagonales, les transversales
de R, vont de ry au reste des frontiéres : les / seront les transversales
qui vont de ry & 'autre frontiére de Ry et les A les transversales qui
vont de ry a la frontiére dont 1l est issu.

Ces derniéres ont leurs extrémités P sur 7, et sur le reste de la fron-
tiére, rangées en ordre inverse, la transversale o,y (ou A{l si N est
impair) ayant ses extrémités finissant I’ensemble P des deux cotés, ou
si 'on préfére, on peut dire que les domaines limités par ces transver-
sales sont emboités et tous contenus dans le domaine limité par oy,
ou (A’ L,). Toutes les autres transversales vont de ry a I'autre bord
de Ry, elles sont alors nécessairement rangées dans le méme ordre des
deux cotés puisqu’elles ne se rencontrent pas.

Donc si les diagonales de Ry et Sy sont semblablement disposées,
pour toute /; de Ry il existe une transversale /; de S, et réciproque-
ment; 'ordre des /; sur les frontiéres de Ry est le méme que celui
des I, sur les frontiéres de Sy et si toutes les X, sont entre [, et [, sur la
frontiére de Ry, les A seront sur la frontiére deSy entre /, et [_.

Nous supposons ainsi que les &’D (ou J'Q) se correspondent dans
les deux domaines (voir I).



SUR DES COURBES FERMEES. 31

Je dis que Ry, et Sy, seront encore a diagonales semblablement dis-
posées.

En effet construisons ry,,, fy.., sa frontiére, part de iy,,, se coude &

N+2

angle droit lorsqu’arrivée a ;) de ry, en Ay, et a partir de ce

point suit la frontiére ¢ de Ry en s’en tenant toujours a la méme dis-
tance. fy,, coupe alors toutes les transversales issues de ¢ suivant
'ordre inverse de celui qu’elles ont sur ¢, arrivée au domaine simple-
ment connexe ne contenant aucune transversale et dont la frontiére
contient le point «, qui appartient donc a tous les domaines emboités
considérés plus haut. f,,, rencontre une transversale non encore cons-
truite ayDy ., puis une autre ayE,,,, fy,, continue ensuite & suivre ¢,
jusqu’au moment ou elle se heurte 4 Ay, elle doit alors tourner, ren-
contrer la diagonale Ay, Iy, et suivre ensuite ¢, la frontiére dont elle
est issue, jusqu’au moment ol elle arrivera a 'autre extrémité de zy_,.

En résumant, les transversales issues de ¢ et les transversales issues
de ¢ qui formaient précédemment les / et les A sont coupées par 7y,
et se disposent sur ry,, de la facon suivante : soit /, la premiére trans-
versale rencontrée par fy.,, {, la transversale limitant le domaine
contenant les %, /, la transversale limitant le domaine contenant iy,

b= ayYy)-

fx4y rencontre :

{, ... [,suivant 'ordre inverse de o,

A ... hn —>a'DetaE suivant I'ordre inverse de o,
puis

)\m P )\1 ..................................... .

{, ... 1, suivant 'ordre inverse de o, + Ay Iy,
puis

{, ... . suivantl'ordre inverse de ¢,

les sens adoptés sur g et § étant différents, ¢ sera C, si N est pair,
C, si N est impair, et ¢ sera C, quand ¢ sera C, et réciproquement.

En faisant la méme étude pour la construction de ry_, dans Sy on
voit :

Jx—i rencontre :

L, l, dans 'ordre inverse de ¢’,

A, ... Mp —>ax_.Dy_ etoayEx_y,

A, ... A, danslordre inverse de ¢/,

l, et R LY ATy P
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k trans. :

&, ... {, dansD'ordre inverse de /.

Or nous savons que l'ordre de /,...[/, est sur o le méme que
lordre [, ..., sur ¢/, etc.

Les transversales qui vont d'un bord & 'autre de Ry, sont d’abord
les parties des / qui s’arrétent & ry,,, les deux parties des % et o_ Dy _,
et ay_,Ey_,, les autres parties des / qui vont de ¢ a ry,, restent sur le
méme bord de R,,, et appartiennent toutes au domaine limité
par Ay, Iy,

Si les transversales sont semblablement disposées pour Ry et Sy de
facon que la correspondance choisie pour C, et C, soit ¢, et t,; on
voit que, puisqu’a i,, doit correspondre i,_,, les transversales qui
suivent /, et /, ont nécessairement méme numéro, ainsi 7y, et ry_, ren-
contrent les transversales de méme numéro jusqu’en %, et %), les deux
transversales qui suivent, ont nécessairement méme rang dans Ry,
et Sy,, (ce sont ¢;Dy,, et 3 E,,, et celles analogues pour ry_,), puis
des transversales A,, et i), jusqu'a /, vont avoir méme rang sur Ry,
et ry_,, et enfin aprés avoir donné le méme numéro & Ay, Jy,,
et Ay I les transversales /,, ..., [, sont rangées de méme sur ry, et ry_,
puisqu’elles le sont sur ¢ et {'.

Donc les transversales sont encore semblablement disposées pour
Ry, et Sy,,, car elles gardent leurs numéros correspondants sur les
frontiéres communes & Ry et Ry,, d'une part, & S, et Syd’autre part,
et elles se disposent de méme fagon surry,, et r,_,, de plus, deux trans-
versales de méme numéro de Ry, Sy sont coupées en des transversales
de méme numéro de Ry, ,, Sy.,.

D’autre part, la disposition des transversales reste la méme qu’a
I’étape précédente : une famille de transversales unissant les deux
bords de R,,, et dont les extrémités sur C, et C, se transforment
par ¢, et ¢, en les extrémités sur C, et C, des transversales de mémes
numéros de Sy,, et une autre famille de transversales s’échelonnant
entre la transversale Ay, I, et J'; le raisonnement s’appliquera donc
encore identiquement au passage de Ry, a Ry,..

Donc si Ry et Sy sont a transversales semblablement disposées, 6yDy
et 8y_,Dy_, se correspondant ainsi que les cercles C, et C,, toutes deux
régions Ry, x et Sy ¢ seront & transversales semblablement disposées.
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11 suffit donc de construire des transversales de Sy de méme dispo-
sition que les transversales de Ry pour un N fixe.

Les transversales construites a chaque étape k sont, nous I'avons
vu, A;L;, 6;_, Dy, & Eyy Bioy Gy et o, By, plus lestransversales issues
de r_, qui s’arrétent a ry.

Toutes ces transversales font avec la verticale un angle « ou 8 sui-
vant la parité de [7,], et nous avons choisi ces angles de fagon que
ces transversales ne se rencontrent pas. De méme dans S, les trans-
versales A; I, ,, etc. ne se rencontrent pas et n'ont aucun point
commun avec celles qui les suivent ou les précédent ; méme les trans-
versales issues de 7_,_, qui sont prolongées jusqu’a r,_, satisfont &
cette condition.

Ainsi il suffit de donner mémes numéros aux transversales caracté-
ristiques pour £ quelconque > 3.

3° Nous considérons la région J¢, et les diagonales qui lui appar-
tiennent : ce sont celles terminées sur r_,...r,...r,; et toutes les
diagonales qu’il faudra ajouter pour n > 3 sont extérieures a #,. De
méme les diagonales que I'on devra ajouter a X, pour former X,
seront toutes extérieures 4 JK,. Si donc nous pouvons faire corres-
pondre biunivoquement & des diagonales de 4, des lignes de X, et
réciproquement et si d’autre part elles sont choisies de facon a ne
rencontrer que le nombre minimum de fois toutes les r, entre leurs
extrémités, ce qui permettra d’affirmer que semblablement disposées
pour R, et S, elles resteront semblablement disposées pour R, et S,,
les régions #¢, et K,, donc R, et S, seront bien 4 diagonales sembla-
blement disposées et, comme nous aurons fait correspondre les points
des frontiéres de R; et S, de facon que la transformation sur les bords
soit précisément égale a ¢, et ¢, sur C, et C,, vespectivement, nous
aurons bien satisfait aux conditions désirées.

I1 existe sur les deux anneaux R, et S, des arcs des bords dont la
correspondance est complétement définie, par hypothése, ce sont ceux
qui appartiennent 4 C, et C,.

Si une transversale joint les deux bords de l'un et si on lui fait
correspondre une transversale joignant les deux bords du second (les
extrémités se correspondant d'avance naturellement) et si 'on unit

Journ. de Math., tome XIV,— Fasc. I, 1935, 5
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deux points qui se correspondent 4 deux autres points qui se corres-
pondent par des transversales ne rencontrant pas les premiéres, on peut
toujours faire correspondre ces transversales, c’est la la propriété
exprimée du théoréme précédent.

ll nous faudra donc seulement vérifier 1° que les transversales et
leurs correspondantes ont leurs extrémités rangées dans le méme ordre
sur la frontiére de R; et S,; 2° qu’elles sont disjointes entre elles ;
3° qu’elles ne sortent pas de 4¢, et K, respectivement.

Pour satisfaire a cette derniére condition il suffira de commencer
par déterminer les transversales qui forment les bords de ¢, et &K, et
il est évident que si alors toutes les transversales satisfont 4 1° et 2°;
3° sera satisfait ipso facto, puisqu’alors toutes les autres transversales
ne pourront sortir du domaine limité par les premiéres.

Prenons (') A m, dans #C;, pour satisfaire 4 3° nous devons chercher
a faire coincider sa transformée avec la diagonale aboutissant en A’
et allant a r,,. Cela est possible, si les extrémités se correspondent et
si les domaines partiels qu'elles déterminent ont des frontiéres cor-
respondantes. A, correspond bien & A|. Nous ferons correspondre
m, extrémité de la diagonale d_, sur r, a m,. En effet les seuls points
de r, dont les correspondants sont connus, sont A, J' et D,; or
I'ordre A'D,m,J est bien le méme que celui de A D;m,J,. Donc
A’ m, correspondra ¢ A',m,, puisque, d’autre part, le domaine sim-
plement connexe limité par A’ ,m, a sur sa frontiére A’ et que le
domaine simplement connexe limité par A’ m;, a A sur sa frontiére.

De méme A’ I, et A I, peuvent se correspondre. Nous considérons
maintenant J, k5, la diagonale J’ %, peut lui correspondre, en effet,
J, et J_, se correspondent par ¢, et k, est situé sur r, entre m, et I; de
méme que £, est situé sur r, entre m, et I,.

Nous passons maintenant & 1’autre bord (C,).

Considérons ¢,D,, sa correspondante pourra étre la diagonale 3, D,,
puisque nous savons que &, et 8,, d’une part, D, et D, de 'autre, se
correspondent et elles ne se rencontrent pas, ni ne rencontrent les
autres transversales. De plus «,a, peut correspondre & «;a,, puisque

(*) Voir figure 14 et la planche hors texte.
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a, et a, se correspondent et que a, est entre A; et D, comme aq, es
entre A, et D,. '

Il nous reste a déterminer la correspondante de 8,D;, ceserad ,D,,
puisque ¢, correspond & ¢, et que D, étant sur 7, entre a, et D, il
peut correspondre a b, qui est sur r, entre @, et D, et enfin, celle de
a,c, qui devient o, ¢, puisque «, et «_, se correspondent et que c; est
sur r, entre b, et D, comme ¢, est sur r, entre b, et D,.

Nous considérons actuellement 3¢, a 'exclusion des régions com-

g A, i A%, J;
prises entre r_, et ry, r_s et ry, 1, et ry et I, & 'exclusion des régions
comprises entre r_; et r,, r—, et r,, r_, et r,; nous verrons plus tard
qu’il sera trés facile de définir les transversales de ces régions. Soient
J¢, et IC,, les régions J¢, et K, ainsi réduites. Par le choix que nous
avons fait des couples de points se correspondant :

a,as, ki ky,m my, b,b,, c,c, nous avons fait correspondre ipso facto
les arcs de r, et r,

J'Hm:‘, myky, kI, LD, — Jllmn mky, k1, LDy
D;e, ¢ by, byay, Die,, ¢by, biay;

et enfin a;A; et a,Al.

Toutes les transversales que nous avons marquées sont, eHes et
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leurs correspondantes, semblablement disposées et suffisent & assurer
que &, et X, se correspondent dans toute transformation topologique
transformant R; en S, de fagon a transformer chaque diagonale que
nous avons étudiée, en la ligne que nous lui avons fait correspondre.

Nous pourrons encore faire correspondre «,B; et (dans &,) «,B,,
puisque a, suit «, immédiatement comme «, suit «;,, de méme B, est
entre a, et A, comme B, entre b, et A); puis ¢,E, et §,E, pour les
mémes raisons ; ensuite ¢; 3, et ¢, B,, puisque 3, est situé entre d, et a,;
et C, entre E; et I, comme f3, entre ¢, et &, puis C, entre E, et I,, et
enfin a,y, et a,v,, puisque @, entre E, et ¢, et @, entre E, et ¢,; et v,
entre a, et B2 comme Y, entre a, et Bo.

Jusqu’a présent nous n’avons utilisé que des diagonales de J{,
toutes tracées que nous avons pu faire correspondre a des diagonales
de 4¢,. Il nous restera maintenant a définir dans K, des lignes qui
auront la méme disposition que les diagonales de #¢, non encore uti-
lisées. :
Or les diagonales tracées divisent 3¢, — (ro~+ r,+r_,+r_5) en un
certain nombre de régions dont seulement quatre vont contenir toutes
les transversales qu’il reste a définir ce sont :

AL mikJ_,, AL LG Bea,B), voa E6, et d_,a ,0b,.

Mais alors il suffira de prendre pour chaque transversale dans le
trapéze auquel ses extrémités appartiennent, une courbe de Jordan
joignant ces extrémités qui sont situées sur les deux bases du trapéze
et ne rencontrant qu’une fois toute la partie de la courbe située dans
cette région, il suffit de prendre par exemple une droite.

Cela sera toujours possible car, par notre choix des premiéres trans-
versales deux bases d’un trapéze de JC, correspondent respectivement
a deux bases d’'un méme trapéze de ¢, quel que soit le choix ultérieur
de la transformation sur les bases de ces trapézes, puisque les extré-
mités de ces bases sont invariantes.

Ceci n’est cependant tout i fait exact que lorsqu'il s’agit effective-
ment de transformation de trapéze & trapéze alors que certaine
région, telle A’ ,m,k,J’, n’est pas tout a fait un trapéze, mais elle
peut facilement se ramener a un trapéze augmenté de certaines régions
élémentaires (voir plus loin au « Détail des transformations ») de
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méme pour «_,3 ,b,c,. En tout cas, topologiquement, la difficulté
n'existe pas, chacune de ces régions s’appuie sur deux arcs des bords
de 'anneau et se termine & droite et 4 gauche par une transversale
rencontrant seulement une fois toute r, entre une r,_, et une r,_; et

Fig. 15.

» ’
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o
.
.
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°
.
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+1 A dJ’ -1 A’ -3 A

théoriquement il suffit de conserver I'ordre des points sur les bases
pour que le probléme soit résolu.

Cependant, comme je désirais déterminer complétement la trans-
formation, j’ai réduit autant qu'il était possible le nombre des régions
élémentaires obtenues qui seront, soit des trapézes, soit des triangles;
c'est dans ce but que, non seulement, j'ai choisi pour transversales
des droites, mais encore que j'ai amené r_, etr_, enfacel'un del’autre
de fagon a pouvoir remplacer quatre droites différentes par une seule,
ce remplacement n’est pas toujours possible, il suffit de regarder la
figure, je donne plus loin le nombre des régions élémentaires obtenues
a chaque étape, mais toujours en faisant cette hypothése r_, en face
der_,.
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Finalement nous avons donc trouvé dans J{, des transversales qui
ont la méme disposition que les diagonales de JC, et R, ¢t S, sont
transversales semblablement disposées, ce qui entrainera :

R, et S, sont a transversales semblablement disposées.

Il résulte du théoréme ci-dessus qu’on peut faire correspondre topo-
logiquement R, et S, de fagon a faire correspondre les transversales de
méme numéro.

D’autre part, nous avons vu que si une transversale était coupée par
Ty les deux transversales obtenues avaient mémes numéros que les
transversales obtenues en coupant ¢’ par r,_, ainsi. Si deux transver-
sales ¢ et ¢’ se correspondent a une étape, leurs partiesintérieures a R
et Sy se correspondent encore. Pour simplifier on peut aussi faire

+N
correspondre leur parties intérieures a Zr,,; il en résulte que si nous
—N
appelons G, la transformation qui fait passer de R, 4 S,,, nous pouvons
toujours choisir cette transformation de fagon & faire correspondre les
transversales de méme numéro, la méme transversale ¢’ correspondant
toujours a la méme ¢ quand n change.

Nous n’oublierons pas aussi que ces conditions pour avoir toute
leur efficacité doivent étre réalisées, tant pour G, que pour G;*; par
conséquent il convient de tracer dans R, des transversales corres-
pondant aux diagonales non utilisées de S,, ce sont celles qui vont de
I'_n_s & T,.4, elles doivent donc aller de r_, 4 r,.,, leur construction est
facile, nous compterons plus tard, le nombre de régions élémentaires
formées.

Ainsi, & partir du moment ou elles sont tracées, deux diagonales de
méme numéro se correspondront par G,(n>N) et aussi bien 7,
que r,_, sont formés de droites allant d’une diagonale a ’autre.

4° Soit a 'angle minimum d’une transversale ¢ avec les régions r,
qu'elle rencontre, la distance de deux points consécutifs d’une r, et
d'une r,_ sur la méme transversale n’est pas supérieure a

- (3 " L3 t impair
sina\';) OusiTB 7) si n est imp .

Par hypothése ces points communs a ryry_(k=o, ..., n) et leurs
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correspondants sont choisis définitivement pour G,(n>N). Soit
un point P de ¢ n’appartenant pas a (ny, ..., r,), la distance de

R , I 3 N+1 .
ses transformés par Gy, ne peut dépasser sina(f,\) car ils appar-

tiennent toujours & l'intervalle dont les deux extrémités sont sur
(rey ..., 1y). Donc:

Tukonime. — Etant donné un nombre arbitraire positif e, on peut
choisir un entier N tel que pour tout point P d’une transversale ¢ on ait

dist. [G,(P), G;(")] <« (i, J>n)
et pour tout point de o' (de S,)

dist. [G7'(Q), GF'(Q)] < e (i, ) > n).

Ainsi la permanence de ¢ et ¢’ suffit & assurer I'uniformité de la
. b N N
convergence des suites (5, et G;"' sur o et ol
Nous irons méme plus loin :

Il suffitde faire correspondre les transversales de méme numeéro par seg-
ments proportionnels pour que, pourn,, n, > N, onaitG,(P)= G, (P)«
toujours sur les transversales.

Ceci est valable naturellement lorsque les deux transversales sont
des lignes droites, ce qui est réalisé a partir de R;.

En effet, puisque les tranversales doivent se correspondre, I'en-
semble des points de rencontre de ¢ avec une r,(n>N), devient
'ensemble des points de rencontre de ¢’ avec r,_,, mais comme & et ¢’
sont des droites, r, et r,_, les divisent bien en segments proportionnels

. (s 3\
par construction; en général, le rapport est ;) ; les segments sont

tous égaux entre eux, tant pour ¢ que pour ¢'.

Ainsi une correspondance par segments proportionnels de ¢ a &
fait correspondre I'’ensemble des points communs & r, et a o, a l'en-
semble des points communs & r,_, et 4 &' pour n quelconque. Comme
la courbe € est un ensemble fermé, cette correspondance, qui est uni-
formément continue, fait passer de I’ensemble des points communs
a Cet acal'ensemble des points communs & Cet ad'.
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~ Il nous reste a choisir la correspondance entre deux diagonales
consécutives. Supposons les bases des deux trapézes horizontales.
La transformation G, s’écrira

Xi= fi(x, y),
Y= gilx, ).
Si le point P(r, y) est sur une diagonale, on a
Xi: Xl et Y,': ‘7/'.
Soient P,(x), y,), Pa(x,, 1) les extrémités de la paralléle aux
bases du trapéze dans R,, soit y, =y, les points correspondants sont
QuEXT, Yy Qu(XE YE;  YI=YE

(Le raisonnement est semblable, si I'on a , =, ou X,=X,) on
prendra

L= et Y,=Y!=Y?

cette transformation continue fait correspondre les deux trapézes, de
facon que toute paralléle 4 la base du premier devienne une paralléle
a la base du second, et réciproquement.

Considérons une partie d'une r, intérieure au premier trapéze, elle
est bordée par des paralléles 4 la base de ce trapéze. Illui correspondra
par la transformation choisie, une région comprise entre deux paral-
léles aux bases du trapéze correspondant, ces paralléles étant issues
des points des diagonales correspondant aux extrémités de r, sur les
diagonales, c'est-a-dire des points de r,_, correspondant aux points
de r,, ainsi cette transformation fait passer d'une partie de r, a la
partie correspondante de r,_, quel que soit n, a 'intérieur d’un trapéze
quelconque limité par des diagonales et des frontiéres de r, (k< n).

Nous appellerons T,, une transformation G, choisie de cette facon
sur la frontiére et les transversales de R, (et S,). Chaque transforma-

k=+n

tion T,,, sera égale & la transformation précédente T, sur Z ., et a
k=—n

I'intérieur de R, (et S,) a 'exception des trapézes situés entre C,
(et G,) et le bord le plus proche de r, d’une part, entre les diago-
nalesd, et d, (k=—n, ..., n) d’autre part.
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T.., peut donc étre choisie arbitrairement & I'intérieur de r,.,
seulement jusqu’a la premiére diagonale que cette région rencontre,
nous appellerons 6, , la transformation arbitraire de cette région.

5° DETAIL DES TRANSFORMATIONS. — Nous avons a définir la trans-
formation de la figure AEFB (fig. 16). Il faut d’une part déter-

Fig. 16.

miner dans Il les lignes qui vont correspondre aux diagonales d_,,
d_, et d’autre part déterminer dans I les lignes qui correspondent
aux diagonales d_,_,, d_,_, de II. On voit que I'on peut décomposer
la figure en huit parties, dans chacune de ces parties T, se réduit &
une transformation quadratique comme nous I’avons vu.

NOMBRE DE TRANSFORMATIONS A DEFINIR. — Le nombre des intervalles

Journ. de Math., tome X1V, — Fasc. I, 1935. 6
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‘un coHté, construits jusqu’a i_, et 7., est n 41, les intervalles com-
b 7
pris entre eux sont évidemment en méme nombre.

A. Nombre de transformations deT,— T,_,. — Pour passerdeT,_,
4 T, nous aurons a définir :

1° Du cdté qui ne contient pas i,, il y a (n—141) intervalles,
donc n transformations, cependant, dans I'intervalle compris entre 7,_,
et I'intervalle le plus proche ( fig. 17) il n’y a pas une trans formation,

Fig. 17.

mais trois : la transformation au-dessus de r, (transformation quadra-
tique), la transformation dans r,, une similitude dans le trapéze
construit sur I'extrémité de r, ; donc le nombre total de transformations
dans 8¢, — 4¢,_,, de ce coté, sera

n+3—1=n-++ 2.

2° n 1 transformations entre les intervalles, mais ce nombre subit
les changements suivants :

a. La partie ABCD située entre r,_, et r, au-dessus de r_, n’est pas

Fig. 18.
Frontiére de Hj--=--- —
~id - f/n_7 ..... ——

comprise entre des diagonales et doit se transformer séparément,
nous aurons donc une transformation de plus ( fig. 18).
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b. Le point P divise horizontalement les trapézes, donc au lieu de
2 trapézes élémentaires, nous devrons en considérer 4, il nous faudra

Fig. 18 bis.

encore définir séparément la transformation dans r,,, nous ajouterons
donc
4 4- 1 — 2 =3 transformations;
donc
(n+1)4+1+3=n+5.

3° La transformation est définie entre d_, et d_, dans 8 régions.

4° Entre r, et d, la transformation est une similitude; donc T,
dans 5, — 3¢, se composera de

(rn+2)+(n+5)+ 8+ t=2n+ 16 transformations.

Il nous faut maintenant le nombre de transformations a définir
pour Ty, T, et T,, puisque ces transformations ne peuvent se faire
suivant la régle générale, les diagonales ne pouvant étre transformées
en des lignes droites.

B. Nombre de transformations de T,, T, et T,. — T,, nous 'avons
vu, se réduit a une transformation topologique 6,.
Pour T nous suivonsr, et comptons le nombre minimum de trapézes
élémentaires obtenus :
Dans M'TAO ... e 3 trapezes

»oelloo oo
» AOBn....... e e,

L]
-2
Q
W
51
NI WO W Tt oW



44 MARIE CHARPENTIER.

La région comprise entre les diagonales aboutissant sur »_, peut
étre divisée en 14 trapézes.

Donc pour définir T, on a & définir 41 transformations quadratiques,
plus les 3 transformations 6_,, 6, et 6, qui sont des homéomorphies
quelconques dans r,, r, et r, connues seulement sur les frontiéres
der_,, rpetr,,.

Passons maintenant a T,, on voit qu'il faut faire subir des modifi-
cations a la fagon de transformer les parties de 2¢, qui avoisinent r,.

Nous pouvons, par exemple pour la région J'QWelJJ' (région
traversée par le transformé des diagonales de r_,) obtenir un nombre
minimum de 7 trapézes, alors que réguliérement il devrait y en avoir 4.

Au contraire la région CD vBGBa{C pourra étre décomposée en
3 trapézes, alors que réguliérement elle devrait |’étre en 6.

Cela est possible en laissant encore quelconque 9,, qui est la trans-
formation, & l'intérieur de r,, déterminée seulement sur les bords.

I1 en résulte que le nombre total des trapézes a ajouter ne sera pas

changé, et sera
an + 16 =120,

Le nombre de transformations a effectuer sera donné parla formule
générale

n s
23 +2(zk+16):n?+ 17n + 23,

k=1
Il faut ajouter a ce nombre les (2 -+ 1) transformations :
60) 91’ 0—1) 62’ 9—2?

b,,6_,,0,, ..., nesont définies en général que sur les frontiéres et
peuvent étre déterminées arbitrairement a l'intérieur & condition
d’étre continues et biunivoques.

6, est également arbitraire jusqu'a la premiére diagonale que
Coupe 1.

Il est intéressant de laisser arbitraire le choix de ces 6,, car nous
pouvons ainsi choisir T, comme une transformation a volonté :

1° Changeant I'anneau en lui-méme;
2° Changeant I'anneau en une partie de lui-méme;
3° Changeant I’anneau en une région le contenant.
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6° LA TRANSFORMATION DEFINITIVE %. — L’anneau diminué d'une
région ¢, (ou XK,) se compose d’un certain nombre (‘) de régions
de l'espéce ci-contre sur la frontiére desquelles T, est déterminée

(voir fig. 23 et 7).

Fig. 19.

A z Bk
Il est possible de choisir un nombre N assez grand pour que les
régions déterminées pour T, soient de diamétre inférieur a ¢, en effet

N—1 .
leur hauteur est au plus 3" et leur longueur, la distance d’un

intervalle a I'intervalle le plus proche, longueur qui tend vers zéro
pour »n croissant indéfiniment.

Soient deux transformations T; et T; telles que 7, j > N.

Pour un point P(z, y) quelconque de ¢, on a évidemment

Xi(x) )) - Xi('z'; )
Yi(""r .)) = Y,‘(ZL", ‘)

et un point non contenu dans ¢, sera contenu dans I'une des petites
régions ci-dessus, région qui se transforma en une autre région bien
définie de J,, soient /[y et [;. On choisit N de fagon que le diamétre
d’un /; quelconque soit inférieur a .

Tout point intérieur a /y a évidemment son transformé dans [, par
n'importe quel T,, n2N, donc la distance des transformés du méme
point est inférieure au maximum du diamétre des /;, donc

IXi—Xj[<e, [Yi—Y)|<e
On a ainsi pour tout point P de I’anneau

IXi—Xj<e, |Yi—Y;l<e (pour i, j > N).

(') On peut préciser : ce nombre sera, d'un cété, n, de l'autre n +1,
donc 2n +1.
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Donc les transformations continues T, concergent uniformément
vers une trans formation continue .

© est continue dans tout I’anneau, donc uniformément continue et
laisse invariant U'ensemble E formé par tous lesr,; Iensemble fermé E,
c'est-a-dire la courbe C, est donc incariant par .

Comme d’autre part, G change r, en r,_,, G a le coefficient de rota-
ton 7, par rapport & Uintérieur R; et le coefficient de rotation =, par
rapport a Uextérieur R., coefficients qui ont été choisis de signes con-
traires.

La transformation obtenue est bicontinue, on voit immédiatement
qu’elle est biunivoque de la fagon suivante : Si un point P est sur un
bord de ’anneau il appartient 4 une seule suite de trapézes emboilés
situés entre le bord et 4¢,(n — ), il lui correspondra un seul point,
limite unique des trapézes emboités correspondants situés entre ce
bord et JC,. Si maintenant deux points P et Q ne sont pas sur les
bords, ils appartiennent 4 un méme 8¢y pour n>N, N fixe. Ils appar-
tiennent alors, soit 4 un méme trapéze de JCy, soit a deux trapézes,
mais dans les deux cas la biunivocité est évidente.

Avutres propriETES DE C. — C a encore d’autres propriétés intéres-
santes :

C est un continu indécomposable.

En effet tout vrai sous-continu de C est continu de condensation
de C, ce qui oblige C a étre indécomposable (*).

1 serait intéressant d’étudier plus & fond la transformation de C.

Par %, C n’a aucun point fixe accessible.

Mais C a quatre points fixes inaccessibles situés dans les régions,

G9Hg, BnAO, FE8Fy, el

etil n’y en a pas d’autre.
En un point fixe P passe une droite qui reste invariante dans son

(') Fundamenta Mathematicz : Kunatowski, loc. cit.
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ensemble (du moins assez prés de P) par la transformation %; cette
"droite est formée de points inaccessibles de la courbe.

On peut aussi, pour étudier la transformation, construire le trans-
formé d’un rayon (ou d’un cercle), c’est une courbe de Jordan qui,
sauf, peut-étre, prés des bords se compose d’un nombre fini d’arcs de
courbes du second degré.

Explication des planches.

I. J’ai représenté sur la grande planche les diagonales de ¢, et
leurs correspondantes dans &,. Deux diagonales homologues ont les
mémes noms a leurs extrémités; le numéro du r, sur lequel ces points
sont situés donne l'indice dont il faut affecter les lettres marquées a
ces extrémités, le lecteur est prié de bien vouloir ajouter par la pensée
ces indices aux lettres marquées sur la figure, la clarté du dessin
exigeait qu’on les omette.

J'ai tracé aussi a, v, et son homologue par T : &’ ,y_, et aussi A_ m,
et son homologue par T : A” m_,.

I. La déformation subie par les boucles s’opére dans le passage
de 4¢, 4 JC,. Pour rendre compréhensible cette déformation, j'indique
six étapes successives de la déformation des régions r,, r,, r, ainsi que
des diagonales qui les unissent.

Il est bon d’étudier ces dessins une premiére fois en considérant
seulement r, et r,, puis une autre fois en considérant ro, r, et r,.

Ces images donnent une idée de la déformation subie par les
boucles non tracées, en effet la région située entre r, et I'un des bords
subit approximativement une rotation d’un seul bloc, de méme pour
I'autre région similaire entre r, et le second bord.

Puis, dans I'espace restant, les boucles non tracées ont leur défor-
mation définie par la déformation des bords des trapézes.

Il serait possible de donner une autre démonstration rigoureuse
(d'ailleurs voisine de la précédente) en partant de ces dessins. Le
dessin des figures intermédiaires peut étre exact, sa détermination par
le calcul serait compliquée et superflue.

Il est intéressant aussi de chercher le transformé d’un rayon par
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exemple. On obtient une courbe qui tourne en général a droite, la
forme méme de la courbe avec ses nombreux angles droits empéche
cette condition d’étre satisfaite partout, néanmoins elle est satisfaite
en un assez grand nombre de points pour donner & la transformation
une ressemblance générale avec la transformation T;' de M. Birkhoff.

J'ai tracé des transformés de rayons, je ne puis pas garantir I’exac-
titude du tracé en tout point mais seulement son allure générale,
comme il suffirait de remplacer les transformations quadratiques par
d’autres transformations topologiques un peu plus compliquées pour
permettre a un tel transformé d’étre tout a fait exact, il peut suffire a
faire saisir I'allure de la transformation.



