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JOURNAL
DE

MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUÉES.  

Sur des courbes fermées analogues aux courbes
de .M. Birkhofl‘;

PAR M"° MARIE CHARPENTIER.

M. Birkhofi'(' ) définit ses courbes fermées(”) remarquablescomme
des ensembles invariants par de certaines transformationsanalytiques
qui leur sont associées.

Rappelons les principales propriétés topologiques de telles courbes
ou courbes € :

1° 6 est une courbe fermée;
2° C est invariante par une certaine transformation (analytique)

topologique Te;
3° C‘! est enroulée vers la gauche par rapport à l’extérieur et enroulée

vers la gauche par rapport à l’intérieur, ou en explicitant : Tout point 
(') Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LX, fase. 1—11, p. [.
('-’) Courbe fermée au sens de Schoenflies, c’est—à-dire frontière commune à

deux domaines dont la somme est égale à la totalité du plan. Voir KERBK.IAITO,
Vorlesungen über Topologie, p. 90.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 1, 1935. l
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extérieur à € est accessible de l’infini (ou d’un point d’un cercle exté-
rieur à (€, contenant 8 à son intérieur) par un arc simple régulièrement
tourné à gauche 0est—à-dzre dont la tangente fait en tout point P un
angle positif (’ ) avec la direction radiale PO, dirigée vers 0. Cet
angle positif est alors compté à gauche de la direction radiale par un
observateur placé en P qui serait tourné vers 0.

De même tout point intérieur à € est accessible par un arc simple
régulièrement tourné à gauche par rapport à la direction radiale 013.

4° Tout point radialement accessible(’)est transformé en un point
radialement accessible par T;‘.

5° TE laisse invariant l’ensembledes pointsàccessiblesde l’intérieur,
dont la transformation est douée d’un certain coefficient (3) de rota-
tion F.i tandis que l’ensemble des points accessibles de l’extérieur est
invariant avec un coefficient de rotation €...

On peut choisir T3 de sorte que ”C‘. et *:,- soient de signes différents.
6° Il n’existe sur 6 aucun point accessible à la fois de l’intérieur et

de l’extérieur.
Cette dernière propriété est une conséquence immédiate de la pro-

priété précédente 5°. -

Le but de ce mémoire est de donner un exemple d’une courbe
jouissant d’un certain nombre de propriétés analogues. Ceci est
d’autant plus utile que M. Birkhofi‘ pour définir la transformation T€
utilise effectivementun anneau d’instabilité de la dynamique.

Or il a bien prouvé l’existence de tels anneaux dans un cas particu—
lier, mais sans déterminer les courbes frontières que l’on doit supposer
connues pour définir T.. 11 est donc intéressantde pouvoir donner un
exemple, qui, d’ailleurs est peut—être profondément différent des
courbes (B, mais qui rend en quelque sorte intuitive la possibilité
d’existence de propriétés aussi étranges que celles appartenant aux
courbes €, en particulier 5°. 

(’) Cet angle est même uniformément >d> 0 pour tout l’arc simple, sauf
peut—être à son extrémité.

(3) Accessible de l’origine 0 par un rayon OP suivant la terminologie de
M. Birkhoff.

(") H. Peuvent, Journal de Math., 1885, p. 228 et G. D. Bmxnorr, loc. cit.
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I. -— Construction de la courbe.

Nous allons donc construire une courbe douée des propriétés
suivantes :

1° Propriété d’étre enroulée _à gauche par rapport à l’intérieur et par
rapport à l’extérieur.

2° Invariance par une transformationtopologique qui avance en des
sens opposés lespoints accessibles de l’ intérieur et les points accessibles de
l'extérieur. Nous obtiendrons cette courbe 6 comme le résidu d’un
anneau auquel nous enlèverons une suite infinie de régions partielles
unies à la région intérieure, et une suite infinie de régions partielles
unies à la région extérieure.

Soit un anneau borné par deux cercles concentriques C. et C2
(C. intérieur à C2).

1° LA TRANSFORMATIONmas scans DE L’ANNEAU. — Je rappellerai d’abord
la notion du coefficient de rotation telle qu’elle a été étendue par
M. Birkhofi' (loc. cit.).

Soit un cercle sur lequel chaque point est défini par une coordonnée
angulaire 0, une transformation topologique du cercle en lui—même
sera définie par la relation

91=f ( 9)

f continue, périodique de période 27. en 0.
En appelant a,. et bk le maximum et le minimum de fil.—_ 0 pour

9k=fk(9),

bk<9k— 9 < ak
et, comme la,.— bk] < 211,

008

9.…9_lim _?
Tt". ’ 

*: sera appelé le coefficientde rotation de la transformation du cercle.
Cette définition est due à Poincaré.

Si l’on considèremaintenantune courbe fermée, son intérieur peut
être représenté d’après les résultats de M. Carathéodory (')sur l’inté- 

(') Math. Annalen, Bd. 73, p. 325.
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rieur d’un cercle par une représentationconforme telle que, à chaque
point du cercle corresponde un point ou un bout premier de la courbe.
Ainsi à une transformation topologique T de la courbe correspond
une transformation topologique t : 0. = [(B) du cercle douée d’un
certain coefficient de rotation F:,— qui sera appelé le coefficient de rota-
tion de la courbe par rapport à l’intérieur. On définit de même le
coefficient de rotation ”Ce de la courbe par rapport à l’extérieur en
représentant conformément l’extérieur de la courbe sur un cercle. De
plus M. Birkhofi‘ a montré que lorsqu’un point radialement accessible
reste toujours radialement accessible par itération de T, le coefficient
de rotation de T sur 8 peut être défini directement pour la suite des
images de ce point et l’on &

lim âï_—ô : '.‘1.
ETC/l

Ainsi nous commencerons par définir sur les bords de l’anneau un
certain ensemble de points radialementaccessibles qui appartiendront
tous plus tard à la courbe, qui restera invariant par T; par consé—V

quent le coefficient de rotation défini sur le bord intérieurde l’anneau
sera le coefficient de rotation de la courbe par rapport à l’intérieur et
le coefficient de rotation défini sur le bord extérieur de l’anneau sera
le coefficient de rotation de la courbe par rapport à l’extérieur.

Nous pouvons définir sur C, (de longueur 211, par exemple), une
transformation topologique :, , douée d’un coefficient de rotation
arbitraire ’t. telle que, un ensemble parfait P, de mesure b, de C.,
reste invariant et que, étant donné un intervalle quelconque l contigu
à P, tout autre intervalle contigu à P soit le transformé de I par une
puissance convenable, positive ou négative, de t.4.

Soit P un cercle de longueur (1 = 2 n — b sur lequel nous définissons
une transformation t : O. = 0 + "i.. a, :. incommensurable.

Nous choisissons d’autre part une suite de longueurs
—-, it.—bi: li———zli liol, ll'zl» I'll; ---a

+»
E!Î,/_—i:ïb.

Soit un [point A ,, sur C,, nous le choisissons comme origine de l’in-

telle que
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tervalle i0(AOB0) de longueur [io |
et nous faisonscorrespondre àA.,B0

de C,, un point a0 de I’.
Nous pouvons maintenant établir une correspondance continue

de C. à F telle que, à tout point de C. corresponde un point de P et à
un point de I‘ corresponde un point ou un intervalle de C.. A tout
point p de F, qui est donné par 0=ao+kæ,a, correspond sur C'
l’intervalle i_gk. .

Soit un point }) de F, point qui n’est pas donné par 6. = 6 + In, a
(lc entier). Ap correspond un point P de C, tel que

f—:o

AO P = (101) + 2 I'M—I..

les k,- sont choisis de façon à prendre toutes les valeurs satisfaisant à

la < — Irma < (lol) + la,

! étant un entier quelconque.
Soit t la transformation de F, 6. =0+ 1. et T la transformation

de P en C, on définit t,=TtT -‘

pour tous les points où T est définie, c’est—à-dire pour les points P de
l’espèce ci—dessus. Mais il est facile de prolonger t, sur les intervalles
correspondantaux points de I‘; 0, = 6 i In, (1, k entier quelconque; en
effet, il est d’abord évident que t. fera comprendre i2kl_2 a in.], pour
définir complètement t. il suffit de faire correspondre les extré—
mités AM./_.2 et A…, BMI_2 et B… et les points intermédiaires se corres—
pondront de façon que

A2k,———2P2k1—2 __ longl°zk,—_a — . )
A2I:,— Pax—,- 10Dg12k,

t. est ainsi une transformation topologiquede C, en lui—même jouissant
des propriétés indiquées; en effet l’ordre des points est le même sur F
et sur C., donc le coefficient de rotation sur C., est encore T. et il
existe un ensemble parfait invariant dont tous les contigus sont les
transformés de l’un quelconque d’entre eux par les puissances de t,.

Nous définissons sur C._, une transformation analogue à l’aide du
coefficient de rotation *.2 et de la suite d’intervalles ..., i_3, L.,
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i., i3, . . . tels que
+»î .z [ '2A‘;+1 ' = d‘

. _”
L’ensembleparfait deC. qui reste invariant est de mesure c= 2 7: -—d.
Nous choisissons pour T4, et 12 des nombres irrationnels, racines

d’équations du second degré à coefficients rationnels, donc dévelop—
pables en fractions continues périodiques et satisfaisant de plus aux
inégalités

 }r._. +;T.I>‘).Tt, lT._.—t,l<21‘r.

2° CONSTRUCTIONnas RÉGIONS PARTIELLES. — Dans ce qui suit nous sup-
posons l’anneaudéveloppé suivant le rectangle (0,0; 0, 1; cm, I; au; 0)
du plan des coordonnéesr, 0, dont les côtés droit et gauche sont con-
sidérés comme identiques. La grande planche montre les premières
régions construites (‘).

C, devient la droite y: 1 et C. la droite y_o, tandis que le
domaine intérieur 1 est donné par y> I et le domaine extérieur E
par y<o.

(1. Nous prolongeons la région intérieure I, par une région r0 cons—

 

truite sur io; r0 se compose principalement d’une bande de largeur
% 

2 a + [
Cette bande est unie à i., par un rectangle de base i.,, et s’arrête à

une droite issue de io qui fait un certain angle et avec la verticale Oy.
La frontière de ro est bien cumulée vers la gauche puisque tout

point intérieur est accessible par une courbe tournée à gauche (d’un
angle > 0 mais non > d> o).

6. Nous prolongeons maintenant E par une région r. construite
sur i.; r, se compose principalement de deux bandes de largeur

%-%

(ou en général ’
) située au milieu du rectangle ABCD (fig. I). 

(1) Il faut noter que les proportions ne sont pas, en général, conservées dans
les figures du texte. Sur la grande planche, on a donné (pour plus de clarté)
aux angles et et @, une valeur bien supérieure à celle qu’ils doivent avoir en
réalité, pour satisfaire à la condition (A) ( voir 4° et 5°).
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. , . . 3 .’ -. _ As1tuees au milieu des bandes o, :; g 1. La premiere s’arrete d’un

côté a un rectangle de base 1'., de l’autre, à une ligne droite issue
de i, faisant un angle @ avec la verticale. La seconde est limitée par
les deux droites issues de i., faisant un angle oc avec la verticale. Ces

Fig. [.

B 130 C
'

——{'n       
    

   
A D

deux arties l’une ui entoure C2, l’autre ui entoure C, sont uniesP , q
par un rectangle qui passe entre l’extrém1té et le début de r0 et occupe
le % de l’espace qui reste là (fig. 11), r, est encore tourné à gauche
comme on le voit facilement.

Nous a ellerons les li nes considérées ci—dessus issues de i i et07 €

les 11gnes analogues, des diagonales.     
Soient par exemple, AI, Bac, E8, . . . dans la figure 2.
D’une diagonale à l’autre les r,. sont en ligne droite.
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b. Nous prolongeons aussi E à travers L, par un rectangle r_‘ de
base i…. de hauteur î—’ @)/

0. Nous prolongeons I à travers L,, par r+2, r+2 se compose :

1° D’une bande entourant C,, limitée au rectangle de base i+._, et
aux diagonales issues de io, i+2.

2° D’une bande entourant C2 et limitée aux diagonales issues
de L… i_,.

Le reste de r+2 entoure r(] et r_,.
On voit que la partie de r+2 qui entoure C$ se détache de la partie

de r+2 qui entoure r() et ceci entre les extrémités de r+.. Ceci sera vrai
pour tout r,l puisque celui—ci sera précédé par r _, et r,,_._,.

3 .c. r.2 est un rectangle de base La de hauteur %(â) ; pu1s nous
prolongerons de même E par rfi et r_“ à travers les intervalles i+u
et i_3, I par r…, et r__, etc.

3° Les RÉGIONS SITUÉES ENTRE LES DIAGONALES. —— Pour bien saisir la
formation des r… nous procéderons de la façon suivante :

Nous construirons dans l’anneau bordé par C, et C2 un anneau
, ' I r 'median ao de largeur ;; cet anneau a pour complementaire deux

anneaux, l’un bordé par C. l’autre par C2 : construire ro, revient à
couper le premier de ces anneaux par une région issue de 1}, donc
de C, et allant à 010 ce qui le change en une région simplement

\connexe puis a couper ao de 30 à cx0 par une région n’appartenant
plus à la région mtér1eure, on voit a1n51 aisément que ce qu1 reste de
l’anneau après que l’on a enlevé ro est encore un anneau de lar-
geur

%
et prolongé par une région simplement connexe à travers @" cz…

Pour construire r, nous construisons dans cette région restante 90

une région a. en occupant le %, ce sera un anneau prolongé à tra-
vers po «0 par une région simplementconnexe et son complémentaire

3 2
par rapport à p., est formé de deux anneaux de largeur <;) - Pour
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construire r, nous coupons celui de ces anneaux qui est bordé par C2
par une région allant de i. (de C2) à ct., ce qui le transforme en une
région simplement connexe, puis nous coupons &. de H.| à A, par
une région qui unit cette région simplement connexe à l’anneau bordé

. . 3

par C.. La région qui reste est donc encore un anneaude largeur (%>
prolongé par une région simplement connexe à travers H.AH un
anneau médian (fit2 aura encore deux anneaux complémentaires qui
s’unissentpar la transformation de az en 1°? etc.

On voit sans peine que rn a pour frontière deux courbes paral—
lèles qui ne peuvent bifurquer qu’à l’unique endroit où se rattache
la région simplement connexe considérée ci—dessus c’est-à—dire en
H,… A,… si n est pair, B,… cc,… si n est impair.

Appelons région 56” une région bordée par les z'_,,, .. ., z',,,'les
diagonales issues de ces intervalles et limitées à r" et les bords supé—
rieur et inférieur de r,,, situés entre les points extrémités de ces diago—
nales; d’après ce qui a été dit ci-dessus les r,…_. ont pour frontières des
courbes (même des lignes brisées) parallèles à l’intérieur de 21€… il n’y
a dans ä€,. aucun point de bifurcation des r,… pour ]; > 1.

Il nous sera donc possible de construire toutes les parties de r,,+,_.    
   

(Ic> [) à l’intérieur de 21€” alors que les r… ,,, . . ., r,l Sont construits,
c’est-à—dire que tous les r,…_. peuvent être supposés construits dans 56…

car un r,,+,_. ne se compose que de bandes de largeur % <Ë)H+k sauf natu—

rellement dans les parties verticales où cette région devient de

largeur
%< Ë>n+k

tango: (ou tang@ suivant le cas).
'

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. [, 1935. 2
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Cependant pour que ceci soit exact nous avons supposé que les
diagonales ne se coupaient pas, en effet dans ce dernier cas il se
pourrait qu’un r,,+,_. se termine dans 56… ou même qu’une région issue
de i,,+,_. rencontre une diagonale avant de rencontrer ch…… ce qui ne
nous permettrait pas plus tard de montrer que les r,, sont tournés à
gauche; il s’agira donc de choisir les angles ou et {3 de façon que les
extrémités des rn+k soient assurées d’être extérieures à 56. Moyennant
quoi il vient :

Onpeut construire une région r” si l’on a construit ;-

et si l’on connaît les angles et et 3.
n, - - -, ’il—17 r——n+l

Mais la construction est-elle toujours possible, quel que soit n ?

4° CHOIX DES ANGLES oc ET {& POSSIBILITEDE LA CONSTRUCTION. — D’après les
remarquesprécédentes la construction sera possible, si les droites que
nous appellerons toujours maintenant des diagonales ne se coupent
Pas (fig- 4)—

Fig. 4.  
D’après ce que nous avons vu, les diagonales issues des inter-

valles i,, et i_,, sont prolongées jusqu’à r,. ou r,,_,; comme nous le
verrons ultérieurement il est même nécessaire de les prolonger
jusqu’à r _,. . _

— La condition suffisante pour que le problème soit possible est donc

IIIIIA/ "TIJI/' '
Ln

que les diagonales soit prolongées sans se rencontrerjusqu’à r,…. Pour
cela, il suffit que leurs projections sur C,, par exemple, n’empiètent
pas. Soit X la distance de i” à l’un quelconque i,. des intervalles déjà
construits (fig. 5)

l——n+2; I-—n+l,y ' ' ' , lil—I,, lil—20
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Les diagonales issues de i,, Sont prolongées jusqu’à n.-., c’est—à-dire
‘> 1—3 . .

sur une hauteur (;)l - Il y a donc heu de ne temr compte que des

projections des parties des diagonales déjà construites situées au
dessous de r,,_,,,

. . o , o , ‘
"_,

La projectiond’une partie a1n51 determineesera égalea (%> tanga.
Par conséquent la condition ci-dessus revient à exprimer que

_ 3 n-—:l
/. > 2 (5) tanga

011

1 7
"‘“ . . .(A) ' tangoc< ; É 11m. 1nf. des A.

5° CALCUL nas msrmcss DES mrsnvnms. — Une limite inférieure
des 1 est donnée par la distance y. des points correspondants sur F
aux intervalles considérés sur C (vozr 1°.)

La distance p.,—j de deux points de P, a;, aj transformés l’un de
l’autre par t’” sera donnée par

ffz_f_ __ _ _£ -a_mrl p__mlîrl m] (pent1er)

naturellement p.,—j est pris en valeur absolue.
Si *:. est incommensurable, on peut le développer en fraction con-

tinue illimitée, alors % est une fraction ordinaire qui ne peut appro—

cher ft. plus qu’une réduite—
Qi que si m > Q,«; on a donc

).l
Tl——l- élu—£—

pourmêQ;;
i m 

(!)
 

donc, si l’on prend Qêm, l’inégalité (1) sera certainement satisfaite.
D’après la théorie des fractions continues on a

1
T _ ÈI>_.’

Qt 2Q1(Qi+1) '

Of Qn+l=an+lQn+ Qn—t-
Prenons pour 1. une irrationnelle du second degré, les a;. ont un
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maximum, soit A ce maximum augmenté de 1. On a

l l .
AQu’Qll+l < AQ]: 0" Q,…

donc
(2)

pour tout Q,Ëm.
Or comme % < A, on a certainementun Q,— satisfaisant à

!'

 
 

I 1,< -< _<_m=Q,=Am ou Am=Q,- HA

1_,
m

,. , o , | I . 1 \on peut donc remplacer dans ] megahte (z)
@

par în_A’ d ou

1

. 2 A“ m
 … 1'1— £lm 

Il nous suffit de prendre la limite inférieure de
;)—II,

donc la limite
supérieure de m pour que ceci reste vrai pour tout m.

Ainsi nous prenons pour m, n pour les intervalles i_,,, z'_,l+2, . ., l',…

puisque i_,,= t? ( i,, ).
On a donc  

 
(1

J— Z—-.-'l”“2A"n’  
d’où la condition (A) peut s’écrire

[ 7 n—3 (!
tanga<z ä A_'lïî

ou
' a 3 3

7 "[tango: < m a
-

3 7—1,

ce qui sera certainement satisfait si l’on choisit uniformément 
t 0 a

3)‘anbd<m<a '
 

On a une condition analogue pour tangfi.

6° DErmmon DE LA comme C. — Considérons l’ensemble E des



SUR DES COURBES FERMÈES. 13

frontières des r,,(n pair et variant de — ce à + oo), E’ l’ensemble des
points limités de E. '

' ‘

E + E’: E un ensemble fermé.
Appelons R,— le domaine intérieur I augmenté des domaines ouverts

r,, (n pair), R,— est évidemment un domaine.

Toutpoint de E est point limite de R,.

C’est évident par définition mais si l’on appelle R,, le domaine exté-
rieur E augmenté des domaines ouverts r,, (n impair), on voit que

Toutpoint de E est point limite de B.,.

En effet soit K l’ensemble des points limites de r,, ( n impair) un point
Fig. 6.W////

%%
%

%
%/

///////////////////////%Æ
quelconque de E est évidemment point limite de Re puisque point
limite de la suite des r,, (n impair), donc

K)];
et par conséquent puisque K est fermé

————p4———— 
ÎÏD-Ë c. Q. «. |).

Mais on voit par un raisonnement analogue que les frontières des
r,, (n impair) et leurs points limites appartiennent aussi à É.

L’ensemble É est de mesuresuperficielle nulle.
En effet, considérons une partie de l’anneau qui ne touche pas les
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bords, on peut la décomposer en un certain nombre de trapèzes situés
entre deux régions r…(l> I: par exemple) et deux diagonales. Soit la
hauteur h de ce trapèze (fig. 6), l’intervalle enlevé de h à l’opération
suivante sera h-%, à l’étape suivante h-ë-ë; d’où la longueur de h

appartenant à R,—+ Re

h[.’. +Ê..’. +(Ê>2.l +__,:l=h;7 7 7 7 7

donc É est sur h de mesure linéaire nulle. Il en résulte que È est de
mesure superficielle nulle dans le trapèze.

Avec plus de précision, si l’on considère la région rn comme des-
sinée,on détermine la région ä€,, intérieureà l’anneau et intérieure aux
bords inférieur et supérieur de r,, et aux diagonales issues des inter—
valles i.,,, . . ., i+n (fig. 7).   

    
L1.—

D’après ce qui précède l’ensemble É est entièrement déterminé
dans été,, et de mesure nulle dans 36…

De même Ë sera déterminé dans ä€,… et donc de mesure nulle
dans 56,… — ä€,,.

On a

Ë=Ë >< 56…+Ë X(äcn+1_äcn)+Ë >< (äcn+2_äcn+l)+° ' '_l_Ci + C3:

C1 et C; sont les ensembles parfaits invariantsde C. et C2.
Chaque ensemble du second membre est de mesure superficielle

nulle, donc Ë étant la réunion d’une infinité dénombrahle d’ensembles
de mesure nulle est de mesure nulle.

Donc
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É est un ensemble fermé de mesure nulle séparant le plan en deux
régions, chacun de ses points est point limite des deux régions, E est
donc une courbe fermée au sens de Schôn/lies, soit (3.

7° (? EST noumäe A GAUCHE. — Par définition tout point intérieur à €
ou bien appartient à I ou bien appartient à une r,, (n pair).

Il est évident que tout point de I est accessible par une courbe
tournée à gauche, en est—il de même de tout point de ru ‘?

LEMME. — Si la frontière de r,, est une courbenon tournée à droite, tout
point de r,, est accessiblepar une courbe non tournée à droite.

Soit P un point intérieur à r,, menons le rayon OP ( fig. 8), soit Q
Fig. 8.

r
!' R
p

0

le premier point de rencontre de OP avec la frontière de r,,, on peut
évidemment tracer un arc de Jordan parallèle à la frontière de r,, a
l’intérieur de r,, aboutissant en B puis joindre RP, le long de RP
l’angle est de 180° avec le rayon, OP, donc P est bien accessible
par une courbe non tournée à droite.

Il suffit donc de démontrer que la frontière de rn est non tournée à

Fig. 9. 
droite. Soit F,, cette frontière. Partons de l’extrémité droite de t',,,
A,,, F,, fait avec le rayon, d’abord un angle nul, puis un angle
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de 90° (fig. 9). A sa première rencontre avec une diagonale d',_.,

Fu devient parallèle à la frontière,F,_., de r,_., donc est non tournée à droite
si celle—ci est non tournée à droite. A partir de d'}_., F” sort de p,_.

en faisant un angle de 90° avec le rayon (fig..ro), par conséquent
reste non tournée à droite jusqu’à la prochaine diagonale, etc.

Fig. ….

Il reste à considérer le prolongementf,, qui se détache de F… on
voit que l’angle à l’arrivée en A, avant lui, et après lui, en B, est le
même (fig. 1 I). En partant de A on suit Ci en sens inverse entre deux

   
AB Fn

diagonales, fn est encore tournée à gauche de 90° par rapport à Ci,
puis f,, tourne autour de r,,_k(lc 1mpa1r) en sens mverse; par conséquent
si. Fn_k est tournée à gauche par rapport à l’intérieur de C,-, ,L sera

Fig. 12. 
tournée à gauche par rapport à l’intérieur de C…. L’angle étant
0,=(0+180°)—180=0 en tout point puisque cette égalité est
vérifiée en A (0, = 0 = 0) (fig. 11, voirfig. 12).
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A partir de dÏ,_,, f,, revient parallèle à elle—même mais son angle
avec le rayon est augmenté de 180°; donc si la première partie de f,, est
tournée à gauche la seconde partie est, a fortiori, tournée à gauche.

Quand F,l arrive en d,, l’angle de 90° devient 270 et reste supérieur
de 1800 à ce qu’il était au point correspondant; donc, sijusqu’en K,
F,, n’est pas tournée à droite, elle ne le sera pas après, a fortiori,
(fig—. 13)—

Fig. 13. 
 

Il vient : Si F_,,+,, . . ., F,,_, n’est pas tournée à droite, F,, ne le
sera pas.

Comme il est évident que F,, n’est pas tournée à droite, F,, est non
tournée à droite quel que soit n; par conséquent tout point de r,, est
accessiblepar une courbe non tournée à droite quel que soit n

II. — Définition de la transformation.

La seconde partie de ce travail est consacrée à la définition d’une
transformation topologique de l’anneau en lui—même, transformation
qui laisse la courbe @ invariante, tout en avançant en des sens opposés
ses points accessibles de l’intérieur et ses points accessibles de l’exté-
rieur.

Nous établirons d’abord que toute région r,, doit se changer en une
région r,…, et déterminerons h =——2 en choisissant la transformation
des bords de l’anneau (I).

Nous considérerons ensuite la région B,, qui sera l’anneau diminué
des domaines ouverts r…,,, . . ., r,,; d’après 1, à R,, doit correspondre
une région S,, (l’anneau diminué des domaines ouverts r_,,_2, . . .,
r,,_,). Nous appelleronsG,, une transformationtopologiquede l’anneau
en lui—même changeant R,, en S,,; cela est toujours possible l’ordre
des points étant le même sur les deux frontières et pour simplifier nous

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 1, 1935. 3
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admettrons que
+” +”

G; En =G,, 2"k (pourign).
—ll —Il

Si nous pouvons construire une suite G,— telle que, aussi bien la suite G,,
que la suite G;' soit uniformément convergente, la transformation
limite est bicontinue donc topologique et change la courbe € en elle—
mémepuisque changeant l‘ensembledes r,, en l'ensemble des r,,.

Or, d’après ce qui précède, une transformation G,… est une trans-
formation G,,, choisie de façon à transformerR,… en S,… et R,… n’est
autre que R,, diminué des domaines ouverts r,… et r_,,_, comme S,…
est la région S,, diminuée des domaines ouverts r,… et r_,,_, ; mais dans
la première partie du Mémoire nous avons vu que r,… est bien déter-
miné quand on a contruit tous les r,, (

|
k

[
g n) et les diagonales qui abou-

tissent sur ces r,,; f,… (la frontière de r,,+.) débute sur i,… qui estbien
déterminé, se compose de lignes droites allant d’une diagonale à l’autre
et doit s’arrêter aux deux diagonales J'!) et oc’y’(r,,…,) (') et A0
et 30H, diagonales qui aboutissent sur r,… et viennent de i,,, i,,+., r,,
et qui suffiront plus tard, avec les diagonalesdéjà tracées à définir r,,+2,
ainsi la connaissance de la région R,, et de ses transversales situées sur
les diagonales qui sont tracées suffit à déterminer r,… , et de même, la
construction de r,… est déterminée par la connaissance de S,, et de ses
transversales.

Nous n’oublierons pas cependant qu’il faut encore tracer r_,…
et r_,,_3 ainsi que les diagonales issues d’eux aboutissant sur r,…
et r,…, et sur r,… et r…,,+3 (voir le tracé de ces diagonales à « Détail des
transformations »).

Puisque ces. transversales jouent un rôle aussi fondamental il est
naturel de chercher à choisir des transformationsG,, qui transforment
R,, et ses transversalesen S,, et ses transversales. Ceci est possible (11) car
les transversales de R,, et S,, sont « semblablement disposées » à condi-
tion que celles de R, et S, le soient; en effet les correspondantes des
transversales de B, ne sont pas « marquées » dans S., on peut les
choisir arbitrairement, à conditionqu’elles ne rencontrent aucune dia- 

(1) Dans le cas où n est impair, pour n pair on a ô’D et A’J’.
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gonale de S,,— S.. Je les ai choisies des lignes droites quand cela est
possible, ou des lignes brisées (III).

Nous avons tout avantage à procéder ainsi, car (IV) alors on peut
choisir les G,, de façon que, quand une G,, transforme une transver-
sale dde R,, en une transversale 8 de S,, (et que Gî,‘ transforme 8en d),
d soit transforméeen8 (et réciproquement)par toute G,- pour ig n (et
réciproquement GÇ' (8) = d pour ig n) et cette permanence de 3, car—

respondantede d, suffit à assurer la convergenceuniforme des Gr,— sur d
(des GZ' sur 8).

'

Dans une quatrième partie, nous verrons comment choisir les fonc-
tions de transformation (et leurs inverses) entre deux diagonales pour
assurer la convergence à l’intérieur de cette région.

Nous verrons qu’il est même possible de choisir G,, dans toute
région interdiagonalairede façon que G,…,= G,,(p > o quelconque),
ceci uniformémentdans une région äC,, dont la distance de tout point
de la frontièreaux bords de l’anneau est inférieure à (g)]… -

Nous appellerons T,, la transformation G,, ainsi choisie qui est une
transformation quadratique dans chaque trapèze tracé.

Il est alors facile de démontrer la convergence uniforme des T,,
(et T;‘) dans tout l’anneau et la transformationlimite obtenue “(à satis-
fait bien aux conditions requises.

1° Considérons un arc de la courbe @; cet arc A peut, soit appartenir
à la frontière d’un r,, unique, soit contenir des points a et b de deux r,,

différents; dans le premier cas, A’ est une ligne brisée, continu de
condensation de C‘); en effet, 6 — A > A('); dans le second cas,
A contient tous les points accessibles de a à b; il contient donc les
frontières d’une infinité de r,,, et comme A est fermé, il est identique
à la courbe @ elle—même, et il n’y a pas d ’autre genre d’arcs A passibles.
Par une transformationtopologiquede la courbe en elle-même, deux
arcs du premier genre doivent se correspondre et deux arcs du second
genre doivent aussi se correspondre. 

(‘) Voir pour la notion de continu de condensation et ces notations, les
Fundamenta Mathematicæ, en particulier, Kunuowsxt, Fundamenta Mathe-
maticæ, t. 1, III et X, et JANISZEWSKI, Thèse, Paris, (912.
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Soit F,, la frontière d’un r,., d’après ce qui précède,
T(Fn) C Fn+h (h entier);

mais alors
T_1 ( Fn+lz) > Fn-

Or, en appliquant à T“' la remarque précédente, on a aussi
T_’(Fn+h)CFM;

donc
T_’(Fn+h)=Fn ou T(Fn)=Fn+/L;

il vient :

Toute transformation topologique de la courbe (B en elle-même,
conservant les bords de l’anneau, transforme une région r,, en une
région r,…,.

Il nous faut maintenant choisir h, car a priori, nous ne pouvons
décider s’il doit être le même pour tout r…

Considérons le cercle I‘ sur lequel nous définissons l’ensemble des
points P,, qui se déduisentd’un point de P, P, par rotation du nombre 7
incommensurableavec 211, c’est-à-dire P() P,, = ny mod 211.

Si une transformation topologique t de F en lui—même transforme
l’ensemble des P,, en l’ensemble des P,,, chaque point P,, devient un
point P,…, de façon que l’ensemble des points P,, soit identique à
l’ensemble des points P,…, et que l’ordre des points P,…L soit le même
que celui des points P,, sur I‘ .

LEMME. — Sipour n 2 N , h est borné, h est constantpour n à N.

En effet, l’ensemble des points P,, (nêN) est partout dense sur I‘;
d’autre part, appelons G,, l’ensemble des points Pn qui deviennent des
points P,…” l'ensemble G,, subit une rotation d’ensemble de [t‘y (‘).
Il n’y a qu’un nombre borné d’ensembles G,, par hypothèse; consi—
dérons un ensemble déterminé G,—, ou bien il est partout dense, ou
bien Ëi a un dernier point 9 à droite. Dans le premier cas, tout point
d’un Ë,,(h# i) est point d’accumulation de G,—; dans le second cas,
Q est alors au moins point d’accumulation d’un G,, puisqu’il n’y a 

(’) A 2m7r'près bien entendu.
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qu’un nombre déterminé de G,, et il appartient à G,- ou il en est point
d’accumulation; donc, en tout cas, on a deux points de G,- et de Gr,_.

qui sont aussi voisins que l’on veut. La transformation t est continue
sur un ensemble fermé, donc uniformément continue.

Par t, G,— subit une rotation iy et G,; une rotation Icy si nous appelonsd
la distance de deux points de G,—et G,., leur distance devient (en valeur
absolue)

(i—k)ymod2nid;
or, nous pouvons choisir deux points de G,— et G,_. dont la distance est
inférieure à 73 en choisissant pour 71 un nombre positif inférieur à la

(t' — l.‘)7(mod21r)

[;
o - ‘ , ° \ “pomts dont la distance est mfer1eure a 0, se transforment en deux
. . . , . , '— k d . ,

pomts, dont la d1stance est 1nfer1eure a (—l———)Ï(m—O2—fi), Il en resulte

fois à , et à 3 qui est un nombre positif tel que deux

que la distance de ces points puisqu’ils appartiennent à G,— et G,,
doit devenir égale à (i—lc)vmodznin, c’est-à-diresupérieure à
(——i

—2k)7 (mod 2fl), ce qui est impossible par hypothèse,

THÉORÈME. — Sipour nêN, h est borné, Il est constant pour tout n.
En effet, d’après le lemme, h est constant pour n_Z_N. Soit un point
P;(_n< N); il est point d’accumulation de points P,,(n> N), son
transformé est le point d’accumulation des transformés des points
P,,(n> N), c’est—à-dire le point d’accumulation des points P,…, où
la est constant; le transformé de P,— est donc le point P…,, la longueur
P,-P,…,, tendant vers hY mod2n quand P,,k tend vers P,-. Donc, le est le
même pour tous les points P…

Considérons une région r,, telle que T(r,,) =r,…,, et en particulier
le point TQ,, de r,…… Soit p la longueur de la distance TQ,,P de TI),
au point P de la frontière de r,…, qui en est le plus proche, en consi—
dérant exclusivement la partie de la frontière de r,,+h qui est séparée
de TQ,, par Q,,+h. 0 sera la longueur de la distance T—' Q,…, au point Q
de la frontière de r,, qui en est le plus proche en considérant exclusi-
vement la partie de la frontière de rn qui est séparée de TQ,…, par Q…

On a

<3>n+h
1

<3

n+h I 1- —tangaâp
—>

—

7 7 7 7 005“
 

ll/\
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71 Il

<%) â‘°°g“ë°ë(Ë) â…f…-

Supposons que TQ,, précède Q,…, (‘), alors Q,, précède T“‘Q,…,.
La transversale TQ,,P doit donc par T*' se transformer en une

transversale de r,. allant de Q,, à un point qui suit T“‘Q,…,, donc
T”‘[TQ,,, P] doit rencontrer la transversale T”'Q…,Q; ainsi, son
diamètre ne peut être inférieur à la plus courte distance de Q,, à cette
transversale, une limite inférieure de cette distance est évidemment
donnée (2) par

et  

diSt(le long de r,.)Qn, T_1Qn—ç—h '—‘ T_1Qn+h, €)

ou
dlSt(le long de r,.)Qn, T_1 SZn+h ’_‘ O';

appelons m le diamètre du plus petit arc Q,,T" Q,…, appartenant à r,,

(! sera' le diamètre du plus petit arc Q,…,TQ,, appartenant à r…,), il
vient

'

diamT—1[TQ…P]>m—a.
On a de même

diam'l‘ [T—' 9…,;., Q] > 1 — p;
il vient alors :

THÉORÈME. —— A tout nombrepositif arbitraire &, on peutfaire corres-
pondre un entier N tel que

dî5t("fl+h) TQn, Qn+h < &, diSt(,-n) T_1Qn+h, Qu < E

(pour n, n + Il > N).

En effet, s’il en était autrement, il serait possible de trouver une
suite d’entiers n., n._,, n.…,, . . ., telle que

diam T" [TQ,,,P] —> M > o. 
(1) Le raisonnement serait en tous points semblable si l’on faisait l’hypo-

thèse contraire. .

(’) Dans un triangle T”‘Q,…4…Q…I, en appelant 1 un point commun à
(9… ‘“'P) et à T“‘SZ…_7,Q, Q,,I >Q,,T“‘Qn+h—T—'Qn+hl (voir pour les dis—

tances relatives MAzuaxmw1cz, Fund. Mat/c., t. 1). Cette distance avait été
définie par M. Denjoy (C. R. Acad. Sc., Ign), j’appelle dist,.n (P. Q.) la dis-
tance de P à Q relativementà r…
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Mais puisque T“' est une transformation continue, on peut faire
‘ 1 . .. . Acorrespondre a % un ent1er p051t1qu tel que d1stRS<n entraine

. M_| —1 __ _dust T RT 8 < 3
Or, il est possible de choisir un n;, tel que pour n,_. > n,— on ait simul-

tanément
diam T“' [TQ…Œ‘] >#

et
[ 3 nx-+nk [ 3 \ nk

_ 1\Imax — , -——— -- <mmn. ——7eosa<y> 70050: (7) ' 6

ce qui est toujours possible, la suite n,; et n,i+hk croissant indéfini-
ment. Il existe alors des points J et K de T9… P dont la distance des
transformés par T“| est égale à

 
2Mdiam T—'[TQ,… P]> 'Î —a

. M Mou puisque c< Î; ou — a —— ÎÎ
. …_, _| 2M _ _l\£ l\_ldnst(l J,T K)>—-—3 6>2’

mais d’autre part, comme J et K sont sur la transversale de lon-
gueur ?  ]' J K 1 3 nk+lu_.ust( , )<

7eosa<î> <m
ce qui doit entraîner

(list (T—1J, T—1 K) <
_‘3'

.

Il y a donc contradiction et le théorème est établi.
Les suites TQ,, et Q,…,_ ont donc même limite, comme les suites

Tflu+h et fin-
Dans la suite, nous écrirons toujours non pas h mais 2h puisque les

différences d’indices des i,, sur un même bord sont paires.
Considérons l’égalité suivante entre les angles décrits par les diffé-

rents points de r,l (n pair, r,, est donc issu de C.) : a,,Q,_, et a,l+2hQn+m
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sont comptés le long de r,! et r,,+2h

auan+2h E auQu + Qran+2h+ Qn+2h au+21… 
 

(A) du “IH—2h "‘ $2nSZn+—zh: 0C,, Qu _ dn+2hQn+2h 
Si nous considérons le plan des coordonnées r, 0, et si nous nous

reportons à la définition du coefficient de rotation (i” Partie, 1°),
nous savons que le maximum de a,, oz,l+2hn’en peut dépasserle minimum
de plus de 211, puisque l’ordre des points de C' doit être conservé
par T.

Soit A le point de C2 le plus près de Q,,, pour n> N et AQ,,< 71

on a
dist(Q”+2h’ TA) < dlSl(fl,1+2/J, TQn) + (liSl(TQ… T1\),

ou, comme n > N entraîne dist(Q,,+2h, TQ,,) < %
[égalité qui est

encore vraie si l’on considèrela différenceangulaireO(Q,, +2 ,,) — O(TQ,,)]

et que dist(A, Q,!) < ?; entraîne dist(TA, TQ,,) < %
pour un 71 conve—

nablement choisi, il vient
digt(9,,…, TA) < 5

ou encore
9(Q… SZn+2h): Û(Q… A) + 6(Ar TA) + 6(TAaQn+—2h )»

puisque nous avons évalué Q,l+2h dans r,,; d’où
6(Qn; Qn+2h) Ë‘Û 'i— 9(A, TA) —l— 8,

or Ô(A,TA) varie d’au plus 27“. pour la même raison que a,,an+2h;
- \ “\ A ' '

donc Q,,Qn+2h var1era d’au plus 2Tt—l— è(e), o(e) pouvant etre c110151

aussi petit que l’on veut.
Il en résulte que

au“n+2h_ QIIQII+2/l

ne peut varier de plus de 41: + 3 pour n > N.
Considérons «,…. Q,,+2 — a,,Qu; par construction a,,+2Q"+2 tourne de

a,…_,oc… puis de oz,,fl,,, puis de QnQ,l+2; QnQH+2 est avec une différence de

[<â>”“—<ë>"-‘iw
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la rotation de J,…Jn_1 11 went
27T(71_ "'—3) _ 47f — 5 É all+29ll+2— 0t,,Q,,Ë 27Ï(71 _ "'—3) + (”T + €;

pour 7-n+2hQn+2h — «HQ… on aura
27rh(r, — ‘t!) — .fin—sêa,,+29uHh—— oz,ÀZ,é2‘rr/z(‘r1—1'._,) +41r + s(pourn > N).

On peut choisir N assez grand pour que 5 reste petit même pour
la assez grand, c’est—à-direqu’il y aura un N tel que a < TE même pour
des valeurs de Il telles que

Ill—Il2>M.
27r(13——‘r2

Il arrive alors, si l’on donne à b. —
112 d’assez grandes valeurs, que

27rh.(n—— r._,) — 27rh…;(r,— rg) — 871: i- s ou (h1— 112) 21r(q— r.!) — 911

donnera la valeur minimum de la variation du second membre de
l’égalité (A); or nous avons vu que le maximum de variation du

' r ' \\premier membre était 4 11 + 0, donc
21r(r,— 1-2) (lel — 112) —— 971: < 471: + 6

ou
1311: + 6

h1— h.,<
—_2fi(71—12)-

Il y a donc contradiction et le, — h2 doit être borné, c’est-à-dire que si
l’on désigne par le() une valeur fixe de la

et ainsi
le est bornépour n 2 N.

Du théorèmeprécédemmentdémontré, il résulte que Il est constantpour
tout n.

Donnons à b une valeur — H, sur C., quelle valeur en résultera-t-il
pour h le long de C._, ?

Soit un point J L,» et une suite de points Q…. tendant vers lui, la suite
des transformés T(Q…f) a même limite que la suite Qnk_2m et celle-ci a
nécessairement pour limite Jim—eu,, ainsi J;o vient sur J'no_,_.… et ceci en
tournant vers la gauche de J;,o à J',,o_2 puis à JÇ,O_,,, etc.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 1, 1935. 4



26 MARIE CHARPENTIER.

Il en résulte que puisque h est constant aussi le long de C, il sera
égal à ——H. et que le coefficient de rotation sera H,:2 (*:2 est ici
compté dans le même sens que T,, ce que nous ne conserverons plus
dans la suite).

Dans la suite nous choisirons H. = 1 et nousprendronsT(Q,,) en 9,4.

2° La région R,, sera, par définition, l’anneau diminué des domaines
ouverts r,,, . . . , r_,,; par toute transformation du type cherché (I)R,,
doit se transformer en l’anneau diminué des domaines ouverts
r,,_._,, . . . , r_,,_._,, nous appellerons une telle région S,, et une transfor—
mation de l’anneau en lui—même transformant R,, en S,, sera une trans—
formation G,,. Il s’agit, comme nous l’avons vu dans l’introduction,
de choisir une suite de transformations G,, telle que la suite G,, et la
suite Gz’ convergent uniformément et par suite d’étudier le passage
d’une G,, à une G,…. Pour simplifier, nous considérerons exclusive-
ment dans la suite, des transformations telle qu’une transformation

+"
G,… soit égale à la précédente, G,, sur 2r,,, il suffira donc d’étudier

—n
la formation de G,…_ dans R,,, c’est-à—dire dans le domaine où se des-
sinent deux régions : r__,,_‘ et r,,.…. Réciproquement G,]1, n’aura plus à
être définie qu’à l’intérieur de S,,, région à laquelle appartiennent
r_,,_3 et r,,_, .

G,, sera choisie sur C. et C2 égale à t| et t, définies au numéro pré-
cédent, elle change donc tout i,, en i,,_2; par conséquent sur C. et C,,
G,, est choisie de façon définitive, la transformation entre les inter-
valles ouverts i,, et i,,.._, peut être choisie arbitrairement, par exemple
ils peuvent se correspondre par segments proportionnels. A priori, il
semble qu’on puisse laisser arbitraire la correspondance entre l’inté-
rieur de r,, et r,,_2, cela est vrai, sans doute, tant que n n’est pas trop
grand, mais n’est pas possible indéfiniment. Il vient :

Il est toujourspossiblepour un n déterminé de choisir une transforma—
tion G,, égale à t, et t2 sur C, et C2 et changeant r,, en r,,__._, pour
[t‘ = — n, . . . , n.

Ceci est évident, car l’ordre des extrémités des entailles r,_._f_, sur C,
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et C.,, se déduit de l’ordre des extrémités des entailles r,. par les trans—
formations t, et t,.

Nous avons à considérer maintenant dans le domaine R,, non plus
seulement sa frontière, mais toutes ses transversales situées sur des
diagonales. Il y a quatre de ces transversales qui jouent un rôle parti—
culier et qui, d’autre part, sont situées sur des diagonales qui
s’arrêtent à r,,; ce sont (en supposant n impair) ALI,,, 8' _,D,,, B,… G,,
et B,,a,….

ALL, unit l’intervalle i,, à l’extrémitéde r,,, 3,,_, D,, unit l’intervalle i,,_,
à l’autre extrémité (prolongement) de r,, et les transversales $,…G,,
et a,,_. B,, vont de r,,…| à la naissance de ce prolongement.

Si nous considérons r,,_._. dans le domaine S,, nous avons encore à
considérer à part quatre transversales A' l,,_._., 3',,_,D,,.2 B,…G,… et
a,,_3B,,_2, ces transversales jouent pour r,,_._. le même rôle que les trans-
versales de même nom jouaient pour r,,, il est donc naturel en faisant
correspondre les transversales des deux domaines de chercher à faire
correspondre ces quatre transversales une à une.

Nous démontrerons d’abord un théorème préliminaire(‘).
Considérons deux domaines @ et m' de même connexion dont

chaque frontière y…(p!) est une courbe de Jordan; chaque p., (n’)
est douée d’un numéro d’ordre, choisi de façon que les frontières
extérieures des deux domaines aient le même numéro d’ordre. Sup—
posons tracées dans ces deux domaines m transversales )\ qui seront
encore douées de numéros d’ordre, de façon que sur deux courbes
frontières p.,- et p.', les extrémités des transversales soient douées de
mêmes numéros et rangées dans le même ordre. Je dirai que ces
domaines sont à transversales semblablementdisposées.

Si deux domaines sont à transversales semblablementdisposées, il
est toujours possible de faire correspondre topologiquementles fron—
tières et les transversales, mais à quelles conditions cette correspon—
dance peut-elle s’étendre à l’intérieur des deux domaines ‘?

n—‘Z

THÉORÈME. — L'extension de la correspondance des frontières et des 
(‘) J’insiste sur des détails évidents, car ils ont une grande importance dans

la suite.
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transversales a‘ l’intérieur du domaine est toujours possible pour deux
domaines simplement connexes.

Nous allons d’abord montrer que si le problème est possible pour
deux domaines simplement connexes contenant 1, . . .,(n— 1) trans—
versales, il est possible pour deux domaines simplement connexes
possédant n transversales. En effet considérons une transversale ).,—

de (0 et la transversale ‘A', de (D’ qui a le même numéro que °A,—;

"A,- divise (D en deux domaines OD. et 032 dont chacun contient au plus
(n — I) transversales, X', divisera de même (D’ en deux domaines (D',
et (D'._,. Lesdomaines (D', et (D', sont à transversalessemblablementdisposées.
En effet, soient A, B les extrémités de l\,- sur la frontière de GD, … et ,tu;

les arcs de la frontière de O‘) déterminés par ).,-. La correspondance
choisie sur les frontières et les transversales fait correspondre à 7.,—,

l',, à A, A’ et à B, B’, puis à y.“ un arc p.; et à p.;, un arc ,u.'B, de façon
que les extrémités des transversales situées sur pf, correspondent aux
extrémités des transversales sur …; il en résulte qu’aux extrémités
d’une transversale de GD. (frontière : 7L,—, …) correspondent les
extrémités d’une transversale situées sur ,uÇ, donc d’une transver-
sale située dans ÛD',. Ainsi à toute transversale de 03, correspond une
transversale de 03', et ses extrémitésont même rang sur les frontières
de (D, et (0',, ainsi les transversales 6). et (D', sont semblablement
disposées.

Par conséquent, si l’on peut faire correspondre topologiquement
deux domaines simplement connexes dont les (1, . . ., n — 1 transver-
sales sont semblablementdisposées, on peut faire correspondre topo-
logiquement JD, et (D', d’une part, 032 et d)', de l’autre, ainsi l’on a

bien une correspondance topologique entre (D et ÜD’ tout entiers.
Il suffit donc maintenant de démontrer que la correspondance peut

s’étendre à l’intérieur de CD et ÜD’ quand n = 1.
Mais pour n=1, les deux domaines 6), et 032 ne contiennent

aucune autre transversale et T est définie sur leurs frontières il est
alors évident que T peut être définie de façon à faire correspondre (D

et ÛD’ (voir KEREKJARTÔ, Topologie, p. 72).
Le théorème est donc démontré.
Il reste à chercher une condition suffisante assurant l’extension

de T quand le domaine n’est plus simplementconnexe.
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Il existe alors des transversales qui ne coupent pas LD : nous choi-

sissons parmi les transversales un certain nombre )k, . . .X,-, tel que
leur ensemble ne coupe pas 03 mais que néamoins l’ensemble E des
frontières et des "A. . . . )\,' soit connexe — alors le domaine limité parE
est simplementconnexe— E et E’ sont à transversales semblablement
disposées et l’on peut appliquer le théorème.

Je dis que l’on peut toujours transformer (D et (D’ en deux domaines
simplement connexes en ajoutant à leurs frontières des transversales
convenablement choisies si toute courbe de Jordan fermée intérieure
à UD (ou à (D’) et contenant à son intérieur une des frontières rencontre
au moins l’une des transversales (condition A).

En effet, supposons cette condition réalisée, pour des domaines a?
et (D' contenant m transversales et bornés par [; frontières, évidem-
ment mêk— 1 et soient % la frontière extérieure, P‘ une extrémité
d’une transversale allant sur une autre frontière f,— qu’elle rencontre
en Q’, en tournant surf.— dans le sens des aiguilles d’une montre, nous
rencontrons une autre transversale n’allant ni à 5 ni à ,, soit à f,,
nous la suivons jusqu’à fl et nous continuons jusqu’à ce que nous
ayons épuiséces /cfrontières — comme aucune de ces transversales n’a
coupé le domaine et que chaque fois le domaine avait une frontière de
moins — le domaine final est bien simplement connexe.

Mais est—on sûr de rejoindre toutes les frontières? en effet, il se
peut que le long de f,, par exemple on revienne à Q,, sans rencontrer
de transversales allant à des frontières non encore utilisées. Mais alors
il est facile de revenir le long de Q,,P,, jusqu’à f,, et, ou bien de suivre
la première transversale satisfaisant aux conditions voulues, ou bien
s’il n’y en a pas, de suivre la transversale Q,,Po, etc. puisque l’on est
sûr qu’il n’y a pas de point cherché sur l’arc de frontière Q,P…

Il n’y a que deux hypothèses possibles : on revient à P sans être
allé à toutes les frontières ou après les avoir toutes parcourues.

Dans le premier cas l’ensemble des transversales et des frontières
parcourues forment un ensemble fermé E auquel on peut même
ajouter toutes les transversales qui ont un point sur E. Les autres
frontières et transversales forment un autre ensemble fermé F qui
n’a aucun point commun avec le premier, soit M un composant
de F. Il existe une courbe de Jordan intérieure à 63 ayant M à son
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intérieur et ne rencontrant ni E ni F, donc ne rencontrant aucune
transversale ce qui est contraire à la condition A qui est ainsiprouvée
sufiîsante pour permettre l’extension de T dans les domaines multiple-
ment connexes (J‘) et (D’. En particulier si (D et (D’ sont doublement
connexes l’existence d’une transversale unissant les deux frontières
suffit.

THÉORÈME. — Si pour n = N, R,, et S,, sont à transversalessemblable—
ment disposées, les AB,, particulières signalées plus haut, ayant même
numéro,pour n > N, R,, et S,, sont encore à transversalessemblablement
disposées à condition que f,… ne rencontre chacune des diagonales
de R… SN qu’en deuxpoints et que cette condition soitpermanente.

Il suffit de le montrer pour n=N+I et de montrer que les
transversales de RN+1 se divisent en deux groupes de même que
pour RN de façon à assurer la permanencede cette condition.

Les transversalesde RN sont de deux sortes : celles qui vont d’une
frontière à l’autre et celles qui ont leurs deux extrémités sur la même
frontière. Comme rN coupe toutes les diagonales, les transversales
de R,, vont de rN au reste des frontières : les [ seront les transversales
qui vont de rN à l’autre frontière de RN et les 7\ les transversales qui
vont de rN à la frontière dont il est issu.

Ces dernières ont leurs extrémités P sur rN et sur le reste de la fron-
tière, rangées en ordre inverse, la transversale °‘sYN (ou A;lN si N est
impair) ayant ses extrémités finissant l’ensembleP des deux côtés, ou
si l’on préfère, on peut dire que les domaines limités par ces transver-
sales sont emboîtés et tous contenus dans le domaine limité par aN7N
ou (A',,l,,). Toutes les autres transversales vont de rN à l’autre bord
de R… elles sont alors nécessairement rangées dans le même ordre des
deux côtés puisqu’elles ne se rencontrent pas.

Donc si les diagonales de RN et SN sont semblablement disposées,
pour toute l,— de RN il existe une transversale l; de SN et réciproque-
ment; l’ordre des l,- sur les frontières de RN est le même que celui
des l',- sur les frontières de SN et si toutes les 7t,_. sont entre l,, et l,, sur la
frontière de B… les l',_. seront sur la frontière deSN entre l,, et là.

Nous supposons ainsi que les 8’D (ou J’Q) se correspondent dans
les deux domaines (voir I).
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Je dis que Rx+l et 8 seront encore à diagonalessemblablementdis—

posées.
.\'+l

En effet construisonsr,…,
fN+”NSÎ

frontière, part de il…, se coude à
+

angle droit lorsqu’arrivée à ;) de r… en AM,, et à partir de ce

point suit la frontière <p de RN en s’en tenant toujours àla même dis-
tance. fN+l coupe alors toutes les transversales issues de ça suivant
l’ordre inverse de celui qu’elles ont sur <p, arrivée au domaine simple-
ment connexe ne contenant aucune transversale et dont la frontière
contient le point or,. qui appartient donc à tous les domaines emboîtés
considérés plus haut. fN+l rencontre une transversale non encore cons—
truite agDx+,, puis une autre ou,, E,…, fN+, continue ensuite à suivre cp,

jusqu’au moment où elle se heurte à A,… elle doit alors tourner, ren—
contrer la diagonale Ag+,IN+, et suivre ensuite 41, la frontière dont elle
est issue, jusqu’au moment où elle arrivera à l’autre extrémité de il….

En résumant, les transversales issues de o et les transversales issues
de t}; qui formaient précédemment les ! et les )\ sont coupées par rx+,
et se disposent sur r,… de la façon suivante : soit la la première trans—
versale rencontrée par f,…, l,, la transversale limitant le domaine
contenant les 7., I,, la transversale limitant le domaine contenant il…,
lp= “iVYN)-

f…_, rencontre :

I,, . . . l,, suivant l’ordre inverse de go,

1. . .. ?… —>a’D et ozE suivant l’ordre inverse de tp,
puis

)\,n - - - )\1 ..................................... ,'

_
I,, . . . lb suivant l’ordre inverse de (9, + Afv+,lfy+,,

puts
I,, . . . la suivant l’ordre inverse de ala,

les sens adoptés sur cp et a]; étant différents, q: sera C| si N est pair,
C2 si N est impair, et al.: sera C2 quand cp sera C, et réciproquement.

En faisant la même étude pour la construction de rN_1 dans SN on
voit :

f_\—_l rencontre :

l',, . . . I;, dans l’ordre inverse de q>’,

l’l - - . l’,—n _)
aiY—2 DN_* et. dy_2EN_.,

l',,, . . . X', dans l’ordre inverse de q;’,
4, 1;, ........................+ A{HIN_,,
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k trans. :
l}, . . . [; dans l’ordre inverse de L_b'.

Or nous savons que l’ordre de la. . .l,, est sur cp le même que
l’ordre l:,. . .l;, sur cp’, etc.

Les transversales qui vont d’un bord à l’autre de RN+1 sont d’abord
les parties des [qui s’arrêtent à rN+,, les deux parties des 7. et oz{…Dx_l
et aN_,EN_,, les autres parties des I qui vont de n]; à r,… restent sur le
même bord de R,… et appartiennent toutes au domaine limité
Par Ai\‘+1IN+1'

Si les transversales sont semblablement disposées pour RN et SN de
façon que la correspondance choisie pour C, et C2 soit !. et t._.; on
voit que, puisqu’à i,… doit correspondre iN_l, les transversales qui
suivent la et ll, ont nécessairementmême numéro, ainsi r}… et rN_, ren-
contrent les transversales de même numéro jusqu’en 7.… et 7.1” les deux
transversales qui suivent, ont nécessairement même rang dans RN+,
et S,… (ce sont 8;D,… et 8,,EN+l et celles analogues pour rN_,), puis
des transversales l… et 7\',,, jusqu’à l,, vont avoir même rang sur RH,
et r.,_,, et enfin après avoir donné le même numéro à Ag+,Jf\—+,

et A;_,Ig les transversales [,,, ..., la sont rangées de même sur rN+1 et r_\—_,

puisqu’elles le sont sur ‘l’ et £!J'.
Donc les transversales sont encore semblablement disposées pour

RMI et SN“, car elles gardent leurs numéros correspondants sur les
frontières communes à RN et R,… d’une part, à S]… et S,d’autre part,
et elles se disposent de même façon sur r]… et rN_l, de plus, deux trans—
versales de même numéro de R… SN sont coupées en des transversales
de même numéro de R…, SN“.

D’autre part, la disposition des transversales reste la même qu’à
l’étape précédente : une famille de transversales unissant les deux
bords de RN+l et dont les extrémités sur C. et C2 se transforment
par t. et t2 en les extrémités sur C. et C2 des transversales de mêmes
numéros de SN+l et une autre famille de transversales s’échelonnant
entre la transversale A;…lN+l et J’ ; le raisonnements’appliquera donc
encore identiquement au passage de Rs… à R,….

Donc si RN et 8H sont à transversales semblablementdisposées, ’o}DN
et 3;…DN_2 se correspondant ainsi que les cercles C, et C2, toutes deux
régions Ru+x et SN+K seront à transversales semblablement disposées.
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Il suffit donc de construire des transversales de SN de même dispo-
sition que les transversales de RN pour un N fixe.

Les transversales construites à chaque étape I: sont, nous l’avons
vu, A',_.l,_, 3i-_. D,_, 8,._‘ E… Q,… Gk et ac,,._| Bk, plus les transversalesissues
de r_,_. qui s’arrêtent à r,,.

Toutes ces transversales font avec la verticale un angle a ou @ sui—

vant la parité de [in], et nous avons choisi ces angles ,de façon que
ces transversales ne se rencontrent pas. De même dans S,, les trans-
versales A'Hlk_,, etc. ne se rencontrent pas et n’ont aucun point
commun avec celles qui les suivent ou les précèdent; même les trans-
versales issues de r_,_._._, qui sont prolongées jusqu’à r_._._, satisfont à
cette condition.

Ainsi il suffit de donner mêmes numéros aux transversales caracté-
ristiques pour lc quelconque > 3.

3° Nous considérons la région 563 et les diagonales qui lui appar—
tiennent : ce sont celles terminées sur r_3 . . .r0 . . .r+3 et toutes les
diagonales qu’il faudra ajouter pour n > 3 sont extérieures à 2163. De
même les diagonales que l’on devra ajouter à [JC3 pour former JC,,

seront toutes extérieures à JC… Si donc nous pouvons faire corres—
pondre biunivoquement à des diagonales de 563 des lignes de JC;, et
réciproquement et si d’autre part elles sont choisies de façon à ne
rencontrer que le nombre minimum de fois toutes les r,, entre leurs
extrémités, ce qui permettra d’affirmer que semblablement disposées
pour R;, et S,, elles resteront semblablementdisposées pour R,. et S,,,
les régions %, et JC,, donc R,, et S3 seront bien à diagonales sembla-
blement disposées et, comme nous aurons fait correspondre les points
des frontières de R;, et S3 de façon que la transformationsur les bords
soit précisément égale à t. et t? sur C. et C,, respectivement, nous
aurons bien satisfait aux conditions désirées.

Il existe sur les deux anneaux R,, et S,, des arcs des bords dont la
correspondanceest complètementdéfinie, par hypothèse, ce sont ceux
qui appartiennent à C. et C2.

Si une transversale joint les deux bords de l’un et si on lui fait
correspondre une transversale joignant les deux bords du second (les
extrémités se correspondant d’avance naturellement) et si l’on unit

Journ. de Math., tome XIV.— Fuse. !, |935. 5
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deux points qui se correspondentà deux autres points qui se corres-
pondent par des transversalesne rencontrant pas les premières, on peut
toujours faire correspondre ces transversales, c’est là la propriété
exprimée du théorème précédent.

Il nous faudra donc seulement vérifier 1° que les transversales et
leurs correspondantesont leurs extrémités rangées dans le même ordre
sur la frontière de R3 et Sa; 2° qu’elles sont disjointes entre elles;
3° qu’elles ne sortent pas de 561, et 563 respectivement.

Pour satisfaire à cette dernière condition il suffira de commencer
par déterminer les transversales qui forment les bords de 963 et JC3 et
il est évident que si alors toutes les transversales satisfont à 1° et 2°;
3° sera satisfait ipso facto, puisqu’alors toutes les autres transversales
ne pourront sortir du domaine limité par les premières.

Prenons ( ‘) A'l m3 dans 563, poursatisfaire à 3° nous devons chercher
à faire coïncider sa transformée avec la diagonale aboutissant en A'_'
et allant à r+.. Cela est possible, si les extrémités se correspondent et
si les domaines partiels qu’elles déterminent ont des frontières cor—
respondantes. A'_, correspond bien à A',. Nous ferons correspondre
m, extrémité de la diagonale d_, sur r, a‘ m,. En effet les seuls points
de r. dont les correspondants sont connus, sont A',, J', et D,; or
l’ordre A',D.m.J', est bien le même que celui de A',D3m3Jfd. Donc
A'_,m, correspondra à A',m3, puisque, d’autre part, le domaine sim-
plement connexe limité par A'_,m, a sur sa frontière A'| et que le
domaine simplement connexe limité parA', m3, a A, sur sa frontière.

De même A',L, et A', [. peuvent se correspondre. Nous considérons
maintenant J',lr,, la diagonale J'_,k, peut lui correspondre, en effet,
J', et J'_, se correspondentpar t2 et lc3 est situé sur r3 entre m3 et 13 de
même que lc, est situé sur r. entre m1 et Il .

Nous passons maintenant à l’autre bord (C. ).
Considérons 3Î,D3, sa correSpondante pourra être la diagonale 81,D.,

puisque nous savons que 3', et 8:,, d’une part, D3 et D., de l’autre, se
correspondent et elles ne se rencontrent pas, ni ne rencontrent les
autres transversales. De plus oc'_,a3 peut correspondre à «La,, puisque 

(‘) Voir figure 14 et la planche hors texte.
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a'__, et a'o se correspondent et que a,, est entre A8 et D3 comme a. es
entre A. et D.. '

Il nous reste à déterminer la correspondante de 8'0D3, ce sera ‘o"_2D.,_'
puisque 8'_2 correspond à 8'0 et que D3 étant sur r3 entre (13 et D3 il
peut correspondre à b, qui est sur r. entre a. et D, et enfin, celle de
oc'oc3 qui devient oz'_îc. , puisque oc'0 et oc'_2 se correspondentet que 03 est
sur r3 entre b;, et D“ comme c, est sur r1 entre 61 et D,.

Nous considérons actuellement 563 à l’exclusion des régions com—  
     
 J" A:. .J:‘ A'_‘ u;

prises entre r_, et r,,, L3 et r3, r_2 et r3 et 5% à l’exclusion des régions
comprises entre r_3 et r,, r.5 et r,, r_. et r,; nous verrons plus tard
qu’il sera très facile de définir les transversales de ces régions. Soient
%3 et JC'3, les régions 563 et 563 ainsi réduites. Par le choix que nous
avons fait des couples de points se correspondant :

a, a3, k, ka, m| m3, b.. b;,, c, c3 nous avons fait correspondre ÿ;so facto
les arcs de r. et r3

J'+3m… mal““, 1:31“. 13D3 —> J'lmi, mJq, kil” I.D,;
Dnczn c3b3, b:za:n Dion c1bn b1a1;

et enfin a3AÇ, et a1A',.

Toutes les transversales que nous avons marquées sont, elles et
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leurs correspondantes, semblablement disposées et suffisent à assurer
que 96', et JC, se correspondentdans toute transformation topologique
transformant R3 en S3 de façon à transformer chaque diagonale que
nous avons étudiée, en la ligne que nous lui avons fait correspondre.

Nous pourrons encore faire correspondre ou,B3 et (dans JC,) oc,B,,
puisque on, suit acl immédiatement comme «2 suit a',, de même B, est
entre a, et A', comme B3 entre b, et A'_,; puis 32E3 et && pour les
mêmes raisons; ensuite 03 $, et 0. B.,, puisque {32 est situé entre 82 et ou,;
et C3 entre E3 et 13 comme Bo entre 30 et ao puis C, entre E, et l,, et
enfin a', y, et a', Yov puisque a', entre E. et c. et a', entre E3 et c,; et 72
entre oc2 et {32 comme y., entre ou, et (3…

Jusqu’à présent nous n’avons utilisé que des diagonales de JCB
toutes tracées que nous avons pu faire correspondre à des diagonales
de 563. Il nous restera maintenant à définir dans JC, des lignes qui
auront la même disposition que les diagonales de ä€_, non encore uti-
lisées. .

Or les diagonales tracées divisent 56', — (r,—+ r, + r_. + L,) en un
certain nombre de régions dont seulement quatre vont contenir toutes
les transversales qu’il reste à définir ce sont :

A'_,m,k,J'_,, A'+,I,G1ÇOaOBH y.,at,E,00 et ô'_,,oz'_2clbl.

Mais alors il suffira de prendre pour chaque transversale dans le
trapèze auquel ses extrémités appartiennent, une courbe de Jordan
joignant ces extrémités qui sont situées sur les deux bases du trapèze
et ne rencontrantqu’une fois toute la partie de la courbe située dans
cette région, il suffit de prendre par exemple une droite.

Cela sera toujours possible car, par notrechoix des premières trans-
versales deux bases d’un trapèze de JC, correspondent respectivement
à deux bases d’un même trapèze de %, quel que soit le choix ultérieur
de la transformation sur les bases de ces trapèzes, puisque les extré—
mités de ces bases sont invariantes.

Ceci n’est cependant tout à fait exact que lorsqu’il s’agit effective—
ment de transformation de trapèze à trapèze alors que certaine
région, telle A'_,m.k.J"_, n’est pas tout à fait un trapèze, mais elle
peut facilement se ramenerà un trapèze_ augmenté de certaines régions
élémentaires (voir plus loin au « Détail des transformations ») de
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même pour aL,8'___,b,c.. En tout cas, topologiquement, la difficulté
n’existe pas, chacune de ces régions s’appuie sur deux arcs des bords
de l’anneau et se termine à droite et à gauche par une transversale
rencontrant seulement une fois toute r,, entre une rn_k et une r,,-, et

Fig. 15.
, :an'Y ot’ro            

 

   
    

+1 A a* -1 A’ -3 A’

théoriquement il suffit de conserver l’ordre des points sur les bases
pour que le problème soit résolu.

Cependant, comme je désirais déterminer complètement la trans—
formation, j’ai réduit autant qu’il était possible le nombre des régions
élémentaires obtenues qui seront, soit des trapèzes, soit des triangles;
c’est dans ce but que, non seulement, j’ai choisi pour transversales
des droites, mais encore que j’ai amené L2 et r_. en face l’un de l’autre
de façon à pouvoir remplacer quatre droites diflérentes par une seule,
ce remplacement n’est pas toujours possible, il suffit de regarder la
figure, je donne plus loin le nombre des régions élémentaires obtenues
à chaque étape, mais toujours en faisant cette hypothèse r__, en face
de r_g.
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Finalement nous avons donc trouvé dans JC, des transversales qui
ont la même disposition que les diagonales de 2163 et R3 et 83 sont à
transversalessemblablementdisposées, ce qui entraînera :

R,, et S,, sont à transversales semblablement disposées.
Il résulte du théorème ci-dessus qu’on peut faire correspondre topo—

logiquement R,, et S,, de façon à faire correspondre les transversalesde
même numéro.

D’autre part, nous avons vu que si une transversaleétait coupée par
r,… les deux transversales obtenues avaient mômes numéros que les
transversales obtenues en coupant 8’ par r,,_' ainsi. Si deux transver-
sales ‘8 et 3’ se correspondent à une étape, leurs parties intérieures à RN
et SN se correspondent encore. Pour simplifier on peut aussi faire

+N

correspondre leur parties intérieures à En; il en résulte que si nous
—N

appelons G,, la transformation qui fait passer de R,, à S,,, nous pouvons
toujours choisir cette transformation de façon à faire correspondre les
transversales de même numéro, la même transversale 8’ correspondant
toujours à la même 3 quand n change.

Nous n’oublierons pas aussi que ces conditions pour avoir toute
leur efficacité doivent être réalisées, tant pour G,, que pour G,Î’; par
conséquent il convient de tracer dans B,, des transversales corres-
pondant aux diagonales non utilisées de S,,, ce sont celles qui vont de
r_,,_2 à rn+2, elles doivent donc aller de r_,, à r,…, leur construction est
facile, nous compterons plus tard, le nombre de régions élémentaires
formées.

Ainsi, à partir du moment où elles sont tracées, deux diagonales de
même numéro se correspondront par G,,(nêN) et aussi bien r,…
que r _. sont formés de droites allant d’une diagonale à l’autre.

4° Soit et l’angle minimum d’une transversale 3 avec les régions r,.

qu’elle rencontre, la distance de deux points consécutifs d’une r,, et
d’une r,,_k sur la même transversale n’est pas supérieure à

| (3 n+1 [ 3 n+1
_ ('n ail—Sina \7> Oum—<a) 51nes II p .

Par hypothèse ces points communs à rNrN_k(lc: o, . . ., n) et leurs
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correspondants sont choisis définitivement pour G,,(n>N). Soit
un point P de 8 n’appartenant pas à (r… ..., r,), la distance de , ' | 3 N+l _

ses transformes par GN+i ne peut depasser sina<E) car ils appar-
tiennent toujours à l’intervalle dont les deux extrémités sont sur
(r,, . . ., r,). Donc:

THÉORÈME. — Étant donné un nombre arbitraire positif &, on peut
choisir un entierN tel que pour tout point P d’une transversale 3 on ait

dist.[G,(l’), G,—(l’)]<s (i,j>n)
et pour tout point de 8’ (de S,,)

dist.[Gî'(Q),Gï'(Q)]<s (l',j>lt).

Ainsi la permanence de 3 et 8’ suffit à assurer l’uniformité de la
0 ‘ ‘ __ ‘ \\convergence des su1tes (x,, et (J,,‘ sur 8 et O’.

Nous irons même plus loin :

Il su_fit de faire correspondre les transversalesde même numéropar seg—

mentsproportionnelspour que, pourn' , n2 > N, on ait G…(P)= G,,g(P).
toujours sur les transversales.

Ceci est valable naturellement lorsque les deux transversales sont
des lignes droites, ce qui est réalisé à partir de B,.

En effet, puisque les tranversales doivent se correspondre, l’en—
semble des points de rencontre de 8 avec une r,,(n>N), devient
l’ensemble des points de rencontre de 8’ avec r,,_._,, mais comme 8 et 3’
sont des droites, r,, et r,,_._, les divisent bien en segments proportionnels

‘ r r 3 2

par construction; en general, le rapport est a) ,les segments sont
tous égaux entre eux, tant pour 8 que pour 8’.

Ainsi une correspondance par segments proportionnels de 3 à 8'
fait correspondre l’ensemble des points communs à r,, et à 8, à l’en—
semble des points communs à r,,_2 et à 8' pour n quelconque. Comme
la courbe € est un ensemble fermé, cette correspondance, qui est uni—
formément continue, fait passer de l’ensemble des points communs
à € et à 8 à l’ensemble des points communs à € et à 3’.
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' Il nous reste a choisir la correspondance entre deux diagonales

consécutives. Supposons les bases des deux trapèzes horizontales.
La transformationG,— s’écrira

Xi= fi(ws ),);
Yi: gilÏ‘”7 ),)-

Si le point P(æ, y) est sur une diagonale, on a

Xi= Xi et Yi= "’/‘.

Soient P.(æ.,y1 ), P2(æ,,y2) les extrémités de la parallèle aux
bases du trapèze dans R,, soit y, =y,, les points correspondantssont

Qi(Xi.— Yi4 )? Q$(X?a Y?)i Y;: Yi"

(Le raisonnement est semblable, si l’on a a:. =æ2 ou X, = X,.) on
prendra ;_=+ et Y,=Y-'=Y?,

cette transformation continue fait correspondre les deux trapèzes, de
façon que toute parallèle à la base du premier devienne une parallèle
à la base du second, et réciproquement.

Considérons une partie d’une r,, intérieure au premier trapèze, elle
est bordée par des parallèles à la base de ce trapèze. Il lui correspondra
par la transformationchoisie, une région comprise entre deux paral-
lèles aux bases dutrapèze correspondant, ces parallèles étant issues
des points des diagonales correspondant aux extrémités de r,, sur les
diagonales, c’est—à—dire des points de r,,_, correspondant aux points
de r,,, ainsi cette transformation fait passer d’une partie de r,, à la
partie correspondantede rn_2 quel que soit n, à l’intérieurd’un trapèze
quelconque limité par des diagonales et des frontières de r,_.(k < n).

Nous appellerons T,, une transformation G,l choisie de cette façon
sur la frontière et les transversales de R,, (et S,). Chaque transforma—

k=+n

tion T,… sera égale à la transformation précédenteT,, sur 2 r,_, et à
k=—-n

l’intérieur de R,, (et S,.) à l’exception des trapèzes situés entre C'
(et C,) et le bord le plus proche de r,, d’une part, entre les diago-
nales d,, et al,, (k =— n, ..., n) d’autre part.
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T,… peut donc être choisie arbitrairement à l’intérieur de r,…
seulementjusqn’à la première diagonale que cette région rencontre,
nous appellerons B,… la transformation arbitraire de cette région.

5° DÉTAIL nas TRANSFORMATIONS. — Nous avons à définir‘la trans-
formation de la figure AEFB (fig. 16). Il faut d’une part déter-

Fig. l6.  
miner dans Il les lignes qui vont correspondre aux diagonales d'_,,,

dL,L et d’autre part déterminer dans I les lignes qui correspondent
aux diagonales d_n_2, d"_,_._. de II. On voit que l’on peut décomposer
la figure en huit parties, dans chacune de ces parties T,, se réduit à

une transformation quadratique comme nous l’avons vu.

NOMBRE ne mmsronmumns A nÉnmn. — Le nombre des intervalles
Journ. de Math., tome XIV. — Faso.], 1935. 6
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d’un côté, construits jusqu’à La et L… est n+ 1, les intervalles com-
pris entre eux sont évidemment en même nombre.

A. Nombre de transformations de T,,— T,… . — Pour passerde T,…
à T,, nous aurons à définir :

1° Du côté qui ne contient pas i,,, il y a (n — 1 + 1) intervalles,
donc n transformations,cependant, dans l’intervalle compris entre i,…
et l’intervalle le plus proche (fig. 17) il n’y a pas une transformation,

Fig. 17.    
mais trois : la transformation au-dessus de r,, (transformation quadra—
tique), la transformation dans r,,, une similitude dans le trapèze
construit sur l’extrémité de r,,; donc le nombre total de transformations
dans 56,,— 56,…, de ce côté, sera

n+3—1=n+2.
2“ n + 1 transformations entre les intervalles, mais ce nombresubit

les changementssuivants :

a. La partie ABCD située entre r,… et r,, au-dessus de r_,, n’est pas
Fig. 18.

Frontière de H,,-------- ——
— id — Hn_}

""""* 
comprise entre des diagonales et doit se transformer séparément,
nous aurons donc une transformationde plus (fig. 18).
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b. Le point P divise horizontalement les trapèzes, donc au lieu de

2 trapèzes élémentaires, nous devrons en considérer 4, il nous faudra
Fig. 18 bis.  

 
  

   
encore définir séparément la transformationdans r,,, nous ajouterons
donc

!; + 1 — 2 = 3 transformations;
donc ('n+t)+t+3=n+5.

3° La transformationest définie entre d’_,L et di” dans 8 régions.
4° Entre rn et du la transformation est une similitude; donc Tn

dans äC,L—— äC,… se composera de
(n + 2) + (n + 5) + 8 +1: 211 + 16 transformations.

Il nous faut maintenant le nombre de transformations à définir
pour T0, T, et T2, puisque ces transformations ne peuvent se faire
suivant la règle générale, les diagonales ne pouvant être transformées
en des lignes droites.

B. Nombre de transformations de T… T. et T2. — T.,, nous l’avons
vu, se réduit à une transformation topologique 00.

Pour T| nous suivons r. et comptons le nombre minimumde trapèzes
élémentairesobtenus :

Dans A’1rAO ............................... 3 trapèzes
» Elli<p ................................. 2 »

» AOB-n................................ 2 »

» Bn C’; ................................ 2 »

» D 8'E 8 ............................... 5 »

» E âFY................................. 3 »

» F7Gfi ................................ 3 »

» G9Hcp ................................ 2 »

» xaœa' ................................ 3 »

» 124155................................. 2 »

Total ................ 27 »



44 MARIE CHARPENTIER.

La région comprise entre les diagonales aboutissant sur r_, peut
être divisée en 14 trapèzes.

Donc pour définir T. ou a à définir 4 1 transformationsquadratiques,
plus les 3 transformations 0_., 00 et 0, qui sont des boméomorphies
quelconques dans r, , r0 et r, connues seulement sur les frontières
de r_,, r, et r+,.

Passons maintenant à T,, on voit qu’il faut faire subir des modifi—
cations à la façon de transformer les parties de ä€2 qui avoisinent r..

Nous pouvons, par exemple pour la région J ’QWe IJJ ’ (région
traversée par le transformé des diagonales de r_.) obtenir un nombre
minimumde 7 trapèzes, alors que régulièrement il devrait y en avoir 4.

Au contraire la région CD vQGBaCC pourra être décomposée en
3 trapèzes, alors que régulièrement elle devrait l’être en 6.

Cela est possible en laissant encore quelconque %, qui est la trans—
formation, à l’intérieur de r,, déterminée seulementsur les bords.

Il en résulte que le nombre total des trapèzes à ajouter ne sera pas
changé, et sera

2 n + 16 = 20.

Le nombre de transformations à effectuer sera donné par la formule
générale ” A

a

23 +2(2/f+16)=1fi+17ü+23.
k=1

Il faut ajouter à ce nombre les (au + '1) transformations :

607 91) 0-1) 62) 9-2?

B,, 0__. , G., . . ., ne sont définies en général que sur les frontières et
peuvent être déterminées arbitrairement à l’intérieur à condition
d’être continues et biunivoques.

'

O,, est également arbitraire jusqu’à la première diagonale que
coupe r,..

11 est intéressant de laisser arbitraire le choix de ces 6… car nous
pouvons ainsi choisir T,, comme une transformation à volonté :

1° Changeant l’anneau en lui—même;
2° Changeant l’anneau en une partie de lui—même;
3° Changeant l’anneau en une région le contenant.
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6° LA TRANSFORMATION nÉnmrwn ‘ë. — L’anneau diminué d’une

région 56,, (ou 51€…) se compose d’un certain nombre (‘) de régions
de l’espèce ci-contre sur la frontière desquelles T,, est déterminée
(voir fig. 23 et 7).

Fig. 19.   
AZ 81:

Il est possible de choisir un nombre N assez grand pour que les
régions déterminées pour Tn soient de diamètre inférieur à a, en effet

N—l _leur hauteur est au plus - et leur longueur, la distance d’un
intervalle à l’intervalle le plus proche, longueur qui tend vers zéro
pour n croissant indéfiniment.

Soient deux transformationsT,- et Tj telles que i,j > N.
Pour un point P(æ, y) quelconque de & on a évidemment

Xi(—% J') : Xi(æs J')!
Yz(£a J'): Yi(æ’ .,")

et un point non contenu dans ä€N sera contenu dans l’une des petites
régions ci-dessus, région qui se transforma en une autre région bien
définie de JCN, soient IN et l,} . On choisit N de façon que le diamètre
d’un lg quelconque soit inférieur à €.

Tout point intérieur à [N a évidemment son transformé dans I,… par
n’importe que] T… nêN, donc la distance des transformésdu même
point est inférieure au maximum du diamètre des l; , donc

lXi— X,—|<s, {Y,——Y,|<e.

On a ainsi pour tout point P de l’anneau

!Xi— Xil <€, iYi— Yil <£ (Pour l31'> N). 
(’) On peut préciser : ce nombre sera, d’un côté, n, de l’autre n+1,

donc un + 1.
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Donc les transformations continues T,, convergent uniformément
vers une transformation continue %.

“(5 est continue dans tout l’anneau, donc uniformément continue et
laisse invariant l’ensemble E formépar tous les r,,; l’ensemble fermé E,
c’est—à—dire la courbe C, est donc invariantpar ‘5.

Comme d’autre part, ‘î’9 change r,, en r,,_2, “& a le coef/îcient de rota—
tion 1, par rapport à l’intérieur R,— et le coefficient de rotation €.) par
rapport à l’extérieur Re, coef/Îcients qui ont été choisis de signes con-
traires.

La transformation obtenue est bieontinue, on voit immédiatement
qu’elle est biunivoquede la façon suivante : Si un point P est sur un
bord de l’anneau il appartient à une seule suite de trapèzes emboîtés
situés entre le bord et ä€,,(n —> oo), il lui correspondra un seul point,
limite unique des trapèzes emboités correspondants situés entre ce
bord et JC… Si maintenant deux points P et Q ne sont pas sur les
bords, ils appartiennent à un même 56, pour nî N, N fixe. Ils appar—
tiennent alors, soit à un même trapèze de JC,, soit à deux trapèzes,
mais dans les deux cas la biunivocité est évidente.

AUTRES PROPRIETES DE C. — C a encore d’autres propriétés intéres—
santes :

C est un continu indécomposable.

En effet tout vrai sous—continu de C est continu de condensation
de C, ce qui oblige C à être indécomposable (‘).

Il serait intéressant d’étudier plus à fond la transformation de C.
Par ‘îä, C n’a aucunpointfixe accessible.
Mais C a quatre points fixes inaccessibles situés dans les régions,

G6Hcp, BnAO, EôFy, dgelJ,

et il n’y en a pas d’autre.
En un point fixe P passe une droite qui reste invariante dans son 
(‘) Fundamenta Mathematicæ : Kunuowsn, loc. cit.
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ensemble (du moins assez près de P) par la transformation ‘ë; cette

droite est formée de points inaccessiblesde la courbe.
On peut aussi, pour étudier la transformation, construire le trans-

formé d’un rayon (ou d’un cercle), c’est une courbe de Jordan qui,
sauf, peut—être, près des bords se compose d’un nombre fini d’arcs de
courbes du second degré.

Explication des planches.

[. J’ai représenté sur la grande planche les diagonales de 363 et
leurs correspondantesdans JC,. Deux diagonales homologues ont les
mêmes noms à leurs extrémités; le numéro du r,, sur lequel ces points
sont situés donne l’indice dont il faut affecter les lettres marquées à
ces extrémités, le lecteur est prié de bien vouloir ajouter par la pensée
ces indices aux lettres marquées sur la figure, la clarté du dessin
exigeait qu’on les omette.

J’ai tracé aussi 060 Y0 et son homologue par T : oz'_.,y_2 et aussi A'_,m.
et son homologue par T : A'_,m_,.

ll. La déformation subie par les boucles s’opère dans le passage
de 56, à JC.}. Pour rendre compréhensiblecette déformation, j’indique
six étapes successivesde la déformation des régions ro, r,, r2 ainsi que
des diagonales qui les unissent.

Il est bon d’étudier ces dessins une première fois en considérant
seulement r0 et r,, puis une autre fois en considérant ro, r. et r2.

Ces images donnent une idée de la déformation subie par les
boucles non tracées, en effet la région située entre r2 et l’un des bords
subit approximativementune rotation d’un seul bloc, de même pour
l’autre région similaire entre r2 et le second bord.

Puis, dans l’espace restant, les boucles non tracées ont leur défor-
mation définie par la déformation des bords des trapèzes.

Il serait possible de donner une autre démonstration rigoureuse
(d’ailleurs voisine de la précédente) en partant de ces dessins. Le
dessin des figures intermédiairespeut être exact, sa déterminationpar
le calcul serait compliquée et superflue.

Il est intéressant aussi de chercher le transformé d’un rayon par
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exemple. On obtient une courbe qui tourne en général à droite, la
forme même de la courbe avec ses nombreux angles droits empêche
cette condition d’être satisfaite partout, néanmoins elle est satisfaite
en un assez grand nombre de points pour donner à la transformation
une ressemblance générale avec la transformationT;‘ de M. Birkhoff .

J ’ai tracé des transformés de rayons, je ne puis pas garantir l’exac—
titude du tracé en tout point mais seulement son allure générale,
comme il suffirait de remplacer les transformations quadratiques par
d’autres transformations topologiques un peu plus compliquées pour
permettre à un tel transformé d’être tout à fait exact, il peut suffire à

faire saisir l’allure de la transformation.


