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INTERPRETATION DE LA TRANSFORNATION DE NOUTARDR. 1}

Sur une interprétation géométrique de la transformation
de Moutard :

Par Maxcsr VASSEUR. .

Professens au Lyode de Lille.

L. Ixtropecmion. — Au tome 2 de sa « Thdorie des surfaces »(p. 210)
Darboux étudie les congruences rectilignes dout les développables
découpent sur deux surfaces S et 3" un résean conjugué.

Danzun Mémoire publié aux { Rendiconti del crreolo de Palermo (3,
1915, p. 133}, M. Eisenhart a étudi€ un cas particulier du probléme
en prenant comme peint de départ I'élégant résultat snivant : Soit S
une surface rapportée @ un résean conjugué @ invariants tangenticls
éganx: st aux coordonnées tangeniielles de cette surface on applique la
trans formation de Moutard, on obticnt une surface S ézalement rappor-
L6 « un résean confugué a invarants fangentiels égaux. Les surfaces S
et S s correspondent ponctuellement et la droite gut jornt les pornts
homolugues M et M engendre une congrucnce dont les développables
déconpent sur S et 5 le réseau conjugué considerd.

Dans un Mémoire paru en 1g13 ("), pour le cas particulier ou S
et S’ sont des surfaces de Veoss-Guichard, et par suite susceptibles
d'une transformation continue avec conservation du réseau conjugué
commun, M. Eisenhart avait mis en évidence la plupart des propriétés
éludiées dans son Mémoire de 1913, on cependant il a néghigé toute
question relative i la déformation des surfaces S et 5.

("1 Esesnary. Transformations of sarfaces of Vass { Transactions of the
American Hathematical Societv. L 13 1013 p. 233263 ).
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Dans ce dernier travall. M. Eisevhart part done Squation de
Laplace & mvarants éganx mise sous fa forme

B dlegyz i dleeys s

B T T Y I e

dans le présent Mémeure. je suppeserar toujours Péguation ramende 3

la formee de Moutard
5

m SR | AN

Ce choix de forme réduite simplitie boaucoup les forwales: non seule-
ment les vésultats de M. Eisenhart sebtiennent presque sans caleul,
wiis beavcoup dautres encore se wmetlent en évidence trds simple-
went.

Aux paragraphes 2 et 30 je vetrouve les vésultats initan conever-
nant la congruence des drottes MW et la congrucner des draates A
dintersection des plans tangents & S ot N aux pownts homologues. Au
paragraphe 4 ydudie, avee M. Eisenbart. le cas ot les deattes A for-
went une conrgretce o aovanales et de plus Je fais observer que ce cas
correspoend précisdment & celut de la possibiltd de déformer stmmlta-
nément N ot N sur le résean conjugud commun comme base: dans
cotte déformation, la congruence A ne cosse d ' tre normale. Au para-
graphe 8, je signale gue les congruences des droites MM et A forment
wn couple de congraences s fiebles. \u paragraphe 8, je retrowve
et compléte des résultats de M. Bisevhart en dtudiant les 2™ couples
{303 dont lex pornts homeologues sont poriés par une mdme droite.
Au paragraphe 7. Udtude du paragraphe 6 nous awmdne @ une configa-
ration vemarguable pour fe conple (3.37) 1 los drottes MM passent
P un point fav: ces couples, signalés également par M. Eisenhart
appartiennent aux douwze sarfaces de Darboux. Je fais remarquer que
Jdun send de ces couples on pent en déduire 2° du wdme type ponr
lesguels les potnts homologaes des surfaces sout sur une swsie dpoate:
de plus, los équations ponctuelles de Laplace relatives an résean con-
Jugud commun & cos surfaces ont toutes les memes ivariands. \a para-
graphe 8, jexamine wne réciprogque de la proposition gqui provede en
déterminant les couples de sarfaces rapportéss & un réscan conjugué
commun dont les mvariauts ponctucls sont les mémes et dent les tan-
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gentes au courbes de mdme nom, mendes aux paints homologues, se
coupent. Le paragraphe ¥ ost consaerd a Papplication des rsaltats
des paragraphes 7 et 8 a Udtude de la dé rormaizon onntinge des eon-
ples 337 ot du cas ot les réscaun conjuguds en jea sont perspocts fs
celte perspective persiste alors au cours de la déformation sanultande
de S et 3. Le paragraphe [0 est consaerd a la détermination des
asvoptotigues des surfaces R ot N0 WL Hisenhart montre gue la
transformation de Montard de S en 3 peut coinculer avee une trans-
formation de Ribawcour: au pawgraphe UL je retrouve et complite
ce vésultat 1 Jo montre notannuent que la circonstance we dépeud gue
des wnages sphériques de X ot N et wdigue comment s déterminent
toutes les surfaces N ot N lides par une ransformation de ce genre. ku
rapprochant les résaltats des paragraphes 7 ot H wn couple de s
faces N et N iy w0 wel ot évidence: o couple, d&ja renconted par
M. Thybaut dans sa Thése, st Qudid au pavagraphe 12 2 est com-
pletement caracténsd par oo fail que.  wre part, S o N sont wmverses,
et de fanore. que les représentations sphétigques de S ot & sont wse-
thermes.

2. Soweak B0 B Bl D quatee mtdgrales indaircment  indépen-

dantes d ute Squatvon de Moutard

Fi
Lk —— 5
i whe
et Ll surtace enveloppe du plan
R T T N L

sur lagquelle le véseamt (a v est conjugud.

A Tande & une cangurdame solution de 1, R. elfectuons ka transfor-
mation de Mentard. \ppelons & 4,. % 9_les transformées de §,. i,
B Bt o a les dquations

‘ WHRY R . R »q,;}“.‘l
j. R B T A

Begree. G Mo vownd W, — Fase. WL aaij. a3
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Léquation (1) exprime gae la fonction t B9, vest calealable par une
wmtégrale de difféventiclle totale. \ a swrface S associons lasueface ¥
enveloppe du plan

Lo o ¢ B W IS £ (TN

8 cTe. »

Les surfaces N el N se corvespoadent porctuellenment: fa premidee
Squation (3 exprime gaczax points bomologues, les tangentes aux
oourhes & =const. e coupent en un peint 1 i seconde &uation 3)
exprime la propridid analegee pour les courbes c=const. gut s
coupent en an pomnt B Les ndaaltats que nous venons de nvettve en
svidence montvent que o dmadte 1 gt josnt & pornis homodogues
de S et N, eagendee ane congraense dont Ios davcloppables découpent
sar S et Nl révean eonfuond (o, v

Le résultat de M. Eiseubast est siust Sabliaves la plus grande sim-
plicité. U est bon de remanguer e les dquations de ladooite 1 sont
les équations (11 )} gui seront &erites au paragraphe &,

3. CONGECERCE DES BROGEES 1T INFERSECEENN BOS PLANS TANGENTR A N
e XL — Introduisons Ta deotte X défind par fes Squations
[RES &y B 4R e & 1N

~ - -~
Ry PR JORE N Cas,

L ey he, N

(R Y] IJ’E";' N - qi&'; - ™ I
¥, odi, s,

[ oo R G

el los plans (2 et () onl an potst conumei, ¢ est-d-dine gue st v reste
constant, fa deeite A engendre une développabie: le point de contact
de A avee son cnveloppe ost définmd par (20 3% B o 2 3 (), ce
qui montre que ce point est le poiat Fditiai an paragraphe prdeddent.
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Resultat analogue si # demeure constant. On veit done que les dive-
loppables des congrucnees 1V et A se correspandent, ce qui st en accond
avee le théordme général bien conna.

Les plans focaux d'une deoite A sont

Rl R N T e 20 LIS & A T A N Y
o) S TR L SO0 I N 0 S IR . NN

En eifet, la dérivation en o de Uéquation (3} donave Pégquation (),
en tenant comple de la promidre égquation « 3): cola exprime bien que
le pomt de contact du plan (8) avec son caveloppe est un point de J,
fover de cette deoite. e méme une dévivation de (0) par vapport v,
donne (3 ce gt prouve gue () est le second plan focal de A,

Les dquattons (3 vet (9) mettent en évidence ke théordme suivant :
Les plans fecany de A etles plans tangents 4 S ot N forment un Jaisecan
harmonigie.

4. Coservrxer A xornar. — Pour yue les droites A forment une
congruence de normales, 1l faat et il suflit que les plans (8 et (o)
sotent rectangulatves, ee gui donne la condition

{10t LR R L 3 SO R

Le probléme anguel on ost vamenéd est équivaleni a la vecherche des
sarfaces qui admeltent une déformation continge avee conservation
dun réscan conjugud, car chacuwe des exprossions 97 + 05+ 63
ot 97297 0% st ndovssatvement de la forme Uga) -+ Vo): les
solutions transformatrices spévsales qui fout passer du svstéme U,
B, G, au svstewme 9. 0, O, sont déterminées par un svstéme lindaive
complétement mtégrable, suivi d'un second syvstéme dquivalent & une
dquation de Riccall (% La détermination des équations de Moutard
Yui admettent trois intégrales dont la somme des carvés est de la
forme Ua) + Viv) dépend d'une équation aux dérivées partielles du
quatrivae endee (. Remargquons encore gue st S el X se déforment

(O L Baser, Lezdans, U2 po jo Qg chewadd F Matl, 3 sévie L oo,

P S
GV ML Vasseer, Annales de § Eoele Yormade supérieare (Theser, 188 1gde,
B 3.
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staudtanénent avec conservation du réseaun conjugué L, v, la droite A
ne cesse d'engendrer une congruence de normales: ) “Studie au para-
graphe 8 du présent travail, un cas parnmhvrenmm mtéressant de
cette déformation simultande de deux surfaces S et §'.

#. Les cozerrexces P ev A soxr sveanraeies, — Posons H = RO,
tes équations (3) donnent

AL, dR " i . IR ) s
. Ve =50 Naw e tae Ve
o M 0K ok
e s de T T v

Les équations de la droite P s™éerivent

&ﬂ“, _ Wil Ju, . Jdiy

g Ty,

. e ehe - odet ehry
(LR R
' j JU, 1IN . N

—— e ey ——— 3 T e WY

o e X e
Consulérons le plan
TEY ORI Y | NP A N | I TR WS | I T I T ) | NN

ot 4 est une fouction de u et v, Les coordonndes du pownt de contact
de ce plan avec on enveloppe sont donndes par les égquations

. o, ., o
() e haw WMol o
. di: L dl, uu)
—_— e —e N, —— NN ——
e {\ e e = de ™

R mo.

Les combinaisons schématiques t: 1) ——t R, \12\:37‘ — i
donnent

i ot < 1., OB R oy ] L

S l e (\ll, da R du l‘“‘i)u ] o
[ {

2 I | PO S | L S ]

? — a0 - i(uin‘—\ L ;J'.“J O

Silon prend # = CR, vt C cst une coustante arbitraire, ces équations
se réduisent a (1112 de sorte gue le plan (12) louche son enveloppe en
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un point de D. Lorsque C varie, on obtient &' fimilles de plans, telles
que tout plan d'une famille qui contient une droite A touche on enve-
loppe en un peint de la droite D associée. Clest ce que Fon exprime
en disant que les congruences D et A sont strati fiables (les surfaces S
et ¥ corvespondent A C=o et U=x\.

6. Freoe DE LY CORRESPONDANCE ENTRE CERTAINS COUPLES DE SURFAGES S,
SN0 — Soit S une surface rapportée & un réscan conjugué a invariants
lamgeutwls dgaux s il lai mrrc\poud une nfinité de transformeées N
puisque la teansformation env wagdée Jdépend de la solution transfor-
matrice B: st méme R est cheisie, la surface N dépend encove de
(uatre conslantes arbitraires: en effet si 0, 0,. 6. 0 est une solution
lmrtu,ulu‘l‘ du wileme 3, ld solution générale est donnée par

UR =3 —~ h, + ll“ <O+ ¥ ) 4+ % W' > ce qui fournit * surfaces transfor-

l‘l
. . . dll, I, L
wdes de S, On remarque de suite gue les exXpressions —=t, —- 2

I M

Ji, J1Y, L U I ‘ . . . “s
T e et e e correspondantes données par les équations( 3™,
ue dépendent pas des constantes =, 2.0 2., 2,1 auirement dit les <!
surfaces transformées de S ont feurs potnts lmmnhwut.\ SUaes sur un
méme ravon D qui perce S an pornt corvespondant. Ce vésultal avait été
signalé par M. Kisenhart.

D’une manidre plus générale considéronsles surtaces S, et S| enve-
loppes des plans

oy R e 00y - 2B v = 0 - R 3 - = xRzl
o X, o P . PN 2

‘,_ : . o, e } . £ Fa ) T O S
I [ e B e B i e e A S 1N
! " | "-\ ? i ( * (L N R

clles forment x* couples de surfaces dépendant des Auit constantes
arbilvaires 2, 2., % X0 2, 2,, 2, 2,. La congruence de drodtes 1) est
{a meéme pour ces £ couples comme le montrent les équations (37
Coustdérons deux des couples que nous venons de signaler, par
exemple le couple initial 3, 3" et un couple 3, 3| un‘r(\pnudanl dun
choix déterminé des constantes x,. xy. e 2is %4 X,y 2, 2,3 les plans
tangents aux points homologues de S ot N, se eoupent smivant une
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droite du plan fixe (¢'est-d-dire indépendant des coordonnées u, +)
Ly Fy o A Vi AT A =

De méme les plans tangents & §8' et 8| se coupent suivant une droite
du plan

e o RS W N

En particulicr, si les cunstantes o, 2. 2., 2,, 2, 2, 2,, 2, satisfont
aux relations

les plans I* et I sont confondus; il en vésulte que les plans tangents
aux poinls homologues de S, S’ 3,, S| cuncourent en un powt du
plan P : Les m'um:\ A et A, wetersections des plans tangents ¢ S et S’
dune party a S, et 8 dauntre part, engeadrent des congruences dont les
déce Inppuhh‘.& se correspondent et dont les rayons homologues se coupent
en un point qui décrit le plan © quand u et v varient.

7. CONFIGURATION EXCEPTIONNELLE DE SURFACES S EV S' — Drans ce qui
préctde, nous avons admis imphicitement que les intégrales 8y, 04, 0y,
§.. R étaient lindaivement indépendantes; s'il en t‘.\l aulrement, les
énoncés des paragraphes 2 et 6 demandent i étre quelque peu modifics
et de plus les couples de surfaces 3, 87 offvent une conliguration vemar-
qlldlvlc signalée par M. Eisenhaet, mais déjivobtenue, au moins d’une
manicére implicite, par Darboux Llan‘s si théorie des douze surfaces ('

En effet supposons que Pou ait la relation

» e e .
If\ R L A T !!’f_.‘

ol a, b, ¢, d sout des constantes numdrigues: si =2 o, une translalion

desaxes permet desupposera =bh=c=o0; la subxhlullou de R =dl,
. dit, __all, *

dans (37) donne - = == = o, les équations (11) wontrent que dans

ces condilions la drodte D passe par Uorigine.

Si d=0o, I'un au moins des coeflicients ¢, b, ¢ n'est pas nul et la

(1 Danrmorx. Fhéorie ddes surfeces, U po 3,
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droite D passe par un point fixe a U'infinij d'ailleurs, il n’y a pas lica
pour l'instant de distinguer ces deux circonstanees puisque nous étu-
dions des propriétés projeclives.

Dans le cus actuellement envisagé, les réseaux conjugués (u, ) de 8
et S’ sont perspectifs. La congruence D) est spéciale et toute famille
de x' droites de celle congraence engendre une développable, asavoir
un eone, de sorte que 'énoneéd donné & la fin du paragraphe 2 doit
ctre modifié de maniére @ comprendre le cas exceplionnel comme cas
particulier. A cet ellet, nous divons que, awr pornts homologues de S
et S, les tangentes aw courbes u = const, ont un point commun, ainst

que les tangenteys a courbes v = const.

Reprenous 'étude des couples envisagés au paragraphe preédent.
[D’une maniére géndrale. si nous y remplagons Pintégrale 0, par une
aultre intégrale arbitraive §,, nous oblenous =* couples nouveanx asso-
ciés d une nouvelle congruence de dreites Dj les équations (11) mon-
trent que les droites homologues I et 1V sont paralléles. Sicependant 0,
est proportionnelle & R ot si, comme nous 'avons fait jusqu’ici, nous
négligeons une homothétie, on obtient x* et nou plus x=* couples nou-
veaux, car remplacerz B parai 4z, R et % par ‘E + % revient & faive
une homothéthie sur 3 et une autre sur 3. Daulre part. tous les
rayons de lacongrucuce D ainsi obtenue passent par Porigine. On peut
énoncer le résultat suivant : Des ¥ couples signales au paragraphe 6,
on déduit, par parallélisme e Peterson, x* couples nouveanr pour
lesquels la congruence de drodtes VY a tous ses rayons qui passent par un
potnt fixe et suir Fensemble des surfaces qui constituent ces ¥ couples, le
résCau ConJUUE (U, ) est perspeett £

La proprié[(' que nous venons de mettre en évidence entraine une
remarque simple an sujel des équations de Laplace ponetuelles rela-
tives aux surfaces des = couples en jeu. En cffet, soient S et 8§ deux
queleconques de ces surfaces rapportées 4 un  systéme de coor-
donndes ponctuelles non homogenes: la droite D qui joint les points
homologues M et M de S et 3 passant par Porigine, nous avons

ammuat BT L YR,

ol 3 désigne une fonction de # ot 1 cect suflit & montrer que fes
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dquations de Laplace ponctuclles de toutes les surfaces des x* couples
envisages ont les meémes invartants.

8. ExAMEN D'UNE BECIPROOUE DE LA PROPOSITION 0UI PRECEDE. — [Stanl
données deux surfaces S et 3’ rapportées i un réseau conjugué com-
mun «, v dont les tangentes aux courbes de méme nom qui passent
aux points homologues de S et N’ secoupent, je me propose de cher-
cher 4 quelle condition les réseaux (u, v) de N et N ont les mémes
invariants ponctuels ().

Nous excluons de notre analyse le cas o0t N et N seraient homothé-
tiques ou telles que le plan tangent al'une d’clles passe par le point
correspondant de P'autre; en rapportant S et 3" & un systeme de coor-
données homogénes convenable, on peut éerire (*)

. v s '’ o NE ES e’ ot
'TIt — =P R L —_— == —_— ="
i dee e e hr e et e
e e ' e oz oz I ]
N =y . L T [ — = —_— .
o he “ v h S v Y e ~he

Les équations de Laplace véritiées par les coordonnées ponctuelles
(2, v, z. 1) dune part, (27, v', 3, ') d’autre part, sout de la forme

\ s dz o
() —— - - l‘n LTIy
it e cher the
L e 0 s L
iy) _— = A 5 - DY Ty
. chie Jo I du S

avec les conditions d’intégrabilité des équations (16) et (1)

a1 )
{200 -'-I-:,\l“—-l'n LA:HiP—m“L
IS v e >
Exprimons que les équations {18) et (1g) ont les mémes invariants :

nous avons les conditions

. 2 N I L N 2R B L o
[N LL I ’)‘,:" I \ —_I'_ i O, m .',—T}_‘ % —

~

(1 Dans ce parvagraplie nous ne faisons aucune hypotheése sur les invariants
tamzentiels.

v KL Vessior, Géomdtriv supérivare, p. g7
-
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d’oll résultent trois types de solutions

= =consl., \ et I} arbitraires,
P > A=B=0, P=L, Q=\,
et V étant des fouctions arbitraires de & el v respectivement,
any . U, vV, U
{‘ FP=U,\, =1\, \:l—ﬁi_ll_\' I%:W—'__—l,—ﬁs
U et U, sont des fonctions arbitraives de « seal,
Voet V| sont des fonctions arbiteaives de v seul,

Seule la premicre solution conduit i des réseaux (u, v) perspectifs.
Eu effet, aux points homologues de S et N, les tangentes aux courbes
e dz

e’ e’ ()H) ou, en

e
¢ =const. secoupent au point de coordonnées ()

e Ay ods o

vertu de (169, | T TR TV

).‘ de méme les tangentes aux courbes
‘e v odz ' ds e

1t == const. se coupent au pomt ( P AP T}T) oun (W’ P T)

La condition nécessaire ct suffisante pour que les réseaux (u,+) soient

perspectifs est que les tangentes & toules courbes homologues de S

et N’ se coupent en un point nécessairement situé¢ sur I'intersection A

des plans tangents, ¢'est-a-dire que les points

vede dv, s dty. cda’s el 3 dE),

e o dv Sy
et == n e —- 5 v, v = m e - Je dv,
s s ot o
dz: = 0 dw —- e v, T a0 M or de
(
{a2) L e . '_)'_ i o’
da’= Wd” - —'Tlfl ) v’ = Py ol - v,
.0z J:n .o o
N A— o elee —- e efve, ot — pm e - T el

soient confondus, ce qui donne immédiatement la condition P =Q,
donc la premiére solution seule conduit a des réseaux perspectifs ().

(") Jindique rapidement ce que donnent les deux autres solutions : la deaxiéme
solution conduit & deux surfaces

(S) »F=a— 5. =y — 3. sy — 5., _ d=—x,— 3

W et

Journ. de Math., tome X1, — Fasze. 11, 193). -‘4
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9. APPLICATION A LA DEFORMATION CONTINUE D'UNE SURFACE AVEG CONSERYVA-
TION D'UN RESEAU €oNUGEE. — Nous avons rappelé plus haut que la
recherche des surfaces (5) déformables avec couservation d'un résean
conjugué cst équivalente & celle des équations de Moutard (M) qui
admettent un groupe de solutions ;. 4., 0, satisfaisant & une identité
de la forme A

(23) 934+ =Ulu) ~ V(e

(1272

Si 0, est une quatriéme solution de (M), on oblient unc surface S
cherchée en prenant I'enveloppe da plan

R N RN

Lorsque S subit la déformation en jeu, elle se déforme en une sur-
face S, (4 paraméire de déformation), enveloppe du plan

TN S R S S RS IS X 1N

iy Oure 054 0,4 sont quatre soluttons de la méme équation de
Moutard (M); les trois premidres sont déterminées,  une substilution

et _ A . .
‘ &= ’ Uz, - I\ 3. r:, Uz, -~ ! AN AN

’IA
-

(;ﬂ:]"l'.az, [‘\ d5. e | Vdz, [N

ooy, ®e 2, 2. U osont des fouctions de wo 3. 3.0 300 300V des fonctions de v,
Le résean #, ¢ est duvublement coniue sar 3 et 37 les henw des sommets des

cines civeonseritz & 3 el 3 e long des courbes vz=const. et @ = const. somt les
mdémes pour ces deux surfaces, ce sont les courbes d’équations

n’.‘ll «11: (‘115 ' s{.!,.
I v B VoD —— S ToID - s TUI —— s
du du’ el ede
o3, d3, d35, o3,
I Ay - Yy - LY S T= pupy ~
e : v v el

La trodsidme solution est relative & un type particulier d'é¢quations de Laplace:
sur fes sucfaces 3 et 3" que 'on en déduit le réseaun a, ) a les mémes invariants
ponctuels et est découpé par les développables de la congruence des droites gui
joignent les points homologues.
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orthogonale prés par l'identité

s e LU A

a "",—%—'r 3=t S n T eee——— —_———
(21) e U R Y A U —+ —\

La déterminatiou de 0, ; est plus difficile et nécessite en général le
passage en coordonnées ponciluclles.

Nous avons rappelé aussi qu'il existe une infinité de solutions
transformatrices spéciales R de (M) qui transforment le groupe §,,
0., 0, en le groupe ¥, 0, 0, qui vérifie la mecme identité (26). Si 0
est la plus transformée de 0,, lasurface, enveloppe du plan

‘:"I N o = ,J_,l G-z -+ ‘53: a,

est déformable sur le réseaun conjugué (u, ) comme base. La corres-
pondance entre S el S est celle qui a été éludiée aux paragraphes
précédents; a toule déformée 3, de S on peut associer une déformée
S, de 87| celle dont les coordonnées®| 4,0, ,, 0, , vérifient 'identité (24)]
de mauniére que la correspondance ponciuelle qui fail passer de S,
4 5, soil de méme nature que celle qui fait passer de S a 5'. La solution
transformatrice spéciale qui tranforme S; en 8 est la méme que la
solution R qui transforme S en 8’ (*).

Ces vésullats rappelés, appliquons-les en prenant la surface S par-
ticulié¢re qui correspond a §,=R; S et 5 sont les enveloppes des
plans

g ‘Gt S G._._ v 4= G;; 3 -i- R = R

oy . . 1
I "ll.l' + ‘:l‘., l'~§-{f,,: (R T L N

- * R

les réscaux (u, v} de ces surfaces sont perspeclifs ct les équations de
Laplace ponctuelles qui leur sont relatives ont les mémes invariants.
Lorsque N ¢t §' se déforment simultanément, comme il a été expliqué
plus haut, les équations de Laplace ponctuelles el tangentielles et la
solution R sc conservent de sorte que sur Sy et S, les réscaua u, v sont
perspectifs et ces surfaces sont les enveloppes des plans

{2

(') Masworr, Ree. math. de Moseon, 1. I3, — Vasseur. foe. eit.
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ou 3 et ¥ sont des fonctions du parameéive de déformation. Les sur-
faces cnveloppes des plans

i Sy = v - s — R=u,
=) . . 1
L ’5“.1‘—.&.\‘—5*;:-————:.-
: =TT TR
%

sont respectivement homothétiques des surfaces 8; et N,

10. LiGNES ASYNPTOTIQUES DES SURFACES N £T 8. — Avec les notations
da pacagraphe 3, la surface 3" s'ol:tient comme enveloppe du plan

”,J‘ — ”:‘l - ILS — ”::0‘:

de méme si Pon pose 6;= Rk, la surface S est Penveloppe du plan

-

l\l.l‘"f Ri\r - E::' — Kk, = wh,

1

Avec ces notalions, les équations ( 37 s'éerivent

R —

i Al ok,

[ty du el i ..
aN 5 I Bl T TR S TN
ALY " o
[ oe =%

Leb L= lltlUlOllS 'll IﬂElLlll lellEs (ll > ll&lll S A8V 'Il.lll unes llE P & l .
q h= ®

) TR RT3 ) | | b U, JUH AN, .
(0 {5 Ge we MideloE o7 oW W | vtz
DR o) VO ) N | U | R, Jdh, dk, .

3 p 2 T T R s — | S S Vi
1o S ks ! cdu Py dn ov K, § . o

ol I'on n'a écrit que la premicre ligne de chaque déterminant. Les
équations ( 23) montrent que I'on a
P, JIF, o, H !
Podur de de ' §—
i 20, dll, JEL i
Ty 1

TR du o

] i, dh, dk, n
R S
] Fh, dh, ’lh_‘

2 " N

de sorte que (29) peut s'écrire

=K, oK, oK,

(207 PYPER YR

b, dh,  dh,

h= dun o i

M, | et - |
i i
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Les équations (30) el (29') se simplifient lorsqu’on a affaire & la
configuration exceptionnelle étudiée plus haut, en effet, on a alors
N Il &N, &R,

1, == const., I\, = cunst.. — I, — T, el 9
‘ : i e du2 et

punll ) 7Y

et les équations des asymplotiques de ¥’ et S sont

TS | Y] W

2, dk, Jdk,

5 ! . Lo
ot Uodie? du e lu i du o i‘ dvi=o.
| f SR, dh, Il It #h, Jdh, dh, I fes
» —_ —_—_ _— | s e —_— —_— — [ il ] |
e | e du i e e du e ! h "

On vout que, dans ce cas, aux lignes asymptotiques de Cune des sur-
Juaces, correspond sur Uautre un réscau conjugué. Ce résultat, dont
nous aurons besoin plus loin. a ét¢ douné par Darboux dans la
théorie dex douze surfaces.

LE. Traxsrormavios ne Risvcorn. — Considérons deux surfaces S
et N déduites F'une de Pautre par une transformation de Moutard et
examinons, avec M. Eiscnhart, dans quelles circonstances il est pos-
sible d'avoir une congrucnce de sphéres dont S et S sont les nappes
Jocales, chague sphére touchant S et S™ anr points homologues M et NI’
qui s corvespondent par la trans formation de Moutard.

I'our meltve le probléme en équation, il suffit d’écrive que 'un des
bissecteurs des plans tangents & S et N est perpendiculaire & la
droite MW'. La surtace S’ ne changeant pas si F'on change 6,0, 9,

b, en —0.—10,, —10,—10 nous prendrons le blnecteur
& % . : 9, % !
",[_- _l.)l_ . ( —; :._'_:':_ﬁ:u‘
N & N K] 2 K s
5=y 970803 I

Avee les notations du paragraphe 3, nos conditions s’écrivent

2 C

v(,}',_?'\}dl_l':n Zq:‘— - :" ‘)Il =,
!
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ou en tenant compte des équations (3')

] IR " ds R o R do’
. " Yoo et T Ve T
133) AR da OR . Ay
g - R-F - - n R =m0
T e o AR he

Ces équations expriment que > est solution de (1) et 2’ solution
de (}), & savoir : une transformée de ¢ par la solution Rj il résulte
que : le réseau (u, v) est réseau de courbure des surfaces S et 5'. Ces
réseaux de courbure ont leurs invariants tangentiels égaux, par
sate fears images sphertques sont tsothermes. Le résultat donné par
M. Eisenhart se trouve ainsi étabhi presgue sans ealcul.

11 convient d'approfondir cette circonstance particuliére et dindi-
guer comment se déterminent les surfaces S et §°.

Observons que la condition obtenue wintéresse que les images sphe-
riques, de sorte que, dés que ces deracéres sont connues, on obtient une
tnfinité de couples (S, S deépendant de deux fonctions arbitrarves
d’une vartable.

Par raison de symétrie, posons : =10, :'=20. On voit que le
probléme se¢ raméne & la recherche des équations de Moutard qui
admettent un systéme de quatre intégrales lides par la relation

ar SRR
(34 ¥ o- Wl

puis & chercher une solution trausformatrice R qui transforme 64,, 0.,
0,, 0, cn quatre intégrales 0, 0., 0., 6., de I'éguation transformée
lides elles aussi par la relation
(35) TG AR 3Eema

La premiére partie de ce probléme, a savoir la détermination de
I'égquation de Moutard initiale et des solutions 9,. 0., 0., 0,, n’est
autre que celle des réseaux isothermes de la sphére; je rappelle rapi-
dement comment peut se traiter cetle question :

Nous savons que I'image sphérique est un réseau isctherme: nous
écrirons done [élément hinéaire sphérique

>

(3% s = e < s
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avec la condition

- 2 losr o o .: 7.
[ 3= — + — i - =,
(37) PIE ? a '

(ui exprime que la courbure tolale est égale & 41 (').
Les coordonnées cartésiennes %, 1, { d'un point de la sphére
vérifient I'équation & invariants égaux

- J: e o fogy 2 7 d8 _ dlogy 2 r dﬂ o.
(%) dudv v du Tda dv

Le changement de fonction © =y 40 raméne cette équation & la
forme de Moutard (*)

o 1

N vy 3 _ 4 '
(RN O oedweh T v/ “du v’

Les intégrales Z, v, I, é( =4 —1 ) de (38) donnent les quatre inté-
grales cherchées de (3u)

Vi T VA
Les fonctions 9, 9., 0, 0, étant connues, il reste & montrer com-
ment nous pouvons délerminer la solution transformatrice R et les
transformées 0, 0. 0., 0., de 9,, 0., 0,, 0, de maniére a satisfaire &
Uidentité (35).
Reprenant les notations du paragraphe 3, nous posons

i ;== l‘!’l,

Jl_ig =9 R o di; . JR I J7;
() e e e eu du {(F==«, |, 2, 3.
2')““——; JR m j’;fm__,dll, “0’
e e 7 O ov T Mo

(") Avee les variables x = w0 + v, 3 = & — . Féguation (37) prend la forme
de Liouville, de ¢wle qu2 Péguation (37} revient & déterminer 1a fonclion ana-
Ivtique générale de la vaviable complexe v + i ou w0 — i,

(*) L'équation (3y) est. en vertu de la forme de 2, I'équation harmonigue
wendrale: lest exlte équation que Uon rencontrs dans la théorie de la déforma-
tion intinitésimale de la surface minima générale.
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I.'identité ( 34) nous fait écrire

, o 3, o
(it l'!,-‘ jronieny .\.G, 0[_1 ey :.‘:', ’—)‘:l 1
et la condition (35)

r AL S f)} L. JG,-
('l.)'h :-0,":—'2"1,- ()l; ::(}, T Tk,

ot les sommations se font de i =o0 a 7= 3.
Multiplions les deux derniéres équations ( jo) par 0; et sommons
de t =0 a1 =23, de méme aprés multiplication par 9, , on obtieat

ol ., .. LT 7] L L 09

Sy .\..‘9;'5‘,‘ -_ l{:’l‘ S ==y, .\.{J;(}, —_ “15, o T,
) du b e v
o) . -
JgR . . vy 7 IR, Y J9;

A ll— i gl cmdi, e Ml —=— =0
e o M e

d’oti 'on déduit immédiatement
GD X500 = vonst.:

|

on peut, sans inconvénient pour l'objet qui nous oceupe, supposer
cette constante réduite & I'unité. La premicre équation (40) donne

(~’l?” W= X5 1L

portons cette expression dans les deux dernicres équations ( jo), on
obtient le systéme linéaire

J; . Ji; iy v
P XN — S XL
(16) ( du o= du  du J' ; R
K1y ¢ ) [ psnin 3 JUNY NNRS SRS 3 IS
J“A“.___ gkv“.l)ﬁf - SM_‘ ~ 19
A “ae T e T

Ce systéme est complétement intégrable; pour s'en assurer, il suflit
de dériver la premicre équation (46) par rapport a «, la seconde par
rapport & u; on obtient, en se servant de I'équation (1), des équa-
tions (46) clles-mémes et des identités (1), la méme expression

o

& 1 .
P‘“‘“l‘ — 1 & SAVOoIT
: du v

#; Doi oy Vi i ¥ &

dude T adn T du e’
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Alinsi les équations (46) ont pour solution générale un systéme de
uatre fonctions H,, H,, H,, H. dépendant de quatre constantes arbi-
traires ; 'équation (45) détermine R a posterior:.

-1l reste a s’assurer (ue I'on peut disposer des constantes arbitraires
de maniére a obtenir elfectivement une solution de notre probléme.

Dérivons (43), par rapport & « puis par rapport a v, il vient, en
tenant compte de (41) et (46)

2} 4 J%; JiL

— =XH,-=, =
du I v

Lo d;
:n [’Ii == [3
av

cecl fait écrire (46 ) sous la forme

I, , OR  ,d

- Te = %ow ~Raw
e oM, IR b
o =gy v RG

. S*H; ., . . .
égalons les deux valeurs de 7)7[7?- tirées de ces équations, on oblient

v dih, t 2R

% dude R du Pt
ce gul montre que la fonction R, livrée par (43), est bien solution
de (1) et que les fonctions

o Wy

i, i,
T= R

f‘:»—— ,C'_.:_ G..:——‘
Ay it ) . R ] 4 R >
sont les transformées de Moutard de 8,, 0., 6, 0, par la transforma-
trice R.

Montrons maintenant (ue 'on peut choisir H,, H,, H,, H, de
maniére 4 satisfaire i la condition (33), c’est-a-dire telles que

I | o | ey
Les équations (40),(45) et ( 46') donnent
Jl;

p [ Pl g T

die

o,

o ="
d’ou Uentégrale premicre de (46)

NP 5 13 =- N2 H2=7 == const.

Jowrn. de Math., tome XIII. — Fasc. I, 193] 25
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on peut toujours choisir les constantes d'intégration de maniére a
avoir A =o.

Notre probléme est complétement résolu : la détermination de S
dépend de dewx: fonctions arbitraires d’une variable; S étant choisie,
S’ dépend encore de troix constantes arbitrarres.

12. Cas ou LA TRANSFORMATION DE RIBAUGOUR DEGENERE EN UNE INVERSION.
— En réunissant les vésultals du paragraphe 7 (couple S, 5’ pers-
pectif) avec ceux du paragraphe 11 (couple S, § enveloppe d'une
famille de sphéres & deux paramdtres), nous obtenons un couple de
surfaces S, S’ inverses I'une de l'autre; en clfet si nous écrivons ¢ue la
droile qui joint les points de contact d'uuc sphére dépendant de deux
parameétires u, v

e K a

e ptem 3P aa — 2y — 20z Fap=o,
avec son enveloppe, passe par un point tixe, par exemple I'origine,
nous obtenons

dp Jdp

-t — U,

du v

c’est-d-dire p = counst. Noulre sphére est donc orthogonale & la sphére
fixe ayant pour centre origine et pour rayon y'2p, ce qui démontre
la propriété énoncée.

Le couple (S, §') que nouns venons de mettre en dévidence avait
déja été rencontré par M. Thybaut daus sa Thése : Sur la dé formation
du paraboloide (Annales de ’Ecole Normale supéricure, t. 14, 1897,
P- 45-98); ce dernier a montré que les surfaces A et A’ polaires réci-
proques de S et 8’ par rapport & la sphore a*+ y*>—+ 3% — p =0 sont
applicables sur le paraboloide de révolution de parametre p. Les plans
tangents des surfaces A et A’ sont paralléles comme perpendiculaires
au rayon (ui joint I'origine aux points correspondants de S et .

Les images sphériques des lignes de courbure de S et 5’ sont deux
réseaux isothermes de la sphére, de sorte que, a priori, nous pouvons
mettre le «s* de S et celui d5” de sa représentation sphérique sous la

forme
ds*= N 4 (G2 h?, d72=g(n, v} | i+ dvi},
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et de méme pour S’ avec deux fonctions U(u) et V(+')
dst= K, )| \*du? - G2 i ], da*=o'(u, )| U du*+ V dv?].

Or en achevant les calculs amorcés par M. Thybaut, on constate
que U et V se réduisent & I'unité, de sorte que les surfuces S et S' sont
en représentation conforme cn méme temps que leurs représentations
sphériques.

Nous avons montré qu’aux asymptotiques de S correspond sur S’
un résean conjugué; or M. Gambier a étudié aux Annales de Ecole
Normale supirieure (3¢ série, L. NXXI\, 1922, p. 217-271) les couples
de surfaces qui peuvent, cn méme temps que leurs représentations sphé-
riques étre mis en correspondance conforme : un premier cas est celui
ou le rapport ‘l{-u: de rayons de courbure principaux se conserve quand
on passe de S 4 3’ : alors, les asymptotiques se conservent, c’est le

- . . . . R
cas P, de M. Gambier; un second et dernicr cas est celui on r est

remplacé par sun opposé en passant de S 4 ¥/, c’est le cas Pl de
M. Gambier. Ici nous sommes donc dans le cas P,.

M. Thybaut a montré (ue cetle propriété du couple spécial S, &'
trouvé ici est caractéristique : tous les couples de surfaces tneerses S
et S' dont la représentation sphérique est tsotherme s'obliennent par le
procédé indiqué ici; et au fond, on est ramené a trouver une surface
applicable sur le paraboloide de révolution.

M. Thybaut a méme fait constaler que : s/ deua: surfuces incerses
sont telles qu aux asymptotiques de Uune corresponde sur Uautre un
réscau conjugué, les deux réscaur conjugués ainse définis sont & inva-
riants ponctuels égae et les deax surfaces ont une représentation sphé-
rique isotherme.

La théorie des douze surfaces de Darboux joue actuellement ici : si
I'on introduit les deux surfaces B, I’ qui correspondent a A et A’ par
orthogonalité des éléments linéaires, on peut placer B et B', qui sont
des surfaces minima de facon qi’elles sorent focales d’une méme con-
gruence rectiligne et que les asymptotiques se correspondent sur les deux
surfaces B et B'. Cette configuration B, B’ avec la congruence W cor-
respondante a recu le nom de congruence de Thybaut.

Si maintenant on intreduit les surfaces minima adjointes B, a B,
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B, 4 B, les deux surfaces minima B, et B, ont m¢me représentation
sphérique que S et S, comme’a montré M. Thybaut, de sorte que B,
et B, sont deux surfaces minima ¢ue nous obtenons en partant des
fonctions §,, 6., O, mises en jeuici et choisissant convenablement 0,.

Naturellement sur B, et B| les asymptoliques se correspondent
(car sur B et B’ les lignes de courbure se correspondent) de sorte que
la transformation de Moutard étudiéc ici et appliquée a B, donne une
surface non minima, et non pas B/, en vertu de la remarque que nous
avons faite sur les asymptotiques dans la transformation étudiée ici.
Je termine en rappelant que M. Gambicr a propos de ses recherches
sur les courbes de Bertrand ( Tracaux scientifiques de U Université de
Litle, nouvelle série, vol. 4, 1926, p. 65) a précisé les résultats de
M. Thybaut; dans la solution de M. Thybaut, il y avait & donner a la
surface B’ une translation convenable; en partant d’une courbe a
lorsion constante réelle, on obtient en grandeur et position le
couple B, B'. Il y a aussi de nombreuses (uestions de réalité qui sc¢
poscnt ici (surfaces applicables physiquement ou non sur le parabo-
loide). Nous devons aussi ajouter, en hommage a la Mémoire de
Bianchi : (ue c’est Bianchi qui a signalé & M. Gambier comment le
couple spécial S, S découvert par M. Thybhaut, donne une solution
nouvelle du probleme P.,. Ces surfaces S et S’ sont encore caracié-
risées par la relation

/ i

(n.",‘)‘ o+ e :—;:

ot o el o’ sont les rayons de courbure principaux de 5,

2 =24 i 33, p=cxr—+cy 4+ s
(¢, ¢’y ¢" cosinus directears de la normale). On vérifie que si S satis-
fait a P'équation (47), il en est de méme de son inverse 5, ceci mel
encore en évidence la réciprocité des surfaces S et S8’ et le fait que les

images sphériques des lignes de courbure de ces derniéres sont
isothermes.




