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INTERPRÉTATION DE LA TRANSFORMATION RE MOV TARI». t~5 

Sur une interprétation géométrique tie lu trans/urmutitm 
tie Mouta rd : 

PAR MARCEL VASSElîK, 
l"tt»iew*eui «u L»c«· île Lille. 

I. INTROMPCFION. — Au tome 2 de sa « Théorie ties surfaces *»(p. aitj) 
Darhoux étudie les congruences rectilïgnes dont les dèveloppables 
découpent sur deux surfaces S et S' un réseau conjugué. 

l)aii>un Mémoire publié aux (Bendicotitidel circula th Palermo 
191Ô, p. îxi). M. Eisenhart a étudié un cas particulier du problème 
en prenant comme point de déjiart l'élégant résultat suivant : .Soi# S 
une sur/ace rappariée à un réseau conjugué à invariants tangentieis 
égaïur: si ctmnlnnnées tangentie/les tie cette M/r/i«y o» applique lu 
transformation de Moutard. on obtient une surface S" égalementruppttr-

ter à un réseau con/ugtté à invariants tangentiels égaa.r. Les surfaces S 
et S' se correspondent ponctuellement et la dnuie qui joint les points 
homologues M et M" engendre une congruence dont les dèeefoppaMes 
découpent sur S et S le réseau conjugtté considéré. 

Dans un Mémoire paru en 1914 t pour le cas particulier ou S 
et S' sont des surfaces de Yoss-Guichard, et par suite susceptibles 
d'une transformation continue avec conservation du réseau conjugué 
commun. M. Eisenhart avait mis en évidence la plupart des propriétés 
étudiées dans son Mémoire de 191 à. où cependant il a négligé toute 
question relative à la déformation des surfaces S et S". 

t") KJSEXBART. Transformations of surfaces of Γ«ΙΚ ( 7NMA»RTIO*s of the 
American Mathematical Soeietr, t. 15. ιοί j. p. -Ajà-aéià»). 
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Dans ce dernier travail. M. Eisenhart |>art. d'une équation de 
Laplace 4 invariante égaux mise sons ïa terme 

*** \i*** \i*** \iSRGQSDRGSDFRGDQRG 

dans le présent Mémoire. je snp{»oser»t toujours l'équation ramenée à 
la forme de Moutard 

*** \i 
Ef M 

Ce choix de forme réduite simplifie beaucoup les formules; non seule-
ment les résultats de 4L Kiseohart s'obtiennent presque sans calcul, 
mais beaucoup d'autres encore se mettent en évidence très simple-
ment. 

Aux paragraphes 2 et A. je retrouve les résultats initiaux concer-
nant la congruence des droites MM et la congruence des droites Λ 
d'intersection des plans tangents à S et S' aux points homologues. Vu 
paragraphe Λ j'étudie, avec M. Eisenhart. le cas où les droites A for-
ment une «Aiagme^v et de plus je fais observer que ce cas 
correspond précisément à celui de la possibilité de détonner simulta-
nément S et S" sur le réseau conjugué commun comme hase; daws 
cette déformation, la congruence A ne cesse d'être normale. An para-
graphe lî. je signale que les congruences des droites M M et A forment 
un couple de congruences xtrwft JfuMrx. An jsrragraphe lî. je retrouve 
et complète des résultats de M. baser hart en étudiant les χ" couples 
< >, S'V dont les points homologues sont portés par une même droite. 
Au paragraphe 7. l'étude du paragraphe I» nous amène à une configu-
ration remarquable pour le couple \S. S ) ; les droites MM" passent 
par un fHuaf fix>*: ces couples, signales, également par M. Eisenhart 
appartiennent aux douse surfaces de Oarboux. Je fats remarquer que 
d'un seul de ces couples on peut eu déduire a:* du mente Ivpe pour 
lesquels les points homologues des surfaces sont sur nue «Μάη** droite; 
de plus, les équations ponctuelles de Laplace relatives an réseau con-
jugué commun à ces surfaces ont tontes les .uaws Hromuftte. An para-
graphe S. j'examine une réciproque de la proposition qui précède en 
déterminant les couples de surfaces rapportées à un réseau conjugué 
commun dont les invariants ponctuels sont les mêmes et dont les tan-
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gentes aux courbes de même nom. menées aux points homologues. se 
coupent. Le paragraphe î* est consacré à l'application des résultats 
des paragraphes 7 et 8 à l'étude de la dè/«wmeftri»# OM»î/««î» des cou-
ples S S et du eas eu les réseaux conjugués eu jeu sont /» is-ptvir/s .-
cette perspective (*ersisto alors au cours de la dd'unnaluw siiunUaaiv 
de S et S*. Le paragraphe 111 est consacré à la détermination des 
asvmptotiques des surfaces S et S''. \L Eisenhart montre que la 
transformation de Moutard de S en S peut coïncider avec «ne trans-
formation de Rihaucour; an paragraphe 11 ν je retrouve et complète 
ce résultat ; je montre notamment que la circonstance ne dépend que 
des images spliériques de S et S'' et indique cons ment se déterminent 
toutes tes surfaces S et S" liées pur une transformation de ce genre. Kn 
rapprochant les résultats des paragraphes 7 et 11 un couple de sur-
faces S et > f««.e#>vsse met en évidence; ce couple, déjà rencontré par 
\L Thvhaut dans sa Thèse. est étudié an paragraphe Κ : il est com-
plètement caractérisé par ce fait que.«fSet S'sont inverses, 
et de que les représentations sphèriques de S et S" sont iso-
thermes. 

ϋ. Soient 'i
u
. 1.. %„ quatre intégrales linéairement indépen-

dantes d'une expiât ion de Moutard 

·». - M ■> 

et la surface enveloppe du plan 

ι > t .'·» r >. n î ; - j. ·.». 

sur laquelle le réseauta. et est conjugué. 
Λ Laide d'une cinquième solution de* ι ν lï. effectuons la transfor-

mation de Moutard. Appelons tf,. IL. ï.
;
, Τ les transformées de !J.. fL. 

o?Ί.: on a les équations 

* Λ * 
tA" "" «lilV «λ"· 

tA" "" «lilV «λ"· 
. ί - ΐ „ ^ . 'κ î L 

dVftAVft.. yêf- SkNflfcsi· \mi. — is+iSi" - 18.. ïs-i i ij- ίϋ-Α 
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et 

tA" "" «lilV «λ"· 

L'équation ν ι > exprime que la fonction ». lî'i. »est calculable jnu" une 
intégrale de dilïérentieUe totale. Λ la surface S associons la surface S' 
enveloppe du plan 

tè> >»-«' ' **.» 't- ·>*-

Les surfaces S et S se correspondent ponctuellement : la première 
équation t. » » exprime qu'aux points homologues, les tangentes aux 
courbes η -—const. se coupent en nu peint F; la seconde équation \ 3) 
exprime la piopriété analogue pour Ses cou ries e = const, qui se 
coupent on ru» point F. Les résïïltals que »»ons venons de mettre en 
évidence montrent que î*t tfmùe IL jWis# les poùt& fcs»«A>gws 
tie S e( S , «vigvWiv une eougmevnv «Ion# les ii,\vl**f>fntbfes «Mxviprwl 
sur S et S' le réseau twj/agttè » î#. cX 

Le résultat de M. Kisenharl est ainsi établi avec, la plus grande sïin-
plieitè. Il est bon de remarquer que les équations de la droite Ρ sont 
les équations (i iVqoi seront écrites au paragraphe s>. 

ô. t'osenvKxcK res nsoirrs Λ: mtassreiriox es:s CÏ.AXS rxxnrxrs A S 
κν S'. — Introduisons la doute Λ dètlnb par les équations 

\ *· l -t· ι <- —b df f 
(8)·*· *· - F '■ 

La première équation (pit exprime que les plans 

' the "l ' stf? ~ <>s ' * 

' the "l ' stf? ~ <>s ' * 

et les pians ça » et çV» ont un point commun, c'est-à-dire que si c reste 
constant, la droite Λ engendre· une dèwtopjxdde: le point de contact 
de Λ avec son enveloppe est défini par pih pt>\ ou çaXxoX, r^X ce 
qui mon t»e que ce point est le poiut F déliai au paragraphe précèdent. 
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Résultat analogue si u demeure constant. Ou voit done que les «fov-
ioppables ties ctingruenccx D et A a?* t^mspantieat^ ce qui es! en accord 
avec le théorème général bien connu. 

Les plans focaux d'une droite Λ sont 

t(At Ot M- · Oî - i's "Oi . i.ii - -»·. ■ ik-»·. 
i<»> ri» > ■»· - ri. -51V» · r>

;
 * »· · î»;

 S ...·«». 

Kn etVet. la dérivation en « de l'équation ^8i donne l'équation vqi. 
en tenant compte de la première équation t Ό; eela exprime bien, qne 
le point de contact du plan çtO avec son enveloppe est un point de A, 
foyer de cette droite» lté même une dérivation de (»0 par rapport à c, 
donne »_Si. ce qui prouve que ν ρ > est le second plan focal de A. 

Les équalicms < 8 ret ι qi mettent en évidence le théorème suivant : 
t.fs pians t/c A <7 les pittas tangents »1S «7 S* foraient an faisceau 
lnirt>hwi<pu\ 

1. CoALurKNo; A SORMAI.k. — Pour que les droites A forment une 
congruence de normates, il faut et il suffit que les plans et (qi 
soient rectangulaires, ce qui donne la condition 

foo S? ,-5^5? r5? ,-S*. 

Le problème auquel on est ramené est équivalent à la recherche des 
surfaces qui admettent une deformation continue avec conservation 
d'un réseau conjugué, car chacune des expressions 0Γ -f- 01 --· 0; 
et 0,--r O.,2-τ-Oy est nécessairement de la forme \ pd; les 
solutions transformatrices v/avfo/tw qui font passer du système 0,. 
0., 0

5
 au système 0., 0,. 0. sont déterminées par un système ïinéai're 

complètement intègrable, suivi d'un second système équivalent à une 
équation de lîiccali » " i. La détermination des équations de Moutard 
qui admettent trois intégrales dont la somme tics carrés est de la 
forme l ν ai -r λ i ci dépend d'une équation aux dérivées partielles du 
quatrième ordre l4i. Remarquons encore que si S el S" se déforment 

pi L. KIASCHI» t. 2. p. .'»ο ÏHJ; Annali tii série, t. lit. >%o. 
p. »t. 

«4I IL- VASSECR. .(««IIFRS tie i'fùWe Aorma/e supérieure «Thèse». I- tS8.1980. 
ρ» Γ-'-
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simultanément avec conservation du réseau conjugué ̂ w, » ), la droite Λ 
ne cesse d'engendrer une congruence de normales; j'étudie au para-
graphe H du prosent travail, un cas particulièrement intéressant de 
cette deformation simultanée de deux surfaces S et S". 

ii. LES CONURVKSC.ES D ET A SONT svu.vnriAia.KS. — l'osons H = liO', 
les équations donnent 

\ ,'î ) 
1 'Ί1. . . tilt (iH,\ . .. (JÀ 1 

1 'Ί1. . . tilt (iH,\ . .. (JÀ 1 

Les équations de la droite 11 s'écrivent 

( Ι ( ι 
1 'Ί1. . . tilt (iH,\ . .. (JÀ 1 

1 'Ί1. . . tilt (iH,\ . .. (JÀ 1 

t .onsideroOiS le plan 

n" ; λΙΙ,ϊ.ί·
 r

 ι is -->.ll
;

i t -, . >, λ I Ι,ι ; - i. - λ 11, ■>. 

oil λ est une fonction de u et e. Les coordonnées du point de contact 
de ce plan avec son enveloppe sont données par les équations 

110) ( -ï— : - A —j— — H, ·,- | .e ;· — ~ ». 

1 'Ί1. . . tilt (iH,\ . .. (JÀ 1 

I .es combinaisons schématiques ι ι \ ̂  — ι ι>3) IL t, ι — 11 i ï II 

donnent 

t î Λ t 
| ->.(1«,!«* κΐ'"ή nu.'f L...= 

1 'Ί1. . . tilt (iH,\ . .. (JÀ 1 

Si l'on prend λ = ( '. IL où C est une constante arbitraire, ces équations 
se réduisent à 11 t u de sorte que le plan ι la) louche son enveloppe en 
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mi point de Π. I .orsque C varie, on obtient χ" families de plans, telles 
que tout plan d'une famille qui contient une droite A touche son enve-
loppe en un point de la droite D associée. C'est ce que l'on exprime 
en disant que les congruences Ρ et Λ sont strati fiables ι les surfaces S 
et S' correspondent à G = ο et (. — x\ 

(t. Κτπικ η κ LA COURKSIOMIAXCK KXTRR CKimiss corn.KS I»L SVRVACKS S. 
S'. — Soit S une surface rapportée à un réseau conjugué à invariants 
tangentieîs égaux; il lui correspond une infinité de transformées S" 
puisque 1« transformation envisagée dépend de la solution transfor-
matrice lî ; si même l* est choisie, la surface S" dépend encore de 
quatre constantes arbitraires; en effet si 0',, (Ç. 0 . 0'

k
 est une solution 

particulière du système y3), la solution générale est donnée par 

0, -h^' 1, H- * 0., -+- 0"
(

 H- ? ce qui fournil ac* surfaces trausfor-

mees de >. On remarque de suite que tes expressions^—, -j-; > -jf* 

1 'Ί1. . . tilt (· j ;, -j- , , correspondantes données par tes equations yo κ 

ne dépendent pas des constantes x
l?

 x',. a„, x
k

; autrement titties χ* 
surfaces transformées de S ont leurs points homologues situés sur un 
même ravon D tptipcivc S au point corirxpomlant. Ce résultat avait été 
signalé par M. Kiseuhart. 

D'une manière plus générale considérons les surfaces S, et S , enve-
loppes des plans 

ι i, — a. Η ι .r — « S. — *.H » y -- ι 5, — *,Ri : — 5, -r- H = o. 

(51If ι·-v- lfîf =··■ 

elles forment xs couples de surfaces dépendant des huit constantes 
arbitraires x,, x,, x

s
. χ,. χ,, χ,, χ.. x,. Lu congruence de droites D est 

la même pour ces x11 couples comme le montrent les équations yd' L 
Gonsidérons deux des couples que nous venons de signaler, par 

exemple le couple initial S. S' et un couple Si, S, correspondant à un 
choix déterminé des constantes x

t
, x

s
. x

s
, χ», χ,, χ"., χ., χ, : les plans 

tangents aux points homologues de S et S, se coupent suivant une 
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droite du plan fixe (c'est-à-dire indépendant des coordonnées u, e) 

! I' ) x,.»· + x
:s
 ; -i- χ, . i>. 

De même les plans tangents à S' et S, se coupent suivant une droite 
du plan 

(!*') x\ .»· -ι- χ, ν x'
3
 ; — x\ = n. 

lin particulier, si les constantes a,, a
s
, a

s
, a,, a',, aj, a'

s
, », satisfont 

aux relations 

1 'Ί1. . . tilt (iH,\ . .. (JÀ 1 

les plans Ρ et P' sont confondus; il en résulte que les plans tangents 
aux points homologues de S, S', S,, S'

(
 concourent en un point du 

plan Ρ : Les diw'tes A ci A,, intersections des plans tangents à S et S' 
if unepart, à S, et S", d'autre part, engendrent des congruences dont les 
dcccfoppablcx se correspondent et dont les rayons homologues se coupent 
en un point qui décrit le plan Ρ quand u el c carient. 

7. < lo>w.r RATIOS ΚΧΟΕΠΊΟΧΝΚΙΧΚ M: SI-UFAOKS S ET S'. — Dans ce qui 
précède, nous avons admis implicitement que les intégrales 0,, 0.., 0.,, 
0,. Il étaient linéairement indépendantes; s'il en esl autrement, les 
énoncés des paragraphes 2et 1» demandent à être quelque peu modifiés 
et de plus les couples de surfaces S, S' offrent une cou figuration remar-
quable signalée par M. liisenharl, mais déjà obtenue, au moins d'une 
manière implicite, par Darhoux dans sa théorie desdouze surfaces ("t. 

lin elfelsupposons que l'on ail la relation 

U - - '·· i- i> . ■ . ■ Λ. ■ '/ < , 

où a, h,c, «/ sont des constantes numériques; si il ο, une translation 
des axes permet de supposer a = h — c = ο ; la substitution de l\ — <70, 
dans (o') donne — o. les équations >, ι 0 montrent que dans 
ces conditions la droite D passe par l'origine. 

Si d= o, l'un au moins des coefficients «ι, A, c n'est pas nul et la 

(Ί OiltBOrx. Théorie t/es sur fan s. I. V. p. pt. 
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droite D passe par un point fixe à l'infini ; d'ailleurs, il n'y a pas lieu 
pour l'instant de distinguer ces deux circonstances puisque nous étu-
dions des propriétés projeelives. 

Dans le cas actuellement envisagé, les réseaux conjugués {it, r) de S 
et S' sont perspectifs. La congruence D est spéciale et toute famille 
de x1 droites de celle congruence engendre une développable, à savoir 
un cône, de sorte que l'énoncé donné à la fin du paragraphe 2 doit 
être modifié de manière à comprendre le cas exceptionnel comme cas 
particulier. A cet ellel. nous dirons que. aux points homologues tie S 
et S', les tangentes aux eourhes tt — const, ont tin point rommun, ainsi 
tpte les tangentes aux eourhes c = const. 

lieprenons l'étude ties couples envisagés au paragraphe preédent. 
D'une manière générale, si nous y remplaçons l'intégrale 0, par une 
autre intégrale arbitraire 0., nous obtenons x" couples nouveaux asso-
ciés à une nouvelle congruence de droites D ; les équations (ι i) mon-
trent tpie les droites homologues D et D so ut parallèles. Si cependant 0., 
est proportionnelle à 11 et si, comme nous l'avons fait jusqu'ici, nous 
négligeons une lunuolhétie, on obtient x'"' et non [dus xs couples nou-
veaux, car remplacer λ lï par λ Κ χ, II et par ̂  4- jV revient à faire 
une homothéthie sur S et une autre sur S'. D'autre part, tous les 
rayons de la congruence D ainsi obtenue passent par l'origine. On peut 
énoncer le résultat suivant : lies x* couples signales au paragraphe 6, 
on déduit, par parallélisme tie Peterson, χ'1 couples nouveaux pour 
lesquels la congruence tie droites D a fotts ses rayons qui passent par un 
point fixe et sur /'ensemble des surfaces qui constituent ces x" couples, le 
réseau conjugué ÇH, C ) est perspectif. 

La propriété que nous venons île mettre en évidence entraine une 
remarque simple an sujet des équations de Laplace ponctuelles rela-
tives aux surfaces des x" couples en jeu. En eflét, soient S et S' deux 
quelconques de ces surfaces rapportées à un système de coor-
données ponctuelles non homogènes; la droite D qui joint les points 
homologues M et M' de S et S' passant par l'origine, nous avons 

.r — y.r\ » — ^ ι \1 'Ί1. . . til 

où ο désigne une fonction de η et « ; ceci suffit à montrer que les 
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<V/tintions de Lap/ace ponctuelles de tontes les sur/'aces des ac" couples 
envisages ont les mêmes invariants. 

8. EX.VMKX IMXK RÈoii'IÎOIIIK I»K L.V rnorosinox on PRÉCÈDE. — Etant 
données deux surfaces S et S' rapportées à un réseau conjugué com-
mun ti, e dont les tangentes aux courbes de mèitte nom qui passent 
aux points homologues de S et S' se coupent, je me propose de cher-
cher à quelle condition les réseaux ι ιι, e) de S et S" ont les mêmes 
invariants ponctuels t|N). 

Mous excluons de notre analyse le cas où S et S' seraient hontothé-
liques ou telles que le plan tangent à l'une d'elles passe par le point 
correspondant de l'autre; en rapportant S et S' à un système de coor-
données homogènes convenable, on peut écrire ι "t 

fle' j, tir tir ' |»'^Γ Ι1''" |' ''' 

fle' j, tir tir ' |»'^Γ Ι1''" |' ''' 

Les équations de Laplace vérifiées par les coordonnées ponctuelles 
(Λ;, ν, ζ-. t) d'une part. ( .r', v , z", t") d'autre part, sont de la forme 

fle' j, tir tir ' |»'^Γ Ι1''" |' ''' 

fle' j, tir tir ' |»'^Γ Ι1''" |' ''' 

avec les conditions d'intégrabilité des équations (ifi) et (i;') 

(■!..) _L
=

A((» —I1.. 4-i =Bi f — n>. 

Exprimons que les équations ( i81 et (îpt ont les mêmes invariants : 
nous avons les conditions 

(■!..) _L=A((» —I1.. 4-i =Bi f — n>. 

t ' ι Dans ce paragraphe nous ne faisons aucune hvpollièst·· sur les invariniils 
tun^enlieL. 

ι-ι Κ. Ν ESstOT, Géométrie supérieure^ p. U17. 
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d'où résultent trois types de solutions 

I ■». I » 

ι" l' = Ο = const., A el l> arbitraires. 

.·· Λ = li = ο, Ι' Γ, <
v
) - V , 

l et \ étant des fonctions arbitraires de tt el <* respectivement. 

3° P= <·· = ".. ν = ΓΤτίττν· "=M(■!..) _L=A(( 
l et I , sont des fonctions arbitraires de « seul, 
\ et V , sont des fonctions arbitraires de c seul. 

Seule la pre/uière solution conduit à des réseaux (M. e) perspectifs. 
En effet, aux points homologues de S el S', les tangentes aux courbes 

*· = const. se coupent au point de coordonnées ̂  » ou, en 

vertu de ( ι (> 1, ^ ; de même les tangentes aux courbes 

tt
 =

 const, se coupent au point ( ̂  - -j-, ^ j ou I -j-, ̂  }■ 

La condition nécessaire et suffisante pour que les réseaux («, ci soient 
perspectifs est que les tangentes à toutes courbes homologues de S 
et S se coupent en un point nécessairement situé sur l'intersection Λ 
des plans tangents, c'est-à-dire que les points 

ι ') 

I f/.e. th\ t/:-. tft t. (//.r". f(i'\ (il 

I f/.e. th\ t/:-. tft t. (//.r". f(i'\ (il 

I f/.e. th\ t/:-. tft t. (//.r". f(i'\ (il 

I f/.e. th\ t/:-. tft t. (//.r". f(i'\ (il 

I f/.e. th\ t/:-. tft t. (//.r". f(i'\ (il 

soient confondus, ce qui donne immédiatement la condition Ρ =Q, 
donc la première solution seule conduit à des réseaux perspectifs ('). 

ι ') .1 "indique rapidement ec que donnenl les deux autres solutions : la deujcieme 
solution conduit à deux surfaces 

I S » .»· = y.t. — ,5,, Γ = jo — ,5;. ; x~ — 3-, . / = x-, — ,3., 
Jauni, de Ma th.. tome Xttl. — Ease. II, -J-4 
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9. Al'I'LlOATlUN A LA DÉFORMATION CONTINUE D'UXE SURFACE AVEC CONSERVA-

TION D'UN RÉSEAU CONJUOUÊ. — Nous avons rappelé pins haut que la 
recherche des surfaces (S) dèformables avec conservai ion d'un réseau 
conjugué est équivalente à celle des équations de Moutard ^M) qui 
admettent un groupe de solutions 0,. IL. G- satisfaisant à une identité 
de la forme 

(s3) Of -+- Ofh- 5* = l'I «) - \ («■ ν 

Si Q, est une quatrième solution de (M), on obtient une surface S 
cherchée en prenant l'enveloppe da plan 

'/,.!· -1· 04ir 0-5 0. — Ο. 

Lorsque S subit la déformation en jeu, elle se déforme en une sur-
face S;>. (/· paramètre de déformation), enveloppe du plan 

0|.i.e -Γ- 04.i V -i- %.i 1' -r- 0·„ί=Ο. 

Οι,*.» Oa.t? ^3,a» Gi.a sont quatre solutions de la mtkne équation de 
Moutard (M): les trois premières sont déterminées, à une substitution 

et 

l'S') 
.<■' = | t </«, - j \ ι/5,. > ' . I l dx

t
 - j Ν <75... 

5' = j\- tlx,· ■ j\ f/5-, f Ζ.-. I f dx
x
 f \ d},. 

ou A,, Λ-, χ,, A,. I sont des fonctions île M. 5,. _5;. 5
;;
. 5·,. V des fonctions de »\ 

Le réseau u, c est doublement conique sur S et S', les lieux des sonunets des 
cènes circonscrits à S et S'le long des courbes c = const, et « =x const, sont les 
mêmes pour ces deux surfaces, ce sont tes courbes d'équations 

5' = j\- tlx,· ■ j\ f/5-, f Ζ.-. I f dxx f \ d},. 

5' = j\- tlx,· ■ j\ f/5-, f Ζ.-. I f dxx f \ d},. 

La troisième solution est relative à un type particulier d'équations de Laplace: 
sur tes surfaces S et S' que l'on eu déduit le réseau t «. »■) a les mêmes invariants 
ponctuels et est découpé par les dëveloppabtes de la congruence des limites qui 
joignent les points homologues. 
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orthogonale près par l'identité 

(--M ) Jî> + *£* + + ]~χ · 

La détermination de 0, A est plus difficile et nécessite en général le 
passage en coordonnées ponctuelles. 

Nous avons rappelé aussi qu'il existe une infinité de solutions 
transformatrices spéciales R de (M) qui transforment le groupe 0,, 
Q

a
, Q

:
, en le groupe 0',. 0'., 0, qui vérifie la même identité (26). Si 0'

s 

est la plus transformée de 0,, la surface, enveloppe du plan 

y, .»■ + y, ι· h- y. ; -5- y,=<> 

est défonnable sur le réseau conjugué (h, e) comme base. La corres-
pondance entre S et S' est celle qui a été étudiée aux paragraphes 
précédents ; a toute déformée S* de S 011 peut associer une déformée 
SA de S' | celle dont les coordonnées0, Jif 0', /., 0'.vérifient l'identité(24) ] 
de manière que la correspondance ponctuelle qui fait passer de S* 
à SA soit de même nat ure que celle qui fait passer de S à S'. La solution 
transformatrice spéciale qui iranforme S,·, eu S'A est la même que la 
solution lï qui transforme S en S' ('). 

Ces résultais rappelés, appliquons-les en prenant la surface S par-
ticulière qui correspond à 0, = R; S et S' sont les enveloppes des 
plans 

t ' ·'» ι 
0t .»· t- y ,v -1- % : H =«>. 

5' = j\- tlx,· ■ j\ f/5-, f Ζ.-. I f dxx f \ d},. 

les réseaux c") de ces surfaces sont perspectifs et les équations de 
Laplace ponctuelles qui leur sont relatives ont les mêmes invariants. 
Lorsque S et S' se déforment simultanément, comme il a été expliqué 
plus haut, les équations de Laplace ponctuelles et tangentielles et la 
solution R se conservent de sorte que sur S,

; et S'
n
 les résettua; #1, ν sont 

perspectifs et ces surfaces sont les enveloppes des plans 

< -uî ) 
V, ;.r · 0...; r i · 'i. -i- Κ ?(/.') —· Ο, 

y.<■ ·<· a- f4t „>· ■>- yu 5 -î- ̂  Φ ( λ·)=ο. 

{ ') MASLQFF, ficc. math, (te Moscou, I. 33. — VASSEUR. /or. cit. 
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où ζ et ψ ^out des fonctions du paramètre de déformation. Les sur-
faces enveloppes des plans 

( >7 ) 
~t.c*r— — ** — Ο, 

Λ.ί- .r — 5i t Λ — 5kl ï-g =« 

sont respectivement homothétiques des surfaces S
;
 et S,. 

10. LIGNES ASYMIUOTIOCES DES SERFAGES S ET S'. — Avec les notations 
du paragraphe o. la surface S* s ol·tient comme enveloppe du plan 

ΙΙ,.Ί - II. ) 11.; H. = O: 

de même si Ton pose 0,:— KK.,. la surface S est l'enveloppe du plan 

tv, .*■ — k. V Κ;; 5 — Κ. = «». 

Avec ces notations, les équations i T'ï s'écrivent 

f >s * 
ih — ~ h~ <)« 

ih — ~
 h

~ <)« 

ι f η ι. ». i ■. 

Les équations différentielles des lignes asvmptotiques de S' el S 
sont 
5' = j\- tlx,· ■ j\ f/5-, f Ζ.-. I f dxx f \ d},. 

5' = j\- tlx,· ■ j\ f/5-, f Ζ.-. I f dxx f \ d},. 

où l'on n'a écrit que la première ligne de chaque déterminant. Les 
équations (28) montrent que Γ011 a 

I <)n- tht th- 1 j | (i,»(î tht (if 1 J" 

f th - thi th ■ r I 'th - "Λ7 1ÎF 1 Γ 

de sorte que (eu) peut s'écrire 

<*>'"> sr "■ r*—ΙΊΡ- Λ7 ». ·'■—· 
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Les équations (3o) el (29 ) se simplifient lorsqu'on a affaire à la 
configuration exceptionnelle étudiée plus haut, en effet, on a alors 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

et les équations des usyinploliques de S' et S sont 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

On voit que. dans ce cas, au.c lignes asrmptotitpies de Γα/Η' des sur-
faces, correspond sur l'autre un réseau conjugué. Ce résultat, dont 
nous aurons besoin plus loin, a été donné par Darhoux dans la 
théorie «les douze surfaces. 

I 1. TRANSFORMATION DE KUIAIC.OI R. — Considérons deux surfaces S 
et S' déduites Tune de l'autre par une transformation de Moutard et 
examinons, avec M. Eisenhart. dans quelles circonstances il est pos-
sible d'avoir une congruence de sphères dont S et S' sont les nappes 
focales, c/im/ue sphère touchant S et S" au.v points homologues M et M' 
(/ut se correspondent parla trans formation de Moutard. 

Pour met Ire le problème en équation, il suffit d'écrire que l'un des 
bissecteurs des plans tangents à S el S' est perpendiculaire à la 
droite MM'. La surface S' ne changeant pas si l'on change Θ"., 0.,, 0',, 
1, en —0,. —'T. —0.., —(f, nous prendrons le bissecteur 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

A vec les notations du paragraphe έ», nos conditions s'écrivent 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 
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ou en tenant compte des équations (3") 

. ·>·» » 
'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

lies équations expriment que ρ est solution de (i t et p' solution 
de v/j), à savoir : une transformée de ρ par la solution U; il résulte 
que : le réseau (M, ») est réseau de cotirlntre des surfaces S et S'. Ces 
réseaux de courbure ont leurs invariants tangentiels égaux, par 
suite leurs images sphériqttes sont isothermes. Le résultat donné par 
M. Eisenbart se trouve ainsi établi presque sans calcul. 

U convient d'approfondir cette circonstance particulière et d'indi-
quer comment se déterminent les surfaces S et S'. 

Obsenons que la condition obtenue n'intéresse que les images sphé-
riques. de sorte que, dès que ces dernières sont connues, on obtient une 
i η finite de couples {S. S") dépendant de deu.v Jonctions arbitraires 
d'une cartable. 

Par raison de symétrie, posons : — r0„, ρ = if. On voit que le 
problème se ramène à la recherche des équations de Moutard qui 
admettent un système de quatre intégrales liées par la relation 

(3»t - !4 ; rJ$= <». 

puis à chercher une solution transformatrice li qui transforme 0,, 0.,, 
0

3
, Q„ en quatre intégrales 0,, 01, 01, 0

U
, de l'équation transformée 

liées elles aussi par la relation 

(35) 0 2 τ- 5»,2 -r i2 -'* = ν — r 

La première partie de ce problème, à savoir la détermination de 
l'équation de Moutard initiale et des solutions 0,, %, 0., 0„, n'est 
antre que celle des réseaux isothermes de la sphère; je rappelle rapi-
dement comment peut se traiter celle question : 

Nous savons que l'image sphérique est un réseau isotherme: nous 
écrirons donc l'élément linéaire sphérique 

I, 3?> » (te·*... i.I Ι/.Ί· -i-'* = ν — 
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avec la condition 

<*"> -55^- ^ ~3P~ 4 à-"' 

qui exprime que lu courbure tolale est égale à +1 ('). 
Les coordonnées cartésiennes £, η, > d'un point de la sphère 

vérifient l'équation à invariants égaux 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

Le changement de fonction Θ = \λΟ ramène cette équation à la 
forme de Moutard (-) 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

Les intégrales H, r
kJ

 ζ, t( = \ — 1 ) de (38) donnent les quatre inté-
grales cherchées de ^3p) 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

Les fonctions 0,, (L, 0
:1J

 0„ étant connues, il reste à montrer com-
ment nous pouvons déterminer la solution transformatrice 11 et les 
transformées 0,, Q„, 0'., 0j,, de 0,, Q

s
, 0

:1
, 0„ de manière à satisfaire à 

l'identité (3o). 
lleprenant les notations du paragraphe ί», nous posons 

(ίο) 

11, . i v y, 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

■JF = J' fie H" h fil" = "" Λ àï· H Oï 

(/=«», », V 0,1. 

( 1V Avec les variables α = tt -f- fr, β = u. — /V. l'équation ( 3j) prend la forme 
de Liouville, de s n-le qae l'équation (3~) revient à déterminer la fonction ana-
lytique générale île la variable complexe ff Λ" ou a — tV. 

(- ) L'êqnatiou (3.)) est. en vertu de la forme de À, l'équation harmonique 
piaèrale: c'est celle équation que l'on rencontre dans la théorie de la déforma-
tion infinitésimale de la surface minima générale. 
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L'identité (34) nous fait écrire 

U" 'à*— ' 
et ta condition(35) 

(·ι·ο = ... 

où les sommations se font de 1 = ο à i = 3. 
Multiplions les deux dernières équations ι4ο^ Par et sommons 

de i — ο à f = 3, de même après multiplication par 0·, on obtient 

tio > 
'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

3?*·"'" - h-Jidï - h-*w="' 

d'où l'on déduit immédiatement 

(ΦΙ) - ί. Λ — ι'οιιΜ. : 

on peut, sans inconvénient pour l'objet qui nous occupe, supposer 
cette constante réduite à l'unité. La première équation (4o4 donne 

( ',·» ) 1!'* = ν — 

portons celle expression dans les deux dernières équations ( .joi, on 
obtient le système linéaire 

('»«) 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 
[ /« = tv. I . ·►. i>l. 

Ce système est complètement inté^rable; pour s en assurer, il suffit 
de dériver la première équation (4b) par rapport à <·, la seconde par 
rapport à «; on obtient, en se servant de l'équation (i\ des équa-
tions (4bt elles-mêmes et des identités (4r), la même expression 
puur__ , a savoir 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 
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Ainsi les équations (46) ont pour solution générale un système de 
quatre fonctions H

u
, H,, II2

, H
3
 dépendant de quatre constantes arbi-

traires ; l'équation (45) détermine U a posteriori. 
Il reste à s'assurer que l'on peut disposer des constantes arbitraires 

de manière à obtenir effectivement une solution de notre problème. 
Dérivons (45 ), par rapport à u puis par rapport à c, il vient, en 

tenant compte de (4i) et (46) 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

ceci fait écrire (46) sous la forme 

(46't 
'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

égalons les deux valeurs de tirées de ces équations, on obtient 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

ce qui montre que la fonction 11, livrée par (45), est bien solution 
de (i) et que les fonctions 

'* = ν — rA — 0*. p'= \ y,- —f- j.r — rif . 

sont les transformées de Moutard de θ,, 0
2
, Ô

:i
, 0

o
 par la transforma-

trice R. 
Montrons maintenant que l'on peut choisir H,, Η

1?
 IL, H

n
 de 

manière à satisfaire à la condition (35), c'est-à-dire telles que 

»lj —- llfi-4- Hjj = o. 

Les équations (4°)) (45) et (46') donnent 

iMi ΛΓ=-Η* di7 = 

d'où Yintégrale première de (46) 

llff -τ- IIH -f- 11; = /. = COHSl. 
Jauni, de Malh., tome XIII. — Tùisc. II,1934 25 
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on peut toujours choisir les constantes d'intégration de manière à 
avoir λ = ο. 

Notre problème est complètement résolu : la détermination de S 
dépend de deiur fonctions arbitraires d'une variable; S étant choisie, 
S' dépend encore de Irais constantes arbitraires. 

12. CAS OU LA TISANSEOUMATION DE RICAUCOIK I>ÊI;KSKKE EN USE INVERSION. 

— En réunissant les résultats du paragraphe 7 ycouple S, S' pers-
pectif) avec ceux du paragraphe II t roupie S, S' enveloppe d'une 
famille de sphères à deux paramètres), nous obtenons un couple de 
surfaces S, S'inverses l'une de l'autre; en effet si nous écrivons que la 
droite qui joint les points de contact d'une sphère dépendant de deux 
paramètres //, e 

z2-i- ι --t- -i- ·.».a.v — >.h r — >cz +- >.p — <i. 

avec son enveloppe, passe par un point lixe, par exemple l'origine, 
nous obtenons 

âû tfv = ° ' 

c'est-à-dire ρ = const. Notre sphère est donc orthogonale à la sphère 
fixe ayant pour centre l'origine et pour rayon \'ap, ce qui démontre 
la propriété énoncée. 

Le couple (S, S') que nous venons de mettre eu évidence avait 
déjà été rencontré par M. Thybaut dans sa Thèse : Sur ία deformation 
du paraboloïde ( Annales de l'École Normale supérieure, t. I Λ, 1897, 
p. ce dernier a montré que les surfaces A et A' polaires réci-
proques de S et S' par rapport à la sphère a?2 + y2 + s-—ρ = ο sont 
applicables sur le paraboloïde de révolution de paramètrej». Les plans 
tangents des surfaces A et A' sont parallèles comme perpendiculaires 
au rayon qui joint l'origine aux points correspondants de S et S'. 

Les images sphériques des lignes de courbure de S et S' sont deux 
réseaux isothermes de la sphère, de sorte que, a priori, nous pouvons 
mettre le ds- de S et celui da' de su représentation sphérique sous la 
forme 

dsi= Λ2 du--t- C4 r A-, tts-=. ρ («. »· ) [ tltt--ι- ί/ι-]. 
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et de même pour S' avec deux fonctions U(«) et V(c) 

ks'2k(u, f) | V2 du'- -! C2 ί/r2 j, </σ'-= p'(«, «') [ U du- V dv-1. 

Or en achevant les calculs amorcés par M. Thybaut, on constate 
que 0 et V se réduisent à l'unité, de sorte que les surfaces S et S' sont 
en représentation conforme en même temps que leurs représentations 
sphériques. 

Nous avons montré qu'aux asymptotiques de S correspond sur S' 
un réseau conjugué; or M. Gambier a étudié aux Annales de VÉcole 
Normale supérieure {3'" série, l. XXXIX, 1922, p. 21 7-27 ij les couples 
de surfaces qui peuvent, en même temps que leurs représentations sphé-
riques être mis en correspondance conforme : un premier cas est celui 

it 
où le rapport jA de rayons de courbure principaux se conserve quand 

on passe de S à S' : alors, les asymptotiques se conservent, c'est le 

cas I\ de M. Gambier; un second et dernier cas est celui où ̂  est 
remplacé par sun opposé en passant de S à S', c'est le cas P

2
 de 

M. Gambier. Ici nous sommes donc dans le cas P.... 
M. Thybaut a montré que cette propriété du couple spécial S, S' 

trouvé ici est caractéristique : tous les couples de surfaces inverses S 
et S' dont la représentation sphérique est isotherme s'obtiennent par le 
procédé indiqué ici; et au fond, on est ramené à trouver une surface 
applicable sur le paraboloïde de révolution. 

M. Thybaut a même fait constater que : si deux surfaces inverses 
sont telles qu'aux asymptotiques de l'une corresponde sur l'autre un 
réseau conjugué, les deux réseaux conjugués ainsi définis sont à inva-
riants ponctuels égaux et les deux surfaces ont une représentation sphé-
rique isotherme. 

La théorie des douze surfaces de Darboux joue actuellement ici : si 
l'on introduit les deux surfaces Β, I!' qui correspondent à A et A' par 
ortbogonalité des éléments linéaires, on peut placer Β et B', qui sont 
des sur faces minima de façon qu'elles soient focales d'une même con-
gruence rectiligne et que les asymptotiques se correspondent sur les deux 
surfaces Β et B'. Cette configuration Β, B' avec la congruence XV cor-
respondante a reçu le nom de congruence de Thybaut. 

Si maintenant on introduit les surfaces minima adjointes B, à B, 
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B', à B', les deux surfaces minima Β, et Β', ont même représentation 
spliérique que S et S', comme l'a montré M. Thybaut, de sorte que B, 
et B', sont deux surfaces minima que nous obtenons en parlant des 
fonctions θ,, θ

2
, 0

;i
 mises en jeu ici et choisissant convenablement 0,. 

Naturellement sur B, et B', les asymptoliques se correspondent 
(car sur B et B' les lignes de courbure se correspondent) de sorte que 
la transformation de Moutard étudiée ici et appliquée à B, donne une 
surface non minima, et non pas B',, en vertu de la remarque que nous 
avons faite sur les asymptoliques dans la transformation étudiée ici. 
Je termine en rappelant que M. Gambier à propos de ses recherches 
sur les courbes de Bertrand (Traediix scientifiques de l'Université de 
Lille, nouvelle série, vol. 4, 1926, p. 65) a précisé les résultats de 
M. Thybaut; dans la solution de M. Thybaut, il y avait à donner à la 
surface B' une translation convenable; en partant d'une courbe à 
torsion constante réelle, on obtient en grandeur et position le 
couple Β, B'. Il y a aussi de nombreuses questions de réalité qui se 
posent ici ( surfaces applicables physiquement ou non sur le parabo-
loïde). Nous devons aussi ajouter, en hommage à la Mémoire de 
Blanchi : que c'est Bianchi qui a signalé à M. Gambier comment le 
couple spécial S, S' découvert par M. Thybaut, donne une solution 
nouvelle du problème P... Ces surfaces S et S' sont encore caracté-
risées par la relation 

(4;) ρ H- f>' = —q/p 

où 0 et ρ sont les rayons de courbure principaux de S, 
■>. η — χ- -l- r- H- ρ — ex -j- c' y -H <··" 3 

(c, c, c" cosinus directeurs de la normale). On vérifie que si S satis-
fait à l'équation (47 b d en est de même de son inverse S', ceci inet 
encore en évidence la réciprocité des surfaces S et S' et le fait que les 
images sphériques des lignes de courbure de ces dernières sont 
isothermes. 


