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INTEGRALES DE STIELTJES. 83

Sur les intégrales de Stieltjes ;

Par P. NOAILLON.

Je désigne une fonctionnelle de y(&,, &, ..., &) par une notation
telle que

f (e ee D0

=
2 "“;VI

Clest une quantité dont chaque valeur dépend des valeurs que prend
la fonction »{%,,...,5) pour un ensemble E de positions du
point (5, ... %), ensemble E qui comprendra, en général, une infi-
nité de points. Les variables £, ...,%, mises en évidence sous le

. \ . . . . .
signe . sont des variables d'opération analogues anx variables d’inté-

gration dans une intégrale définie. L'ensemble E est analogue aun
domaine d’intégration.

I.’analogie est trés profonde : notre but est de démontrer que touie
fonctionnelle ::“_;w\’:“l‘ (") possédant la continuité lice au voistnage
uniforme Jordre zéro (*) et linéaire () est une intégrale de Lebesgue
dtendue @ Uensemble B, a condition de mesurer cet ensemble B par rap-

') Pour abréger je désigne par .2 ke point (3 2, ooy S )

2) Voir Pace Livy, Lecons d"analvse fonctionnelle (Collection Borel, Paris,
Gauthier-Villars rgan, nv 12).
R A S AL
par M. Hadamavd {Calewl des variations, 1. 1. p. 239) quand, comme nous,
on se borne an domaine réel.

() Clest-a-dire . cest la détinition donnée

3
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. \ X Co e s A <.
port a un systéme de coordonndes approprié a L operation = mais nde-
* .zl
pendant de la fonction y(. 5y,
Nous partirons de la formule bien connue de Riesz (')
A . 3

(1) vl = oy,
e

e

ot a{e) est la fonctionnelle additive d’ensemble obtenue en appliquant
fonction (e, .%) égale & + 1 quand le poinl .Z est dans l'ensemble e,
et nulle dans les autves cas; «E: représente une portion infiniment
petite de l'ensemble E, portion renfermant le point . Z.

Quand la fonction »(.%) est continue, le second membre de (1) est
une intégrale de Stieltjes. Nous voulors démontrer qu’on peut la rem-
placer par une véritable intégrale de Lebesgue, de la forme

Popération __ & la fonction caractéristique de \. de la Vallée Poussin,

{) I‘\‘(‘E‘)x(dlig): /}'(.3_}@(.5)"1'(«!!53).

Vi i

o m'(dE;) est la mesure, au sens de Borel-Lebesgue, de 'ensemble
dE;, mesure rapportée & un sysicme convenable de coordonndes,
dépendant de la fonctionnelle d'ensemble 2(¢), mais non de la fone-
tion »(.%); la fonction w(%) sera également indépendante de (%), on
pourra faire en sorte gu’elle ne prenne que les trois valeurs 41, o,

—1.
. . . . e s A
Parla combinaison des formules (1) et (2) Popération — trouvera

définie non sealement pour les fonctions (. 5) continues, mais pour
toules les fonetions qui sont mesurables dans E, la mesure m' étant
rapportée au systéme de coordonnées convenable.

Ce théoréme a été démontré par M. Lebesgue (*) pour le cas d'un
ensemble E & une dimension. Pour le cas de plusieurs dimeusions,

(1) Foir P, Levy, foc. cit.. p. 3d.

(%) C. R Aead. Se.. L 150, 1g1o. Pour un exposé deétaillé, voir H. LeBeseue,
Lecons sur Uintégration. -+ édition { Collection Bovel, Paris, Gauthier-Villars,
1ga¥, Chap. \.
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M. Lebesgue a énoncé, sans démonstration, un résultal qui peut étre
considéré comme a peu prés équivalent & notre théoréme :

« Toute fonction d’ensemble & variation bornée et continue peut,
griace & une transformation convenable, s'exprimer par une intégrale
ndéfinie » ().

Avant d'établir la formule ( 2), nous commencerons par démontrer
que l'on a
{3 ’ iy aldEr) = '(“n'{.i_) w( IV T(dEz),

Al bl
ot T(/E) sera une fonctionnelle additive d’ensemble, comme «(/E),
mais non négative.

Il ne nous restera plus qu'a établir que cetle fonction additive d’en-
semble non négative est précisément la mesure de 'ensemble moyen-
nant un choix convenable des coordonnées.

Pour établit la formule (3), nous utiliserons la notion de « dérivée
de fonction d’ensemble » due & M. Lebesgue (*) :

St le vapport

m{dx)

tend vers une limite unique lorsque 'ensemble «/E:, qui contient le
point fixe .%, tend vers zéro dans toutes ses dimensions, tout en conser-
vant une certaine régularité¢ spéciliée par la condition que le rapport
(S| el

m{ dliz)

reste borné, S[E:] désignant la sphére la plus petite qui contient L,
nous dirons, avec M. Lebesgue, que cette limite unique est la dérivée
au point .% de la fonction d'ensemble x(¢).

Dans le Mémoire cité des Annales de I'Ecole Normale, M. Lebesgue
démontre le théoréme suivant (%) :

(') Note sur les tracauy scientifiques de M. H. Lebesgue {Toulouse, Impri-
merie K. Privat, 1922, p. 43).

) Sur Uintégration des fonctions discontinues ( Annales de ‘Ecole Nermale,
3¢ série, b 27, 1gro. p. 3¢3).

(%} Loc. oit., p. 399.
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« Une fonction d'ensemble mesurable absolument continue et addi-
tive a une dérivée finie et déterminée presque partout et clle est I'inté-
grale indéfinie d’une fonction égale & cette dérivée, la ou elle est finie
et déterminde, et égale & une valeur quelconque ailleurs. »

M. de la Vallée Poussin ('), comme nous allons le rappeler, a étendu
ce théoréme aux fonctions additives d’ensemble non absolument conti-
nues. Avant de dire ce que M. dela Vallée Poussin entend par ensemble
normal, supposons d’abord que la fonction additive d’ensemble x(¢)
soit définie seulement pour les ensembles mesurables au sens de Borel,
donc pour une famille close, suivant une expression de M. de la Vallée
Poussin (*); x(e) se décomposera en la différence de deux fonctions
additives, non négatives bornées (*)

ey =pler —nies,
Nous poserons

(N pre)y—niey=Tie).

T(e) est la varialion totale de z(e).

Cela posé, nous dirons, avec M. de la Vallée Poussin, qu'un
cnsemble ¢ est normeal (*) relativement a la fonctionnelle additive non
négative T(e¢), si, quel que soit : >0, on peut délerminer deux
cnsembles, ouvert ct fermé, O et F, tels que Pon ait

O~e>F,

T{O) — T(F) s

Clest 'extension de la délinition des ensembles mesurables (*). La
théorie de M. de la Vallée Poussin permet d'étendre la définition des

(") Intégrale de Lebesgue, fonction d’ensemble, classes de Baire, Chap. V1
Fonctions additives d’ensemble mesurable et normal {Collection Borel, D'aris,
Gauthier-Villars, 1916Y.

{(*) Loc. cit., p. 83.

(*y Loc. eit., p. 84.

{*) D& ra Vacuis Poussiy, foc. cét.. p. 102, I vésultera de notre Mémoire que
les ensembles normaux de M. de la Vallée Poussin sont les ensembles mesuvables
de M. Lebesque, la wmesure élant rapportée au syvstéme de coordonmées
convenables.

(*) DE Ly Varse Poussiy, {oc. cft., n° 21, p. 2a.
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fonctions d'ensemble z(¢) et T(e¢) en dehors des ensembles » mesu-
rables (B), comme on Ua fait pour la théorie de la mesure de Lebesgue.
On obtient pour la fonction additive d'ensemble x(e), qui peut étre
non continue, et, i forlion, non absolument continue, le théoréme sui-
vant (') :

dE
« La dérivée Qt i'E)h est sommable (*) et sur tout ensemble ¢ normal

| relativement & l (e)] et mesurable, on la dévivée est finie :
[ a(de) e
A mode) l“
le second membre étant une intégrale de Lebesgue.
» Daus le cas général ou la dérivée peut étre infinie dans ¢, vn a

—A7F \ Jtuh'
o= J‘ a - f m(dv

ou E, est 'ensemble des points ot a(¢) a une dérivée unique infinie (%)

et Eri:]x Pensemble des points communs & ¢ et E,.

De ce théoréme de M. de la Vallée Poussin résultent les deux corol-
laires suivants :

Si l'on décompose 'ensemble E en

E ot la dérivée est unique et infinie.

» ol la dérivée est unigque et nulle,
. ol la dérivée est unique et finie,
ou la dérivée est non unique,

oRoNoN

=)=

on a:

CowroLLARE L. — Les ensembles E_ et E, sont de mesure nulle.

w
Clest la remarque faite au commencement de I'énoncé,

CoroLtae I, — 8¢ Uensemble ¢ appartient ¢ E, ou a B, ona 2(c)=o.
i

(") DE s Vawee Povssiy, doc. eit., ne 85, p. o7,

{*) Cela implique que Uensemble des points de E on la dérivée est infinie va
indéterminée est de mesure nulle.

(%) DVaprés la remarque ci-dessus, K, est de mesure nulle,
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Car dans les deux cas on a

o =lde)
zled= [m(le‘) de.

2{de)
m(de)
est Jdans hl.. l'intégrale est nulle parce qu'elle est étendue i un

~ -

31 e est dans E, cette intégrale est nulle pavce que == =o1si E

domaine ¢ de mesure nulle.

Tutonime. — Représentons par (. 2) la fonction

!

xedllz) . ..
\ iz e quand —— est unigue el positive,

(3 midFEx

i ilzm—ay - " ol négative.

W I= » » estnon unique, ou nulle,

On aura
() I i il = ‘ e ) Tidlish
vk “E

Clest la relation (3), avee les valeurs de Tie) et e 2) spécilides
par(jyetd).

Bémonstration. — 11 suffit de Jdémontrer gue le théoréme est vrai
dans chacune des deux parties (E, + E et l:.. =k ,,‘) de k.

Or dans (E, + ) la dérivée est unique et non nnllu donc ou bien
positive, et alors m\dll) ==,

2dEY == pldlry = T ofkn
on hien négative, et alors pidl = o,

by —nvdliy =~ Fodin,
Dans les deux cas
dby = Tydly

ce qui établit la relation (6) dans (E. + E,).
Dans \L‘, +E \ le second membre de (6) est nul parce que wi D=0

et le premier me mhn‘e de (6) est nul parce que 2(¢)Y=o0 cn vertudu
covollaive 11 du théoréme de M. de la Vallée Poussin.

Done la relation ( 6) est convenablement établie.

Pour déduire de (6) la formule (2) il suffiva de montrer que 'on
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peut trouver une transformation changeant le point {3,, ..., %) enle
point (5, ..., 5,) et 'ensemble ¢ en I'ensemble ¢, de telle facon que
la fonctionnelle d'ensemble T{¢)soit égale dla mesure de'ensemblee’,
¢’est-a-dire

{m Tiey=m{e y—=m (e

et par suite
TidfEy == midE v = m i dEN

ol nous désignons par s la mesure rapportée aux coordonnées X, ... 5,
ct par #¢’ la mesure rapportée aux coordonnées I, .. ., ..

Au temps initial 1 == v, considérons I'ensemble borné E & v dimen-
sions, et une portion variable e de E; et considérons la fonctionnelle
de I'ensemble e, additive, bornée et non négative

Tien

Supposons que tout I'espace & » dimensions soil occupé, méme A
Pextéricur de E, par un liguade parfait, incompressible. et supposons
qua Uinstant initial sotent distribuées dans £ dessources, positives ou
négatives, suivant une loi telle que le débit par unité de temps pour
les sourees situées dans une portion quelcongue ¢ de E soit

Tierv—meier,

tandis que, initialement, il 0’y a aucune source extérienre i E.

Pour ¢ > o, nous supposerons que les sources soient entrainées avec
le liquide ambiant. Considérons les particules liquides et les sources
positives ou négatives (—+ ¥ ou — §.) qui initialement couvraient I'en-
semble ¢. Au temps ¢ ces particules, angmentées des particules sorties
des sources positives { -+ «. ). et diminuées des particules rentrées dans
les sourves négatives ( —s.) (*). couvriront un certain ensemble ¢,

Nous admettrons que le débit par unité de temps fourni par les
sources situées & l'instant 7 dans ¢’ soit invariable dans le temps, done
égal au débit fourni & Uinstant imitial par les sources qui alors cou-

(') Les sources peuvenl émetlre on absorber des particules liguides, mais elles
ne peavent émettre ni absorber dautres sources.

Journ. de Math., tome XU — Fase. L. 133, I
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vraient 'ensemble e, ¢'est-a-dire &

Trey— mien,

La mesure m¢') de I'ensemble ¢ sera égaled la mesure initiale mi(e),
augmentée de la somme algébrique des débits fournis pendant les
intervalles successifs dt par les sources situées initialement dans ¢, c'est-
a-dive

wt
mie Y= me) - '1 [ Tiey— me) dr.
o

LS

mivy==ne) — ] T(e)— nmie) ]
I*our ¢ =1. cette formule doune

e y=Tyern

(est précisément la formule (5).

Done, quand nous aurons bien défini le mouvement de chague par-
ticule liquide, depuis sa position initiale ..r, au temps 1 = o, jusqu'a
sa position finale ..’y au temps ¢ =1, nous aurons défini une trans-
formation des points .. en les points .2 faisant correspondre & tout
ensemble ¢ de points ..v un ensemble ¢’ de points ..r" de telle sorte que
la relation ( 7) soit satisfaite.

La correspondance entre .. et .’ ne sera pas loujours biuniveque.
Sien . se trouve au temps ¢ == o0 une source penctuelle positive, il lu
correspondra, en général, une infinité de points .2, & savoir : toutes
les positions occupées an temps 1=1 par les différentes particules
liquides émises dans 'intervalle de (o, 1) par la source ponctuelle qui
au temps { — o se rouvait en ..r.

Sien . se trouve au temps ¢ =1 une source ponctuelle négative,
cet .2’ correspondra & une infinité de points ... a savoir : toutes les
positions occupées au temps ¢ = o par les différentes particules liquides
absorbées durant I'intervalle de temps (o, 1) par la source ponctuelle
négative qui, au temps ¢ =1, est en 2.

Pour achever de définir ce mouvement le plus simplement, dans
I'espace tout entier, nous supposerons qu'il est irrotationel et.
pour ¥ >1, nul & infini.

Considérons a I'instant ¢ le mouvement produit en un point &' par
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les sources situées dans le voisinage d’un point . %', La particule liquide
passant en .5 & linstant ¢ se trouvait & I'instant initial en un point . 3.
Un petit demaine (<E;) entourant ce point initial . fournissait par
unité de temps un débit élémentaire

s

L3} T{dk: ) — m{dEz).

Au temps ¢ ces sources sonl transportées dams le voisinage du
point .X* ol elles fournissent le méme flux élémentaire par unité de
temps. Ce flux élémentaire (8) produit en .. une vitesse élémentaire
donnée par

tal veaatl = o

———‘—; s T{dEz) — mrdlz .

ot 5, est Laire de la sphére de rayoun un dans Uespace & v dimensions.
Ona(®
R i b l -t ! 3

| 4
s - v | R
N == i I S e 5 aw [ AR

La vitesse résultante en ... & Uinstant ¢, résultant de toutes les
sources distribuées initialement dans E. seva :

(1o \ et = s‘: [ 555 TidE — m{dEs) !

SR T e
le second membre étant une intégrale de Stieltjes & v dimensions.
Licrivons nos équations {10) sans notation vectorielle :
Les coordonnées cartésiennes &, . ... &%, d'une particule au temps ¢
sont des fonctions des variables de Lagrange : le temps ¢ et les coor-
donunées initiales &, . . .. &, de la méme particale :

......................

avec
AWFL

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

RN SN LS 3

ERY

N [ Bae o v eyl 3 0) ==y

{1) Veir P. Lavy, loc. cil., p. 268 et 264,
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¥

Les coordonnées cartésiennes £/, . . ., £ d'une source au temps ¢ sont
exprimées par les mémes fonctions de ¢ et des coordonnées initiales
%, ..., 5, delasounrce :

H=X 05 oo )

....................

avec

.....................

A R L -
~ . - ] rox . . L I N
D’aprés (10) on a, les dérivées partielles 5 étant relatives aux
variables de Lagrange :
U

N oo eyt )
ot

= \L I el oot Ml “:'v:“-—; VP(dED) — m (el T2).
S A v

: E[Ks{.r, ...... R T, U IR L }:

(1)

Les équations (11) font connaitre les fonetions X,, ..., X,, au
temps ¢ - dt, quand on les connait au temps ¢.

Il est vrai que nos équations différentielles (11) ne rentrent pas dans
les formes classiques pour lesquelles on a établi I'existence et le calcul
de la solution. Néanmoins la méthode des approximations successives
de M. Picard, et la méthode par cheminement de Cauchy-Lipschitz,
convenablement appliquées, réussissent. Cela résultera de notre
théorie des fonctionnelles doublement dominantes que nous exposerons
plus tard.

Aujourd’hui nous nous contenterons de remarquer que le Jacobien,
qui se définit ordinairement par

oy, o)

peut aussi se définir comme le rapport des volumes infiniment petits
correspondants

| — mide’)  T(de)

T om{de) T mi{de)

[relation (7)].
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Il est donc négatif et égal & la dérivée, au sens de Lebesgue, de la
fonctionnelle d’ensemble T(¢). Or nous avons vu que cette dérivée est
presque partout finie et déterminée [corollaire I du théoréme de
M. de la Vallée Poussin]. Donc notre transformation est univoque
presque partout sur I'ensemble initial.

e —— RN E———



