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MOUVEMEXNT GYROSCOPIQUE BES PROJECTILES STABLES. 33:

l.e mouvement gvroscopique des projectiles stables

Par Roserr D’ADHEMAR.

Mon but est de montrer un aspect tutdéressant de la théorie du mou-
vement @y roscopigue des projectiles stables. Nous zommes en pré-
sence de deonx dificultés sérieuses. Les expériences, les données
numériues sont msuffisantes. et, d'autre pact, la théorie ne peut ére
Jquune suite dapproximations. Or, Lapproximation est partors dange-
reuse, car clle est une déformation.

Dans cet oedee. on wenteeprendrait rien si low avait la prétention
de tont saisiv dun coup. U fant un peu d’audace et beauwcoup de
prudence.

1. COMMENTAIRE SUR LES BONNEES DU PROBLEME. — Jo suppose la rayure
a gauche. S la dérivation est normale, elle aura hieu a gauche du
plan de projection.

Je rappelle quelques définitions. Sott Gz Faxe du projectile; G est
le centre de gravité, A est la pointe. Soit G 3, la tangente & la trajec-
toire de Gl Le plan Gz, ou GAT est dit « plan de vésistance ».
Dans ce plan s'exerce la poussée R. appliquée au point C sur Faxe:
posons GU =1,

Ou a R=m® m étant la wmasse et K ¢tant la vetardation. La
vetandalion a pour expression eFovii e est le eoefficient balistique.
el () est une fonction de la vitesse v du centre de gravité.

L'angle AGT, veprésenté par <. vst fécart: o est Uélément fonda-
mental.

s
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Soit ¥ l'angle de la poussée avee Fane, autre élément fondamental.
~ ~ -~ . .

Posons y = &, 5. Ue rapport £, joue un rédle important : je le nomme
coefficient d’obliguité. On rencontre d'autres cocfticients voising, par
exemple &, et &; définis par les velations

siny = &,y siug = &; 4.

La valeur numérique du rapport £, varie probablement un peu, sur
une trajectoire; elle est encore mal comnue. Il 0’y a done aucun
inconvénient a substituer & 4,. 4y £, un coetlicient unijue. par
exemple b= Fk,.

Fig. v,
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Dans le plan de résistance qui coineide avee le plan de la tigure.
nous prenons l'axe Gy perpendiculaire sur (i3, puis nous prenons
l'axe Ga en avant. Le tricdre Gz aura pour sens d'orientation le
sens des aiguilles d'une wontre, tandis yue le triddre Gaeys aura
pour sens le sens direct. Prencuns ce triddre de véférence direct Gays',
el supposons le tube rayé a gauche: la vitesse dv rotation propre du
projectile sera représentée par un vecteur Q porté par Gz° & lins-
tant t =o.

Les forces exténeures donnent lieu. au pomnt G, a un couple dont
les composantes, par rapport & Gays'| seront M, M, M. La
composante L, est le moment de R par vapport & G, vecteur porté
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par Ga, et l'on a

M == Wisiny = Risink g ~ Rl a.

Pour douner une signitication physigque au couple Mi,. il faut
détinir les effets Magnus et Esclangon.

Leflet Magnus est un phénoméne connu. Un phénomeéne analogue
pourtail se produire sur un projectile tournant dont écart serail
grand, et cet effet Maguus sevait défavorable, au point de vue de la
stabilité. Je n'étudie il que des écarls assez petils, par exemple
moindres que 127, 157 ... de sorte que le rile de Peflet Maguus serait
nunmme. Je le négligerai.

Pour concevoir Ueffet Esclangon, il faul saisiv Faction des frotte-
wents sur la stabilité d'une toupie. Si la toupie a une trés grande
vitesse de rotation propre, le frottement atde la toupie a se redresser,
2 dormir. Le frottement, a la pointe de la toupie, tend & supprimer la
nutation et & rapprocher le monvement de la stimple précession.

Le frottement stabilise. De méme, d'apres M. Esclangon. les frot-
tements latéraux engendrent un couple IR, qui favorise la stallité.

Dans les théories primitives, gui constituent une premidre approxi-
mation trés utile, le couple N, était négligé.

La bonne tenue des projectiles tournants bien établis, la végularité
des siflements nous 1wvitent & regarder le couple I, da aux frotte-
ments latéraur, comue un élément fondamental. Ce couple w'est vrai-
semblablement négligeable que pour des écarts extrémement pelits.

Afin de simplifier I'exposé, J'omels ici lex forces qui résistent aux
changements d’orientation du projectile, dans son mouvement pendu-
lawre. Ces forces sont actuellement peu connues.

Avant de parler du couple Mi_ il est nécessaive de précizer la
notion de stabalité.

Soit Q la constante qui représente la vitesse de rotation initiale
imprimée au projectile. A Pinstant ¢, ce solide a une rotation, par
rapport a i, dont les composantes sur les axes G, v, 3, sont p.
T ¢

Considérons la rotation instantanée p, g, r.

C’est la rotation instantanée du triédre Gays', regardé comme un
solide indépendant de la rotation propre du projectile.
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Par défintion, la stabilité du projectile comporte la réalisation de
deux conditions. D'abord 3 deit étre petit.

Nous dirons. par exemple, que s est trés petit s'il est moindre
gue 3* ou §*, et que 2 est assez petit sl veste compris enlre 3° on 50 el
12" ou 15°, par exemple (ces limites dépendent de la constitution du
projectile}. Fusuile la stabilité exige que p et 4 soient trés petits pav
rapport & (.

[Yautre part, on obtient immédiatement I'équation

ofs

X O |
ol

( ¢t désigne le moment d'inertie axial).
Afin de simplifier Pexposé. Jadmets que M, est négligeable, ce
qui donne

RSN S on bien (S LN X

lin ce g concerne les projectiles usuels et les portées ordinaives.
ou peut regarder M. comme nul. avee une grande approximation.

Par des modifications de forme, on pourvait obtenir un couple O,
uon négligeable, et une diminution de la vitesse de votation noun négli-
geable. ce qui serait favovable pour la stabilité, sur la branche des-
cendante. Je ne m'occupe pas de cetle question. Et, de méme, je mets
de cdté certannes trajectoires. Considérons un tir tres courbe. Dans ce
cas, le minimum de ¢ a hew prés du sommet. St ce minimum était
assez petit, les phénomeénes deviendraient tellement compliqués que
leur analyse serail lwpossible. Je supposcrai done toujours que le
minimum de v n'est pas trop petit, et nous avous alors trois couples
I, N, et M. Le premier a la plus grande valeur numerique, et le
troisiéme peut étre négligé. pour simplifier les formules.

2. La roxcriox pe stasiare. — Dans la Balistique, le calend des trajee-
toires esl un calcul de trajectorres simplifices, puisque on suppose
et (. confondus et la retardation tangente a la trajectoire. On a alors
une trajectoire plane. N1 le projectile est stable, la trajectoive plane
cst une bonne approximation de la trajectoire véritable.

Dans la trajectoive plane, on nomme « la vitesse du centre de gra-
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vité et u la composante horizontale de cette vitesse: = désignant
inclinaison de la tangente, on a

S CCORT,

Langle < est regardé comme positif entre lorigine O et le
sommet 3, et comme négatif apres le sommet. L’angle de départ, dit
angle de projection. est désigné par a.

On a. en général. sur une trajectoire. un point D situé aprés le
sumnet, ol v esl menamnin.

‘E

Danx le cas du tir dv plein fouet (trajectoire lendue, vitesse ini-
tale v, grande, el 2 < 10" ou 12°), le point D se trouve au deld du
point de chute.

Dans le cas du tir courbe, le point D se trouve aprés le sommel et
pres du sommet.

Au dela du point D, on trouve, en général, un point E; ol v est
maxtmum. Ce poinl I peut se lrouver prés du point de chute, mais,
généralement, 1l est au dela.

l.e temps est désigné par i3 il est compté, en secondes, i partir de
Porigine du tir. Nous représentons par g 'accélération de la pesan-
tenr (en weétres par seconde). Je rappelle que l'on a

du < o, oz < o,

. WCOST
- = 9
-

cest la vitesse d’abaissement de la tangente.
L'unité de longueur est le métre et P'unité de poids est le kilo-
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gramme, Nous désignons par ¢t le moment d'inertie axial et par ¢3 le

moment d’inertie équatorial.
Nous posons

. Rl
I ag’
el
Uy — ——-—l—-r—— .
Fig. 3
‘sﬂa
Ogive \
¥ R G

Culot
X

Cette fonction } se trouve, sous une autre forme, dans les travauz
de Mayevski.

Cette fonction joue un role important; je la nomme « fonction de
stabilité »; elle est le quotient de deux vitesses angulaires. On peut
écrive

M, == A5,

On supposait toujours, autrefois. £ et / constants, mais il est pro-
bable que ces paramélres sont variables sur une trajectoire. Nous
pouvons admettre que, pour un projectile stable, Q décroit depuis
'origine jusqu’en un point M, situé entre S et D. Aprés ce minimum,
Q croit jusqu’au point L, sur la trajectoire.

On a, sur la trajectoire, autour du point M ot () est minimum,
une sone dangereuse, danslaguelle ¢ atteint son maaimum maximorum.
Si ce maximum était trop grand, I'obus pourrait chavirer.
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On a, daus la zone dangerense, le minimum de Q. le minimum
de P’ et le maximum de | <'], ce qui n’exige pas que ces lrois extrema
soient simultanés.

1l faut définir le second couple. nous poserons

Mi, == VLN 4,

Ce (ue nous pouvons saisiv de la nature du mouvement pendulaive,
d'apres les théories élémentaires, nous conduit & supposer gue le rap-
port .\ : P est toujours petit et sera maximum dans la zone dangereuse
‘avec Peffet Magnus, comme avec ellet Esclangon). Par exemple. on

= o~
]
0
N . - . . A . t
Pour simplifier I'expuosé, supposons que ; est maximum lorsque
AY

peut admettre que A varie dans le méme sens (ue

est maximum, a Uinstant ¢t =14,.
Remarquons que \ et I’ conticnnent, en facteur, le coeflicient balis-

. A . .
lique ¢, de sorte yue 5 ne contient pas ¢. Je me seevirai, plus tard, de
la dévivée logarithmique de Q. Cherchons son expression. On a

nwe Alede?

[ J) e

N Ay cost !
O & ! ‘ Ho ST
B R L e e D m e W —m—ea
(] & ! ¢ I8 . T

b.a valeur de +' se déduit de la formule fondamentale
v o sin= - n."{w
dt T ST o

Lo A [

On connait - =— —r—: H est un trés grand nombre, qui diminue
lorsque Faltitude angmente.

On déduira les valeurs de & des tables qui donnent F{+) sous la
y EO 1 ofh
forme &0%. 1l faul remaryuer que — prend une grande valeur, lovsque
la vitesse v se rapproche de la vitesse du son dans Paiv.

Nous sommes peun renseignés sur les variations de & et /. Nous pou-
vons admettre que, pour un projectile stable, ces variations ont pour
eflet de diminuer les variations de . On pourrait admettre que la
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valeur de £ augmente de 1, 2, 3 unités, entre Uovigine et la zone dan-
gereuse, el que la varialion totale de £ est d'autant plus grande que la
variation totale de () est plus grande.

Concluons (ue nous attendons les données nouvelles ¢t que, pour
un projectile trés stable. les variations de £ et de / dvivent jouer un
role minime dans U'étude que je fais actuctlement,

Ou obtient une image nette du monvement g\ roscopijue (vu pen-
dulaive), si le projectile est tres stable, mais si la stabilité est moins
honne, la précision de Uanalyse diminue: limage peut devenir vague.

Actuellement, nous devons noox contenter de valeurs probables
pour & el {, et pour la fonction \. Ce fait ne moditie en rien la con-
ception mécanique du phénoméne et Uallure de la théorie.

J. Le carcon arenocre pr Leeanr. One calenle Pécart, en prenant
comme base cerlains éléments de la trajectore plane, rvegardeés
connme premicre approximation des éléments correspondants de la
trajectoire & double courbure, et en faisant d’autves approximations,
suggérées par Uintuition physique de la naturve des phénomdénes.
M. Usclangon a décrit cette méthode trés remarquahlement.

Soit O'BC la trajectoire vraie, et soit O'B'C sa projection sur le
plan de départ O \ Y ( plan de projectian). Nous admettons que OB (7

Fig. i
Y
X o bt Q'
o /7\ b

différe peu de la trajectorre plane qui a été calculée. Le point B a pour
projection B’, nous admettons que ces deux points corvespondent au
méme instant 2. Nous admettons (ue la vitesse. au point B, est approxi-
mativement égale & la vitesse v an point B'.

Soit O'4H. .. la projection horizentale de la trajecloive; soit 8 la
tangente a cette courbe: suit v, son inclinaison sur Q' X. Nous admet-
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tons ue v, reste toujours petit. Soit § Finclinaison de la tangente BT
et soit = Uinclinaison e la tangente BT de la trajectoire plane. N
nous adwmeltons intuitivement que Fon a § ~ <, nous en déduirons
L relation

s = N
vy :” — :N Jo~ AR A — vy,
Nous définissons <, ultévieurement. On peul conclure que la difté-
rence B’ — < est négligeable dans des conditions asses geéncrales, et la

discussion yue Uon fait, & ce sujet. indigue le degré d'approximation
obtenu lorsquion derit

\ otla une approximation awdaciense, an premier abord, mas Jus-
tilide par le fait qu'on ne découvre ancune contradiction dans tes con-
séquences. Souvent, on regarde une approximation comme valuble, s1
clie est mspirde par une intuition, ou par une théorie donnant une
unage rudimentairve. mais en prenant la précantion de rérfier que les
formules finales ne sont pas en contradiction avee les approximations
tnittales. On a alors une théorie apprachée cohérente.

H faut contedler les approximations de la Balistique, d'antant plus
quelles ne sont pas uniformes sur toute la trajectoire. Quand l'ap-
proximation est abandonnée an hasard, cela crée un malaise.

Prenons sur la tangente, dans le sens dua mouvaent, un point O
tel que Uon ait GO =1, Par ce point O faisons passer un plan OHN
pevpendiculaie sur la tangente: Faxe OH est horizontal, vers la
droite, pour un ebservatenr place an culot; Faxe ON est dinigé vers
b+ haut, de sorte que. pour lobservatenr placé au culot, le
triedre OHNG est direct. Soit « la trace de U'axe GA sur ¢ plan de
référence; on a done Oa = tang 5. Nous écrivons, aussi bien Qa =<,
car nous supposons essentiellement ¢ assez petit.

La substitution de 5 & tang 2 ou i sins est une approximation fon-
damentale, daus cette théorie.

Les coordenndes du point ¢, dans le plan de véfévence. sont 5, et 3,
Lfig. 3.

Il est indispensable d'examiuer, d'une part. les hypotheses faites sur
le caractére mécanique des phénomenes et, d’autre part, la nature des

Fowrn. e Math., lome AL — Fase. TV w33, 0
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simplitications analytiques admises pour l'approximation. Si je ne
puis ici le faire trés complétement. j’essaie de donner une description
exacte de la méthode.

Fig. 3. N
*3
3
N 0 56’ H
S,

Omettant les détails, j'éeris maintenant les éguations du mouve-
ment gyroseopique, ou pendulaive, sous la forme (ES%:

ce sont les
éqmltions dt‘ '.\l. Esclang‘ml et de 31. :‘lli.‘"(]l
- o)

!I'Ji . S pa
. \ ¥ Vo, — P,
Y N
“dn‘l_\\ S
l o =3 LN \ 5, T .

Si nous adoptons 'effet Esclangon plutot que Peflet Magnus, nous
aurons

L > o, \ ™~ e

Le terme L provient de Ueffet Garnter, qui va étre défini. Nous
pouvons écrire les équations { EX) sous une autre forme

d3,

&t

ol 5, « .~

TR Pooy— X0 — Vo — Ao

= \o,— 0 — Pyg,— Ao,




or
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Avec les axes choisis et avee la rayure & gaunche, on a

L~y | LN i
v
A, D o
N
T l;’.t - \i“

Dans les théores primitives. le terme \ ne figurait pas; on ne tenait
compte ni de Uetfel des frottements ou des dépressions, ni de leiter
Garnier. qui n'est pas un effet physique. M. \laorvice Garnier a
réclamé une grande précision dans Uétablissement des équations :
Ueffet Garnier ¢'est le vole de angle +,.

M. de Sparree qui a éerit, en 1goj. un Mémoiwre fondamental, au
powmtde vue de la méthade, et au point de vue de la_forme de la solation,
suppesait inluitivement le rapport v : <" néghgeable. ce qui équivant
ala suppression de Ueltet Garnter, et ce qui ne serail rigoureusement
aceeptable que pour une trajectoire presque honzontale ot avec une
vitesse inttiale trés grande.

Les travaux anciens veuferment tous Uhypothése, plus ou mowms
tacile. que la tangente BT est paralléle & la tangente BT { g, 5.
Les travaux récents de M. de Sparre (1923, 1923, 1927), et ceux
de M. Charbonnier (19273, ticnnent compte de la variation de v, Les
équations de Garnier-Charbonmer, d'une part. et celles de M. de
Sparre, dautre part. sont du second ordre.

A, Lae pvsaouece previaske ok M. Esaazeon, — Le pomt f,
de coordonudes 3, et A, est le centre instantané de précession, et
la droite G est axe instantané de précession. Dans les théories
anciennes, on avait A = o, d’ou

d, = - «l A, o

(Test une premiére approximation. Dans les conditions actuelles
(rayure & gauche), on a

Ab ~ N A: PR
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Fintroduis Vangle 5. défini par la relation

A L\
Woegs - 45— o1 .

P I
Un a d’abord

.. AL —

| T Moov

Nous admettons que les valeurs des parametres £ et £ sont station-
naires dans la zone dangereuse (< ¢lant voisin du maximum maxi-

. L . .
morum). [l en résulte que p est maximum au point D.
A
im

est maximum au point M. 1l en résulte que 3 est maximum en un
point J, situé entre M et 1} sar la trajectoive. Kt Uon peul éerire

. . ‘ \ .
Nous avons adwis, d'autre part, que ;. est assez pelit el que

A= -

CORT L,
0 :

~

- ‘ : .. i
Lorsque le minimum de v est grand. tangs est voisin de . et le

maximum de 3 est petit.

Mais, si le mmimum de + était faible, alors novs ne pourrions plus
affiemer que le rapport MG, ; ML, = \ : P reste petit, et le maximum
de 3 ne serait pas petil.

Fan résumé, on a

Ay= 4, tangs.

el nous pouvons dire que. pour un projectile trés stable, o est trés
petil, sans préciser.

Pour une trajectoire donnde, le point ¥ décrit une courbe, gui 2
la forme ci-dessous ( fig. 6).

Le minbmum de A, {maximum de (4,}) a heu & l'instant ¢': le
maximum de A, & Pinstant ¢": le minimum de Q & Dinstant ¢,
(point M): le maximum de 3 a I'instant ¢, (point J): le minimum
de v & l'instant 7, {point D); enfin le maximum de la distance O
aura lieu & un Instant assez voisin de ¢,.

Ceel ne représente gu une indication générale sur la forme de la
courbe . 1l faudra la construire dans chaque cas. On rencontre,



MOUVEMENT GYROSCOPIQUGE DES PROWECTILES STABLES. :M_l]:,‘

d’ailleurs, une difficolté provenant de Nincertitude quu régue sur les
variations des paramétres £, \.

Nous voyons immédiatement. d apres les équations ( ES). la nature
yualitative du mouvement instantané de o, par rapport a <7, mais un
élément nous mangue : la distance €a.

Une remarque importante de M. Esclangon permet de calculer.
non puint 'élément €4, mais un élément analogue, et de mettre en
évidence le jeu de amorlissement.

Fig. s

IN

Prenons la vaviable complexe

< s
3= 4, - 9.

le svstéme ( EX) sera remplace par Uéquation unmgue

fup S N 1 T
et le point < sera veprésenté par la variable complexe u, détine par
l'éguation finie

() vz V=l o T
Soit  une solution partienheére de (12 on aura done

On en dédmt imumeédiatement

-

.
=g, e

f4) 3 -

(X}
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et enfin

d‘hl.v
Ky S - A

Cette équation traduit le fait de U'amortissement, A étant négatif.

La solution particuliére  de M. Esclangon définit un point 2 dit
« centre dynamique d'équilibre », et la droite (@ sera I'axe dyna-
mique d'équilibre. M. Esclangon a concu xa solution T comme cor-
vespondant & celut des mouvements gyroscopigues possibles, dont
I'allure aurait le plus de régularité, et ii a été amené & déliniv I, en
utihsant le prolongement a Uinfine de la trajectoirve. M. Esclangon a
eu, certes. une tnturtion puissante et Jamais le mouvement pendulaire
n'avait été analyvsé, au point de vue physique. avec une pareille
vigueur. Uependant, le prolongement a linfint d'une trajectoire est
chese bien abstraite. et je vuis de grandes difficultés, en particulier,
dans la délinttion de la densité de lair, & Vintini, gu’on la suppose
tinie ou infinie. Je chercherail donc une méthode plus maniable.

Retenons cette idée de M. Esclangon : cmploi d’une solution parti-
culiére exacte. et bien choisie, de Uéquation différentielle (1), Quand
je dis « exacte », 1l faut comprendre : exacte dans le cadre tracé par
les approximations antértenres. (Test ce qui rend st utile Uétnde difti-
cile des approximations de la Balistigue.

Si le projectile tournant est tres stable apres le départ, le point u se
vapprochera, assez rapidement, du point (. et il s'en rapprochera
de plus en plus. Telle est I'image lunnneuse. que nous devons i
M. Esclangon.

Dautre part, au point de vue analytique, notons que l'on trouve
une premicre ébauche de cette théorie dans le Mémoire de 1904 de
M. de Sparre. On vait, dans ce Mémoire, une solution particuli¢re
approchée, avec, en plus, des termes exponentiels. La solution parti-
culiére approchée. ¢'est le point <. tandis que le point (0 représente
une solution particulitre exacte: nous verrons quelle est la nature de
cetle approxXimation.

3. LAXE INSTANTANE oE REFERENCE. — L'image mécanigque de
M. Esclangon. « intégrale particulidre présentant en (uelque sorte
un minimum d’escillation ». est une intuition trés pénétrante. mais
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extrémement difiicile & réaliser analytiquement, et. d’autant plus
que nous nous trouvons sur un échafandage d’approximations. le
préfére un auntre point de vue.

Nous désirons essentiellement connaitre le maximum maxuiorum
de <. Dans ce bul, je prends la solution particuliére J. qui passe par
celui des points % qui est le plus éloigné de l'origine. Seit <, ce point,
et, pour simplifier le discours, je suppose gue le centre instantané de
précession sc trouve en <%, & instant £, ot Q est minimum (point M).
Je poserai

1O A= W T A

ce qui délinit un nouvean pointI', dans le plan de référence OHN, de
sorte que Z représente la correction permettant de passer de la
courbe T & la courbe U.

Je nomme I’ centre instantané de référence. et GI' axe instantané
de référence : Z sera la solution de P'équation différentielle

2. - . e
’"-,_u_\ SR Y AN W YR

[

qui est nulle pour t=1,.
Nous avons, d'aprés ce qui précéde.

]

PN A= — ) SoF g
~
A, . L .

Yy = A oo 3_gosts — --sinas, o,
J‘- !’l i ‘\‘j - “\l T v

VoL
v J,~;“ — ST,

2 :
(i) 'I—'L == A, = W Lsinag + cosan.u

: t = (R : A T

Counsidérons le terme

D’aprés ce que nous avens vu auntérieurement, ce terme est connu
approximativement, si nous pouvons saisir approximativement les
variations de 4 et /, variations minimes si le minimum de v est grand.

De méme. il ¥ aurail quelque incertitude sur les valeurs de 3 et 2,
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.
si les vamations de &, £, A élaient assez fortes. ce qui n'a pas lien
lorsque le minium de v est grand.

Si nous pouvons lixer approximativement le maximuam @ de 2,
nous pourrons prendre pour 3’ les valeurs suivantes : 3" = dauns la
zone dangereunse. autour des points M et D et, & partir de Vorigine,
avant la zone dangereuse. une valear movenne de la variation de 3.
par exemple -, en supposant 3, ~vo. ce qui est approximativement
vrai lorsque la vitesse initiale est trés grande.

Nous devous intégrer I'équation dilTérenticlle

A .

M —'-—Ilf. = Ty
F R L LN
o= AN, - T

La solution. nulle pour t=1,. sera

T ’ » ~

- " goud e wt ,‘:d el
[N RN Y A CE ’ et M’r)~

Y1

i*osons

’ Nedee 2l
n ”l

]
P e _5\ I 3
.ty
On aura
AN TN
en posaut
(i) A TN :;‘,
)
| J— I AL - A e 2o e,
i \:_;f P R e
.“{‘
avee
f1ds U s A coslie-- A sim 3.
(16 Vs cosde Aysin

Par cxemple. pour calculer Z a lorigine. pour ¢ = o. nous devons
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calculer des intégrales de la forme suivante :

Al L
(G e~Xc N cosd, e ou e~ X sin 3, de,
K ) ) *
¢

'u vy

A’ désignant X, ou A,.
Considérons d’abord la quadrature

W

Sivy= l I* el < v,

et posons

o ATy Ty AT, A
(17) j l‘:{.v:l +/ ~I ~——~—J P e,
o o YTy bl LI
2Ty - Ty - AN -—

QIH] l :~——::~ [ :._‘3:. [ ___—-—?l:)‘ PN

A 2 Je, 2 g 2

En ces points T,. T, T, ....ona
cos3(T)=n,

et, dans les intervalles successifs, cos 3( &) conserve un signe constant.
Cela permet d’appliquer le théoréme de la moyenne, sous la forme
suivante, cn prenant 3 comme variable indépendante :

-3

Ty - ey
D . 1 T
{(1u) f e X A cos S da = lz?"‘ A —l—,J j cos 33,
1

1, -

[13%3]

ou, en abrégé,
4-2f i

Le crochet représente une valeur moyenne de l'expression qu'il
conticnt. et l'intégrale a la valeur + 2.

Si nous prenons l'intervalle d'intégration suivant, nous aurons une
autre moyenne de la méme fonction et une intégrale dont la valeur
est — 2; avec la méme abréviation.

—a] s

Nous calculons donc la premiére quadrature (C), en prenant les
intervalles successifs ¢, T,, T, T;, ..., Ty.., 0. Dans le premier inter-
valle, on a A'~-o0, car, dans cet intervalle, A, et A, sont voisins de

Journ. de Math., tome XII. — Fasc. IV, 1g33. 51
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leurs maxima respectifs. Pais nous avons une suite de termes :
A fi—f kel =2l

Si le minimum de Q n’est pas trop petit, A’ restera petit. Deux
moyennes consécutives seront voisines et les différences successives
seront trés petites, Il en résulte que la correction Z sera trés petite.

L.e mode de calcul de Z donne des indications sur 'ordre de
grandeur du résultat. Une discussion détaillée serait longue.

D'aprés ce qui précéde. on voit que certains termes prenuent de
importance si, partant d’une vitesse initiale trés grande, on atteint,
sur la trajectoire, la vitesse du son dans lair.

Il faut remarquer que si I'on a unc trajectoive presque horizontale,
avec une vitesse initiale trés grande (tiv de plein fouet), il est inulile
de prolonger le calcul de la rajectoire jusqu’au point M. Dans ce cas.
oun prendra la solution 7. qui est nulle au point ‘T, correspondant au
point de chute.

6. LES MOUVEMENTS D'OSCILLATION ET LES MOUVEMENTS DE REVOLULTION. —
L.e mouvement pendulaire est nommeé « oscillation » si la droite O,
dans le plan OHN. oscille autour de OH' ( rayure i gauche) ou autour
de OH (ravure & droite). Le mouvement est nommé « révolution » si
la droite O a fait un tour complet antour de O. J'ai obtenu les résultats
suivants c¢n faisant usage d’approximations analogues aux approxi-
mations primitives. c'est-i-dire. essentiellement, ¢n négligeant le
terme d’amortissement .

Dabord. & l'origine de la trajectoire, si on a une grande vitesse
initiale V, et un grand angle de projectivn x, par exemple 60° ou To°,
la fonction de stabilité Q restera trés grande pendant un certain
temps, et presque stationnaire. Dans ces conditions, si I'écart initial
n'est pas nul. on pourra avoir, a l'origine, des révolutions qui se
transformeront en oscillations lorsque Q décroitra sensiblement.

Ce résultat subsiste si J'emploie la théorie plus précise que je viens
d’esquisser.

A D'origine, on a A ~vo, de sorte que, pendant un certain temps,
’effet d’amortissement est presque nul. Si QQ veste trés grand et
presque stationnaire pendant un certain temps. les points < et I" seront
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- presque immobiles et confondus avec €, et I, Si 3, représente le
petit écart initial, le mouvement de @ restera trés voisin du cercle
de centre I';, passant par z,.

On voit bien que la révolution est possible.

Ensuite, dans le cas du tir courbe, sur la branche descendante,
aprés les points M et D, j"ai prévu la possibilité du passage de 1'oscil-
lation & la révolution si la fonction de stabihité Q devient rapidement
croissanie.

Fig. .
N N
. o @
M W P \\l/__————»
& ]

Ce résultat subsiste, avec une restriction, lorsque j'emploie la
théorie plus précise. Si. a Uinstant t', la croissance de (Q est devenue
assez rapide, on pourra avoir les points 7' et I'" assez voisiuns de 'ori-
gine; on pourra done avoir

Ve >0T"0,

a' étant la position du point @ & linstant ¢, ce qui signilie que le
mouvement est de révolution. Mais, s1 'amortissement & ce moment
est devenu trés_fort, le segment I« sera devenu trop petit et la révo-
lution sera impussible; le point «’ restera a gauche de 'axe ON.

La distinction entre Poscillation et la révolution parait importante;
elle peut jouer un réle dans la théorie de ladérivation. Elle se ratiache
aussi aux découvertes de Mavevski, qui a été le grand précurseur dans
la théorie dun mouvement gvroscopique. et qui, avec des méthodes
imprécises, a vu en gros les caractéres importants du phénoméne.
Mayevski n’a pas vu la possibilité des monvements de révolution, et il
a allirmé que les amplitudes angulaires des oscillations sont décrois-
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santes lorsque le temps croit. Avant le point M, sur la trajectoive.
laffirmation de Mayevski est exacte.

Mais, aprés le point M. Pamplitude angulaive de Voscillation sera
croissante,

Jai fait, dans mes travaux antérieurs, l'histoire de celte question,
et j'ai expliqué comment. avec la méthode d’approximation qu'il
employait, Mayevski se trouvail incapable de saisir la possibilité du
passage de Poscillation & la révolution et du passage inverse.

Resvme. — Considérons le point I gqui a é1é pris comme origine
sur la courbe (+0); la courbe (') jouit, au poiut I, d'une propriété
particuliére. On a, en ce poiut,

da, o 0,

— T —e— A,

it ot

. csoe ot . . <y -
Par sulte. la dérivée - parait, au premier abord. indéterminée, au
- . .' . I . . . N

point T". Mais Uindétermination est levée par Uemploi de la Régle de

I'Hospital, et 'on a. en ce point.

A6, NGy 16—
ds, Ve —Ts,

De sorte gue le point 1" vst. en géndral, pour la courbe (1), un point
de rebroussement.

[ existence de ce point de rebroussement indigue que ma solution
est qualitativernent dillérenie de celle de M. Esclangon et ue correspond
pas exactement a Lave d équilibre dy namique, cette synthése sisugges-
tive du phénomene gyroscopique. 1l est possible que celle conception
de M. Esclangon ne soit réalisable analytiquement que par le prolon-
gement a l'infini de la trajectoire, lequel donne, au point de vue ana-
Ivtique, la plus grande généralité. Mais il me semble que ma solution
particulicre donne satisfaction pour I'analyse du phénoméne d amor-
tissement, qui joue un role st important.

Ce phénomeéne, on le sait, a été misen relief par M. de Sparre, d'une
manicre trés détaillée, et aussi par MM. Garnier et Charbonnier, mais
par des méthodes absolument différentes de celle qui est employée
daus ce Mémoire.
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Er dailleurs, ces auteurs n'ont pas noté, comme M. Esclangon,
Peffet mécanique des frottements latéraux. Si le projectile se tient
bien, ce qui est révélé par la précision du tir et par certaine régularité
des phénomdnes sonores, le théoricien doit conclure que les forces de
résistance stabilisent le projectile et que les variations des paramétres,
tels que £ et /. agissent trés probablement en faveur de la stabilisation
du projectile.

Telle est bien, je crois, la conception de M. Esclangon. et teile est
aussi U'idée qui m’a guidé.

Fai établique U'on peut passer du poiat < au poiut I' par une sorte
de correction, mais ceci doit étre commenté. Celle correclion ne serait
i efficace, ni opportune, si telle autrve partie de la théorie reposait sur
une approximation meédiocre, et ¢'est ce qui arrviverait, par exemple,
st la valewr numérigue du minimum de Q) &tait trop petite.

Il faudrait done compléter tout ce qui précéde par étude attentive
de Uensemble des approximations adoptées, car toutes les approxi-
mations doivent dtre & pea prés du méme ordre, si nous voulons
obtenir une image cohérente et harmenieuse du mouvement pendu-
laire. Et Uon verrait, je crois, qu'en général les approximations sont
trés bonnes, si la vitesse initiale est un trés grand nombre et si le
minimum de la vitesse est encore un assez grand nombre. Ce minimum
doit ¢tre d'autant plus grand que Paltitude du point correspondant est
plus grande, a cause de la déervissance du coefticient balistique. Je ne
précise pas davantage, car cette discussion pourrait étre longue.

NOTE SUR LAPPRONIMATION.

Je vais établir les équations différenticlles du mouvement pendulaire
par une méthode nouvelle. qui me permetira de mettre en lumiére la
nature des approximations. J'ai désigné ces équations par le symbole
L ES), pour rappeler quelles ont été établies par M. Esclangon, d’une
part. et par M. Sugot, d"autre part, dans des conditions qui n’étaient
pas identigues, M. Esclangon tenant compte des forces de résistance
aux changements d'orientation, et M. Sugot tenant compte de la cour
bure de la projection horizontale de la trajectoire.
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Pour simplifier Uexposé, je ne tiens pas compte de ces forees de
résistance aux changements d orientation du projectile, Cela ne signifie
pas que je méconnaisse lear role. mais je ne m'occupe actuellement
que de la nature des approximations, et, & ce point de vue, la simpli-
lication que }introduis est certainement acceptable.

Dans un Mémoire qui pavaitra prochainement  Mémortal de U Artil-
lerie franyaise) sur « la détermination de la vitesse de rotation propre
du projectile », ja1 établi les formules suivantes :

Les symbuoles § et v, ont é1¢ délinis. Les angles d'Euler sont désignés
par 3. P, 8. Le triddre Guvs est dirvect. Je prendsici pour axe G s Paxe
du projectile, dans la direction duculot. Laxe G coineide avee axe
du couple M. Je nomme ce tricdee le o triddre Lhibre », parce qu'il
u'est pas lié au projectile, et je nomume « triddre 1ié » wn triddre divect
GUV s, lié au projectle. Je cherche les composantes p. ¢. & de la
rotation instantanée du treedre Fé, sur les axes du triédre libre, et les
composautes de la rolation instantanée du triédre libre, sur les mémes
axes; elles sevont désignées par p, ¢, r.

Je suppose la rayure i gauche, et, par suite. la dérivation normale
a gauche. Posons :
w5,

* ~
WeT= N COR I

W= — ¥ sin?,
el O TE ey sin '~:J — l‘USl‘Jx
| oi = w08l — g sind,

sa ~
U B B R e

t

ke T R AL 5 — Sil’l @.

On en déduit immédiatement :

.
{2y P=u e,

(R i =% sing + .

(4 B Y cesd s
(™ r= L oS — .,

La premiére approximation consiste dans la substitution de ¢ & sins,
et de 1 & coss, la substitution devant Stre faite judicieusement. Le
svmbole (#a) désignant une équation approchée; nous pouvons
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.
ecrre

(6a) g ==L 0 — g’ sin? — 5 sind — v condrosd,

{7} 5= — ¢ — g snG—4(— § sind — v cosToosyh,
{3a) r—o—u.

On a:3,=4Q, et Q est un grand nombre.

Une seconde approximation consistera dans la substitution de a0,
et de =" 4 0'. Nous admettons tntuitivement que la trajectoire vraie est
tres voisive de la trajectoire plane, sa projection sur le plan vertical,
el nous posons

(u} S~ I~ S~ T

On peut, d'ailleurs, faire une discussion a ce sujel.

Je dois rappeler ici ce qui est bien connu par les théories élémen-
taives (voir mes travaux antérieurs) : pour que U'écart ¢ reste asses
petit, 1l est nécessaive que la fonction de stabilité ) conserve une
raleur numérique asses grande.

On admet encore une certaine indépendance des effets des forces,
pour parler exactement on admet 'autononie de la force déviatrice
provenaut de P'obliquité du projectile. Cela donne

dr, _— N
it —(Tfl—_ ('ll‘——l_lﬂl.
On suppose

A — 1o

Si le triédre de référence est direct et si la dérvivation est normale,
on aura

n>o. W e
Lorsque le mouvement pendulaire est une oscillation. on a

hd -
Gy < O

Done la formule de [a vitesse angulaire de dérivation sera

24 . <
(aoer) —u =&k —1)0,.

Lorsque le mouvement pendulaire est une révoelution, cas excep-
tionnel. mais possible, il faut faire attention parce que I'on a, en toute
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riguenr, des changements de signes de 5, et de v,". Mais, pendant la
durée d'une révolution, <, est généralement négatif, et il ne devient
positif que pendant un court intervalle de temps. Jadmettrar gue.
pour la zone des 5, positifs, on peut écrive

(L) — ==

(Test une petite aftération, introduite pour régulariser et simplitier
l'image du phénoméne, ot qui n'a de sens que si la dérivation est
normale. Retenons que la formule (1o @) pourrait étre insuffisante.
Dans la discussion d™un cas difficile, il faut remonter & la source, et ne
pas se contenter de simplifications qui pourraient bien dtre des contra-
dictions.

Actuellement, cette altération parait acceptable parce que, si le
mouvement est révolutif, ¢ et 5, somt certainement voisins de zéro.
Cela résulte des théories élémentaives du mouvement gvroscopique
L VOIr mes travaux antérieurs).

Je vais utiliser les équations (1va) et (11a) pour étudier les
expressions approchées de p et de ¢. Je rappelle que U'on a

A | ~ ~

RT3 8, —-— g sind, s == 0 003

ey

On peut mettre I'égquation ( 2) sous cette forme :

(2) p=a — % vosd — g cosvosiny.,
Si nous posons
N
Sk —nvi= L
-
DOUSs Jurons
AT % ceshosing = Lo s},

D’aprés U'éguation (11 a), il fandrait remplacer L par zéro dans la
zone des %, positifs, mais je crois qu'il 0’y a pas grand inconvénient,
en général, & conserver I'équation (13 a), sans restriction.

Nous pouvens wmaintenant faive inlerveniv une infuition, en nous
laissant guider par les théories élémentaires du mouvement pendu-
laive, pour un projectile hien établi. On peut admettre qu’a I'origine

)

de la trajectoire, ¢ reste trés voisin de zéro, et ensuite. lorsque 2 se
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rapproche du maximum maximorum, gue siny veste voisin de uu.
Cela permet de proposer une nouvelle altérvation et Je remplacer
ansi Péguation (13 4a) par celle-ci :

T % cosh sing = L.
Nous avons ainsi, aprés plusieurs altérations,
(ders p—=a -~ casy — La.

Dans Uexpression approchée de g, donnée par Féguation ( b«), nous
pouvons négliger le second terme, si le projectile est stable. ct. a _for-
tiory, i le tiv est de plein fouet. Nous aurons

VB n vosbocosd — Lasind. vosd.

Nous verrons qu'il est inutile, ici, d'examiner la possibilité d™une
nouvelle altération. et nous écrivons

- — s = hnt < Ladand cosd
(T g=% 6 — 7 any + Lasing.cosd.

Fécrivai les équations classiques du théoréme du moment cinétique,
en projetant sur les trois axes du triédre libre :

S ,“Ur[l N ' g —- W
I Ry e L 9o —uBygr = R,
. “vl
{ugy o - 4 A prs — dgr = M.,

- ot 8 :

. ds
iy [\ = ..
at )

Ce sont des dguations exactes an point de vue analvtique, et ce
seraient des équations exactes, au point de vue physique, si nous
connaissions exactement JIR, et T, en particulier si 'on connaissait
la lo1 de variation de & et de / sur la trajectoire. Ul est pecmis de poser :
Mi.=o, parce que la durée de la partic utile d’'une trajectoive est
bréve, 3 ou j minutes pour des trajectoires exceptionnellement longues.
On aura done

(2} %= S, == const,
el . . N . . . .
Le rapport —— sera trés petit, extrémemnent petit, si le départ n'est

Journ. de Math.. rome XIL — Fase. IV, wil a2
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pas trés irrégulier, cas exclu. On aura denc

1=g=1 vu bien 3= gm?:!h ~Q,
Nous écrirons

(a2a) =48,

¢’est une relation, ou exacte, ou trés approchée.

. T\ P & . . R T T |
Posons maintenant o= —Q; - pourra étre égal & > .+ ;» par
[ o =2 3 v X

exemple, de sorte que {2 sera trés grand, par rapport a un, et o sera
encore grand.
Posons
M= AaRPG M= a6
et falsons encore une approximation, les équations (18) et (19) pren-
dront la forme ci-dessous :

{23a) t:%: — wy = wbPa,
Lajad ‘gf —mp=w_\g,

M. Sugot fait I'altération suivante; il écrit :

(25a) g ="0aq.

{ata) —p==\a.

Il faut faire une étude assez difficile, pour justitier 'approximation
de M. Sugot. et en voir la signification analytique. M. Esclangon
a fail une approximation équivalente, et cette altération sera trés
I)

acceptable, siles rapports § et f.‘_;’ sont trés petits. Cela aura lieu si le

minmum de la vitesse, sur la trajectoire, est assez grand. Je ferai
cetle élude ultérieurement.
Je rappelle que la stabilité peut étre Jdéfinie par les conditions sui-

vantes :

. 1 2 .

Lv] < —_— on — Bnvirom,

oy Ty
P

et les mppmrls En% sont extrémement petil&
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Rassemblons les résultats, et notons gue, si la vitesse initiale est
rés grande et si le minimum de la vitesse est encore un nombre assez

L .
grand, le rapport P Sera petit.

Posons : L4+ A =— A Let \ sont positifs. Cependant, \ serait
négatif, si nous mettions en jeu leffet Magnus au lieu de Teffet
Esclangon. Mais, j'exclus ici Ueffet Magnus qui n’agirait, trés vraisem-
blablement, que sur un obus de stabilité médiocre. Nous avons done

Ao

Finalement I'équation (13a) devient

{aTe) — Ao ==4 T eos - L,
- . . fL, -
et U'égquation (17 @) devient | i; étant négligeable |
AN

{ a%a) Po=21"g v sind,

ce qui doune

{aped 9= A g~ iz teved,
i Juea) a0 = oP — 177 sind.

Ce seraient les relations de Mayevski, si nous supposions A nul.
Maintenant, revenons aux équations {12« ), dans lesquelles Papproxi-
mation n'est gue la substitution de < A tangs. Nous pouvens donc,
< élant petit, prendre les dérivées. Et, & Iaide des équations (29a)
et (Joa), nous obtenons les équations approchées du mouvement
gYTOSCOpIgue :

N - -
—2 —=Ag,— Pg,,
. % T A g, Gy
[ pia¥? B [ - ’
o G5,
—= = Pyg,— Ag,—= 7N
' ot t =

Nous avens, certes, fait des altérations, mais ne fallai4l pas
déformer systématiquement, pour obtenir, d'un phénoméne si com-
pliqué, une image aussi simple et aussi commode? Les altérations
sont dans la grande tradition de la Balistique; il suffit de les faire
judicieusement, et de les controler.

Pour un physicien, ces altérations sont la résolution d'un probléme
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votsin du probléme donné. Pour un géométre, c'est bien autre chose.
Ces altérations sont, souvent, la premiére étape d'une marche par
approxfmations successives. On sait que M. kmile Picard a donné une
impulsion vigoureuse & ces méthodes, dans plusieurs branches de
I’Analyse. On sait aussi quelle est la souplesse de ces méthodes.

Je ne vois, d'ailleurs, aucune raison pour que les balisticiens soient
obsédés par la recherche d’un systéme d’équations simples, et rigou-
reuses en méme temps, pour représenter le mouvement pendulaire.
Les équations exvactes de ce mouvement sont les équations (2). (3), (4),
(3), (18). (19), (20).

Elles doivent jouer le role de repéres pour I'évaluation des approxi-
mations.

SiI'on veut conserver une forme simple, et éliminer &, par exemple,
on n'y arrive que par une altération, nécessairement un peun brutale.

Les altérations ne sont pas toujours défavorables. 11 arrive souvent
qu’elles font disparaitre des phénomeénes parasites, comme des festons
de nutation. Mais, pour voir rigoureusement les faits, il faut remonter
a la source, je veux dire aux équations exactes.
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