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SUR LES CORPS CONVEXES. 219

Sur les corps convexes ;

Par J. FAVARD.

INTRODUCTION.

Quoique depuis Brann et Minkowski la théorie des corps convexes
ait fait de notables progres, il reste dans cette voie de nombreux
vésultats & atteindre. résultats dont on connait ou dont on devine
I'énoncé. Le but de cette théorie ne s’apercoit pas encore nettement
en ce sens qu'il est, & U'heure actuelle, difficile de dive avec précision
quels sont les problémes au sujet desquels un progrés est & escompter
el dans quelle direction un pas nouveau pourra étre fait. En disant
cela je pense surtout aux négalités entre les volumes mixtes de
Minkowski.

Les efforts a faive paraitraient peut-étre vains a beaucoup de per-
sonnes si leurs conséquences devaient se borner a la théorie des corps
convexes mais, cela, je ne le crois pas; I'étude compléte des inégalités
entre les volumes mixtes semble en eftet exiger I'élargissement de
certaines conceptions du Caleul des Variations.

Ce travail contient des recherches sur la théorie des corps convexes
i deux points de vue différents.

Dans ce qui va suivre on trouvera d’abord une démonstration de
I'existence d'un plan d’appui en un point d’une surface convexe, pro-
position bien connue, ainsi que la classification des points de cette
surface : dans 'espace d’ordre # il existe au plus 2 classes de points
sur toute surface convexe; sur un polyédre, par exemple, les poinis de
classe m( S n) sont les points d'intersection de m faces de ce polyédre.

Tout le reste du mémoire est consacré aux inégalités entre les
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220 J. FAVARD,

volumes mixtes. I'ai essayvé d'abord de préciser la puissance des diflé-
rentes méthodes emplovées dans U'étude de ces questions.

Dans U'espace d'ordre 3, aprés avoir insisté sur la méthode qui con-
duit aux formes améliorées des inégalités connues, je donne des wndi-
calions assez précises sur ce qui arrive dans le cas ot une inégalité
devient une ¢galité. En assujettissant les surfaces des corps convexes
A certaines conditivns restrictives, par exemple A avoir un plan tan-
gent & variation continue en chague point. on pourrait sans doute
obtenir des conditions géométriques simples, relatives au cas dont je
viens de parler, je u'ar pas essayé de le faire iei.

Dans Uespace d'ordre guelconque n, aprés les résultats gqui généra-
hisent ceux déja comnus dams DPespace ordinaire, jai pu obtenir
quelques résultats nouveaux. Le fait que la racine (a — )™ de la
surface des corps d'une série lindaire de deux corps convexes a deux
corps de base est une fonction concave apparait comme un résultat
1solé: dés guil ne le sera plus, ¢'est-d-dire dés que le méme résultat
sera démontré pour ce que Minkowski appelle surface relative, la
théorie de cet illustre auteur sera bien prés de sen achévement, tout
au momns dans ses grandes lignes. mais il restera encore tous les cas
délicats au sujet desquels jai, au début, dit mon opinion.

Dans le Chapitre HL, aprés une digression sur les corps tangealiels,
J¢tudie une proposition de Minkowski restée jusqu'icl sans démons-
tration. cetle proposition est la smivante :

Pour gqu'entre les volumes mixtes de deux corps convexes C, et C,,

ait heu Pégalité
) fr&: ANTTI O

il est nécessaire et suflisant que (., =0it homothétique & C, ou d un
corps de capuchon de C,.

Dans la suite on trouvera la délimition des quantités précédentes
anst que celle d'un corps de capuchon d'un corps donné.

Fai pu parveniv au résultat dans deux cas : lorsque les deux corps
C, et U, sont des polyvédres et lorsque le corps C, se réduit i un disque
convexe plan.

Un résumé de ce travail a éié inséré aux Comptes rendus de UAca-
déntic des Sciences le g novembre 1931y,
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CHAPITRE L

PLAN D APPUT. CLASSIFIGATION DES POINTS DE LA FRONTIERE.

1. Dans l'espace d’ordre n nous appellerons figure conveae un
ensemble borué et fermé de points qui, avec deux points A et B.
contient tous les points du segment AB. Avee n-+1 points cet
ensemble contiendra par suite tous les points du simplex qui a ces
points pour sommets; il suit de la que si une figure convexe n'admet
pas de poiut intévieur. elle est tout entitre située dans un espace
d’ovdre plus petit que n. 1l suftit donc d'étudier les figures convexes
situées dauns U'espace d'ordre n ¢t qui ont des points intérieurs. On a
déja démontré de bien des fagons Uexistence d'un plan dappui (') &
une surface convexe en un point, malgré cela j Je présenterai encore
une démonstration de ce fait, &umonstr.mlm qui a Favantage de four-
nir, par une analyse simple, une classification des poiuts de la surface.

2. ENSENBLES CONVEXES DE BDIRECTIONS. — Nous appellevons ensemble
convexe de deni-drottes, ou de directions, un ensemble de demi-droites
issues d'un méme point gui, avec deux demi-droites non opposées,
contient aussi loutes les demi-droites situdes dans l'angle saillant
formé par ces deux divections.

Par exemple 'ensemble de toutes les directions issues d'un méme
point est un eunsemble convexe: nous allons étudier les ensembles de
directions (ui ne conticnnent pas toutes les directions de espace.

Prenons d’abord le cas ol U'espace est d'ordre =2, le cas d'un
ensemble plan ordinaive. Si cet ensemble contenait quatre directions
distinctes deux & deux opposées, il contiendrait toutes les directions

(") L'une des démonstrations les plus curieuses et les plus simples de ce fait
est due & M. H. Braon (Areh, d, Math. u. Phys. 3¢ sévie, t. 17, 1910, p. 288-2g2).

Les indications bibliographigues au sujet de ce théoréme se trouvent dans un
autre article de M. Broaun ( Math. dnnalen, 1. 100, 1923, p. 633-637).

Une awtre démonstivation trés simple se trouve dans le livee de M. Bonnesen,
Les wéthodes exposées ici permettent également 'étude des singularités tangen-
tielles des surfaces converes ainsi que M. Bonnesen me Ua fait remarquer.
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du plan, contrairement 4 'hypothése; par suite cet ensemble, lorsqu’il
contient une direction, ne contient pas la direction opposée, il y a
peut-étre exception pour deux directions aun plus portées par une
méme droite.

Cet ensemble peut alors se composer seulement de deux directions
opposées. Supposons qu'avec deux directions opposées il contienne
une troisiéme direction, il contiendra alors toutes les directions
tracées dans le demi-plan déterminé par les deux directions opposées
et la troisiéme; mais en vertu de la remarque précédente il n’en con-
tiendra pas d’autres. Supposons maintenanl qu'avec une divection
Vensemble ne contienne jamais la direction opposée: cet ensemble
peut se composer d'une seule direction mais s'il en coutient plus d'une
il en contient une infinité. Considérons alors une direction et faisons
lui décrire tout un demi-plan allant d'une direction de I'ensemble a la
direction opposée, ou bien, lorsque cette direction est intérieure & ce
demi-plan elle n’appartient jamais & I'ensemble, et alors toutes les
directions de I'ensemble peuvent étre mises dans un méme demi-plan
fermé; ou bien il existe une direction limite séparant ce demi-plan en
deux angles, les directions intérieures & l'un de ces angles faisant partie
de I'ensemble tandis que les dirvectious intérieures & 'autre n'en font
pas partie. Considérons maintenant le demi-plan fermé limité par cette
direction limite et la direction opposée et contenant des directions de
Pensemble; ce demi-plan les contient toutes car si I'une d'elles était
dans I'autre, elle formerait avec la direction limite un angle saillant
(qui contiendrait la direction opposée a la direction de départ. Enfin
I’ensemble peut étre vide.

Dans tous les cas nous voyons qu'il existe au moins un demi-plan
ouvert ne contenant pas de direction de 'cnsemble et de plus si Pen-
semble n’est pas fermé, la méme propriété appartenant a l'ensemble
fermé que 'on obtient en lui ajoutant ses directions limites qui ne
lw appartiennent pas.

Remarquons aussi que si nous projetons orthogonalement les direc-
tions appartenant a un ensemble convexe situées dans un espace
d'ordre n sur une variélé linéaire de cet espace, I'ensemble de ces pro-
jections sera convexe dans la variéié; en appelant section d’un
ensemble convexe de directions par une variété linéaire, 1'ensemble
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des divections de I'ensemble situées dans cette variété, nous voyons
que cette section est ua ensemble convexe,

3. Arrivons maintenant au cas o r est guelconque : nous allons
montrer que si un enscmble convexe de directions ne contient pas
toutes les divections de I'espace, on peut trouver au moins un demi-
espace ouvert ne contenant aucune direction de I'ensemble.

Le résultat vient d’¢tre obtenu pour n= 2, nous allons voir que
s'tl est vral pour n —1. il est vrai pour n.

Considérons une divection non contenue dans l'ensemble et une
variété linéaire d’ordre n — 1 contenant cette direction. La section de
I'ensemble par cette variété étant convexe, nous pouvons ¥ trouver
une variété d’ordre n — 2 qui la divise en deux demi-variétés et dans
I'une de ces demi-variétés ouverte il n'y a pas de direction de I'en-
semble.

Projetons maintenant I'ensemble sur une variété d’ordre 2 perpen-
diculaire & la variété d’ordre n — » que nous venons de trouver; nous
obtenons dans cette derniére un ensemble convexe de directions (ui
ne contient pas toutes les directions puisqu’en particulier la projection
de I'une des demi-variétés d'ordre n — 1 ne lu appartient pas.

Dans cette variété d'ordre 2 nous pouvons trouver une droite limi-
taut un demi-plan ouvert ne contenant aucune direction projection.

La variété d'ovdre » — ¢ qui passe par cette droite et par la variété
d'ordre 7 — 2 déja considérée linite un demi-espace ouvert damns
lequel ne se trouve ancune direction de Uensemble. La démonstration
est donc achevée.

4. Avant d’aller plus loin dans l'étude de la structure de ces
ensembles, nous poserons quelques définitions. Dans 'espace a n dimen-
sions nous appellerons dorénavant plan une variété d’ordre n —1.
Nous appellerons plan ’apput. pour un ensemble convexe de direc-
tions, un plan qui divise I'espace en deux demi-espaces tels que dans
I'un deux il n'y ait pas de direction de I'ensemble. Le résultat que
nous venons de démontrer s’énonce ainsi :

Tout ensemble convexe de directions, qui ne contient pas toules les
directions, admet au motns un plan d’appui et il en est de méme pour
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Uensemble convexe fermé de directions obienu en lut adjoignant toutes
ses directions limutes qui ne lut appartiennent pas.

97}

1 Pensemble contient deux directions non opposées il en contient
alors uneinfinité et I'ensemble fermé correspondant coincide avee l'en-
semble dérive.

Nous dirons qu'une direction d’un ensemble convexe lui est inté-
rieure si Uensemble contient toutes les directions qui font avee celle-ct
un angle suffisamment petit. 81, dans Uespace d’ordre n, un ensemble
convexe de directions n'a pas de direction intévieure, il est situé dans
un espace d'ordre moindre, car a directions quelcongues de cet en-
semble doivent tonjours étre dans un méme plan : nous pourrons done
nous borner a étudier les ensembles avant des divections intérieures.

Revenant, dans le cas o0 n = 2, au raisonnement précédent, nous
avons va qu'il existe une droite d’appui limile pour un ensemble de
celte sorte, limite en ce sens quil existe des droites faisant avec elle
un angle aussi faible que 'on veut et gui contiennent une direction de
I'ensemble; s'il n'existe pas d'autre droite d'appui que celle-ci, les
divections de [Pensemble dérivé forment un angle plat, s7il existe
d'autres drottes d'appur que celle-ci, le raisonnement montre aussi
Pexistence d'une deuxiéme dreite d'appui limite et les divections de
I'ensemble dérivé sont comprizes dans un angle saillant.

Dans le cas général. un ensemble convexe fermé, situé dans|'espace
d’ordre n, peat contenir toutes les directions situdes dans une varidté
linéaire (P) d'ordre p(In—1) sans que sa section par une variété
linéaire d'ordre p-+1 quelcongue contienne toutes les divections
siluées dans cetle variété : nous divons alors que lensemble est de
classe n — p. Par ensemble convexe de classe n nous désignerous un
ensemble qui, avec une direction, ne contient jamais la divection
opposée. Tout plan d'appui & un ensemble de classe n — p contient la
variété (P) correspondante car un plan divise Uespace en deux régions.

Nous appellerons plan d"appui linnte & un cnsemble de classe n—p
un plan d’appui qui, avec la variété (P), contient au moins une
autre divection de 'ensemble et, par suite, toute une demi-variété
d’ordre p+ 1; pour un ensemble de classe n un plan d'appui limite
devra contenir au moins une direction de I'ensemble.
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Dans le cas ot p=rn — 1, il 0’y a qu'un plan d’appui a I'ensemble,

c'est le seul plan d’appui de 'ensemble; dans le cas général nous allons
démontrer l'existence de plans d'appui limites.

8. Le résultat vient d’étre démontré dans le plan ordinaire (n = 2);
démontrons que s'il est vrai dans Uespace d'ordre n —1, il 'est aussi
dans l'espace dordre n.

Lorsque U'ensemble est de classe # — p(p <n —1), considérons la
section de 'ensemble par un plan passant par (I?); cette section est un
ensemble de classe n — 1 — p situé dans un espace d'ordre # — 1, nous
pouvons done, daprés notre hypothése, lui mener une variété d’appui
limite d'ordre n—2. Si nous projetons mamtenant 'ensemble pri-
mitif sur une variété d'ordve 2 perpendiculaire & cette derniére,
I'ensemble projection est un ensemble convexe et fermé qui ne contient
pas toutes les directions du plan ordinaire et le raisonnement s’achéve
comwe précédemment (n° 3).

On démonire de la méme fagon que, par toute direction limite de
I'ensemble, c’est-d-dire toute divection non intérieure, passe au moins
un plan d'appui limite.

Existe-t-il également, lorsque U'ensemble est de classe supérieure
a 1, des plans d’appul non limites? La réponse est affirmative et se
démontre comme ci-dessus en remarquant que le résultat est vrai
dans le cas de n =12,

6. Profitant de l'existence de cette derniére catégorie de plans
d’appui, on peut indiquer un mode de génération simple des ensembles
des diiférentes classes.

Supposons d’abord que I'cnsemble soit de classe n; d’aprés ce que
nous venons de voir il existe au moins un plan d’appui non limite et,
dans ce cas, cette expression signifie que toules les directions de l'en-
semble sont situées dans un méme demi-espace ouvert limité par ce
plan. Considérons alors la direction perpendiculaire & ce plan dirigée
vers le demi-espace on se trouvent les directions de Pensemble; celles-
ci font avec cette perpendiculaire un angle plus petit que :2 et, comme
I'ensemble est fermé, il existe au moins une direction de 'ensemble
pour laquelle le maximum de cet angle est réalisé, ce maximum est
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par suite inférieur & = Considérons maintenant un plan paralléle au

précédent situé dans le demi-espace ot se trouvent toutes les directions
de Uensemble; celles-ci percent le plan en un ensemble de points (ui
est tout entier & distance finie d’aprés la remarque précédente et est
de plus convexe et fermé. Nous avons ainsi une génération de U'en-
semble de classe n; il est obtenu en joignant un point de P'espace &
tous les points d'une figure convexe située dans un plan qui ne contient
pas le point; cet ensemble se compose donc de toutes les directions
intérieures et de toutes les divections frontiéres & un cone convexe.
Quant aux plans d'appui limites nous vovons qu'ils dépendent de
n — 2 parametres.

Supposens maintenant que I'ensemble soit de classe n— p. Proje-
tons-le sur la variété hinéaire d'ordre rn—p perpendiculaire & la
variété (P) contenue dans U'enzemble; cette projection sur un espace
d’ordre #n— p est aussi de classe # — p car avec une dirvection elle ne
contient pas la direction vpposée, dans le cas contraire en eflet en-
semble de départ serait de classe # — p— 1 puisqu’il contiendrait
toule une variété de directions d’ordre p 1.

D’autre part I'ensemble projection contient des directions inté-
vieures puisqu'il en est de méme de U'ensemble de départ. Pour avoir
une génération des ensembles de classes n — p. il suffit de se rappeler
ce que nous venons de dire au sujet des ensembles de classe » dans
un espace d'ordre a.

Dans une variété linéaire d’ordre n — p — 1 nous considérerons une
figure convexe (F) ayant des points intérieurs. Prenant alors un
point extérienr & cette variété qui, avec elle, définit une variéié
d’ordre » — p et considérant la variété (P) d'ordre p perpendiculaire
i cette derniére, nous prendrons les demi-variétés d’ordre p +1 qui
passent par (P) et qui rencontrent la figure convexe considérée : I'en-
semble en question est constitué par 'ensemble de toutes les directions
situces dans ces demi-variétés,

On peut encore dire ainsi : par une translation & p paramélres,
paralléle & (P), la figure (F) engendre une espéce de cylindre qui est
aussi une figure convexe dans un espace d’ordre n —1, & condition
d’élargir un peu notre définition et de ne plus exiger d'une surface
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convexe qu'elle soit bornée. L’ensemble dérivé de l'ensemble des
directions (ui joignent un point de 'espace situé hors de son plan &
un point de cetle figure est un ensemble de classe n — p.

L’ensemble des plans d’appui limites & un tel ensemble dépend de
n — p— 2 parameires.

En particulier si nous faisons p=n— 2, la ligure (F) est un
segment de droite et un ensemble de classe 2 est engendré par des
demi-variétés d’'ordre n—1 qui passent par une méme variété
d'ordre n— 2, ict il n'y a plus que deux plans d'appui limites et les
divections de I'ensemble sont aussi celles qui sont intérieures au diédre
formé par ces deux plans ainsi que celles qui sont sur les deux faces.

Remarquons aussi gue pour un cosemble de classe 1, le mode de
génération ndiqué s'applique, U'ensemble étant constitué par toutes
les directions qui font avec une direction donnée un angle plus petit
ou plus égal & un droit.

Dans U'espace & trois dimensions, par exemple, nous avons les trois
types suivanls d’ensembles convexes, ne contenant pas toutes les
directions de Pespace : le cone, le diédre et le demi-espace.

7. PLANS D'APPUL ET PLANS D'APPUL LIMITES A UN GORPS GONVEXE. — Etablis-
sons maintenant 'existence d'un plan d’appui en un point d'un corps
convexe situé dans I'espace d'ordre n et admettant des points inté-
rieurs : on appelle ainsi un plan qui contient au moins un point
du corps mais qui laisse dans un méme demi-espace fermé tous
les points du corps. Les points contenus dans un plan d’appui ne
peuvent done ¢tre que des points de la frontiére.

A un point M de I'espace nous associerons l'ensemble d(M) des
directions issues de M obtenues en joignant ce point & tous les points
du corps convexe donné (C).

En vertu de la couvexité du corps, cet ensemble d(M) sera convexe
et admettra des droites intérieures puisque (1) admet des points
intéricurs.

Lorsque le point M est a I'intérieur du corps, d( M) contient toutes
les divections issues de M et inversement car sur » directions, qui ne
sont pas toutes dans un méme plan, on peut trouver n points du corps
qui avec M forment un simplex de volume positif. Sur la direction

Journ. de Math., tome XII. — Fasc. ILHI, 1933, 29
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opposée & une direction joignant M a un point intérienr & la base
apposée & M de ce simplex se trouve un point du corps qui forme avec
les n précédents un simplex contenant M a son intérieur.

De 1 nous concluons que si M w'est pas intérieur au corps, l'en-
semble d{ M) ne comprendra pas toutes les directions de I'espace.

Soit M un point froutiére du corps, en vertu des résultats précé-
dents, nous voyons que, par le point M passe an moiusun plan d’appui
ad M) qui est done ausst un plan d’appui & (C). Nous appellerons plan
d’appui himite en M au corps () un plan d'appui limite & (M) mais
nous verrons tout i I'heure une autre définition du plan d"appui hmite.

Pour Uinstant considérons 'ensemble fermé o« (M) dérivé de U'en-
semble d(M) et qui le contient : nous appellerons classe d'un point M
de la frontiére de (C) la classe de I'ensemble ¢ (M) correspondant.

Nous avons ainst obtenu une classification des points de la fronticre
d’un corps convexe en nclasses : sur un polvédre, par exemple, les
points de classe m sont les points des intersections de m faces de ce
polyvédre.

Sur un corps convexe quelconque il peut ne pas exister de points
de toutes les classes, mais une classe n'est jJamais vide, la classe 1,
celle des points ou il existe un seul plan d’appui. On peut en effet
démontrer, comme conséquence de Uexistence du volume d'un corps
convexe, que 'ensemble des points qui n’appartiennent pas a la pre-
miere classe a une aire nulle.

Plus généralement on peut prouver que les points de classe n —p
ont une étendue d'ordre p + 1t nulle. Quant & 'ensemble des points
de classe n, s'il n'est pas vide, il est ou fini ou dénombrable.

Dans 'espace d’ordre 3, M. Durand a obtenu, pour des surfaces plus
générales que les surfaces convexes, des résultats plus précis que les
précédents et qui peuvent sans doule se généraliser dans les espaces
d’ordre supérienr (‘).

Enfin lorsque le point M est extérienr & (L), d(M) est fermé
puisque (C) Pest par définition et de plus ¢ M), avec une divection, ne
contient pas la direction opposée, (M) est donc de classe n et les

(') G. Drrasv, Sur wne éndéralisation des surfaces convexes ( Thése,
Paris, 19311
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plans d’appui & (C) qui passent par M sont les plans d’appui limites
a d{ M), ils enveloppent un cone convexe.

8. Moutrons maintenant que les directions frontiéres de len-
semble &' (M) sont, lorsque le point M appartient & la frontiére du
corps (). des demi-tangentes d cette fronticre, en ce seus que ce sont
des direclions limites de directions obtenues en joignant M anx autres
poiuts de la frontiere de (G

I est bien évident d'abord que toute direction n'appartenant pas
O /WD ne saurail étre une demi-tangente: toute droite intérienre
a ' M) nest pas noun plus une direction de tangente car toutes les
directions faisant avec elle un angle 0 suffisamment petit font partie
de (M), done tous les points intérieurs au edne de révolution ayant
pour axe cette direction et pour demi-angle an sommet § et suffisam-
ment voisins de M sont intérieurs a la figure convexe () considérée,
il suit de la quiil 0'y a pas de peints P de la frontiére de (C) tendant
vers M et tels que les directions MP tendent vers la droile considérée.

Les demi-tangentes possibles sont done les divections frontidres
de (M), pour montrer que ces directions possédent effectivement
cette propriété il suffit de procéder par récurrence.

Pour cela cousidérons une direction frontiére de (M) et un plan
passant par elle et contenant des points mtérieurs a 0. La section
de (C) par ce plan est une figure convexe () situde dans ce plan et la
section de (M) par ce plan est ensemble 2°( M) corvespondant & (e)
et au point M3 je dis que la direction choisie est aussi frontidre
pour ' (M. En effet, de part et d’autre du plan contenant { ¢) il existe
des directions qui appartiennent & o' (M), si done, la divection en
question élait intérieure & 3 (M) elle serait aussi intérieure & &'( M),
contrairement & Fhypothése,

Par suite cette direction est une divection frontiére de 27 (M): st
nous supposons que notre résultat est vrai pour n — 1, ¢'est-d-dire si
nous supposons que la direction est une demi-tangeute & la frontidrve
de (¢). le méme résultat sera vrai pour r, ¢’est-d-dive pour le corps
(C) puisque i ¢) est une section de (C).

Il reste & prouver que le théoréme est vrai pour # = 2, mais, dans
ce cas la frontiére de o'(M) se compose de deux divections x, el 2,2
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soit x une direction intérieure & d (M) les divections MP joiguent M
. N .. . AR .

a un point de la frontiére P situé dans Laugle (22,) ne sanraient

avoir x, pour limile lorsque P tend vers M, elles ont donc pour

limite %, : le méme raisonnement vaut pour les points de la frontiére

situés dans | i‘:\c\‘,\ et la divection ..

Notre résultat se trouve ainsi complétement établi.

Nous avons alors une nouvelle définition des plans d'appui limites
en un point de la frontiére d'un corps convexe : ce sont les plans d'ap-
puiquicontiennent, en un point de classe n — p_toute une demi-variété
d’ordre p 11 de demi-tangentes & la frontiére du corps.

Suivant une définition proposée par M. Bouligand ("), on peut dire
que I'ensemble des droites frontiéres de o' M) forme le contingent de
la frontiéve de () au point (M.

9. PLANS TANGENTS A UN coORPS GONVEXE. — Parmi les plans d’appui
limites & un ensemble convexe de directions. ou, ce qui revient au
méme, & un corps convexe en un point de sa {vontiére, nous distin-
guerons encore les plans tangents.

Pour 7 = 2,1l s"agit de droites tangentes, ce seront. dans ce cas, les
droites d’appui imites. De proche en proche, les plans tangents seront
détims, & partir de » = 2, de la facon suivante : st " (M) est de classe
n — p ces plans conttendront, oulre la variété (), une variété dordre
n — p tangente Q la tigure ( F) que nous avons associée & un ensemble
convexe de directions au n® &.

lL.es plans tangents & un polyvédre, par exemple. sont ses faces; par
chaque point de la fronticre du polyédre il en passe un nombre fini.

En vue d'une application ultérieare, nous allons montrer le théo-
réme suivant, généralisant un résultat de Minkowski.

La section du corps () par un plan paralléle 3 un plan tangent,
situé dans le demi-espace limité par ce plan tangent qui contient (C),
et & une distance < sufisamment petite, coupe ( () suivant une figure
convexe i n—1 dimensions ¢{2): soit #(2) le rayon de Uhypersphére

() G. Bovuesasp, Sar les surfaces dépourcues de points Ryvperlimites Annales
de fa Spcidté Polonaise de Math. 1.9, 1930 p. 32) o Introduction « la Gée-
métrie Infinitesimale directe (Pacis. Vuibert. 1o32h.
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4 n —1 dimensions inscrite dans (%), alorson a:

AL
lim —— —
axa O

el, inversement, si un plan d'appui est tel que la relation précédente
ait lieu, ce plan est tangent.

Prenons d’abord le cas ot # == 2. r(4) est alors la demi-corde ¢(3)
paralléle & une demi-tangente, soit z,. Par le point M de la frontiére
menons une direction z intérieure & I'ensemble o« (M) et & la distance
unité de x, tracons une direction paralléle & 2, du cité ou se trouve
{ C)et qui coupe z au point P, Sar cette divection prenons un point QQ
quelconque, la direction MQ coupe la frontiére en un point par lequel
nous menons dans { G une corde parallele a x,.

Si < est inférieur A la distance de cette corde a M on aura :

[~¥]

Y eia) - ’l'l\"
T oag T

—
Qs

"

.

a¥

"1

(=93

or PQ peut ¢tre choisi aussi grand que l'on vewt, done, dés que
N

~ c - rio) Soo. [ &
< eslsufhsamment elll.——(\—-‘ surpasse loute quanitité donnée i avance
b, o ?

ve qui démontre notre assertion.

Arrivons maintenant au cas général. Je dis quil suffit de démontrer
le résultat dans le cas oni le plan est tangent en un point M de la fron-
ticre de classe n.

Eu effet, lorsque le point w'est pas Jde classe n, on peut rogner le
corps (1) autour du point M de facon que le plan reste tangent ; il
suflit, pour cela. de considérer une partie de & (M) de classe » ayant
le plan en question pour plan tangent et de considérer la portion e
(C) intérieure & cet ensemble jon peut prendre, par exemple, pour
partie de « (M), un n-ddre-de sommet M], par celle opération la
quanlité r(2) ne se lrouve pas augmentée.

Nous démontrerons alors le résultat par vécurrence. L'ensemble
d' (M) est un cone convexe avant pour base une figure ( F') convexe et
le plan tangent, soit (I1). coupe le plan de | F) suivant une variété
d'ordre n— 2 soit (), tangente & (I, (11} a de plus en commun
avec d’( M) au moins une direction. soit 2.

Si nous coupons la tigure (F) par une variété { <" paralléle i (=) et
située & une distance S’ du coté o se trouve (F) et suffisamment
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petite, on peut trouver & lintérieur de cette section un simplex s
(d’ordre n — 2} tel que le rayom (27 de sa sphere inserite soit tel que
n—(;—’ augmente indéfiniment lquue < tend vers zéro.

Ce vésultat est en eflet exact pour n = 2 (le simplex se réduisant &
un segment de dreite), nous pouvens le supposer exact jusquan — 1.

Par (=) menons an plan (11 parallele a (HY. soit T sa distanee &
(1) 1 en désignant par / le sinus de Uangle de ( ) avec le plan de ()
ona:T=~hZ.

Ensuite, pac les points de s menons des directions pavalleles & x. tous
les points situés sur ces directions appartiennent au cone <’ (M) et an
plan (11} : nous ebtenouns awst un simplex d'ordre 7 — 1 ayant un de
ses sommets & Ninfint, le vayon de sa sphérs nserite est égal & &z (30
ot & désigne une constante indépendante de 7. On peut done trouver
un simplex ( S) dlordre a— 1 et situé dans le précédent et tel que le
bl |

Sis

rayon de sa phére inscrite ) surpasse <on a done :

l‘|‘:7'h l..-\‘. 3
~

T T IE

Sar les directions gqui joignent M aux somwmets de (3) se trouvent
des points de C situés & une distance non nulle de M, par suite, dés
que s sera suflisamment petit, la \eumn e (%) contiendra I'homo-
thétique de (2) de centre M et de 1ppurl .;_- et, pour ces valeurs de 3,
on aura :

R

w

read o 3y &g
Y

=
T
~

-
T
-t

s

. N . -~ . 1 .
c'est-d-dire, que l'on a. puisque == est aussi grand que Pon veat,
b

. rU9h
iy —— —ar,
Eaa. U

~

Siun pl.m n'est pas un pl.m tangent, on voit immédiatement que le
> car ce résultal est vrat pour I'en-

" I_’I pO i
semble ' (I\[ ), de cette remarque suit la réciprogue de notre propo-
sition.

10. Daus ce gui va saivre nous n'exigerons pasd'un eorpsconvexe,
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plongé dans un espace d'ordre a, quiil ait des points intérieurs, la
notion de plan d'appui s’élend sans difficulté.

Nous rappellerons aussi qu'un corps convexe ( (1) admet. en général,
deux plans d'appui paralléles & une direction de plan donnée et quun
corps convexe est enticrement détini par ses plans d’appui.

Soit O un point fixe de Uespace. & une dirvection © issue de ce point
nous associerons le plan d'appui au corps (C) perpendiculaive a cette
direction en un point M tel que la direction paralléle & e issue de ce
point ne fasse pas partie de Uensemble o (M). Seit H{w) la distance
de O & ce plan mesurée algébriquement sur cetie direction, le corps
() est entitrement défini par la commaissance de H(w) pour toutes
les directions de lespace.

La fonction tHy @), ot £ désigne une constante posiive, défimt le
corps divectement homothétique & U) par rapport au point O et dans
le rapport ¢, corps que nous appellerons (¢C).

CHAPITRE 11.

VOLUMES MINTES.

L1, Soit. dans U'espace a » dimensions, un nombre quelcongque m
de corps convexes : (. U,, ... C,,, nous n'exigerons pas gue ces corps
atent des points intérieurs, cependant il sera nécessaire que, par trans-
lation, ils ne puissent pas tous étre mis dans un méme plan, antrement
dit ces corps ne pourrent pas se réduire tous a des higures planes situées
dans des plans pavalléles.

A ces corps correspondent, relativement a un tixe O de Uespace, les
fonections H, (@) Hy(w). ... H,,(®); soient alors &,, &y, .., &, €0
nombres positifs ou nuls mais tels que

R A= N

Coonsidérons la fonction

ot =, Hiiwy — o Hi(wd — oo e Hp

on démoentre qu'elle délinit un corps convexe (. que I'on appelle la
somme des @ corps &5 :

~

l‘- = . (:. — J':l-‘: PN A C.m-
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On démontre sans peine que ce corps ne dépend pas du point O
choisi et que si 'on fait subir & un, ou a plusieurs, corps C; une trans-
lation, le corps C subit lui-méme une translation ; si les corps C; sont
définis & une translation prés, le corps C est, luil aussi, défini & cette
méme transformation prés, mais, en tout cas, son volume est bien
défini. ‘

Lorsque les nombres @; varient, sous les conditions précédentes, on
obtient un ensemble de corps convexes (., que 'on appelle la série
linéatre engendrée par C,, C,, ..., C,, ct le volume d'un corps de cette
série, V (@, @2, ..., ), vst exprimé par :

. ‘1 0 s . .
\ (.l‘,.J‘.‘:. . '-vwl'm): i IR . w‘l.?*‘!"?' -“l‘ty’ﬁ\ Voo, o ame o
il U IR ERE T~ ~—_— —

R PRy e} [N i fa

les coefficients V, . . ., s'appellent les volunes miztes des m corps
o im
Gy Gay ooty G ils sont susceptibles d une autre définition.

Le volume V d'un polyédre convexe peunt s’exprimer de la fagon
suivante, soient S, 'aire d'une face de ce polvédre, H; sa distance a O,
ona:

V=2

(P

1§ TN

la somme étant étendue & toutes les faces du polveédre.
En passant & la imite pour un corps convexe quelconque on a :

: Y A .
\:;L/ H (o) oS,

o P'intégrale est étendue a U'hypersphére de ravon 1 de l'espace
d’ordre n, dS désignant I'élément d’aire de la frontiére au point ou le
plan d’appui correspond a la direction w.

Pour un corps C de la série linéaire engendrée par les C;, les élé-
ments d’aire se composent comme des corps convexes plans situés dans
des plans paralléles, c’est-i-dire comme des corps de V'espace d'ordre
n—1 de sorte que

"
1 N\ ‘ {(n—1)! C s
- = } 21 y L l‘lbll,..l...m...m .
" il sl LIV P ~——
N - ~—’

BT —1 & Y
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Le volume mixte le plus complexe s’obtient done en faisant m=n
et I'on montre gue

al
: 1 .
\ reL TS "‘ I Mm d‘\‘z;:wm

enfin dans cette définition, on peut permuter l'ordre des indices de V
d’une fagon quelconque, ou ne change pas le résultat (*). Nous ¢erirons
aussi parfois :

Vien = V(G G o G
et, avec la forme précédente, on voit que

MV U e c G =V U W e b
NV = G ) 2 VG ) = VL )

Si U désigne un corps qui, par translation, peut étre placé de telle
sorte qu'aucun de ses points ne soit extérieur i {7,, on voit aussi que

AN T DIV DV N W | O SR DM S

L2, Le résultat fondamental de la théorie consiste en ce que

e -~
VvVl oan o) favee ;Y el ST

est une fonction concave ou finéaire par rapport & m — 1 des variables x;.

Rappelons bricvement, pour fixer la puissance des méthodes, par
quels movens on arrive & ce résultat.

Dans le cas ot # =2, 1l existe beaucoup de procédis: le procédé de
Crone et Frobenius, celui ot lon utihise les inserites et les circonserites
a une courbe, ue sont susceptibles de généralisations yue dans des cas
trés particuliers; dans un espace d’ordre supérieur il faut que les corps
(; admettent tous un corps de capuchon (veir Chap. 1) homothétique
A un méme corps.

La méthode de M. Lebesgue est peut ¢tre susceplible d’extension

() W oeaiste. de ge fait, deax démonstrations dans le eas v # =3, Cuue de
Minkowski { Théorie des konvewen Korper. Gesammelte Werke U 2 p0 tai-1g8)
et lantre due i M. Bonnesen (Les prodlémes des (sopérimetres et des sdpaphances.
Ganthier-Villars, wgag, p. 109-110), ces deux démonsirations peuvent glre élen-
dues & Vespace d'ordre quelcongue,

w»
Journ. de Math., tome XIL. — Fasc. 1L 133, Q0
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mais, pour en décider, il faudrait faire quelques études préalables qui
semblent d’ailleurs possibles. La méthode de Minkowski est trés simple
mais il est pénible d'en tiver des conclusions précises.

Dans le livee de M. Bonnesen on trouvera Uexposé de toutes ces
meéthodes, sauf de celle de Minkowski: M. Bonnesen cxpose en outre
dans-son livre deax autves méthodes qui se prétent facilement i une
généralisation et qui sonl avantageuses en ce sens qu'elles fournissent
des formes améliorées pourlesinégalités auxquelles conduit le résultat
précédent. Voici en quot consistent ces deux méthodes, que Jexposerai
dans le cas de 3 dimensions.

Envisageons, par exemple, la série lindaive @, U, - 2, UL 4 Uy
engendrée par trois vorps convexes (0 Gyl U (0, &gy 5 Do,
&2y 4=y = 1), On soumet tous les corps de cette série i deux
transtormations : la svaeétrisation par rapport & un plan ot la trans for-
mation par sections homothétigues.

Chacune de ces deux transformations transforme la sérvie lincaire en
une série concave en ce sens que le volume ducorps e, Gy +a, Gy 40, Gy
n'est pas plus petit que le volume du corps @, G + @, C) 0 de la
série lindaire définie par les corps C, (G, U transformés des corps
(s, Gy, Les deux transtormations précédentes sont effectudes dans un
ordre quelconque et si Uon suppose que les transformés €, ont mdme
travers extérieur dans une divection, cas auquel on pent toujours se
ramener par une homothétie préalable eflectuée sur les corps L, de
départ. alors fa fonetion V(. wy @) volume du corps

L O S N ML S

est concave ou linéaive de &, et @, ( par exemple).

(est ce dernier point que 'on peut ubtenir de deux maniéres difie-
rentes, la premicre valable quel gue soit le nombre des corps, la
deuxieme valable sculement pour la série lindaire engendrée par deux
Corps convexes,

Dans le cas de Pespace & 3 dimeusions, ¢t pour deux corps, ces con-
sidéralions permettent de démontrer que

(N
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Considérant maintenant les corps G, et C, + ¢y (2> 0), la
premiére inégalité s’écrit :

SEV OV = Vo Ve =8V o= Vi V) 2o
Lorsque ¢ est sulfisamment petit on en déduit :
) VeIV Ve
Opérant de méme sur la deuxiéme inégalité, on trouve
() Va2 Vi Ve

Ue sont les inégalités quadratiques relatives aux volumes mixtes;
jusquiict on n'a pu les démontrer directement dans le cas général :
c'est M. Hilbert (') qui est allé le plus loin dans cette voie en les
établissant pour deux corps (ui ont partout un plan tangent variant
d'une facon continue.

13. Cas b #=3. — Soient (, et C, deux corps convexes dans
Uespace ordinaire.
in désignant par 5,, et 7, les airves des travers intéricurs ou exté-
ricurs (*) de ces deux corps dans une méme direction et en appliquant
les transformations dans 'ordre : transformation par sections homo-
. o G G
thétiques, svmétrisation aux deux corps —=» —= lorsque les s
u-.l \ Gae
désignent les travers intérieurs, dans lordre inverse sil s’agit des

travers extérieurs, on a

\(l‘ —'—“ —= 2y ) \( )T la\(l‘,A)— \‘(Lll)_i—_\l‘\ld)
\ S \ @ \ Tuy \ Fae g-

1 G‘i

Muus, puisque la série des corps transformés de la séric #,C, + 2, C,
est concave, on a

S W Lea . w0 .
\ ( — -y ————{ = ):\ (.l‘l (_l_ B ¢ ";) BALES § (G ‘ (G,
\ 711 \ T \VTu \ Tsa a.l -

B

() DL Nweeery, Grandsiage ciner allgemeiner Theorie der linearen Integral-
slefchungen, 6° partie, U XIX (Gottingen Nachrichten. Math. Phys., 1910).

(%) Pour les définitions de ces expressions. voir le livee de M. Bonuesen
(loe. eit.).
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* \
d’oti
oo . . - - .
. 3\ a\ \ T3V, A QY 2\ .
o e 2P e ) e EC AR TSRS N
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Inégalité valable quels que soient les nombres positifs &, et 2., nous
en déduisons

- ‘-\— -_— }l'.
s 3 3 =
- 2 -2 Py
¥ ey R} e
]
t 3V \ v,
)2 N LSRN
- - e T LI
i o 3 =
- . e ~2
LN 1 hER

ce sont des formes améliorées des inégalités cubiques (1). Ces inéga-
lités épuisent tout le contenu des considérations géométriques préceé-
dentes relatives & la concavité, ¢’est pourquoi j'ai tenu & bien metire
en lumicre les méthodes employées, car il est bien évident que, par
des considérations de ce genre, on ne pourra jamais arriver 4 une
démonstration directe des inégalités quadratiques (2) ou (27). Des
inégalités (1) nous avons déduit ces derniéres par la méthode de déri-
vation: cette méthode appliquée aux inégalités (3) va nous donuer
une forme améliorée des inégalités (2) et (2.

Supposons que les 3 désignent les travers extéricurs (') et désignons
par 7., aire mixte de ces deux travers; écrivons alors la premiére
des inégalités (3) pour les corps G, et G, 4+ tU,, vn a

3(‘\:1'1’"\“:‘ "’\nu \n:“r‘:“\n-: o :;fi\lei“‘ [::\:e:' ~
T 3 - f =t
sole — e+ P :

9 an o
7, (G, — o — 75,0

En développant en série au voisinage de ¢ ==o et en écrivant que le
terme de la puissance la plus faible en ¢ est positif on nul, on trouve
une forme améliorée de l'inégalité (2); opérant de méme avec la
deuxiéme des inégalités (3), on a une forme améliorée de (2'); ces
deux inégalités sont

R

[

(1]

VAN

.
)
AN 12T3 — 2V T 10T + Vun T .

-1

(') Un peat également emplpyer la méthode lorsque les o désignent les tea-
vers intérieurs mais les quantités qui entremt alors dans les formes améliorées
de (2) el {2y ne sont pas susceptibles dune interprétation géométrigque simple.
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Un seul signe d’égalité dans ( 3) entraine le signe d’égalité dans ( 2)
et (2") et, par suite, le deuxicme signe d’'égalité dans (3). Les inéga-
lités (1) deviennent des égalités el 'on a 57, = 5,, 53: quelle que soit
la direction des travers extéricurs.

De la ou déduit que les deux corps G, et (i, ont des travers exté-
rieurs directement homothétiques dans toule direction, ce qui n’est
possible que st (, et €, sont directement homothétiques : c’est l& un
résultat et un raisonnement connus,

14. Considérons maintenant trois corps convexes C,, (;, C,, puis
les deux corps .

W= G 2 U - e U W= Uy e G+ 0 G

les quanlités . et » étant, celte fois-ci, simplement assujetties & étre
positives.
Posons :
Wi V-0 Ve et Vit
e e O I L

on i

\ { |\|. I\m: '\l}: Z \\',-/,-.r‘,'.r,;-:

1A=
Vi RN = W

IS |

e

Vil b k= ¥ Wi

N

i

-

il I\,)::Ex,-.r,—. o-('l\,‘l\’g):Es,-‘r,-.
;=1 j=
ot 3(K,, K,), 5(K,, K,) désignent respectivement le travers extérieur
du corps K, et le travers extérieur mixte de K, et K.,.
Ecrivons maintenant la premiére des inégalités (4) pour les deux
corps K, et Ky, ona

(W, e ) (X500

— (AW v 0 Eape ) (S ) 4 (EW v b (Zsp05) o,

et ceci est valable quels que soient les nombres positifs z et y.
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Posons encore

Vy=la -y V=gt Vo= a4y,

nous pouvons donner A u,, u,, u, des valeurs quelconques, positives
ou négatives, a condition de choisir ¢ suffisamment grand, les valeurs
correspondantes des » seront positives. Si I'on remplace les » dans
P'inégalité précédente par leurs nouvelles expressions, on constate que
t disparait et c’est ce qui fait le succés de la méthode car nous avons
alors
(D) (EW ) (E50,)2

— U EW e (e X0 = (W e ) (S0 oy

inégalité valable lorsque les & sont positifs mais avec des u quel-
conques.

Faisons maintenant &, =1 et faisons tendre a, et ., vers zéro, nous
obtenons

(6) Vaas VTl == Faa e T — 25 (Vi ty = Vg M Ty = G tty)

G5V "f =Vt i+ Vi s ol

les termes en u, ont disparu, comme il était facile de le prévoir.
Eu prenant u, = 5,; et 4y— — 3,;, nous arvivons & I'inégalité

{7} VT3 — 2V 1T Tua 2 Ve P30,
qui est une forme améliorée de I'inégalité de Minkowski

(¥) Vi

donne

-
ks
P
(1hv4

-

-
i
I

-

"

]
)

le signe d'égalité n’ayant hieu que s'il a lieu dans les inégalités précé-
dentes, c’est-a-dire sculement lorsque les trois corps C,, C;, C; sont
homothétiques.

Selon Minkowski cetle inégalité domine toute la théorie des corps
convexes, car les autres inégalités en sont ou bien des cas particuliers,
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ou bien des cas limites: il serait facile d’en donner unc forme amé-
liorée.

Considérons maintenant le premier membre de (5) comme une
forme quadratique en 7,,u, + 5.4, et 7,;, en vertu de l'inégalité,
cette forme n'est pas définie, done

PV ity o Vgt — Yoo (Va0 = a N e+ Va3 Do,

On a ainsi une forme quadratique en «, et u,, semi-définie positive;
en écrivant que son discriminant est positif on trouve

i \‘“3 ‘Ms: \l-'\: l
‘ A 213 A T8 v W :"
! Vs \::“- Vs

inégalité due également & Minkowski.

15. Considérons maiutenant m corps convexes quelconques G,,

s, ..o Ul puis les trois corps
he n ny
-l . Wl - -l -
l\‘:\ NyLIVN In. :\, [LNVESNT N1 DR ’I\s:} IO e
el - el °
fo F=1 =1

ol les @y, vy w;, v sont des nombres positifs.

Posons :

\ |Q::.(:;—.‘:]}:\I‘“. ':i,l:f. (:_§_!:7;,;~.
. N N )
W ','_;::l \ FRIVE };‘:l TiEV e
¢ &

Linégalité (6) devient
: N W e M N 2
() (\‘_‘ e ) b S

N SN d
) . N ;.‘7 . . \. r N ~y . A% . R
— (L W e M )( Z N )( E?«, Mi) —= (L W YU )‘ (ES05) S0,
ik E SN 2 A% A

valable lorsque les @y et les ¢; sont positifs mais avec des u; quel-
congues.
C’est une forme améliorée de l'inégalité

(:\\-i,f.l',‘"g- 3= — \“: \\_,‘,{.i‘iu_& \ 1:“}*&"""5 \ : 0w
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qui exprimie que, dans la décompesition de la forme quadratique
W uu;

en une somme de carrés, il ¥ a un senl carré positif : il suit de la que
le discriminant de cette forwe a toujours le signe de (— 1)y, ¢'est-a-
dire que l'on a

- L
— et W =i— v N et
I M Vo]
7

pourvu que les nombres v ne soient pas négatifs (')

6. Ces diverses inégalités vont nous fournir des renseignements
sur ce qui arrive dans le cas ot Uune des inégalités de Minkowski
devient une égalité.

Nous avons déjd parlé des égalités cubiques et rappelé les résultats
connus, nous 0’y reviendrons pas.

Examinons d'abord le cas ot une seule des inégalités quadratiques
entre les volumes mixtes de deux corps convexes, par exemple (2),
devient une égalité.

Heprenons linégalité (3), faisous maimntenant », =1 et faisons
tendre &, el &, vers zéro, nous obtenons

Vo U Tt — Ty s 12— 25, 0V oty — \;us":\ Ve My — Tyl

R IR G TR 7SS B S A S S S LN

O, le signe d'égalité dans (2) entraine le signe d'égalité dans la pre-
midre des inégalités (}): dans la forme gquadratique qui est au premier
membre de I'inégaliié que nous venons d’écrire, le terme en u} dispa-
rait done et, pour que cette forme soit semi-définie, il est nécessaire
que le terme en u,u; disparaisse aussi, ce qui donne

1o} Trat Vi Tie— VaeTu ) — T VT — Fu Vg d =0,

Or, comme conséquence du signe d'égalité dans (=) et dans la pre-

£1) L eet ardre d'idées on peut rattacher un certain nombre de résultats gue
) ud obtenns pour les conrbes planes : Nur les inégalités de Minkowske ( Mate-
matisk Tidsdrd e, B.U 200930, pe 33-j0)
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miére des inégalités ( }), nous avons

[

-

"
-

I
-

-

w

"

L'égalité précédente se réduit alors &
ViaBie— Vigon =0,

et en définitive nous obtenons les conditions

p
-

(AR \'M‘! \-HR

e

Y

9.0

1
-

[}

ou (, désigne un corps quelconque; ces conditions sont toutes conte-
nues dans I'énoncé suivant :

Pour qu'att liew Uégalité

il est nécessaire et suffisant que le rapport <= soit une constante tndc-
[

pendante du corps C;.

Les deux quantités 3,, et 5,, sont, & un facteur prés, les valeurs de
Vs et de V,,; respectivement lorsqu'on prend pour corps C; un seg-
ment de droite de longueur un.

En désignant, comnme précédemment, par H; la fonction d’appui
du corps (;, par d5,, I'élément d'aire de la frontiére de C,,dS,, 1'élé-
ment d’aive vorrespondante de I'aire mixte, on doit avoir

- fu: S,

— =4

kLY ~
12 [ H, S,

-~

ol & désigne une coustante.
Je dis que cela entraine
oS, k

(1) —
oS,

dans toute direction.
Si les deux corps (., et C, sont des polyédres ce résultat est bien
facile & obtemr, et, si les deux fonctions dS,, et S, . sont continues sur

Journ. de Math., wome XIL — Fasc. I, 1933. 31
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la sphére de rayon 1, le résultat peut étre obtenu de la facon snivante.
a3,
!"Sl:
de & de sorte que. dans un petit cercle entourant le peint o de la
sphére de rayon 1 et de rayon sphérique x, on ait. par exemple.

soit dilférente

Supposons ‘que, pour une certaine direction e,

~& -

a3y
ds:i
ou v, désigne un nombre positif.

Prenons d'abord pour corps C; une sphére de rayaon 1. puis ensuite
cette méme spheére coilfée d'un capuchon suivant le petit cercle précé-
dent, de la relation (11) appliquée & ces deux corps. on déduit

A
— _]waM — &S, V=,

’*" S eosk
L cosx

4 désignant langle d une dirvection avee la direction w, Uintégration
étant étendue a Nintérieur du petit cercle déja défini. de sorte que

TR

—_— W

COS X -
d on

R e e
nous arrivons a une contradiction & moins que 3, et S, ne soent
tous les deux nuls au peint w. auguel cas on peut anssi dive que lear
rapport est égal a £.

De la relation (r2) qui eonstitue un progres vers la démonstration
de la proposition de Minkowski : savoir que st (2) se véduit & une éga-
hité, le corps C; est homothétique & U, ou & un corps de capuchon
de U, je nai pas pu tirer cetle démonstration dans le cas généval.
Dans le Chapitre Il nous reprendrons la queshon pour deux
polvédres et nous atteindrons ce but.

17. Bxaminons mantenant le cas ou, sans que I'an ait forcément le
signe d'égalité dans (2). ce signe a lieu dans la premiere des inéga-
hLités  §) pour une direction de projection au moins.

L'égalité (10) doit aveir également heu pour cette divection de pro-
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jection mais quel que soit le corps C;, elle donne

(13} NS — A) naFu A ey — A 2% N 5% — \ 3T —k
R — — — k.

Tn Ty

ol & désigne une constante.
On peut I'écrire aussi

Y ’ Hoig S — o, @S — bds Y=o,

ot les notations sont les mémes que précédemment et ou ds, désigne
I'élément d'are du contour apparent du corps (G, sur la direction
considérée e, ds, vst done nul partout sanf pour les directions perpen-

.

diculaires & celle-ci oti il est 1nfini, mais on doit considérer

[,
comme une intégrale curviligne le long du grand cercle perpendicu-
laire & w.

On montre, comme au numéro précédent, que Dégalité (14)

entraine .
:—I—[:ﬁ = % — consl,
sur toute la sphére sauf le long de ce grand cercle.

Ceci nous améne a penser que, si le signe d’égalité n'a pas lien
dans (2), du moins il aura lieu pour des corps que I'on peut déduire
facilement de C, et de C,.

Considérons le corps C, obtenu par I'étirage de C, suivant la
direction de projection d’une guantité 4 (siI'on veut C, est la somme
de C, et du segment de longueur / porté par la direction de projec-
tion)on a

- - 3k ‘s
31 nous supposons alers & positif, en prenant /= >-, la derni¢re

.~ . . "1t
des égalités (13) devient

VT — Vigsou=0o.
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Eile exprime que, pour les dewr corps U, et Uy ona

. .
Vie= Vi Vs

Admettant le théoréme de Minkowski, nous vovens que ce cas ne pourra
avoir lieu que st G, est un corps de capuchon d’un corps déduit de Cy par
flrage.

Lorsque £ est négatif, si le corps C. obtenu en prenant la valeur
de /s précédente est convexe, nous arrivons & la méme conclusion. Je
crois que cette condition suffisante est dgalement nécessaire en ce
sens que le corps C, doil étre. dans ce cas. convexe, mais je n'al pas
réussi & éclaireir ce point.

Supposons maintenant que {a premiere des inégaltees () se réduise @
une égalité pour deuwr dircctions de espace, los égalites (13) ont lien
par ces dewr directions, et Uon déduit du résaltat précédent que (102) est
vértfice pour toutes les divecttons de Uespace, alors

N _ -
\‘ Il‘."—\ “!“l:”!"

Enfin supposons que, powr une miéme dtvection, les deax inégalités ()
se rédutsent a des cgalités, il est immédrat. d apros ce qui pricéde, que
Lun des corps est homothéitque & un corps qut provient de Udtirage de
Cautre.

Désignons par N,,. S, S, Tawre de la fonction du corps L,
aire mixte de la fronticre des deux corps G, et . Laire de la fron-

-

ticre de C, respectivement, et rappelons les égalités

" . N

1 . v . vy

S=- I gy dm, Ny=— = ’ Tys L N = - I Faa tfm,
T,

s,

les intégrations étant elfectuées sur la sphérve de vayon 1. Considérons
maintenant les inégalités (§) pour les diverses directions de lespace,
on a évidemment

~
I Tre e
N ITRN i
nn S SR
- e - -
R -
! I - f’fl) ”
.
»l
I Fos 1l
« Tas - . Tos
min — > ° > MANX =«

Fys

i)
I

=
, Ty o
¥ 2
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De la nous déduisons que l'on a (')

Ch ew - s o

TN \ VoMo — 2V e S0 N — Vi 8 e,

A | <o ~ o~ <o
PV eS8 — 2V e DS+ Ve Ban on

on voit alors aisément que le signe d'égalité ne peut avoir lieu dans la
premidre de ces inégalités que si

v
L

2 s T 12 T2
—_— M — QL —_—— I WX —
N Fu Y Sy

mais la premicre de ces égalités entraine la seconde et le rap-

Tyw . . S‘ * ~ \ . xy
port _* est une constante égale & == c'est-d-dire que la premicre des
g ~1

1
mégalités ( ) se véduit & une égalité pour toutes les directions de pro-
jection et, d'aprds les vésultats précédents, nous pouvons conclure
que U'indgalité (2) se réduit & une égalité, ce que nous énoncerons:

Le signe d dgalité dans Uane des relations (') entraine Uégaliie qua-
dratique correspondanie.

18. Demandoens-nons maintenant quelles conséquences on peut
tiver du fait que I'inégalité (8) devient une égalité.
L'inégalité (-), puis Uinégalité (6), donnent d’abord

-

R

4
$

b

1

%4
-

s:‘__“z .

= Ve

1L

J3

|
u
|
;

-~
-

9

b 2R

i

Prenons ensuite inégalité (g) ot nous faisons m=j, en prenant
pour G, G, C; les corps considérés et pour (I, un corps quelconque
el posons

TR ST 0y R L =y

(') Ces indgalités sont les analogues dans Uespace d'ane jnégalité de G. Fro-
benius dans Ie plan| Uber den gemischten Flacheninhalt zweder Ovale (Berlin
Sitz. Ber 119, po 3872500 Soiemt S0 50 8., les atves limitées par deux
courbes cenvexes et leur aive mixte. L, et L; la longueur de ces courbes, on a
Nl — s L L+ S, L350,
le signe dégalité wavant liew que pour deux courbes homothétiques. Tair aussi
Boxsesex (foc. e, .t
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nous obtenons une forme semi-définie négative en uy, i, v, oltle terme
en u; disparait, il doit donc en étre dememe des termesen uy i, et usu,.
L’évanouissement du coelficient du terme en u,u, ne donne ancune
inégalité nouvelle, mais en égalant a zéro celui de w,u, ou trouve

, I, oy,
RS
\

g‘ —
= = .

-
= [ T T

(™

B

Comme précédemment on tire de cette inégalité la conséquence sui-
vante :
Pour qu’ait licu Fégalied

) ?3:;: Vi Ve

il est nécessaire et suffisant que le rapport

¥y
oSy

des éléments d’ atre mizte sott indépendant de la direction sutcant laquelle
sont comptés ces éléments o atre,
De li nous tirons tout de suite cette conséquence :

Entre les rolumes mivtes de trois corps convexes UG, Gy, G onuales
négalitiés
L=

‘ \?2":\h13\i33~
(¥ ‘ MViaas Ve Ve
Va2 Ve Vs

dewx signes d'égalité entrainent le trotsiéme et alors les éléments d’aire
miixte T dS ., dS.;. dS;, sont proportionnels.

11 semble bien que, dans le cas général, il faille renoncer a aller plus
loin dans cette analyse; la condition géomélrique pour que le signe
d’égalité ait lien dans (8) parait difticile a énoncer.

Prenons en effet pour corps C; un segment de droite de longueur 1,
alors on a

T
h
]

\'u:: . A R Ty Van= k\'q::: \-e:s:"h
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ot les o désignent les aires et 'aire mixte des contours apparents des
corps dans la direction du segment (.. L'inégalilé (8) se réduit a
P'indgalité de Minkowski pour les aires des contours apparents et le
signe d'égalité exprimera seulement que les corps C, et C, ont des
contours apparents homothétiques dans la direction de C,.

Les trois signes d'égalité dans (8") n’entrainent pas que les corps G, ,
C.,, G, soient homothétiques ; supposens en effet que les corps C; et G,
soient les mémes, ces égalités se réduisent a

\A.f;\-_v—_—\ ns\::ﬂ-

qui est valable lorsque L, est un corps de capuchon de C,.

Examinens enlin ce qui se passe lorsque, le signe d’égalité a lieu
dans () pour une direction de projection seulement. En écrivant que
les termes en w,u; et u u, disparaissent dans la forme (g) oii 'on a fait
les mémes substitutions que précédemment on trouve

ot & désigne une constante.
De la on tive
’4 g, oS — 7o oSy — Kddsgh = o,
ot les notations sont les mémes que précédemment, aux indices pres.
Comme au paragraphe précédent, on voil que celte égalité entraine

(Il"\l-; Tia
— — — == consl.,
TAN Fax

sauf sur les divections perpendiculaires aux directions de projection.
Des considérations en toul point semblables aux précédentes nous
conduisent aux énoncés suivanls:

Sk est posttlf, soit G, le corps obtenu par étivage de C, dans la direc-

. .o . 3k
tton de projection de la quantité h= — alors on a

(K3

V= \'“:. L JRRE
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St le signe d’égalité a lieu dans (7) pour deux directions de projection,
alors 1l a lieu pour toutes les directions et il sensuit

enfin on a également
! LB

Va3 — 2V S5 Sn + Ve B,

le signe d'égalité entratnant Uégalité précédente.

19. Dans ce paragraphe nous allons examiner quelques cas parti-
culiers des inégalités précédentes.

Soient d’abord G, un corps convexe donné et C. une sphére de
rayon 1. Désignons par V, S, M le volume, 'aire de la frontiére,
I'intégrale de la courbure movenne (') de C,; 5 et « l'aire et le péri-
métre du contour apparent de ce corps dans une direction de projec-
tion déterminée, on a

V=)V Vie= 3+ Viee= ¢ Vose= 33
3 3 3
i
T =9. Fre= Tas = Ty

les inégalités (}) s’écrivent

5 | 3V —8gr + Mg ol

19 N - .-
( } N — Mz 23

ce sont des formes améliorées, dues & M. Bonnesen (loc. eit.), des iné-

galités connues
O,

(18)
.,

I

ST 3MV
b

vz
i/ -/

Au syjet de la premiére des inégalités (15) nous ne pouvons rien dire
de plus que ce qui a été dit dans les paragraphes précédents au sujet
de deux corps C, et C, quelconques; pour la deuxiéme de ces inéga-
lités il nous est possible d’aller un peu plus loin.

{") Lorsque la sarface de (i, w'est pas réguliére (si €, esl un polvédre par
exemple) on peut délinir I'intégrale de la courbure movenne par

“:j“(w)dbo,
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'3

Tout d'abord le signe d’égalité dans la deuxiéme des inégalités (16)

.
exige que . ]
: S M

—_— TI e
>

R A (Bry
la longucur du contour apparent est donc constante dans toute direc-
tion de projection et I'on a

PAE=S R

d’oil, en tenant compte de 'expression de S,

I t;»i - 'I‘T'.A") tho — o,

Or 2! — j= 5 est une fonction continue sur la sphére unité et elle n'est
pas négative d’apres linégalité isopérimétrique classique. Pour que
Cintégrale précédente soit nulle il est done nécessarre que celte fonction
sott nulle purtout. ¢ est-d-dire que le contour apparent du corps C, dans
toute derection est un cercle et eela emtraine que U, cst ane spheére. Ce
résultat est connu mais la méthode employée pour atteindre est nou-
velle je crois.

Si, pour une divection de projection seulement, la deuxi¢me des
inégalités (13) devient une égalité, on doit avoir, en désignant par M,
Pintégrale de la courbure moyenne d'un corps convexe quelconque U,
par 2, la longucur de son contour apparent sur la direction de pro-
jeetion suivant laquelle Pégalité a lien

1) Mah TR e M= M- S g
! I

lei 4 ne peut étre positif car le corps (, devrail étre tel que, par éu-
vage, il fournisse une sphére, ce qui est impossible. Si 4 est nul on
retombe sur le cas précédent et (i, est une sphére. Enfin, lorsque £ est
négatif, les considérations du paragraphe 17 nous conduisent & pen-
ser que C, provient de l'étirage d’une sphére : c'est-d-dire que C, se
compose d'un cylindre de révolution coiflé de deux hémispheéves.
C’est eflectivement ce qui a lieu, nous le démontrerons au prochain
paragraphe, mais on peut établir ce fait au moyen de considérations
étrangéres a celles exposées ici. Voici en quelques mols le schéma
d’une antre démonstration.

Jowrn. de Math., tome N1 — Fase. LI, 1y33. 32
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Sur une sphére, un axe des poles et un méridien initial ayant été
choisis, prenons pour coordonnées, comme on le fait habituellement,
la longitude z(0< 3 S2%) et la colatitude 0o <8< 7)., soit Tl ) une
fonction d'appui d’un corps convexe, considéronsla fonction

S BN TITRS

e, '
on démontre que c’'est aussi la fonction d’appui d'un corps convexe,
de révolution, par conséquent, autour de l'axe des piles. On établit
ensuite que laire de la frontiére de ce devnier corps dépasse, en génd-
ral, Paire de la frontiére du corps de départ et ne lui est égale que
lovsque le corps primitif est lui-méme de révolution autour de l'axe
des poles. Les intégrales de la courbure movenne et les longueurs des
contours apparents des deux corps, suivant la ligne des poles comme
direction de projection, sont visiblement les mémes.

Il suit de la que, dans le cas ot nous nous plagons, le corps C, doil
¢tre de révolution autour d'un axe paralléle & la direction de projec-
tion suivant laquelle a lieu I'égalité dans (1 3) car, si celan’était pas, par
l'opéralion précédente on augmenterait le terme =S sans changer les
autres et I'inégalité devrait étre encore valable ce quin’est pas pussible.
On retombe ainsi sur un probléme qui a été traité par M. Bonnesen ().

Enfin, dans fe cas oi le signe dégulité a lew dans (1) pour deua
dircctions différentes de projection, il est simple de démontrer que fe
corps G, est une sphére.

Reprenons a cet effet les égalités (1) et, pour corps U, choisissons
un segment de droite de longueur unité faisant avec la direction de
projection considérée I'angle §(o < 0 < =), on a, en désignant par 2’
la longueur du contour apparent de C, dans la direction de (7,

St — R asingiar -- Mo,

Supposons maintenant que c’est suivant la direction de C; qu'a
lieu a nouveau le signe d’égalité dans la deuxiéme des inégalités (13),
alors st 'on avail : 24 — M £ o, 2’ serait différent de » et ces denx

v U BoxseseN. Quelygues probicmes isoperimetrigues (Aleta math., 48,
1B, p.oan3-rm8
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quantités seraient les racines de

e M - m¥ =

de sorte yue
o= :ﬁ.: \I.

‘0 éliminant 2’ entre les deux relations précédentes on trouve

(R — Mg —asindr e

-

ce qui conduil 3
’:* — \l el L 3

contrairement & Uhypothése. Le corps C, est done une sphéve.

20. Soient maintenant (, et C, deux corps convexes quelconques
et G, une sphére de ravon 1. Désignons par 8, et Sy, les aires des
fronticres des deux corps €, et C,, par 8., leur aive mixte, par M,
et M. les intégrales de la courbure moyenune de chacun de ces deux
corps, par #, el x, les longueurs de leurs contours apparents suivant
une méme divection de projection, on a

> R oo
\H-_“ _“3- \l..~:- -;.l‘«- \...n-‘»*:‘:
N - N ¥
Ve ey My
1] - \?. bl —_— ~:‘ )
. Ir,~ - by
T 7o
I inégalité (7) s'éerit
(1N} S L T A7 A N AN
b ] i -y L
¢'est une forme améliorée de
1ty DN R

»

Pour gu’ait lieu le signe d'égalité dans (1y) il faut que

b Sa S My Ny, —1
= T o T e Ty /| = =i
Ly Se e M, Suy

(., étant un corps convexe quelcongue.
Ln particubier le rapport des périmétres des contours apparents est
constant et le signe d'égalité doit avoir lien dans (18) ce qui peut
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Y »
s'écrire

(20) ’ (F0— 21Tk r Tk da =,

I'intégration élant étendue & la sphore de rayon 1.
Mais, d'aprés une inégalité due i Frobenius ('), on a, pour deux
courbes convexes quelconques.

23, — 0k = L AN = 1 — Tk Ry - Tkl Sy

le signe d’égalité n'ayant lieu que pour deux courbes homothétiques.
La fonction placée sous le signe d'intégration dans (20) est donc
non positive et continue surlasphére de rayon 1, de(20) il suit qu’elle
doit étre nulle pour toutes les directions de projection : aulrement dit.
lfes corps G, et G, ont des contours apparents homothétiques dans toute
direction, on en diédutt qu'tls sont homothétiques.
Comme au paragraphe I8, on montre que

S” \Il:: — ‘!St;‘ \Ill T“.lw— '\‘“—“—'\II_‘? N

inégalité analogue a celle de Frobenius, le signe d égalité wayvant licu
que pour deux corps homothétigues.

Examinons enfin le cas o le signe d'égalité a lieu dauns (18) pour
une direction de projection seulement, on doit alors avoir

Sihs — N0
v MLLEACINNEE L = 4.

I

(., désignant un corps quelconque.

Si 4 est positif, soit C,, le corps obtenu par étirage de (, dans Ia
2k e e, . .
-—+ L'égalité précédente montre
Y

direction de projection de la quantité

que

S

= N Dy

e

c'est-d-dire que (, st homothétique & C,. Si £ est négatit, en permu-
tant le rdle des deux corps (0, et C,, nous vovons que C, est homothé-
tique 4 un corps provenant de P'étirage de (,, et nous pouvons
énoncer le résultal suivant :

tVr Foir par excmple T. Bosxgsex. Les problémes des isopérimétres et des
fsepiphanes (Gauthier-Villars, 1g2g. p. gt} ou la note de la page 24,
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N le signe d'égalite a fieu dans (13) pour une direction de projection,
alors Lun des dend corps est homothetique @ un corps qui provient de T éti-
rage de Uautre.

Prenons en partieulier pour corps C, une sphére, en reprenant les
notations du numeéro précédent, on a

N, X Se=M N Ty

~ N ~ e

‘I‘,‘_—. I 1.:: i Rou

el l'inégalité (18) se réduit 4 la deuxiéme des inégalités (13) et le
résultat précédent s'énonce atusi :

S le stgne dégalitd a lieu duns la deuvieme des tnégalités (13) pour
une direction de projection, alors le corps C, provient de Uétirage d'une

sphére.

Fofin, revenant au cas ol le signe d'égalité a licu dans (14), la con-
dition dittérentielle trouvée au paragraphe 18 s'éerit

M,

L=k

en désignant par dM I'élément dilérentiel de Uintégrale de la courbure
mevenne d'un eorps.

Si G, et U, sont deux polvédres, 'égalité précédente exige que les
laces de ces polyédres soient paralléles et que leurs ardtes soient pro-
portionnelles, ¢’est-d-dire gue ces deux polvédres soient directement
homothétiques, nous retrouvons par une autre voie le résultat déja
obtenu.

Mais, lorsqu'un corps est linté par une surface analvtique, on a

M =R, — R, el

ou R, et R, Jdésignent les rayons de courbure principaux de la sarface
au poiut ou son plan tangent est paralléle au plan tangent a la sphére
de rayon 1 au point w, le résultat que nous avons obtenu au début de
ce paragraphe peut s'interpréter comme il suit :

Il existe une surface convexe au plus telle que la somme des rayons
de courbure principaux en un point de cette surface soit une fonction
donnée de I'image sphérique.
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Dans un travail qui parcaitra prochainement je montrerai quil
existe effectivement une surface corvespondant a nne fonction dounde,
pourva que cette derniére vérifie des conditions faciles & Stablie.

21. Cas pe n ouercozore. — Dans Pespace & un nombre quel-
conque n de dimensions, le but de la théorte serait de démontrer el
Jaméhorer Nnégalité suivante :

A :‘} \.\ \ BTN AR

L = - ENT

mais bien pea de choses peuvent éirve obtenues Jdans cette voie, et il
semble bien quiil n'y ait pas & espérer beaucoup des méthodes précé-
deates, car Uensemble de ces inégalités exprime davantage que la

.~ . o _—
concavité de Ve ool SRR

In se himitant a celle-ci, la plus grande difficulté gui se présente est
la vecherche des conditions nécessaives et suffisamntes pour guune
forme soil positive pour des valeurs positives des variables qu ¥
ligurent. \ ce point de vue. le résultat géométrique gue nous avons
obtenu, saveir que les volumes des corps d'une série lindaire engendrde
par plusienrs corps de base est une fonction concave, ne présente
dintéret que lorsgue le nombre des corps de base est égal & deux.

22 Bornons-nous a une série indaire engendrée par deux corps (G,
et (., le volume Vi, ) du corps @, G —— @, 42, s'éerit -

Vi, ezt e e N
Mg — 2}
R N W ol B

2

+ les étendues des projections des
corps U, et C, sur un plan de projection quelcongue ('), on a

ricars respectifs des deax corps.



SUR LES CORPS CONVEXES, ad?

Novus obtenons immédiatement deux iné
dessayer d'en obtenir dautres :

galités, mais il serail vain

LTI N I T S

Yy . -

TaoaTn I
(e h

\‘ 11 DU |

- = —
‘\ -‘—‘!~-l
L LD |

Fy T

DRER!

Appliquons la premiére des inégalités (21} aux deux eorps (,
ot U, — 10, avee ¢ suffisamment petit: puis appliquons la deuxiéme
de ves indgalités aux deux corps G, +- t(, et C,, dans les mémes con-
Jditions, on trouve

o -
N 4 Voo Fhoo— "V T T Val T TR LN
[ R N

U Ve o8 e — 2V T T - Vo T

Vo Mwan aTe N Mg pTee Ve 277 Ym0 SRR

Ce sont des formes améliorées des nouvelles inégalités

b VAL

\ Thoab \ il 2

] Vi *z\wi‘..:\::\ ER

Py
que I'on peut déduire directement des inégalités ( 22) par les mémes
considérations.

Pour oblenir de nouvelles inégalités, on pourrvait penser & utiliser
le procédé qui a réussi dans le cas de n=3, ¢’est-d-dire & introduire
un troisiéme corps .. mais l'on obtient seulement

AR

2 \‘-NS...»“\ 2

N SO R

wégalité, qu, lorsque C; se réduil a 'an des carps 3, ou U, ne con-
duit & aucune inégalité nouvelle.

23. Examinons ce qui arvrive lorsque 'une des inégalités (22)
devient une égalité.
Soit, par exemple,

\ — A IR ! ES
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Reprenant les deux corps €, et C,+tC, et écrivant Uinégalit¢
analogue pour cex deux corps, on trouve

MR —— 1)

BeVE -V N et VTR -

R 17 Sl I SO B3NV Ve

I} PO B
Pre la, nous tirons
' NS Y
puis -
AR LR T TG T PN

d o

A TN Virh Vi e

Uégalité n'étant possible que si

De proche en proche, on montre que

R L i I P
e = YAy L

NN,
e

De la, nous tivons

ce qui peut s'interpréter en disant que la fonction \ V(r,, ) est
lindave.

Les deux inégalités ( 23) doivent se réduire toutes les deux i des
cgalités et il doit en étre de méme des égalités (23), ce qui ameéne &

L4 -

X AL F22.1
[ERA N ~ = .
Frx Fawx

Ov. puisque les projections des corps sont des corps convexes
a n —1 dimensions, on a

U NS T
oo T % e

M- ~ -3
S D

L'ne conséquence de ces inégalités est

>
Fraz  Fass
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le signe d'égalité n"avant lien que quand les deux inégalités précé-
deutes se réduisent a des égalités.

L'égalité (23) entraine donc que "'\ 5(&,,.r.) est une fonction
linéaive ; admettons que cela exprime que les projections des deux
corps sont homothétiques, nous en dédwisons que les corps G, et C,
sont cux-memes homothéligues comme avant leurs projections homo-
thétiques dans toutes les directions; or, le théoréme est vrai pour
n =23, il est donc vrai quel (jue soit n; donce :

L égalité

AT T T SR
entraine que la fonction \ N\ &y, .xy) est Wnéaire et les dewx corps C,
et Cy sont homothétiques.

24. Désignons maintenant par C* et C* les projections des deux
corps (, et (, suivaut la direction w. et précisons aussi les diverses
étendues et étendues mixtes de ces deux projections en metiant o en
indice supéricar.

La projection du corps &, U, + ., G, suivant la divection o, est
207+, G, el Vétendue o™ (20 est telle que sa racine
(n — 1) est une fonetion concave ou hinéaire. et 'on a la relation
plus expressive

T I R L SR ¥ N L W NN
Sl Flen —uEY g—g i — s | D,

ou U'on peut prendre pour ¢ la racine d'ordre n— 2 du rapport des
étendues des projections des corps U™ et (U suivant une direction
également quelcongue.

Considérons maintenant deux directions de projection @ et ©'; les
deux dirvections de variétés d’ordre n — 1 perpendiculaires & ces direc-
tions ont en commun une variété d'ordre » — 2 perpendiculaire & la
variété d'ordre 2 déterminée par les directions w el '3 les projections
des deux corps U™ (., ) et O™ (@, @) sont les mémas sur cette
variété d’ordre n — 2. il y a donc une valeur de 7+ commune & denx
inégalités (26) relatives & deux divections quelconques de projection.
(leci peutl s’exprimer également de la fagcon suivante :

an
Jouwrn. de Math., tome \H. — Fasc. 1L, 1033, 3.2
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Pour une direction de projection, nous avons des valeurs de ¢ pour

squelles I'inégalité (20) est vérifiée, et dont I'ensemble constitue un
lesquelles I'inégalité ( 20) est vérifide, et dont |
segment, alors pour deux directions quelconques, les segments cor-
respondants onl toujours au moins un point commun.

suit de 1d gu'il existe au moins une valeur de ¢, soil ¢, pour

ll suit de 1 :
laquelle Finégalité (26) est vériliée quelle que soit la direction w.

Or, I'étendue de la frontidre du corps U, ) est, & un facteur
prés, la moyenne de 5™ (@&,,.x,) sur la sphéve de rayon umité de
‘espace & n dimensions; en désignant par S, cette élendue e
Vesp d ; en désignant par S(r,,.0,) cetle étendue et
par S alfecté d'un nombre convenable d'indices les étendues et les
étendues mixtes des frontiéres de (7, et de C,, de sorte que

N R N U T e Bt RN L B

1 . 2 L » RERN]

nous obtenons

- N N LA . - oy .
I ol BT e e B T T S e A T e T I

R e I T R T L B B N N NN

" . P . - . N H— R . -
inégalité qui exprime que la fonction  \ S(2,, &) o5t une fonction
concave ou linéaire.

Nous en déduisons les inégalités

N \ :\11“‘32\'“ !
Lany
] SN,
PIIL\
o N
. 3 \ ~\n..:: SN
i

{2 ] w2 ~N

R N} R A RPN

tU'n seul signe d'égalité dans (28) entraine Uautre et la fonction
“\ S(.ry, &) est finéatre, ce que Uon voit comme précédemment. Quant
a cette dernicre éventualitdé, elle ne peut se présenter que quand le signe
d’égalité a liew dans (27, et par suite, dans (26) pour t =1, on en
dédutt que les dewa corps ont des projections homothétigues dans toutes
“les dirvetrons, c’est-a-dire qui'tls sont eux-mémes homothétiques.

25. Reprenons, pour la démontrer maintenant et en lirer une
conséquence importante, I'inégalité & laquelle nous avons fait allusion
a la fin du paragraphe 22.
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Il suffit de reprendre la méthode qui a réussi dans P'espace ordi-
naive. Considérons trois corps convexes (i, (Z,, (7, et écrivons I'iné-
galité (23) pour les deux corps
b= ) == e Ol U, ho= v U+ v Ui ot

Posons

! — ‘

n—2

We=\ (,r;‘l:l oL I S T N L 'L DV oy VU D I:k)

N, = F ; Wy “1 — J'._.l:: - AH‘:J::‘_ IR &1 ‘L:u == .l‘:‘(:: - .l':;‘l:;;, { :,‘ )
1 ]

" —

ifoh=1o2,30

Comme dans le cas de trois variables, on a

Vil ‘\5. o= :\‘\Af‘;».l‘,‘-l'_i.‘ Yak ... l\l. hil_—::\\.fg.l'hl‘;;.
Mol ko b Ry =S W v,
7l|\,._,K‘\::Sj.l‘j. ik, . WL l\.:):::.S,“‘-',‘.

Si, dans négalité obtenue, on pose ensuite
=l - V==l — W A E S

nwous obtiendrons une inégalité de méme forme que Pinégalité (5)
valable pour des valeurs positives des & et des valeurs quelconques
des u. Faisant dans cette derniére &, =— 1 et faisant tendre ., et .
vers zéro, on aura l'inégalité suivante, valable quels que soient’
el u,

(30 Moo st Fraaly = Tax oM,

3oat Vs oty - Vool EX LI R AV N NS LN

U VN T O S 0 N WRNREY L S LN
Il sufiit de faire

pour obtenir

o
1 300 Vs TEo s — 2N e 3T e 5T st Vs s T ad O,

1"

forme améliorée de 'inégalité
3n) M a2V

En particulier, prenous pour corps C.; une sphére de rayon 1 les
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quantités V', . 5, Voo o, Viee o sont, & un facteur prés, qui dépend
seulement dle n, les étendues d'ordre deux (') et 'étendue mixte des
frontiéres des deux corps L, et (0,, et le résultat précédent peut étre
énoncé de la facon suivante :

La ractne carrée de Uétendue d ordre deux de lu fronticre du corps
20+ 2, Uy (@ 4 @, = 1) est une fonction concave ou {inéatre de &,
(ou de ).

Pour savorr dans quel cas cette fonction est linéaive, ol suffit de
reprendre le raisonnement du paragraphe 201 nous allons monirer que
cette hypothese entraine que les deux corps (., et C, sont homothétiques.

(.; désignant toujours la sphére de ravon 1, admettons que. lorsque
dans un espace & n--1 dimensions, 'inégalité (analogue & celle de
Frobenius)

(:"""! } N, (BN VE a—n \‘AI‘.'J. s¥i Ve Ve ) Fo -

=1 =1 n—=1 n—1 w1 n—1 =1

se réduit a une égalité, les deux corps correspendants sont homeo-
thétiques.

Nous avons démontré cela dans Iespace a trois dimensions, il
suffira de prouver que si cette assertion est vrae dans l'espace d ordre
n — 1. elle P'est égﬂlenmnt dans l’e<pace d’ordre n.

Or, les qudnules s el Ty qm igurent dans (30) sont, & un

qui figurent dans(31) pour les

corps U et (3" projections des corps (), et (., suivant une direction
donnée w, et les quantités V,, et V,,  sont aussi, & un aulre facteur
N—

N
N n
prés, les moyenues, sur la sphére de ravon 1 de ['espace d’ordre n. des
quantilés pm‘ecedent&“ ; 'inégalité p-') est donc générale.
De plus, on sait aussi que V.. ., V... ., V.. . sont, toujours & un
\_/

S N
n " *m
facteur prés, les moyennes des ¢tenducs et de I'étendue mixte des
corps ™ et (1, soient V., \’.‘:’. , V2 .3 pour que ( 30) devienne
b W R 1 l‘

\_/‘

M—'I H——l

une égalité quelle que soil Ta dn‘cchon de projection. il faut donc que

(') Pour la définition de cette quantité, voir le paragraphe 27,
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le rapport

ne dépende pas de la direction de projection, et, de plus, que

[ A l':l — .Tl' -+ % :T:‘ I"‘:\)’Iﬁ" =1
N (\ SN S— : K

n—t LI |

Pintégrale étant étendue & la sphére de rayon 1 de l'espace d’ordre n.

Or, d’aprés ce gque Uon vient de dire, la quantité qui figure sous le
signe d'intégration est, & un facteur prés, égale au premier membre de
Iinégalité (3.

Le signe d'égalité doit done avoir lieu dans (32) quelle que soit la
direction de projection; les deux corps ont donc des contours appa-
rents homothétiques dans toute direction; ils sont donc homothétiques.

Ferivant maintenant Uinégalité (32) dans U'espace d’ordre n, nous
vovons, comme au paragraphe 20, que le signe d’égalité entraine le
signe d’égalité dans (30) pour Loutes les directions de projection, ct
nous venons de montrer que celaentraine aussi que les deux corps C,
et (., sont homothétiques : notre assertion est donc complétement
démonltrée.

Quant au signe d’égalité dans (31), il entraine le signe d'égalité
dans (30). et la méme conséquence : c’est ce (que nous avions affirmé
au début.

Remarquons aussi que l'inégalité (32) peut s’obtenir directement 4
partir de (3') en faisant

\ RN A \ MR PN

mais pour voir ce (ui arrive lorsque le signe d’égalité est réalisé, il
faut avoir recours aux considérations précédentes. ‘

Les considérations relatives au cas général ({1, n’est plus forcément
une sphére) peuvent éire reprises ici et conduisent & des résultats
analogues. ll serait également facile de voir ce qui arrive lorsque le
signe d’égalité a lien dans (30) pour une seule direction de projection.

26. Cas bE n= 4. — Dans I'espace a quatre dimensions, on peut
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aller un peu plus loin sans toutefois arriver & la démonstration de
toutes les inégalités souhaitées.

Ecrivons, dans ce cas, la premiére des inégalités (23) pour les
deux corps @, C,+ 2., et y, G, + v, C,, puis, comme auparavant,
posuns

V==l oy, YaT= Ly - U,
W=V f - 2 Ve e+ N il (J b=
GGy T e RGN s T L

Nous avons

(Wt = oW = Wo ) (o uy - 5,10,)°
— W e a4 W e i) - Wt [0y - Gata) (5t = g rey)

(W e = oW e, = W ad) (o 0 5y ),

mégalité valable lorsque les nombres o, et ., sont positifs, mais avee
des valeurs de «, et de u, (uelconques.
Prenons alors des valeurs de «, et de u, telles que

Ty == Ty T

nous obtenons
W, o2 -2 Wo o, = Wasi<o

ce que nous écrirons :

Chotsissons maintenant 2, et &, de facon que &,6, = 2. 5., cela est
possible, car cette équation s’écrit

N . , .
(T ) T ) TSR G e 8 Taaa

- .. s . s . -y N
elle a une seule racine positive en — 2 s0it a; Pinégalité précédente
=t

devient
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Nous obtenons ainsi deux formes améliorées de l'inégalité
\ 7 2 \-IIII "‘3‘3:"3‘

tyee =

Pour que le signe d’égalité ait lieu, il est nécessaire que

d’oti

et, d'aprés ce que nous avons vu au paragraphe 23, il fant que les
deux corps (;, et ., svient homothétiques.

Toutes les inégalités trouvées dans ce cas sont des conséquences des
trois suivantes :

\fnu;\lum TrRzs
\AI-.I‘_"ﬂ\;_\;llll TIAL
\.fugj»\;\lblﬂ\iiiﬁ
L4 L C, M T MEe Sanbe ber ITeE - . e e P‘
- AS OF L UN DES COBPS EST UNE SPHERE BE RAYON UN. — ETrenons

maintenant pour corps (., une sphére de rayou 1, le corps (., étant
(uelconque. nous le désignerons par (.. Nous écrirons le volume
V{y,@,) de la fagon suivante :

A T e L Y L S L TLu-amUI T SR I

V., désigne le volume du corps C, V,_, I'étendue d'ordre n —1 de la
o 3 i

froutiére de ce corps ('): quant au coefficient V,, (p 21), nous I'appel-

lerons Uétendue o ordre p de la frontiére du corps; V, désigne le

volume de la sphére de rayon 1, et 'on sait que

2w

A— ‘.—"_—;,_
1 ‘\l - ;)

On démontre sans peine que, lorsque p est positif et inférieur a n,
V, est, a un facteur pres, qui dépend seulement de ». la moyenne des
étendues d’ordre p des projections du corps sur un espace d’ordre
n—1: cela se fait au moyen de considérations en tous points sem-

() Celle quantité a été précédemment désignée par S,
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blables a celles qui ont servi a établir le résultat analogue dans le cas
des trois dimensions que nous avons rappelé au paragraphe 17.
ltérant ce procédé, on peul dire que V, est, & un facteur pres, la
moyenne des éiendues dordre p des projections du corps sur uun
espace d'ordre quelcenque, imais compris entre p et n.

L’étendue d’ordre p du corps C(.r,.2.) est

TN
AT

VMo )=\ e —p P e N e —/
;( 102 [ J' 1 z ! I‘:l" - I“t 2

i

Précédemment, nous avons déji montré que Vot

LR |

v Voo (@, ) ety Ve, ) sont des fonclions concaves, on peul
raisonnablement espérer qu'il en est de méme de 1Y e L

Au hieu de désigner par 5 les étendues des projections, nous les
désignerons par des petites leltres v nous avons obtenu les inégalités

» - Wy
suivantes en démontrant que \ "(.v,,.ln_.‘) est concave :

Ny (e — 1Y\, AN
\ e T T
(\,.,} vy, \ l.‘rle -1 ﬂl“,, -l)”FI 'i. v )u- ]
DD ¢
A A tm— N
4 - " - 3 r:““
{ l.'"_ ) )H»—l‘ I.'“ (\ I'" t"“ -t i ..h »"1 -1

Ce soul des formes améliorées des inégalités

(3") I S
( (L} AP
" =

Puis nous avons

[ [ U N ) Wy g
v, n :'\ g l( nee \)l.‘,, 1*‘*"—‘—\.""_»“;‘:—u\.“~
H—1y n H—1 nin — -

. -
. , o :
\._.l"'»—'! ~»—l‘,.-—%—‘w"w ! ) Ny

n N —1 Mn— L

N 1

\ L

” e e

—__aae
—
-
-]
=1z
&-J/
/
-

s J Ty —)
{30) N

(1 \?\ RY \:\m

W

Ho—1
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~ e s -l
En écrivant que  \ V., (', ) est concave, nous obtenonsles deux
inégalités nouvelles :

"-\n-—“ e H-3
137) \kn—-w "": AR
E AR P PRL L W

»

Mais une seule des inégalités guadratiques déduites de ces inéga-
lités est nouvelle, lautre coincide avec la deuxiéme desinégalités (36),
la nouvelle s’éerit :

Vier Voo

3

In—1
TN —n

Un sigue d'égalité dans (34) ou (37) entraine 'autre, et le corps C
est une sphere.

Le signe d'égalité daus la deuxiéme des inégalités (36) entraine
également ce fait, cela ressort de ce que nous avons vu au paragraphe
précédent. car le signe d'égalité exprime que VV (i, ) est une
fonction convexe. mais cela peut aussi se voir en généralisant le pro-
cédé emploxé dans Lespace ordinarve.

Le signe d'égalité entraine en effet que

r N, N, A\,

n— N, T nN, T (n—n_u;-\/m\n-——n)\,,

v, est donc une constante qui ne dépend pas de la direction de pro-
jection, etl'on a

™

A — Vvl =a\, ‘-::' e¥ ebo,

!

Uintégration étant étendue a la surface de la sphére de rayon 1 de
Uespace d’ordre n.

Si nous exprimons maintenant ¢, comme il a été dit au début de ce
paragraphe, nous vovons que I'égalité précédente permet d’écrire

f( 2 '_—.:I‘L\lt)(fg):(\

Or, pour toute direction de projection du corps sur un espace
d'ordre n —1.0na

nH—
—u Catp 0
n—2 -

.

2
]

Jowrn. de Math., tome X1L — Fase. I, 1g33. 34
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et la fonction sous le signe d'intégration n’est jumais négative et, de
plus, elle est continue, done, dans toute direction de projection, on
doit avoir
l“i = - (l:i:‘.ll)‘ Vo ts

el la réciproque est évidemment vraie. Nous sommes done ramenés i
démontrer notre résullat dans P'espace d'ordre # — 1 or, dans Pes-
pace d'ordre 2, l'inégalité exprime la propriété isopérimétrique du
cercle, Les projections du corps C sur les divers espaces d'ordre n —1
sont done des sphérves du méme ovdre, il suit de la que le corps € doit
étre lui-méme une sphéve.

En définitive. nous avons trouvé seulement sept indgalités diffé-
rentes { lorsque 2 est au moins égal & 1) entre les étendues d'un corps
convexe, el il semble difticile d'en obteniv d'autres par la méthode
précédente.

Dans le cas de n =}, les inégalités trouvées se déduisent toutes des
trois indgalités quadratiques suivantes :

-
11

i

-
-2
i/

el, dans ce cas, nous ne pouvons souhaiter davantage.

CHAPITRE 111.

CORPS TANGENTIELS,

28. Dans cechapitre nous allons tout d’abord étudier certains corps
convexes délinis & partiv d’un corps convexe donné et qui possédent
une liaison remarquable avec celui-ci. Cela nous amenera & énoncer
une assertion généralisant une proposition de Minkowski qu'on n'a
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pas encore pu démontrer dans toute sa génédralité (nous la démontre-
vons cependant dans deux eas).

Nous aurcns { utiliser deux formules fort simples que je vais
rappeler.

Seient 5, et G, deux corps convexes de Uespace d'ordre n, une
section plane du corps (G, détermine deux nouveaux corps €' et U7
dont le corps t7, est la véunion, soient v Félendue d'ordre n— 1 de la
section. B la largeur du corps C, dans la divection de la section consi~
dévée Jde (), on a
F AN A 'lJ P T 'u\:\ -\ M_l- [P D l“i\ =\ (l“‘l" PRNEEN ln“ l.:‘\ - "-. By,

S, est mkérieur & U, on a de plus

L3u) \WCNNUUNE SO RS W T DRI Sy b :-'r d.

ot d deésigne la distance (positive) des deux plans d'apput des corps
U, et U, pavaliéles a la divection de la section et situds sur ces corps
comue le plan de la section Pest sue O

Ues deux formules sont des conséquences immeédiates de la détim-
tion du volume mixte vappelée aun® 11,

29, (, et U, désiguevont toujours dovénavant deux corps convexes
tels que le deuxiéme C, peut ¢tre mis a lintérieur du premier C, par
une translatton convenable, nous poserons pour simplifier les nota-
nons (M

Qu a vu, an paragraphe 11, que Phypothése précédente entraine

WO W, WD WL W

RS v = o

Nous nous proposous de voir dans quel cas W= W, ou, ce qu
revient au meme, dans quel cas on a

W= W, =W = .= W,.

{') Dans ve qui précede jai du conserver des notations assez complexes alin
dexamiaer les volumes mixtes dont v définition fait intervenir plus de deux
carps de base.
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1l est d’abord évident que si p=n, les deux corps C, et C, peuvent
¢tre amenés & coincider par translation.

Plagons-nous d’abord dans le cas 0w p =1 et appelons corps tangen-
tiel d’ordre un J'un corps convexe C; un corps dont tous les plans
tangents sout en méme temps plans d'appui de C..

La condition s'énonce alors :

S G, est contenu dans G, la condition nécessatre et su ffivante pour

que
W,—=W,

est que G, sott un corps tangentiel d'ordre un de C,.

Lorsque C, est un polvédre, désignons par H, et H. les distances
des plans d'appui également situés de ces deux corps a un point fixe
quelconque et par Saire d'une face de ;. on doit avoir

SH, —HOS =0,

or H, — H, est une guantité toujours positive ou nulle, si C; est a
intérieur de C, : pour que Fégalité précédente ait lieu, elle doit donc
étre nulle dans toutes les directions perpendiculaires aux faces de C, 3
autrement dit les plans des faces de C, doivent étre des plans d’appui
de C; et cette condition est visthlement suffisante.

Passons au cas général, nous raisonnerons par labsurde. Supposons
qu'un plan tangent & C, ne soit pas plan d’appui de C,, prenons alors
une origine O des coordoundes a lintérieur de C,, la direction positive
de Paxe &, étant associde au plan tangent & C, considéré. Considérons
maintenant les bornes inférieures et supéricures des v,

@y ST W, poar U,
RN N peuar L.
on a , .
M L L LIS LN | P
Seoit ¢ une quantité positive inférieure 4 ¢, — @, le plany, =a,— ¢
sectionne le corps €, en deux corps €' et C” dont I'un d’eux, soit L7,
contient C,: la section de G, par ce plan est un corps convexe e(3).
dont I'étendue d ordre n — 1 sera désignée par ¢(2), 'étendue d’ordre
n— 2 par (), r(3) désignera le rayon de la sphére (d’ordre 2 — 1)
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inscrite dans cette section: on a

k
" —

NCIRTINNTIN

Lorsque % tend vers zéro, nous avons vu, au paragraphe ¥, que le

r{9) “ oy . .
rapport ——<~ augmente ndéfiniment, il en est done de méme du rap-

D) . - . .
port é:-i)-) D’auntre part, les formules (38) et (39) du paragraphe pré-

cédent s'écrivent 1ci :

VU U = VT T ) = VG e U ) %m‘m — i re{a).

. e g .~ - 1 - -
AL DURUUE PN D5 Bl IE DURIUNUN DU DRy RO H("m‘_"'u}“k‘*)~

Cherchons une limite supérvieure de V{7, ..., (7, €)Y Soit Mun
point de C, situé dans le plan tangent &, = a,. Construisons le cone
ayant pour base ¢(2) et pour sommet O, il coupe le plan &, = «, sui-
o,
oy — G

vant un corps homothétique i ¢(3) dans le rapport et qui con-

tient le point M: construisons alors le cyvlindre ayant pour base ce
dernier corps et dont la direction des génératrices est OM et lunitons-le
aux deux plans @, =a, et @&, =a, —3: ce cvlindre < contient le

S

corps L, nous avons donc
AN DA T I £ DAREUR D B

Soient R le maximum de la distance des plans d’appur de U, alPon-
gine, §' le corps convexe obtenu en considérant la partie de la sphére
de centre O et de ravon R comprise entre les deux plans @,=a,
et x,==«, et 2 le sinus de l'angle de la direction x, avec la direction
OM, on a

Vizooon U Ven oY)

Ra/ w a—t Y | et

~1 : . ‘ . , .

=— - —= s{8) - - ——= {8 a, —a .
"X\ ay—9 n wl'm—aj

Comme
W= V(G oo GOV L LG,
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nous déduisons de ces diverses relations

. . 1 < . T ", a—1 I . o
W, — W, > =9 a,— — — 7 — !
» i= "‘ \"”’\"ll Ty l( “) .J‘{'TI “’u)r‘

o — 8/

)

. ASUSY o, \l"‘“:
—Ro ‘ < .
x (u, — g}
Or a,— a| est positif, ensuite, lorsque s tend vers zéro,

i @, H-- b
(22)

ay— 0/

tend également vers zéro aiusi que ¢ s(8) car on a

™ N,
NS 989 “
axXg = <~ V{0,

CLal

le premier facteur tend vers zéro comme nous I'avons déja remarqué
tandis que le denxiéme est borné parle travers intérieur maximum du
corps C,.

Pourvu que ¢ soit suffisamment petit, le second membre de Uinéga-
lité précédente est done positif, par suite l'existence d'un plan tangent
4 C, non plan d’appui a C, entraine

W, W,.

La condition énoncée, quant & égalité YV, = \V,  estdone nécessaire.

Cette condition est également suffisante. Diésignons en effet par
O+ G, le corps homothétigue & C, dans le rapport 1+ avee
Porigine comme centre d’homothétie, : étant un nombre positif mais
aussi petit que Uon veut. On peut. comme on le sait, trouver unm
pelvédre P, dont les faces sont tangentes a U, et dont la frontidre est
comprise entre les frontiéres des deux corps U, et (1 42\, 3 alovs P,
est un corps tangentiel d'ordre 1 de U, et Uon a

ViDL P = VL G
Mais, lorsque < tend vers zéro, les quantités
Vi G — VP PO et VP o PG — V(G o G

tendent elles auss vers zéro et la quantité W, — W, qui est leur
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somme est aussi petite que Uon veut, on a done

W, =W,

La démonstration que nous venons de donner est une simple extension,
a l'espace d’ordre quelconque, de celle donnée par Minkowski dans
Fespace ordinaire.

30. Nous dirons quun corps G, est un corps tangenticl d’ordre p d'un
corps (, si, en tous les points du corps {1, qui appartiennent aux
classes 1, 2. . ... p. les plans dappur de U, sont également des plans
d'apput de C,.

St Gy est contenu dans U, nous allons voir que fa condition nécessaire
et suffisante pour qu ait lien Uégalité

W, =W,
est que C, sott un corps tangentiel d ordre p de C,.

Ce fait vient d'étre démontré pour p==1, nous prouverons que s'il
est vral pour p— 1, il est vrai pour p et nous supposerons le résultat
établi dans Pespace d'ordre n — 1 jusqu'd la valeur p — 1.

L 'égalité précédente entraine d’abord W, = W __,; cest-a-dire que
le corps €, doit &tre un corps tangentiel de U, d'ordre p — 13 de plus
les égahités

W.o=W, = =W, =W,
entrainent

WI==W, W, W3I="W, W, cuen Woa =W, W,

(X

P

Appliquant alors la premicre des inégalités (21) aux deux corps C,
et U, 4 ¢, avec ¢ suffisamment petit, on voit que, quant aux étendues
d'ordre n — 1 des projections, les égalités précédentes entrainent

— —
—_

ET TR R TR P22

‘ﬂ\_..
quelle que soit la divection de projection.
Mais puisque U, est intérieur a (7, la projection de C, sur un plan

est intérieure & la projection de C, sur ce méme plan, en vertu de nos
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hypothéses nous voyons que la projection de (I, sur un plan est un
corps tangentiel d’ordre p —1 de la projection de C, sur ce méme
plan.

Considérons maintenant un point de classe p du corps C, et suppo-
sons qu'il existe un plan d’appui a (, passant par ce point gqui ne soit
pas plan d’appui de ;. Projetons les deux corps sur un plan paralléle
a la variété linéaire d’ordre n — p, contenue dans ensemble fermé de
directions que nous avons attaché a un point de classe p, et perpendi-
culaire au plan d’appui considéré passant par ce point.

La projection de CC, admet au point projection du point de départ
un plan d’appul qui n’est pas plan d’appui a la projection de U, sur ce
meéme plan, de plus ce peint est de classe p— 1 pour la projection:
done, sur ce plan, la projection de (., n’est pas corps tangentiel d‘ordre
p —1 de la projection de (7,, on ne peut done avoir W, =W, La
condition énoncée est done nécessaire.

Cette démonstration est valable si 'on peut déterminer le plan de
projection, c¢’est-a-dive sip > 2.

Lorsque le corps C, est un polyédre, il en est deméme de C, et par
un calcul direct, on peut vérifier que la condition est suffisante: dans
le cas général il suflit d’approcher le corps (0, puis le corps €, par des
polvédres.

o1. Lorsque p=n —1, la démonstralion peut étre présentée sous
une forme diffévente, généralisation de la méthode emplovée par
Minkowski dans le cas de trois dimensions. Il faut démontrer que

légalité
W, =W,_,

entraine que les plans d’appui de C, sont également des plans d’appui
de C,, sauf pent-étre pour ceux qui sont plans d'appui en un sommet
(point de classe n) : Minkowski dit alors que C, est un corps de capu-
chon de C,.

Si C, n'est pas identique a C, considérons un plan d’appui de C,
qui ne soit pas plan d’appui de C, et reprenons les considérations et
les notations du paragraphe 29, on a

VG e GO VG,L G CHEV GG ol ol
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Pour que I'égalité précédente ait lieu, il est nécessaire que

Vi e G =V G G O
Orona

Vi O U = VG G == V(G e ) :‘:""“ a ) v 18)

e - © e v - -
. YL DU DA DA TR W' (R D e ;un——n“—m-'(‘oh.

De ces relations on tire

YT, L T = = g,

Soit M un point de C, appartenant au plan d'appui .v,=ua,,
;#Ev(a) désigne le volume du cone de base ¢(2) et de sommet M, ce
cone n'a pas de point extérieur d U, done, d’aprés I'égalité ci-dessus (2"
coincide avec ce cone; le point M est donc un sommet de C, ce qui

achéve la démonstration.

-

32. Etant donnés deux corps convexes (G, et C,, 'un d’eux peut
¢tre homothétique & un corps tangentiel d'ordre p(plus grand que 1)
de I'autre ; si, par exemple, c¢’estle corps G, qui est homothétique aun
corps tangentiel d ordre p de C,, nous avons vu que cela entraine

W, W, W,
W, W, TV,

»

il est vraisemblable que la réciproque est vraie car, en appliquant les
meéthodes du chapitre précédent, on voit que ces égalités entrainent
des conditions trés précises quant aux éléments d’aires mixtes de ces
deux corps.

Cela améne aussi A considérer comme vraisemblable la proposition
suvante :

Entre les volumes et les volumes mixtes de deux corps convexes on
a les inégalités

W, W, W, Wy

D R S > RN
W, W, 2 =

WS TN, =

un seul signe d'égalité entraine tous les précédents ou tous les suivants
et I'un des deux corps est homothétique a un corps tangentiel de
I"autre.

~
Journ., de Math,, tome X, — Fasc, 1L, 1933, 35
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Cette proposition serait la géndéralisation de celle «de Minkowski dont
nous avons déja parlé, savorr que, pour deux corps convexes, dans Uespace
ordinaure, Uégalueé

\

-5

12:\'.1u \na:

entrarne que le corps G, est homothetique & un corps de capuchon de C,.

33. Clest celte proposition gue nous allons démontrer dans le cas
ou les deux corps (, et C, sont des polyeédres.

Par une homothétie convenable, éventuellement nécessaire, nous
pouvoas faive en sorte que

Vin=V, = Vi

D’aprés I'égalité (12) établie au paragraphe 16 nous devons égale-
ment avoir
A8 =¥,
dans toutes les directions
lei, comme €, est un polvédre, nous écrirons plutdt cette égalité
sous la forme

(ae) N =N

Par §,, nous désignons P'aire d une face de €, s'il en existe une dans
le divection de plan d'appui considérée, ou bien zéro si ce n’est pas le
cas. Par S,, nous désignons 'aive mixte des éléments de la frontiére
de G, et de G, qui se trouvent dans denx plans d’appui paralléles et
également situés. S, n’est pas nul si les éléments correspondants sont
tous deux des faces ou si I'un d'eux est une face de I'un des deux corps
ct autre une aréte de 'autre corps, ou, entin, lorsque tous les deux
sont des arétes non paralléles. S,, est nul, par contre, dans tous les
autres cas, ¢’est-a-dire si les deux plans d’appui respectifs aux corps C,
et U, onl en comnun seulement un sommet avec I'un des deux corps
au moins, ou hien ont chacun en commun seulement une aréte avec
chacun des deux corps, ces deux arétes étant paralléles.

De Uégalité (jo) nous concluons que, pour tout plan d'une face de
C,, le plan également situé sur C, doit étre celui d’une face ou passer
au moins par une aréte, autrement dit toute face de C, doit étre paral-
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léle & une face on & une ardte de (., et, C, étant donné, cela limite
déja considérablement le nombre des faces possibles pouar C,.

34. Pour aller plus loin nous aurons besoin de quelques lemmes
préliminaires.

1* Sotent I, et I, deux polygones convexes situés dans un méme
plan ou dans deux plans paralléles; supposons qu'a chaque eoté de P,
corresponde un coté de PP, paraliéle et également situd [la réciproque
n'étant pas forcément exacte (')] et qu'en ait de plus, entre Uaire S,
de P, et Uaire mixte S, de P, et de P,

R =8

R | I o

en comparant les longueurs des eotés de P, aceuxde P, nous écrirons
sur chaque coté de P, le signe (+) si ce coté est plus grand que le
coté de P, qui lui est paralléle vu si la droite d'appui de P, située sur
ce polygone comme le coté corvespondant de P, passe par un sommet
de P, le signe (—) si ce coté est plus petit que le coté de P, égale-
ment situé; le signe (o) si ces deux cotés sont égaux. Alors, lorsqu’on
fait le tour de P, on trouve an moins quatre changements de signe,
on bien il ¥ a le signe (0) sur tous les cotés et P, est égal a P,.

Nous disons qu’il ¥ a un changement de signe lorsqu’on passe d’un
coté marqué du signe (-+)[ou du signe ( —)] & un coté marqué du
signe (—) [ou du signe (+)] en traversant ou non des cotés mar-
queés (o)

Ou peut, pour la démonstration, supposer que les deux polvgones
sont dans un méme plan; choisissant alors une origine quelconque ct
désignant par £ la distance de cette origine & une droile d’appui de ',
et par /el ¢ les longueurs des cotés des polygones PP, et P, on doit
avolr

(i) Xhod.—Hv=nqo.
Si/;— 1, n’est pas constamment nul, nous voyons donc qu'on ren-

contrera au moins deux changements de signe en faisant le tour de P, ;
d’ailleurs le nombre de ces changements de signe est pair.

(") Pour I, on peul prendre, par exemple. un trapéze et pour P, un triangle,
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1l ne peut ¥ avoir senlement deux changements de signe car alors
on pourrait trouver deux sommels qui diviseraient I’y en deux lignes
poelvgonales, I'une, Uare (+), ne contenant que des colés marqués (—+)
ou (0), et l'autre, Farc (—), que des cotés marqués (—) ou (o). Par
ces deux summets on peut toujours mener a P, deux droites d’appui
concourantes. Prenons pour origine Pintevsection de ces deux droites
d’appui, les distances des cotés de 'are () & ce point ont toutes le
méme signe et les distances des eotes de are (—) & ce méme point
son! toutes de signe opposé an précédent : done, daps le premier mem-
bre de (j1), les divers termes de la somme ont tous le méme signe ct
I'égalité ne saurait avoir lien. Le nombre des changements de sigue
est done au moins égal & quatre ().

“n particulier, si I’, st un triangle, tous ses cotés seront marqués
du signe (o), P, sera égal a P,.

2 Si, sur un polvidre, dont toutes les arétes sont marqudes (+),
{ —) ou (0). vn asur chaque face au moins quatre changements de
signe, ou bien le signe (0) sur toutes les arctes de la face, alors on
a une contradiction, & moins que Pon att le signe (o) sur toutes les
ardtes,

Dans cet énoncé ne ligurent que des notions d’.Analysis situs, nous
pouvons donc raisonner comme si le polyédre en question se réduisait
a un réseau ou a un filet,

St U'on a une ardte marquée (0) ne faisant pas partie d'une face
triangulaire on peut la supprimer en nouant les sommets ot elle abou-
tit, on supprime ainsi un sommet et unc ardte. Si, sur le réseau, se
trouve une face triangulaire on peut la supprimer en nouant en un

{") Ce résultat conduit an suivant :

Soit f(.) une fonction périodique de période 27 el continne telle quiil
existe sur le cercle trigonométrique deux points qui partagent ce cercle en denx
ares dans chacun desquels f(.r) ne change pas de signe, alors on ne peut avoir
a la tois

- - o -

a
[ R

f Jierde —=q, { Jreyeosede = o, I Seersinae da = o,

Y ) g

a moins que f(.r) ne soit identiquement nulle.



SUR LES CORPS COXNVEXES. arq

meéme somwmet les arétes, autres que celles de cette face que I'on sup-
primera, on supprime ainsi une face. deux sommets el trois ardtes.

Par des applicalions successives de ce procédé et sitountes les arétes
du polyédree ne sont pas marquées (v), nous arrivons a un polyédre
dont toutes les arétes sont marquées (+) et {—) et, sur chaque face,
les opérations précédentes n'ont pas altéré le nombre des changements
de signe. Sur ce dernier polyédre on a doncau moins {F cltmmgememls
de signe, I¥ désignant le nombre de ses faces.

On peut aussi compter le nombre de ces changements de signe en
faisant le tour de chaque sommet du polyédre car, en faisant le tour
d’un sommet, & chaque changement de signe correspond un change-
ment de signe dans une face etinversement. Chaque sommet de triédre
donne, au plus, deux changements de signe: en géunéral si, par un
un sommet, passent a ardtes, il ¥ a an p‘lu% n vh.mgenmml% de si gne si
n est pﬂir, on n— 1 s est lmpdw. soit 8, le nombre de ces sommets,
on aura au plus

changements de signe, ol | desi signe la partie enticre dv —»

L

D’autre part, la formule d Suler pour les polyédres duwm}

» ~ Y
mﬂ' —m N \ RIT ”l\,.,\\ ‘M} “Ijl“
e B

Or, précédemment, nous avons vu guil ¥ avait au moins 41 chan-
gements de signe, nous arrivons done i une contradiction.

3 Sotent PP, et Iy deux polygounes puis 'y le polvgone de capu-
chon de I, dont les cotés sont paralléles & ceux de P, ("), alors on a

(est une simple conséquence de la définition de Uaire mixte de deux
polvgones.

33. Nous avons déja vu que P'égalité (4o) exige que tout plan

(1) Certains eotés de P, penvent dtre nuls.
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d'une face de (, soit paralléle au plan d’une face de C. ou paralléle &
un plan d'appui de (., passent par une ardte.

Supposons alors que le corps G, ait des faces paralléles & chacune
des aréles d'une face du corps C,: 51l ¥ a plusieurs faces de C, paral-
léles & une méme ardéte de ¥, la face en question de C,. nous considé-
vons celle qui fait avec cette face Pangle le plus petit: ou encore :
faisant tourner le plan de & antour de cetle ardte de fagon qu’an début
du monvement ce plan devienne plan d appui de U, la face de U dont
le plan sera tel que son plan paralléle mené par celte aréte sera ren-
contré le premiev est la face que nous cousidérons.

Je dis que les faces de cette sorte de C, se coupent en un méme
point ou bien qu’il ¥ a une face de €, dont le plan est paralléle &
celur de 7.

Si, en effet, ce dernier casn’est pas véahsé, Passemblage de ces faces
ne peut se faire que suivant une ou plusieurs arétes qui ne sont pas les
intersections de deux faces parvalltles a deux arctes adjacentes de 7.
Aucune de ces arétes ne peut étre paralléle & la face &, car on aurait
§8,, =0, 8,.> o. Menons par chaque aréte de & un plan paralléle au
plan des faces correspondantes de C,. & une des ardtes précédentes de
ce corps correspondant une droile paralléle per¢ant le plan de & au
point commun i deux arcles de ¥ non adjacentes. Par les ardtes de 7
que Uon voit de ce dernier point on peut mener des plans d"appui a C.
pavalléles a cette aréte car ces plans font, avee &, desangles moindres
que ceux des faces de C, correspondantes, on a done encore pour cette
avéte S,, = o, 3, >0} nous obtenons encore une impossibilité, ce qum
démontre le résultat.

Ce résultat est encore exact s1 U, au hien d'avoir des faces paral-
leles & des arétes d'une face de U,, a. plus généralement. des faces
paralléles aux ardtes d'un contour fermé quelconque formé d'arctes
de C,. sans avoir aucune face paralléle & une face an moins de I'une
des deux parties de C, déterminées par le contour fermé considéré (et
également situde). S, par les arétes de &, ou du contour fermé forme
d’ardtes de C,, nous menons des faces paralléles & celles-ci, elles sont
concourantes.

Sl ¥ a une face de G, parvalléle & la face correspondante de U, et
également située, les faces que nous avions considérées au début, nous
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les considérons comme définies par les mémes arétes assurément mais
ces arctes nous les considérerons comme appartenant aux faces adja-
centes & la précédente et nos conclusions sont valables pour ces faces.

Nl ¥ a plus de deux faces de (), paralléles & une aréte de C, et éga-
lement situées, nous conviendrons de considérer cette aréte comme
une face d’aire nulle.

Si G, a moins de faces que U,, c’est done que certaines faces de U,
concourent en un méme point mais alors. appliquant le vésultat 3° du
numdére précédent, nous voyons gue (, doit présenter la propriété de
Minkowski pour le corps C; obtenu en prolongeant ces faces.

De toute facon nous avons fait corrvespondre i toute face de (,,
limitée par un polvgone P, un polygene P, dont les cdlés sonl paral-
léles & ceux de P, quiest une face d’un corps de capuchon de C,. Nous
pouvens alors appliquer les principes 1 et »° du numéro précédent :
ils nous montrent que le corps U, peut se déduire d’un corps de capu-
chon de €, par une translation.

S36. L'n autre cas ot la proposition de Minkowski peut étre démon-
teée est celui oni le corps €, se réduit & un disque convexe plan.

Prenons un axe des abscisses & perpendiculaive au plan de ce disque
et soient ., et &, les abscisses des plans d'appui a(, paralleles auplan
du disque (., <)% Soieat 3, (&) Vaive de la section de C, parle
plan d'abscisse @1 S, .2 Faive mixte de cette section avec le disque
convexe daire 3., on a

L) R ! 1L . )
Vie= [ Speevde. V=0 0 Saede
ey Mty
e — 0
V= —— —! N Vo=,
D
L’inégalité de Minkowski s'éerit
- > r,
(32) i I St d % Dol — N, ’ Nt dae,
J, a .

Oron a

(13} Mal@) 23 (@) S,
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On sait d'autre part que la fonetion \ S,,(&) = f{2) est une fone-
tion concave ou linéaire de (., S ay), indgalité précédente (§2)

sera vérifiée a fortiory d’aprés (33), si lon a

¥y 12 o AU
=7 Rl -~
; l A S d\r: > 1;(1‘,—\(‘]) I Spayde
LNy A LRI
ou
e ‘ l N “ ¥ 3 L o N ]
{14) y ——— I Jua) Mr( >3 - - f Siaidae,
]Ji-—.t““ ‘ A

Or on démontre qu’il en est bien ainsi pour les fonctions () non
convexes et non négatives ('), le signe d'égalité n'ayvant lieu dans ( 53}
que pour les fonctions /(&) telles que la courbe y = /) soit com-
posée de deux segments Joignant les points (y = o, v =wx N et (y=un,
& =.,), ou pour les fonctions limites de celles-ci
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Pour que le signe d'égalité ait heu dans (2) i est nécessaive et suf-
fisant qu’il ait Heu dans (33) pour toutes les valeurs de & : les sections
du corps C, par des plans paralléles a celui du disque C; doivent done
d'abord dtre des courbes convexes homothétiques an disque. Puis le
signe d'égalité devant avoir également hiev dans (33), le corps €, dont
se réduire ou bien a deux cones accolés par la base, le plan de cette base
élant paralléle & celui du disque et cette base étant elle-méme homo-
thétique au disque, ou bien & un cone dont la base est homothétique an
disque : ce sont bien la les seuls corps de capuchon du disque.
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tigues, A sérig, 1. 37, féveier 1033).



