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SUR LES CORPS CONVEXES. 319 

Sur les corps convexes; 

PAR J FAYARD. 

INTRODUCTION. 

Quoique depuis Brunn et Minkowski la théorie des corps convexes 
ait fait de notables progrès, il reste dans cette voie de nombreux 
résultats à atteindre, résultats dont on connaît ou dont on devine 
l'énoncé. Le but de celte théorie ne s'aperçoit pas encore nettement 
en ce sens qu'il est, à l'heure actuelle, difficile de dire avec précision 
quels sont les problèmes au sujet desquels un progrès est à escompter 
et dans quelle direction un pas nouveau pourra être fait. En disant 
cela je pense surtout aux inégalités entre les volumes mixtes de 
Minkowski. 

Les efforts à faire paraîtraient peut-être vains à beaucoup de per-
sonnes si leurs conséquences devaient se borner à la théorie des corps 
convexes mais, cela, je ne le crois pas ; l'étude complète des inégalités 
entre les volumes mixtes semble en effet exiger l'élargissement de 
certaines conceptions du Calcul des Λ ariations. 

Ce travail contient des recherches sur la théorie des corps convexes 
à deux points de vue différents. 

Dans ce qui va suivre on trouvera d'abord une démonstration de 
l'existence d'un plan d'appui en un point d'une surface convexe, pro-
position bien connue, ainsi que la classification des points de cette 
surface : dans l'espace d'ordre η il existe au plus « classes de points 
sur toute surface convexe : sur un polyèdre, par exemple, les points de 
classe »ι^< n) sont les points d'intersection de m faces de ce polvèdre. 

Tout le reste du mémoire est consacré aux inégalités entre les 
io«ra. de Math-, tome XII- — Fasc. ΙΠ, i$u. a8 
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volumes mixtes. J'ai essayé d'abord de préciser la puissance des diffé-
rentes méthodes employées dans l'élude de ces questions. 

Dans l'espace d'ordre 3, après avoir insisté sur la méthode qui con-
duit aux formes améliorées des inégalités connues, je donne des indi-
cations assez précises sur ce qui arrive dans le cas où une inégalité 
devient une égalité. En assujettissant les surfaces des corps convexes 
à certaines conditions restrictives, par exemple à avoir un plan tan-
gent à variation continue en chaque point, on pourrait sans doute 
obtenir des conditions géométriques simples, relatives au cas dont je 
viens de parler, je n'ai pas essayé de le faire ici. 

Dans l'espace d'ordre quelconque «. après les résultats qui généra-
lisent ceux déjà connus dans l'espace ordinaire, j'ai pu obtenir 
quelques résultats nouveaux. Le fait que la racine («—ιY,'n"' de la 
surface des corps d'une série linéaire de deux corps convexes à deux 
corps de base est une fonction concave apparaît comme un résultat 
isolé: dès qu'il ne le sera plus, c'est-à-dire dès que le même résultat 
sera démontré pour ce que Minkowski appelle surface relative, la 
théorie de cet illustre auteur sera bien près de son achèvement, tout 
au moins dans ses grandes lignes, mais il restera encore tous les cas 
délicats au sujet desquels j'ai, an début, dit mon opinion. 

Dans le Chapitre 111, après une digression sur les corps langenliels, 
j'étudie une proposition de Minkowski restée jusqu'ici sans démons-
tration. cette proposition est la suivante : 

Pour qu'entre les volumes mixtes de deux corps convexes C, et Cs, 
ait lieu l'égalité 

Ï3—r. 

il est nécessaire et suffisant que C, soit homotliélique à C-, ou à un 
corps de capuchon de Ca. 

Dans la suite on trouvera la définition des quantités précédentes 
ainsi que celle d'un corps de capuchon d'un corps donné. 

J'ai pu parvenir au résultat dans deux cas : lorsque les deux corps 
C, et C. sont des polyèdres et lorsque le corps Cs se réduit à un disque 
convexe plan. 

I η résumé de ce travail a été inséré aux Comptes rendus de i 'Aca-
démie ties Sciences le 9 novembre h>1i . 
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CHAPITRE L 

ΙΊ.ΛΝ DAl't't'l. CLASSIFICATION DES POINTS DE LA FRONTIÈRE. 

I. Dans l'espace d'ordre « nous appellerons figure convexe un 
ensemble borné el fermé de points qui. avec deux points A et B. 
contient tous les points du segment AB. Avec « ι points cet 
ensemble contiendra par suite tous les points du simplex qui a ces 
[«oints pour sommets; il suit de là que si une figure convexe n'admet 
pas de point intérieur, elle est tout entière située dans un espace 
d'ordre plus petit que η. Il suffit donc d'étudier les figures convexes 
situées dans l'espace d'ordre n et qui ont des points intérieurs. On a 
déjà démontré de bien des façons l'existence d'un plan d'appui (') à 
une surface convexe en un point, malgré cela je présenterai encore 
une démonstration de ce fait, démonstration qui a l'avantage de four-
nir, par une analyse simple, une classification des points de la surface. 

2. EXSEMUI.ES CONVEXES DE DIRECTIONS. — Nous appellerons ensemble 
conee.re de demi-droites, ou de directions, un ensemble de demi-droites 
issues d'un même point qui, avec deux deini-droiles non opposées, 
contient aussi toutes les demi-droites situées dans l'angle saillant 
formé par ces deux directions. 

Par exemple l'ensemble de toutes les directions issues d'un même 
point est un ensemble convexe; nous allons étudier les ensembles de 
directions qui ne contiennent pas toutes les directions de l'espace. 

Prenons d'abord le cas où l'espace est d'ordre η = a, le cas d'un 
ensemble plan ordinaire. Si cet ensemble contenait quatre directions 
distinctes deux à deux opposées, il contiendrait toutes les directions 

ί1 ) L'une des démonstrations tes plus curieuses et les plus simples de ce fait 
est due à M. 11. Bruim (Arch, rt. Math. u. Phvs.. >' série, t. 17, 1910. p. 288-393). 

Les indications bibliographiques au sujet de ce théorème se trouvent dans un 
autre article de M. Bruun {Math. Λnnaten. t. 100, uy.uS. p. 634-037). 

Une autre démonstration très simple se trouve dans le livre de M. Bounesen, 
Les méthodes exposées ici permettent également l'étude des singularités langen-
lielles des surfaces convexes ainsi que M. Bonnesen n»e l'a fait remarquer. 
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du plan, contrairement à l'hypothèse ; par suite cet ensemble, lorsqu'il 
contient une direction, ne contient pas la direction opposée, il y a 
peut-être exception pour deux directions au plus portées par une 
même droite. 

Cet ensemble peut alors se composer seulement de deux directions 
opposées. Supposons qu'avec deux directions opposées il contienne 
une troisième direction, il contiendra alors toutes les directions 
tracées dans le demi-plan déterminé par les deux directions opposées 
et la troisième ; mais en vertu de la remarque précédente il n'en con-
tiendra pas d'autres. Supposons maintenant qu'avec une direction 
l'ensemble ne contienne jamais la direction opposée: cet ensemble 
peut se composer d'une seule direction mais s'il en contient plus d'une 
il en contient une infinité. Considérons alors une direction et faisons 
lui décrire tout un demi-plan allant d'une direction de l'ensemble à la 
direction opposée, ou bien, lorsque cette direction est intérieure à ce 
demi-plan elle n'appartient jamais à l'ensemble, et alors toutes les 
directions de l'ensemble peuvent être mises dans un même demi-plan 
fermé ; ou bien il existe une direction limite séparant ce demi-plan en 
deux angles, les directions intérieures à l'un de ces angles faisant partie 
de l'ensemble tandis que les directions intérieures à l'autre n'en font 
pas partie. Considérons maintenant le demi-plan fermé limité par celte 
direction limite et la direction opposée et contenant des directions de 
l'ensemble; ce demi-plan les contient toutes car si l'une d'elles était 
dans l'autre, elle formerait avec la direction limite un angle saillant 
qui contiendrait la direction opposée à la direction de départ. Enfin 
l'ensemble peut être vide. 

Dans tous les cas nous voyons qu'il existe au moins un demi-plan 
ouvert ne contenant pas de direction de l'ensemble et de plus si l'en-
semble n'est pas fermé, la même propriété appartenant à l'ensemble 
fermé que l'on obtient en lui ajoutant ses directions limites qui ne 
lui appartiennent pas. 

Remarquons aussi que si nous projetons orthogonalement les direc-
tions appartenant à un ensemble convexe situées dans un espace 
d'ordre η sur une variété linéaire de cet espace, l'ensemble de ces pro-
jections sera convexe dans la variété; en appelant section d'un 
ensemble convexe de directions par une variété linéaire, l'ensemble 
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des directions de l'ensemble situées dans cette variété, nous voyons 
que cette section est un ensemble convexe. 

5. Arrivons maintenant au cas où η est quelconque : nous allons 
montrer que si un ensemble convexe de directions ne contient pas 
toutes les directions de l'espace, on peut trouver au moins un deiui-
espace ouvert ne contenant aucune direction de l'ensemble. 

Le résultat vient d'être obtenu pour η - - 2, nous allons voir que 
s'il est vrai pour η — ι. il est vrai pour ». 

Considérons une direction non contenue dans l'ensemble et une 
variété linéaire d'ordre η — ι contenant cette direction. La section de 
l'ensemble par cette variété étant convexe, nous pouvons y trouver 
une variété d'ordre η — a qui la divise en deux demi-variétés et dans 
l'une de ces demi-variétés ouverte il n'y a pas de direction de l'en-
semble. 

Projetons maintenant l'ensemble sur une variété d'ordre a perpen-
diculaire à la variété d'ordre η — a que nous venons de trouver ; nous 
obtenons dans cette dernière un ensemble convexe de directions qui 
ne contient pas toutes les direct ions puisqu'en particulier la projection 
de l'une des demi-variétés d'ordre η— ι ne lui appartient pas. 

Dans cette variété d'ordre a nous pouvons trouver une droite limi-
tant un demi-plan ouvert ne contenant aucune direction projection. 

La variété d'ordre » — ι qui passe par cette droite et par la variété 
d'ordre « — a déjà considérée limite un demi-espace ouvert dans 
lequel ne se trouve aucune direction de l'ensemble. La démonstration 
est donc achevée. 

V Avant d'aller plus loin dans l'étude de la structure de ces 
ensembles, nous poserons quelques définitions. Dans l'espace à « dimen-
sions nous appellerons dorénavant plan une variété d'ordre « — ι. 
Nous appellerons plan < Γ appui, pour un ensemble convexe de direc-
tions, un plan qui divise l'espace en deux demi-espaces tels que dans 
l'un deux il n'y ait pas de direction de l'ensemble. Le résultat que 
nous venons de démontrer s'énonce ainsi : 

Tout ensemble come.re de directions, qui ne contient pas toutes les 
directions, admet au moins un plan d'appui et il en est de même pour 
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Γ ensemble concede fermé de directions obtenu en lui adjoignant toutes 
ses directions limites qui ne lui appartiennent pas. 

Si l'ensemble contient deux directions non opposées il en contient 
alors une infinité et l'ensemble terme correspondant coïncide avec l'en-
semble dérivé. 

Nous dirons qu'une direction d'un ensemble convexe lui est inté-
rieure si l'ensemble contient toutes les directions qui font avec celle-ci 
un angle suffisamment petit. Si, dans l'espace d'ordre n. un ensemble 
convexe de directions n'a pas de direction intérieure, il est situé dans 
un espace d'ordre moindre, car η directions quelconques de cet en-
semble doivent toujours être dans un nième plan : nous pourrons donc 
nous borner à étudier les ensembles ayant des directions intérieures. 

Revenant, dans le cas où η — 2, an raisonnement précédent, nous 
avons vu qu'il existe une droite d'appui limite pour un ensemble de 
cette sorte, limite en ce sens qu'il existe des droites faisant avec elle 
un angle aussi faible que l'on vent et qui contiennent une direction de 
l'ensemble; s'il n'existe pas d'autre droite d'appui que celle-ci, les 
directions de l'ensemble dérivé forment un angle plat, s'il existe 
d'autres droites d'appui que celle-ci, le raisonnement montre aussi 
l'existence d'une deuxième droite d'appui limite et les directions de 
l'ensemble dérivé sont comprises dans un angle saillant. 

Dans le cas général, un ensemble convexe fermé, situé dans l'espace 
d'ordre H, peut contenir toutes les directions situées dans une variété 
linéaire (Pi d'ordre p(Sn — i) sans que sa section par une variété 
linéaire d'ordre />-Μ quelconque contienne toutes les directions 
situées dans cette variété : nous dirons alors que l'ensemble est de 
classe η —p. Par ensemble convexe de classe η nous désignerons un 
ensemble qui, avec une direction, ne contient jamais la direction 
opposée. Tout plan d'appui à un ensemble de classe η — ρ contient la 
variété (PI correspondante car un plan divise l'espace en deux régions. 

Nous appellerons plan d'appui limite à un ensemble de classe η — ρ 
un plan d'appui qui, avec la variété (Pl. contient au moins une 
autre direction de l'ensemble et, par suite, toute une demi-variété 
d'ordre ju -ί— » ; pour un ensemble de classe η un plan d'appui limite 
devra contenir au moins une direction de l'ensemble. 
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Dans le cas oùp — n — ι, il n'y a qu'un plan d'appui à l'ensemble, 

c'est le seul plan d'appui de l'ensemble ; dans le cas général nous allons 
démontrer l'existence de plans d'appui limites. 

». Le résultat vient d'être démontré dans le plan ordinaire (« = 2) ; 

démontrons que s'il est vrai dans l'espace d'ordre η — ι, il l'est aussi 
dans l'espace d'ordre «. 

Lorsque l'ensemble est, de classe /1 —p(p < η — ι), considérons la 
section de l'ensemble par un plan passant par (Ρ) ; cette section est un 
ensemble de classe /1 — 1 — ρ situé dans un espace d'ordre n — 1, nous 
pouvons donc, d'après notre hypothèse, lui mener une variété d'appui 
limite d'ordre η — 2. Si nous projetons maintenant l'ensemble pri-
mitif sur une variété d'ordre 2 perpendiculaire à cette dernière, 
l'ensemble projection est un ensemble convexe et fermé qui ne contient 
pas toutes les directions du plan ordinaire et le raisonnement s'achève 
connue précédemment t n° 5). 

On démontre de la même façon que, par toute direction limite de 
l'ensemble, c'est-à-dire toute direction non intérieure, passe au moins 
1111 plan d'appui limite. 

Existe-t-il également, lorsque l'ensemble est de classe supérieure 
à 1, des plans d'appui non limites? La réponse est affirmative et se 
démontre comme ci-dessus en remarquant que le résultat est, vrai 
dans le cas de η = 2. 

0. Profitant de l'existence de cette dernière catégorie de plans 
d'appui, on peut indiquer un mode de génération simple des ensembles 
des différentes classes. 

Supposons d'abord que l'ensemble soit de classe n ; d'après ce que 
nous venons de voir il existe au moins un plan d'appui non limite et. 
dans ce cas, cette expression signifie que toutes les directions de l'en-
semble sont situées dans un même demi-espace ouvert, limité par ce 
plan. Considérons alors la direction perpendiculaire à ce plan dirigée 
vers le demi-espace où se trouvent les directions de l'ensemble·, celles-
ci font avec cette perpendiculaire un angle plus petit que ^ et, comme 
l'ensemble est fermé, il existe au moins une direction de l'ensemble 
pour laquelle le maximum de cet angle est réalisé, ce maximum est 
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par suite inférieur à γ· Considérons maintenant un plan parallèle au 
précédent situé dans le demi-espace où se trouvent tout es les directions 
de l'ensemble ; celles-ci percent le plan en un ensemble de points qui 
est tout entier à distance finie d'après la remarque précédente et est 
de plus convexe et fermé. Nous avons ainsi une génération de l'en-
semble de classe »; il est obtenu en joignant un point de l'espace à 
tous les points d'une figure convexe située dans un plan qui ne contient 
pas le point; cet ensemble se compose donc de toutes les directions 
intérieures et de toutes les directions frontières à un cône convexe. 
Quant aux plans d'appui limites nous voyons qu'ils dépendent de 
n — 2 paramètres. 

Supposons maintenant que l'ensemble soit de classe η — p. Proje-
tons-le sur la variété linéaire d'ordre η — ρ perpendiculaire à la 
variété (P) contenue dans l'ensemble; cette projection sur un espace 
d'ordre »—ρ est aussi de classe η — ρ car avec une direction elle ne 
contient pas la direction opposée, dans le cas contraire en ellet l'en-
semble de départ serait de classe «—ρ—ι puisqu'il contiendrait 
toute une variété de directions d'ordre ρ + ι. 

D'autre part l'ensemble projection contient des directions inté-
rieures puisqu'il en est de même de l'ensemble de départ. Pour avoir 
une génération des ensembles de classes « — jo, il suffit de se rappeler 
ce que nous venons de dire au sujet des ensembles de classe n dans 
un espace d'ordre ». 

Dans une variété linéaire d'ordre η — ρ — ι nous considérerons une 
figure convexe (F) ayant des points intérieurs. Prenant alors un 
point extérieur à cette variété qui, avec elle, définit une variété 
d'ordre »—ρ et considérant la variété (P) d'ordre ρ perpendiculaire 
à cette dernière, nous prendrons les demi-variétés d'ordre ρ -+-1 qui 
passent par (P) et qui rencontrent la figure convexe considérée : l'en-
semble en question est constitué par l'ensemble de toutes les directions 
situées dans ces demi-variétés. 

On peut encore dire ainsi : par une translation à p paramètres, 
parallèle à (P), la figure (F> engendre une espèce de cylindre qui est 
aussi une figure convexe dans un espace d'ordre « — ι, à condition 
d'élargir un peu notre définition et de ne plus exiger d'une surface 
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convexe qu'elle soit bornée. L'ensemble dérivé de l'ensemble des 
directions qui joignent un point de l'espace situé hors de son plan à 
un point de cette ligure est un ensemble de classe η — p. 

L'ensemble des plans d'appui limites à un tel ensemble dépend de 
« — ρ— 2 paramètres. 

En particulier si nous faisons ρ — η — a, la ligure (F) est un 
segment île droite et un ensemble de classe 2 est engendré par des 
demi-variétés d'ordre η — ι qui passent par une même variété 
d'ordre η — 2, ici il n'y a plus que deux plans d'appui limites et les 
directions de l'ensemble sont aussi celles qui sont intérieures au dièdre 
formé par ces deux plans ainsi que celles qui sont sur les deux faces. 

Remarquons aussi que pour un ensemble de classe 1, le mode de 
génération indiqué s'applique, l'ensemble étant constitué par toutes 
les directions qui l'ont avec une direction donnée un angle plus petit 
ou plus égal à un droit. 

Dans l'espace à trois dimensions, par exemple, nous avons les trois 
types suivants d'ensembles convexes, ne contenant pas toutes les 
directions de l'espace : le cône, le dièdre et le demi-espace. 

7. PLANS D'APPUI ET PLANS D'APPUI LIMITES A UN CORPS CONVEXE. — Etablis-
sons maintenant l'existence d'un plan d'appui en un point d'un corps 
convexe situé dans l'espace d'ordre η et admettant des points inté-
rieurs : on appelle ainsi un plan qui contient au moins un point 
du corps mais qui laisse dans un même demi-espace fermé tous 
les points du corps. Les points contenus dans un plan d'appui ne 
peuvent donc être que des points de la frontière. 

A un point M de l'espace nous associerons l'ensemble <h M ) des 
directions issues de M obtenues en joignant ce point à tous les points 
du corps convexe donné (C). 

En vertu de la convexité du corps, cet ensemble </(M) sera convexe 
et admettra des droites intérieures puisque (ΓΛ admet des points 
intérieurs. 

Lorsque le point M est à l'intérieur du corps, r/(M) contient toutes 
les directions issues de M et inversement car sur η directions, qui ne 
sont pas toutes dans un même plan, on peut trouver /1 points du corps 
qui avec M forment un simplex de volume positif. Sur la direction 

Jottrn. de Math., tome XII. — Fasc. Ill, 19AI. -f) 
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opposée à une direction joignant M à un point intérieur à la base 
opposée à M de ce simplex se t rouve un point du corps qui forme avec 
les η précédents un simplex contenant M à son intérieur. 

De là nous concluons que si M n'est pas intérieur au corps, l'en-
semble uf(M) ne comprendra pas toutes les directions de l'espace. 

Soit M un point frontière du corps, en vertu des résultats précé-
dents, nous voyons que. par le point M passe au moins un plan d'appui 
àfAM ) qui est donc aussi un plan d'appui à (GV Nous appellerons plan 
d'appui limite en M au corps (. Ο un plan d'appui limite à c/(M) mais 
nous verrons tout à l'heure une autre définition du plan d'appui limite. 

Pour l'instant considérons l'ensemble fermé i/\M ) dérivé de l'en-
semble f/fM) et qui le contient : nous appellerons classe d'un point M 
de la frontière de (G) la classe de l'ensemble </ (M t correspondant. 

.Yous mons ainsi obtenu une classification des points de !u frontière 
d'un corps coneewe en η classes : sur un polyèdre, par exemple, les 
points de classe m sont les points des intersections de m faces de ce 
polyèdre. 

Sur un corps convexe quelconque il peut ne pas exister de points 
de toutes les classes, mais une classe n'est jamais vide, la classe 1, 
celle des points où il existe un seul plan d'appui. On peut en effet 
démontrer, comme conséquence de l'existence du volume d'un corps 
convexe, que l'ensemble des points qui n'appartiennent pas à la pre-
mière classe a une aire nulle. 

Plus généralement on peut prouver que les points de classe η—ρ 
ont une étendue d'ordre ρ + ι nulle. Quant à l'ensemble des points 
de classe n, s'il n'est pas vide, il est ou Uni ou dénombrable. 

Dans l'espace d'ordre 3, M. Durand a obtenu, pour des surfaces plus 
générales que les surfaces convexes, des résultats plus précis que les 
précédents et qui peuvent sans doute se généraliser dans les espaces 
d'ordre supérieur (1 ). 

Enfin lorsque le point M est extérieur à (G), </(M) est fermé 
puisque (G i l'est par définition et de plus dy M), avec une direction, ne 
contient pas la direction opposée, </yM) est donc de classe η et les 

(') G. DIBASI». Λ/Γ une gènèralistition tirs surfaces cou ce.res (Thèse, 
Paris, iq31 i. 
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plans d'appui à (Ci qui passent par M soul les plans d'appui limites 
à #/(M\ ils enveloppent un cône convexe. 

S. Montrons maintenant que les directions frontières de l'en-
semble d'(M) sont, lorsque le point M appartient à la frontière du 
corps (Ci. des demi-tangentes à cette frontière, en ce sens que ce sont 
des directions limites de directions obtenues en joignant M aux autres 
points de la frontière de (Ci. 

Il est bien évident d'abord que toute direction n'appartenant pas 
à «Λ Mi ne saurait être une demi-tangente: toute droite intérieure 
à </\Mi n'est pas non plus une direction de tangente car toutes les 
directions faisant avec elle un angle 0 suffisamment petit font partie 
de </'{ Mi, donc tous les points intérieurs au cône de révolution avant 
pour axe cette direction et pour demi-angle au sommet θ et suffisam-
ment voisins de M sont intérieurs à la figure convexe ( Ci considérée, 
il suit de là qu'il n'y a pas de points Ρ de la frontière de (Ci tendant 
vers M et tels que les directions MP tendent vers la droite considérée. 

Les demi-tangentes possibles sont donc les directions frontières 
de f/'( Mi, pour montrer que ces directions possèdent effectivement 
cette propriété il suffit de procéder par récurrence. 

Pour cela considérons une direction frontière de tf (Mi et un plan 
passant par elle et contenant des points intérieure à ι Ci. La section 
de (Ci par ce plan est une figure convexe (ci située dans ce plan et la 
section de </\Mi par ce plan est l'ensemble ο (M) correspondant à (ci 
et au point M : je dis que la direction choisie est aussi frontière 
pour i'(M). En effet, de part et d'autre du plan contenant i. ci il existe 
des directions qui appartiennent à </'(M\ si donc, la direction en 
question était intérieure à o"(Mi elle serait aussi intérieure à tf (Mi. 
contrairement à l'hypothèse. 

Par suite cette direction est une direction frontière de β* (Mi ; si 
nous supposons que notre résultat est vrai pour ιι — t. c'est-à-dire si 
nous supposons que la direction est une demi-tangente à la frontière 
de (ci. le même résultat sera vrai pour «. c'est-à-dire pour le corps 
(Ci puisque *, ci est une section de (Ci. 

11 reste à prouver que le théorème est vrai pour « = a. mais, dans 
ce cas la frontière de </\M) se compose de deux directions at, et : 
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soit χ une direction intérieure à d( MX les directions MP joignent M 
à un point de la frontière Ρ situé dans 1 angle \αχ, } ne sauraient 
avoir x

2
 pour limite lorsque Ρ tend vers M, elles ont donc pour 

limite χ, ; le même raisonnement vaut pour les points de la frontière 
situés dans i xxa ' et la direction x2. 

Notre résultat se trouve ainsi complètement établi. 
Noos avons alors une nouvelle définition des plans d'appui limites 

en un point de la frontière d'un corps convexe : ce sont les plans d'ap-
pui qui contiennent, en un point de classe η — ρ. toute une demi-variété 
d'ordre ρ +-1 de demi-tangentes à la frontière du corps. 

Suivant une définition proposée par M. Bouligand ι'Χ on peut dire 
que l'ensemble des droites frontières de »Λ M1 forme le contingent de 
la frontière de (O au point (MX 

9. PLANS TANGENTS A ΓΝ CORPS CONVEXE. — Parmi les plans d'appui 
limites à un ensemble convexe de directions, ou. ce qui revient au 
même, à un corps convexe en un point de sa frontière, nous distin-
guerons encore les plans tangents. 

Pour η = 2, il s'agit de droites tangentes, ce seront, dans ce cas, les 
droites d'appui limites. De proche en proche, les plans tangents seront 
définis, à partir de η —: ·_>, de la façon suivante : si <i { M) est de classe 
η — ρ ces plans contiendront, outre la variété çï*X une variété d'ordre 
η —ρ tangente à la figure ι F) que nous avons associée à un ensemble 
convexe de directions au n" <î. 

Les plans tangents à un polyèdre, par exemple, sont ses faces; par 
chaque point de la frontière du polyèdre il en passe un nombre fini. 

En vue d'une application ultérieure, nous allons montrer le théo-
rème suivant, généralisant un résultat de Minkowski. 

La section du corps (C) par un plan parallèle à un plan tangent, 
situé dans le demi-espace limité par ce plan tangent qui contient (CX 
et à une dislance s suffisamment petite, coupe ι ΓΛ suivant une figure 
convexe à η — ι dimensions c(o\: soit r(s^ le rayon de l'hypersphère 

ι. ' > Γι. BOCUGAXD. Sttr tessurfaces dépotavues de fHtints Itrperlimiles ι Ι/ιmiles 
tie It ι Société Polonaise tie J ΛιίΛ.. t. !·. io>o. p. 3 » s ou introduction à ta Géo-
métrie In finitésimale directe 4 Paris·. V uîberl. ην! * *. 
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à ri — ι dimensions inscrite dans eçsV alors ou a : 

(till ς— = JC 

et, inversement, si un plan d'appui est tel que la relation précédente 
ait lieu, ce plan est tangent. 

Prenons d'abord le cas où η = ϋ. r(o) est alors la demi-corde c(o) 
parallèle à une demi-tangente, soit x,. Par le point M de la frontière 
menons une direction χ intérieure à l'ensemble tf (M) et à la distance 
unité de x, traçons une direction parallèle à x, du côté où se trouve 
çC \ et qui coupe x au point P. Sur cette direction prenons un point Q 
quelconque, la direction MQ coupe la frontière en un point par lequel 
nous menons dans çC) une corde parallèle à x,. 

Si £ est inférieur à la distance de cette corde à M on aura : 
r^os tqo) ^ PU 

Q »0 ' » 

or PQ peut être choisi aussi grand que l'on veut, donc, dès que 
c est suffisamment petit, -A-- surpasse toute quantité dounée à l'avance, 
ce qui démontre notre assertion. 

Arrivons maintenant au cas général. Je dis qu'il suffit de démontrer 
le résultat dans le cas où le plan est tangent en un point M de la fron-
tière de classe n. 

En effet, lorsque le point n'est pas de classe n, on peut rogner le 
corps ι ( ) autour du point M de façon que le plan reste tangent ; il 
suffit, pour cela, de considérer une partie de tf t, M 1 de classe η ayant 
le plan en question pour plan tangent et de considérer la portion de 
t C ι intérieure à cet ensemble | on peut prendre, par exemple, pour 
partie de </\M Κ 1,11 n-èdre-do sommet M], par cette opération la 
quantité ne se trouve pas augmentée. 

Nous démontrerons alors le résultat par récurrence. L'ensemble 
tf (M) est un cone convexe ayant pour base une figure t F t convexe et 
le plan langent, soit (11). coupe le plan de çF) suivant une variété 
d'ordre η — 2 soit tangente à ι F Κ çll) a de plus en commun 
avec 'fçM) au moins une direction, soit x. 

Si nous coupons la figure (F) par une variété {rf) parallèle à (-'t et 
située à une distance S' du côté où se trouve çF ) et suffisamment 
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petite, on peut trouver à l'intérieur de cette section un simplex Α-
ν d'ordre « — a) tel que le rayon ; v, ~ ") de sa sphère inscrite soit tel que 
ίΐ" ·· augmente indéfiniment lorsque .r' tend vers zéro. 

Ce résultat est en effet exact pour « = ν le simplex se réduisant à 
un segment de droite), nous pouvons le supposer exact jusqu'à η — ι. 

Par v-"t menons un plan y II' > parallèle à ν ll\ soit r sa distance à 
ι II") ; en désignant par A le sinus de l'angle de ν H > avec le plan de ν Fi 
on a : r = Ar". 

Ensuite, par les points dex menons des directions parallèles à x. tous 
les points situés sur ces directions appartiennent au cône </ et au 
plan (ΙΓ) : nous obtenons ainsi un simplex d'ordre » — ι ayant un de 
ses sommets à l'infini, le rayon de sa sphèrs inscrite est égal à l -
où A désigne une constante indépendante de .r'. On peut donc trouver 
un simplex ^S) d'ordre η— ι et situé dans le précédent et tel que le 

rayon de sa phère inscrite r^.r) surpasse on a donc : 

f< Ξτ > A 1. Ζ l 

Sur les directions qui joignent M aux sommets de v.S) se trouvent 
des points de C situés à une distance non nulle de M. par suite, dès 
que s sera suffisamment petit, la section e(i) contiendra Fhomo-

t he tique de t^a) de centre M et de rapport %· et. pour ces valeurs de à. 
on aura : 

~3 " - ""5" ' -17 ' r—" 

c'est-à-dire, que l'on a. puisque -Γ ' est aussi grand que l'on veut . 

il tu— 

Si un plan n'est pas un plan tangent, on voit immédiatement que le 
rapport tend vers une limite car ce résultat est vrai pour l'en-
semble de cette remarque suit la réciproque de notre propo-
sition. 

11). Dans ce qui va suivre nous n'exigerons pas d'un corps convexe. 
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plongé dans un espace d'ordre », qu'il ait des points intérieurs, la 
notion de plan d'appui s'étend sans difficulté. 

Nous rappellerons aussi qu'un corps convexe ( C ) admet, en général, 
deux plans d'appui parallèles à une direction de plan donnée et qu'un 
corps convexe est entièrement défini par ses plans d'appui. 

Soit Ο un point fixe de l'espace, à une direction ω issue de ce point 
nous associerons le plan d'appui au corps (C ) perpendiculaire à cette 
direction en un point M tel que la direction parallèle à ft> issue de ce 
point ne fasse pas partie de l'ensemble Soit H (ω\ la distance 
de G à ce plan mesurée algébriquement sur cette direction, le corps 
t Ο est entièrement défini par la connaissance de H (ω) pour toutes 
les directions de l'espace. 

l.a fonction /II1t·/". où t désigne une constante positive, définit le 
corps directement homothétique à { C ï par rapport au point Ο et dans 
le rapport t, corps que nous appellerons (7C>. 

CHAPITRE II. 
VOLUMES MIXTES. 

11. Soit, dans l'espace à » dimensions, un nombre quelconque»! 
de corps convexes : C,. C., C,„. nous n'exigerons pas que ces corps 
aient des points intérieurs , cependant il sera nécessaire que, par trans-
lation. ils ne puissent pas tous être mis dans un même plan, autrement 
dit ces corps ne pourront pas se réduire tous à des figures planes situées 
dans des plans parallèles. 

A ces corps correspondent , relativement à un fixe Ο de l'espace, les 
fonctions H, (w\ H

a
 ι ω) ; soient alors α·,, .r.,. .... .r

m
, en 

nombres positifs ou nuls mais tels que 
-il'l — otVa ... -ί*!Μ ï ' 

Considérons la fonction 
H » ·,. 1 — .t-, 11,1 ·«> ' — .r.lljf, ;,>ι · .r,„ llKi m Κ 

on démontre qu'elle définit un corps convexe C que l'on appelle la 
somme des /« corps .r, C. : 

C = ,r. C, — ,r5C- — ... — ,r,., C...,. 
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On démontre sans peine que ce corps ne dépend pas du point Ο 
choisi et que si l'on fait subir à un, on à plusieurs, corps C, une trans-
lation, le corps C subit lui-même une translation ; si les corps Q sont 
définis à une translation près, le corps C est, lui aussi, défini à cette 
même transformation près, mais, en tout cas, son volume est bien 
dehni. 

Lorsque les nombres .r, varient, sons les conditions précédentes, on 
obtient un ensemble de corps convexes G, que l'on appelle la série 
linêairv engendrée par G,, G,, .G,„ et le volume d'un corps de cette 
série, V(,r

t
, ,r

S;
 .... -r,„), est exprimé par : 

, · Ï - T Ï -Ï ,J . . » Λ iff \ N.1 AI. %,Ϊ...ÎM.. .tu · 

les coefficients V,..... s'appellent les volumes mixtes des m corps 

G,, G,,, G„, ; ils sont susceptibles d'une autre définition. 
Le volume V d'un polyèdre convexe peut s'exprimer de la façon 

suivante, soient S, l'aire d'une face de ce polyèdre, H, sa dislance à O, 
on a : 

Y = - Σ 11,5,. 

la somme étant étendue à toutes les faces du polyèdre. 
En passant à la limite pour un corps convexe quelconque on a : 

\ — / 11 (tu) r/5. 

où l'intégrale est étendue à l'hypersphère de rayon ι de l'espace 
d'ordre n, dS désignant l'élément d'aire de la frontière au point où le 
plan d'appui correspond à la direction ω. 

Pour un corps C de la série linéaire engendrée par les G,, les élé-
ments d'aire se composent comme des corps convexes plans situés dans 
des plans parallèles, c'est-à-dire comme des corps de l'espace d'ordre 
« — ι de sorte que 

\ ( , .4*.. .... .C,«) 

\ trzl / Lf, —. — t ix i,„ J 
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Le volume mixte le plus complexe s'obtient donc en faisant m—η 
et l'on montre que 

\ lï.. / ·'( ·,. 

enfin dans cette définition. 01» peut permuter l'ordre des indices de Y 
d'une façon quelconque, un ne change pas le résultat ('). Nous écrirons 
aussi parfois : 

^ It.. il ^ . V».. ι · « . 1 ' 

et, avec la forme précédente, on voit que 

\ ·. t:,. f.„ 1 — t\ ty: ,r... —ti
K
,k 

\ (t:, - tr,. t:. tO,. ι:„> - ν «c. c.. 

Si (' désigne ni» corps qui, par translation, peut être placé de telle 
sorte qu'aucun de ses points ne soit extérieur à t', , on voit aussi que 

\ 1 c.. 1:. o>v tct:, u,>. 

12. Le résultat fondamental de lu tlièorie consiste en ce i/ue 

\ ( .r,. a·. rM ) t avec .ΐ'Λ ο. ι t 

est une fonction coneuee ou linèuitv pur rapport ù m — 1 des variables 
Rappelons brièvement, pour fixer la puissance des méthodes, par 

quels moyens on arrive à ce résultat. 
Dans le cas où « = a, il existe beaucoup de procédés: le procédé de 

Crone et Frobenius, celui où l'on utilise les inscrites et les circonscrites 
à une courbe, ne sont susceptibles de généralisations que dans des cas 
très particuliers ; dans un espace d'ordre supérieur il faut que les corps 
C, admettent tous un corps de capuchon (voir Chap. Ill) homotbétîque 
à un même corps. 

La méthode de M. Lebesgue est peut être susceptible d'extension 

p) Il existe, de ce fait, deux démonstrations dans te eas où n -- o. time de 
Minkowski ( Théorie ties Âw»re.»v« A'iïr/er. Gesammette H VrÂe. t.ip. tçt-igl») 
et l'autre due à M. l»ouneseu ( I.es/>ri>6/è»ie„* des isofxrrimètres <ct des isèpiphetnes. 
(iautliier-Villars. iiyu). p. loy-itok ces deux démonstrations peuvent être éten-
dues à l'espace d'ordre quelconque. 

Jourtt. de Math-, tome XII. — Faso. lit. iijS 1. ÔO 
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mais, pour en décider, il faudrait faire quelques études préalables qui 
semblent d'ailleurs possibles. La méthode de .Minkowski est très simple 
mais il est pénible d'en tirer des conclusions précises. 

Dans le livre de M. lïonnesen on trouvera l'exposé de toutes ces 
méthodes, sauf de celle de Minkowski; M. lïonnesen expose en outre 
dans son livre deux autres méthodes qui se prêtent facilement à une 
généralisation et qui sont avantageuses en ce sens qu'elles fournissent 
des formes améliorées pour les inégalités auxquelles conduit le résultat 
précédent. Voici en quoi consistent ces deux méthodes, que j'exposerai 
dans le cas de 3 dimensions. 

Envisageons, par exemple, lu série linéaire .*·, C, -f- .r»C
a

 · ,r
3
l'.

a 

engendrée par trois corps convexes C
M

, C.
a
. C

s
 , «ra, .r

:s
 o, 

.r, -f- λ\ -j- .r, = ι L On soumet tous les corps de celte série à deux 
transformations ; la svmètrixation par rapport à an plan et la transfor-
mation par sections homotkêtiqaes. 

Chacune de ces deux transformations transforme la série linéaire en 
une série concave en ce sens que le volume du corps .r, C, -+- .i\. ( L .r

;;
 C

s 

n'est pas plus petit que le volume du corps a;, 1',', + ,rsO, -j-.r:iCs
 de la 

série linéaire définie par les corps C,. Ο.,, C. transformés des corps 
C

s
, C

:!
, Les deux transformations précédentes sont etléctuêes dans un 

ordre quelconque et si l'on suppose que les transformés O, ont même 
travers extérieur dans une direction, cas auquel on peut toujours se 
ramener par une homothétie préalable effectuée sur les corps C, de 
départ, alors la fonction \ \.r,. .c

:
.\ volume du corps 

t Γ. — .C.l'.,, -.i l·.,-

est concave ou linéaire de ,r, et ,i\, i par exemple h 
C'est ce dernier point que l'on peut obtenir de deux manières dilfé-

rentes, la première valable quel que soit le nombre des corps, la 
deuxième valable seulement pour la série linéaire engendrée par deux 
corps convexes. 

Dans le cas de l'espace à 3 dimensions, et pour deux corps, ces con-
sidérations permettent de démontrer que 

\ ι1 
''VS \ 

' Vfss^Mi*S,3-
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Considérant maintenant les corps C, et G,+ /G» (/> ο), la 
première inégalité s'écrit : 

318 V,„ Ο î,, - \ ,,Λ «
S

> H- /a( V?,a - V»,, Y».) > o. 

Lorsque t est suffisamment petit on en déduit : 

t ·-* ) * I I * * « Π » \ i t » 

Opérant de inéiue sur la deuxième inégalité, on trouve 

(V) « I %-Μ «I, _ T 1^)4 T D<LP 

tie sont les inégalités quadratiques relatives aux volumes mixtes; 
jusqu'ici on n'a pu les démontrer directement dans le cas général : 
c'est M. Hilbert (') qui est allé le plus loin dans cette voie en les 
établissant pour deux corps qui ont partout un plan tangent variant 
d'une façon continue. 

13. GAS DE /? = 3. — Soient G, et G
a
 deux corps convexes dans 

l'espace ordinaire. 
lin désignant par σ,, et les aires des travers intérieurs ou exté-

rieurs ( *) de ces deux corps dans une même direction et en appliquant 
les transformations dans l'ordre : transformation par sections liomo-
tliétiques, svmétrisalioii aux deux corps —> --?·_· lorsque les 7 

désignent les travers intérieurs, dans l'ordre inverse s'il s'agit des 
travers extérieurs, 011 a 

\ ( .r, All — 4=^ ^ .r, \ ( ~A~- ^ -r- .r. \ ( \ — liL· \" (Cn) -H 4r \ tGs>. 

Mais, puisque la série des corps transformés de la série G, -+- α·.
2 Ga 

est concave, on a 

V (".r, V(C,1 4- 4- \ (C.k 

< ' ) I). I ULBBRT, Grundzûge einer a/lgemeiner Théorie der linearen intégrai-
gleivhungvn, t»e partie, l. Xi.Y (Goltingvn iXaehriehten. .1lath. P/ivs.. iyto). 

(-) Pour les definitions de ces expressions, voir le livre de M. Bonnesen 
(lov. vit.). 
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d'où 

,.irT HiiL _ llili _ ^"|Η-.<ν,·|Γ -%±-liil-l-o. 

Inégalité valable quels que soient les nombres positifs x, et .ι·
;
, nous 

en déduisons 

( 3X iXlLJ _ ^ „ 

Ι ■> ^ is; ^ m _ - ^ i;Î X (i 

ce sont des formes améliorées des inégalités cubiques ( i). Ces inéga-
lités épuisent tout le contenu des considérations géométriques précé-
dentes relatives à la concavité, c'est pourquoi j'ai tenu à bien mettre 
en lumière les méthodes employées, car il est bien évident que, par 
des considérations de ce genre, on ne pourra jamais arriver à une 
démonstration directe des inégalités quadratiques ( ni ou {·.».' ). Des 
inégalités (i) nous avons déduit ces dernières par la méthode de déri-
vation; celte méthode appliquée aux inégalités (31 va nous donner 
une forme améliorée des inégalités 11> ) et (;T1. 

Supposons que les τ désignent les travers extérieurs ( ') et désignons 
par σ

ι2
 Taire mixte de ces deux travers; écrivons alors la première 

des inégalités <31 pour les corps C, et C, on a 

3t V,,,/Vua> -V,,, \ n, - ;i/\,IS - li;-^ 

Εη développant en série au voisinage de t — ο et eu écrivant que le 
terme de la puissance la plus faible en t est positif ou nul, on trouve 
une forme améliorée de l'inégalité ( 2 ) ; opérant de même avec la 
deuxième des inégalités (31, on a une forme améliorée de ta'); ces 
deux inégalités sont 

C.) \ ^ 1 n1 η ^ iïî^T 1 = " -
! \ ,,,7^.1 — \\\ -s- \ στ o. 

t1) On peut également etnplpver la méthode lorsque les σ désignent les ira-
vers intérieurs mais les quantités qui entrent alors dans les formes améliorées 
de 1 ·> 1 el !·>.'» ne sont pas susceptibles d'une interprétation yéoniétriqur simple. 
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Un seul signe d'égalité dans (3) entraîne le signe d'égalité dans (2) 

et (2') et, par suite, le deuxième signe d'égalité dans (3). Les inéga-
lités ( i) deviennent des égalités et l'on a 5;'a = σΜ

 quelle que soit 
la direction des travers extérieurs. 

De là on déduit que les deux corps G, et G., ont des travers exté-
rieurs directement homotliétiques dans toute direction, ce qui n'est 
possible que si G, et G

a
 sont directement homotliétiques : c'est là un 

résultat et un raisonnement connus. 

14. <Considérons maintenant trois corps convexes G,, G,, C
;1

, puis 
les deux corps . 

K, = G -4- .»4 G 4- .«4' Iv=: 1 · 1 G 4- -4- 14 G,. 

les quantités .r et r étant, cette fois-ci, simplement assujetties à être 
positives. 

Posons : 
^ > Ί ^ il Ι \ ^ M:: 

s·,— ih .r, 4- σy. .r. 4- 37,. ..14. 

on a 

Ν ( Iv,. Iv,. Κ, ^ \\ n-rf.ti : 

\ (IvI\,, Κ,.) —- V 

\ (Κ,. Iv,. Ιν,)= ^ 

σι Iv,. Iv, ) i="V .</·'"/· σι'Κ,. Ιν, ι — 

où 3(Κ|, Κ.,), τ(Κ,, Κ.,.") désignent respectivement le travers extérieur 
du corps K, et le travers extérieur mixte de R, et K

a
. 

Écrivons maintenant la première des inégalités (4) pour les deux 
corps Κ, et K

a
, on a 

(Σ Wii.r/.rt) (-Λ7.1·/ 
— ^(ÏW/t.v/Vt i ι i-vv ) ( IsfYf ) ~r ( I W/t.r/.r* > |2i/.t'/)!s«. 

et ceci est valable quels que soient les nombres positifs χ et 
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Posons encore 

-
v, = /.rl-+- Μ,, ,νϊ— ι·. = i.r .-ΐ-ίί.. 

nous pouvons donner an,, u, des valeurs quelconques, positives 
ou négatives, à condition de choisir t suffisamment grand, les valeurs 
correspondantes des y seront positives. Si l'on remplace les ν dans 
l'inégalité précédente par leurs nouvelles expressions, on constate que 
t disparait et c'est ce qui fait le succès de la méthode car nous avons 
alors 

tô) (^νΛ,ι>ι·{) [Is 
— ·.>.Ii\Vrt.<—«V7> -f-1—W/j.«■«.<■} <7>";> «». 

inégalité valable lorsque les a? sont positifs mais avec des « quel-
conques. 

Faisons maintenant .r
;i
 = ι et faisons tendre a·, et a\. vers zéro, nous 

obtenons 

((i ) \ 33310·,-«, H- îjjff. )" \ 133«, -î- V Μθ,;;Μ, Ο.,ί'-Ί 
O?.. ( \ M T M, «Î ~ \

 ÎS
,«| J S O. 

les termes en M, ont disparu, comme il était facile de le prévoir. 
En prenant u, — σ.,

5
 et «.,=— σ,

3
, nous arrivons à l'inégalité 

t7> \ , U -, -ΐ V , ̂ 3 0,3 O-s - —■— 5-0« 

qui est une forme améliorée de l'inégalité de Minkowski 

(8) \:t \V2 γ \*s \i'2 γ* 

Celle-ci, jointe aux inégalités 

* I I 5 = III 33511 22a 333' 
donne 

^ l'
3

 3 = ^ 1 Π ^ ϊ-ί ^ 333« 

le signe d'égalité n'ayant lieu que s'il a lieu dans les inégalités précé-
dentes, c'est-à-dire seulement lorsque les trois corps C,, C

a
, C

;
, sont 

homothétiques. 
Selon Minkowski cette inégalité domine toute la théorie des corps 

convexes, car les autres inégalités en sont ou bien des cas particuliers, 
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ou bien des cas limites; il serait facile d'en donner une forme amé-
liorée. 

Considérons maintenant le premier membre de ^0) comme une 
forme quadratique en î

u
«i + 7

2:ι
ίί, et σ

;[
., en vertu de l'inégalité, 

celle forme n'est pas détinie, donc 

I \ 133«! — V
 IS3

«J Ν
 333

 ( \ -r- Λ \
 |ï3

«, ». \
 Sî3 «| ) ̂  O. 

On a ainsi une forme quadratique en u, et u ,
f semi-définie positive; 

en écrivant que son discriminant est positif 011 trouve 

j C I 3 C ΐ3 C 33 
! \î<3 \SÎ3 \î33 >. 
! ^ 313 Ν a;5 \s33 

inégalité due également à Minkowski. 

η». Considérons maintenant tu corps convexes quelconques C,, 
C

a
, .... C.„. puis les trois corps 

K,=V-'"d- Κ.—— Μ Ο Cf. K3 = y i',Cv. 

où les .»·,·, ΛΓ,-f- M,, c, sont des nombres positifs. 
Posons : 

\ iC.·. Cs..C,i = \ μι. saC/. Cil =e-/i. 

tu m m 

L'inégalité (t>) devient 

to) ^ ^ 

— Vs,.ri||\s, -i- W,-* II/«i J, «. 

valable lorsque les .r, et les c, sont positifs mais avec des », quel-
conques. 

C'est une forme améliorée de l'inégalité 

Γ- t f— ! f = l 
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qui exprime que. dans la décomposition de la forme quadratique 

1 "i = ' 

en une somme de carrés, il y a un seul carré positif : il suit de là que 
le discriminant de cette forme a toujours le signe de (— ι Y" c'est-à-
dire que l'on a 

(—il*"1 . t\ /j —t—« »»"■> 'V ^ ^o. 

pourvu que les nombres ο ne soient pas négatifs ( ' V 

16. ties diverses inégalités vont nous fournir des renseignements 
sur ce qui arrive dans le cas où l'une des inégalités de Minkowski 
devient une égalité. 

Nous avons déjà parlé des égalités cubiques et rappelé les résultats 
connus, nous n'y reviendrons pas. 

Examinons d'abord le cas où une sente des inégalités quadratiques 
entre les volumes mixtes de deux corps convexes, par exemple (a), 
devient une égalité. 

lieprenons l'inégalité (5), faisons maintenant .r, = ι et faisons 
tendre .ra et .r;5 vers zéro, nous obtenons 

V
M

< .="IS"Ï — 3"tï«s «S -- ÎÏ..I \ (,t«t vi',s"É < - 'X. "- 1 

— S-f, ( \ — -A \ — \
 1S3

 w; l^o. 

Or, le signe d'égalité dans (a) entraîne le signe d'égalité dans la pre-
mière des inégalités ( j); dans la forme quadratique qui est an premier 
membre de l'inégabié que nous venons d'écrire, le terme en M* dispa-
raît donc et, pour que cette forme soit semi-définie, il est nécessaire 
que le terme en «

2
 M- disparaisse aussi, ce qui donne 

( lo j "î:.' ^ ^ t ί ^ ι -ti ^ ι« .· ·— 

Or, comme conséquence dn signe d'égalité dans (a) et dans la pre-

t1 ) \ ce· ordre d'idées on peut rattacher un certain nombre de résultats «pie 
j'ai obtenus pour les courbes planes : >"«r ies inègtiiitès tie Mm&ws&t (Mate-
mot is A TiitsfcriJ't. 1». t. «900. p. ,xi- *»<> X 
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inière des inégalités (/#\ nous avons 

^ xii ^ u« 

L'égalité précédente se réduit alors à 

^ I IS^IÎ ^ Iti I — O, 

et en définitive nous obtenons les conditions 

="u ^ lu ^ II! ^ »13 

où C
s
 désigne un corps quelconque ; ces conditions sont toutes conte-

nues dans renoncé suivant : 

Pour (fit'ait lieu Γ égalité 
1 112 — ' HI * 155-

il est nécessaire et su ffisant que le rapport soit une constante indé-
pendante du corps C5. 

Les deux quantités s,, et 7,._, sont, à un facteur près, les valeurs de 
Y,

 l3
 et de Y,,, respectivement lorsqu'on prend pour corps C

s
 un seg-

ment de droite de longueur un. 
En désignant, comme précédemment, par H~ la fonction d'appui 

du corps C
s
, par </S,, rélément d'aire de la frontière de C,, dS>,... l'élé-

ment d'aire correspondante de l'aire mixte, 011 doit avoir 

«... f- -4 = *-. 

où k désigne une constante. 
Je dis que cela en traîne 

t As ,1 . 

dans toute direction. 
Si les deux corps t., et G

a
 sont des polyèdres ce résultat est bien 

facile à obtenir, et, si les deux fonctions rfS,, et */S, s sont continues sur 
Jourit. de Math., tome XII. — Faso. Ill, 1933. 3l 
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la sphère de rayon i. le résultat peut être obtenu de la façon suivante. 

Supposons que, pour une certaine direction w. soit différente 

de t de sorte que. dans un petit cercle entourant le point w de la 
sphère de rayon ι et de rayon sphérique a, on ait. par exemple. 

. £Cr' A "r-

où r, désigne un nombre positif. 
Prenons d'abord pour corps C, une sphère de rayon κ puis ensuite 

cette même sphère coiffée d'un capuchon suivant le petit cercle précè-
dent, de la relation (r i) appliquée à ces deux corps, on déduit 

J \COSJt ' 

θ désignant l'angle d'une dircctïon avec la direction ω, l'intégration 
étant étendue à l'intérieur du petit cercle déjà défini. île sorte que 

eo$a 

d'où 

J \COSJt ' 

nous arrivons à une contradiction à moins que et */>... ne soient 
tons les deux nuls au point w. auquel cas on peut aussi dire que leur 
rapport est égal à 1. 

De la relation ^12^ qui constitue un progrès vers la démonstration 
de la proposition de Minkowski : savoir que si « :>Λ se réduit à une éga-
lité. le corps L, est homothétique à L, ou à un corps de capuchon 
de (L. je n'ai pas pu tirer cotte démonstration dans le cas général. 
Dans le Chapitre III nous reprendrons la question pour deux 
polyèdres et nous atteindrons ce but. 

17. Examinons maintenant le cas où. sans que l'on ait forcément le 
signe d'égalité dans (2). ce signe a lieu dans la première des inéga-
lités y jt pour une direction de projection au inoins. 

L'égalité (io> doit avoir également lien pour cette direction de pro-
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jection mais quel que soit le corps C
s

, elle donne 

(ιοί \|π7ι: — ^ ι is τι · \ ^ iÎigii ^ lis8*!: ^ iisl3"n j. 

où k désigne une constante. 
On pent récrire aussi 

u i > Ι Μ ,ι τ,.. f/S,, —'/S,. — A rfs, l = i>. 
*.· 

où les notations sont les mêmes que précédemment et où tfs, désigne 
l'élément d'arc du contour apparent du corps C, sur la direction 
considérée ω, ds

t
 est donc nul partout sauf pour les directions perpen-

diculaires à celle-ci où il est inlini. mais on doit considérer 

— = const. 

comme une intégrale curviligne le long du grand cercle perpendicu-
laire à ω. 

On montre, comme au numéro précédent, que l'égalité (14) 

entraine 
f/Su s·,, 

sur toute la sphère sauf le long de ce grand cercle. 
Ceci nous amène à penser que, si le signe d'égalité n'a pas lieu 

dans (2). du moins il aura lieu pour des corps que l'on peut déduire 
facilement de 0, et de Câ. 

Considérons le corps C., obtenu par l'étirage de C
2
 suivant la 

direction de projection d'une quantité à (si l'on veut G
â
 est la somme 

de C
a
 et du segment de longueur ft porté par la direction de projec-

tion'» on a 
* lï 5 * 1Ï5 ^ ■* 13' 

Si nous supposons alors k positif, en prenant Λ = — » la dernière 
des égalités (i3) devient 

vus3"»i·— V,s-sau = o. 
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Elle exprime que, qtottr les (feux corps C, et ( . »>« u 

\,V=\MlW 

Admettant le théorème de MinkoosAi. nous voyons que ce cm ne pourra 
acoir lieu <fue si (est un corps de capucfum d'un corps déduit de Gâ

 par 
étirage. 

Lorsque k est négatif. si le corps Gs
 obtenu en prenant la valeur 

de/# précédente est convexe, nous arrivons à la même conclusion. Je 
crois que cette condition suffisante est également nécessaire en ce 
sens que le corps Ca

 doit être, dans ce cas. convexe, mais je n'ai pas 
réussi à éclaircir ce point. 

Supposons maintenant que fa première des inégalités yi) se réduise ù 
une égalité pour deux directions de f 'espace, les égalités ( ι.'» ) ont lieu 
purees deux directions, et l'on déduit du résultat précédent que \ ι u i est 
vérifiée pour toutes les directions de l'espace, alors 

% » ι a — * ut * ttî* 

Enfin supposons que. pour une ruéme direction, les deux inégalités < .j ï 
se réduisent à des égalités, il est immédiat, d'après ce qui précède, que 
fun des corfis est hornotliétique à un corps qui proeient de f'étmrge de 
l'autre. 

Désignons par S.,. S,.,. Faire de la fonction du corps C,, 
Faire mixte de la frontière des deux corps C, et C

a
. Faire de la fron-

tière de G
s
 respectivement, et rappelons les égalités 

>«, - 1 / 3"l·. j ->■ </·<·· >--=1 j '/·'· 

les intégrations étant etfeetuées sur la sphère de rayon ι. Considérons 
maintenant les inégalités pour les diverses directions de l'espace, 
on a évidemment 

mm _ ; »tta\ ' 1 

twin — i —; vmax—■ 
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De là nous déduisons que Ton a ( " ) 

1 »"» \ ^ su ·* V u«Su Su ^ lie ι ^ -
| \ I ~ "Λ \ ! V .1^4 Ο» 

on voit alors aisément que le signe d'égalité ne peut avoir lieu dans la 
première de ces inégalités que si 

— turn — on -τ— rz: max —> 

mais la première de ces égalités entraîne la seconde et le rap-
port est une constante égale à c'est-à-dire que la première des 

inégalités ^ i) se réduit à une égalité pour toutes les directions de pro-
jection et, d'après les résultats précédents, nous pouvons conclure 
quo l'inégalité «*-ô se réduit à une égalité, ce que nous énoncerons: 

Le si» ta d 'égalité dans fane des teintions ( ί ' ι entra/ne Γ égalité qua-
dratique correspondante. 

18. Demandons-nons maintenant quelles conséquences on peut 
tirer du fait que l'inégalité (8) devient une égalité. 

L'inégalité ^7), puis l'inégalité tGi, donnent d'abord 

*S3 ~~ V US ^ \ Si5 ~~ \ ÎS3 ' 

Prenons ensuite l'inégalité (9 ï où nous faisons »1 = 4, en prenant 
pour C,, IL, t' . les corps considérés et pour C, un corps quelconque 
et posons 

.r, = l , .rs:rro. ,r, r= o, 

<"1=0. «'î — o. '"s— l. C — °-

(' ) Ces inégalités sont les analogues dans Ces pace d'une inégalité de G. t'ro-
beuius dans le plan ! t berdert gvtmschten Ffiirheninluift sweier Ovale (ftertin 
Sits. lier.. t. AtK», p. .>87-i<>i'11,. Soient S,,. S,,, S., les aires limitées par deux 
courbes convexes et leur aire mixte. L, et !.. la longueur «le ces courbes, on a 

S,, l.| — *S
I;

I.
(
 L. - S

ïa
l.f<o, 

le signe «l'égalité n'axant lieu «pie pour deux courbes lioiuothétitpies. 1 "oir aussi 
ItoxxesKx Hoc. cit. >. p. ut. 
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nous obtenons une forme semi-définie négative en i/
a

, a, où le terme 
en M, disparaît, il doit donc en être de même des ternies en «

a
«

s
 et M

s
M,. 

L'évanouissement du coefficient du ternie en ti
â
n

s
 ne donne aucune 

inégalité nouvelle, mais en égalant à zéro celui de IM'I on trouve 

N;5' /'lt,,/Sr, 

Comme précédemment on tire de cette inégalité la conséquence sui-
vante : 

Pour qu'ait lieu f égalité 

^ Ta:; —— ^ its ^ sas-

il est nécessaùe et su ffisant que te rapport 

<A%; 

ties éléments (faire mùvte soit indépendant de la direction suicant laquelle 
sont comptés ces éléments d aire. 

De là nous tirons tout de suite cette conséquence : 

Entre les rofumes mietes tie trois corps concedes C,« C
3

, C
s
 on a les 

inégalités 

t ( ) ' î2ï' 

dcaj· signes d'égalité entraînent le troisième et alors les éléments d'aire 
mùete : </S,

3î
 </S

iS
, t/S

3
, sont proportionnels. 

11 semble bien que, dans le cas général, il faille renoncer à aller plus 
loin dans cette analyse; la condition géométrique pour que le signe 
d'égalité ait lieu dans (8) parait difficile à énoncer. 

Prenons en effet pour corps G- un segment de droite de longueur i, 
alors on a 

ν»5—-r· Yi-:svVm=VÎM:=t.t, 
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• où les σ désignent les aires et Taire mixte des contours apparents des 
corps dans la direction du segment C

3
. L'inégalité (8) se réduit à 

l'inégalité de Minkowski pour les aires des contours apparents et le 
signe d'égalité exprimera seulement que les corps C, et CL ont des 
contours apparents homothétiques dans la direction de C

3
. 

Les trois signes d'égalité dans (8') n'entraînent pas que les corps C,, 
C.., C

3
 soient homothétiques; supposons en etfet que les corps C

a
 etC

3 

soient les mêmes, ces égalités se réduisent à 

t 1 llï ' ÎSS' 

qui est valable lorsque C
a
 est un corps de capuchon de C,. 

Kxaminons enfin ce qui se passe lorsque, le signe d'égalité a lieu 
dans pour uue direction de projection seulement. En écrivant que 
les tenues en h

s
h

3
 et «

a
u

k
 disparaissent dans la forme (9"! où Ton a fait 

les mêmes substitutions que précédemment on trouve 

^ 113 ^ 1 ΐΐΐ ^ ^ "3 

\ | «3 ^ 7lS ^ 1S ; ^ϊΓϊ S5i l S j 

où k désigne une constante. 
De là on tire 

I if ιβ"
ΐ3

 »/S
l5

 — 5·,;, «/S.. — k f/,\"
3

1 = o. 

où les notations sont les mêmes que précédemment, aux indices près. 
Comme au paragraphe précédent, on voit que cette égalité entraîne 

—= —- — OOU $>l.» 

sauf sur les directions perpendiculaires aux directions de projection. 
Des considérations en tout point semblables aux précédentes nous 

conduisent aux énoncés suivants : 

Ni /■ est positi f, soit C... le corps obtenu par étirage de C
a
 dans la dîrec-

tion de projection de la tpiantité h— — 3 alors on a 

1 IV;S— ^ 113 Ν
 s

.
a
-
3
. 
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Λ' le signe d'égalité à lieu dans (j1) pour deux directions de projection, 
a/ors il a lieu pour toutes les directions et il s'ensuit 

• I >t « — ' 1^3 * 2 2J5 » 
enfin on a également 

^ 1 ta^âa * ^ IM^IS^ÏS ~+~ ^ sïs^KI = *'· 

le signe d'égalité entraînant l'égalité précédente. 

19. Dans ce paragraphe nous allons examiner quelques cas parti-
culiers des inégalités précédentes. 

Soient d'abord C, un corps convexe donné et C_. une sphère de 
rayon 1. Désignons par Y, S, M le volume, l'aire de la frontière, 
l'intégrale de la courbure moyenne (') de C,, σ et λ l'aire et le péri-
mètre du contour apparent de ce corps dans une direction de projec-
tion déterminée, on a 

\m=Y. VIIS=1. Y Yisi=^: 

0* ) | 0". — * Usa jl.* 

les inégalités (. ji s'écrivent 

(ià) 
3λ λ:ι—.(Ss·/.— 

-S — M λ — O. 

ce sont des formes améliorées, dues à M. Bonnesen (loc.cit.)
r
 des iné-

galités connues 
l S!-3MV^o. 

(M5— inS io. 

Au sujet de la première des inégalités (i5) nous ne pouvons rien dire 
de plus que ce qui a été dit dans les paragraphes précédents au sujet 
de deux corps C, et C

a
 quelconques; pour la deuxième de ces inéga-

lités il nous est possible d'aller un peu plus loin. 

(') Lorsque la surface de C, n'est pas régulière (si Cj est un polyèdre par 
exemple) on peut délînir l'intégrale de la courbure moyenne par 

M : J 11 ( ) r/'o. 
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Tout d'abord le signe d'égalité dans la deuxième des inégalités ( ι ΓΛ 
exige que 

^ — ΛΙ ~ Y-' 

la longueur du contour apparent est donc constante dans toute direc-
tion de projection et l'on a 

À- = rS. 

d'où, en tenant compte de l'expression de S, 

j { }.- - 'iJTCT) f/'.l = M, 

Or λ- — jr.σ est une fonction continue sur la sphère unité et elle n'est 
pas négative d'après l'inégalité isopérimëtrique classique. Pour que 
/'intégrale précédente soit nulle il est tfonc nécessaire que cette fonction 
soit nulle partout, c'est-à-dire que le contour apparent du corps C, dans 
toute direction est un cercle et cela entraîne qae ( est une sphère. Ce 
résultat est connu mais la méthode employée pour l'atteindre est nou-
velle je crois. 

Si, pour une direction de projection seulement, la deuxième des 
inégalités ( ι .V) devient une égalité, on doit avoir, en désignant par M , 
l'intégrale de la courbure moyenne d'un corps convexe quelconque C

:;
, 

par λ
:
, la longueur de son contour apparent sur la direction de pro-

jection suivant laquelle l'égalité a lieu 

u 7 ι \l ) *1 t~Si ·* T"S 

Ici h ne peut être positif car le corps C, devrait être tel que, par éti-
rage, il fournisse une sphère, ce qui est impossible. Si h est nul on 
retombe sur le cas précédent et C, est une sphère. Enfin, lorsqueiest 
négatif, les considérations du paragraphe 17 nous conduisent à pen-
ser que C, provient de l'étirage d'une sphère : c'est-à-dire que C, se 
compose d'un cylindre de révolution coitï'é de deux hémisphères. 
C'est effectivement ce qui a lieu, nous le démontrerons au prochain 
paragraphe, mais on peut établir ce fait au moyen de considérations 
étrangères à celles exposées ici. Λ oici en quelques mots le schéma 
d'une autre démonstration. 

Journ. de Mnih.. TOME \II. — FUSE. ILL, 114JÎ. OIT 
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Sur une sphère·, un axe des pôles et un méridien initial avant été 
choisis, prenons pour coordonnées, comme on le fait habituellement, 
la longitude ζ.(. ο< s a~) et la colatitude 0(o <0< -). soit 11(0. ̂  une 
fonction d'appui d'un corps convexe, considérons la fonction 

• j 111 '). V ' 

on démontre que c'est aussi la fonction d'appui d'un corps convexe, 
de revolution, par conséquent, autour de l'axe des pôles. On établit 
ensuite que l'aire de la frontière de ce dernier corps dépasse, en géné-
ral, l'aire de la frontière du corps de départ et ne lui est égale que 
lorsque le corps primitif est lui-même de révolution autour de l'axe 
des pôles. Les intégrales de la courbure moyenne et les longueurs des 
contours apparents des deux corps, suivant la ligne des pôles comme 
direction de projection, sont visiblement les mêmes. 

11 suit de là que, dans le cas où nous nous plaçons, le corps C, doit 
être de révolution autour d'un axe parallèle à la direction de projec-
tion suivant laquelle a lieu l'égalité dans (i.Yl car, si cela n'était pas, par 
l'opération précédente on augmenterait le terme r.S sans changer les 
autres et l'inégalité devrait être encore valable ce qui n'est pas possible. 
On retombe ainsi sur un problème qui a été traité par M. Bonnesen 1L 

fût fin, dans le cas où le signe tf égalité a lieu dans {i51 pour detue 
directions différentes de projection, il est simple de démontrer i/tir le 
corps C, est une sphère. 

Reprenons à cet elfet les égalités pi -à et, pour corps C
3
, choisissons 

un segment de droite de longueur unité faisant avec la direction de 
projection considérée l'angle 0(o< 0< on a, en désignant par 
la longueur du contour apparent de C, dans la direction de('.

:
. 

-( λ — λ' ι = ·> sin rj\ ■>'/. -- Μ ι. 

Supposons maintenant que c'est suivant la direction de C
:
. qu'a 

lieu à nouveau le signe d'égalité dans la deuxième des inégalités (ι ΓΛ, 
alors si l'on avait : ·»λ — ο, λ' serait différent de λ et ces deux 

pi T. BOXNESKX. Ottcb/ncs problèmes isopcrimétn'iji/es (Acta math., V8. 

ur-'-li. p. ■ :»3-■ ~S i. 
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quantités seraient les racines de 

" — .I'M 4- -S ··■··. <>, 

de sorte que 
}. -- λ' = M . 

Kti éliminant λ' entre les deux relations précédentes on trouve 

(·>λ — M M ~ — (sini > «>. 

ce qui conduit à 

λ — M =.o. 

contrairement à l'h\ potlièse. Le corps t", est donc une sphère. 

20. Soient maintenant t el G._. deux corps convexes quelconques 
et . ««(' sphere tie mytm ι. Désignons par S

M
 et S.j les aires des 

frontières des deux corps < 1, et C., par S,, leur aire mixte, par M, 
et M... les intégrales de la courbure moyenne de chacun de ces deux 
corps, pur λ, et /.., les longueurs de leurs contours apparents suivant 
«ne même direction de projection, on a 

* t C; — Γ * * t * * ess — * -

W-^. W 

Γ':'· G Η " 

L'inégalité ̂  s'écrit 

(IS) S,, λ I — 1 Stî>., λ. 4- S4î>.i> Ο. 

c'est une forme améliorée de 

I IQ I }.t Sl; Si4 ~ M. S., 

Pour qu'ait, lieu le signe d'égalité dans Do) >1 f'iut que 

^ _ iiî _ ^ _ f. 

( I, étant un corps convexe quelconque. 
Kn particulier le rapport des périmètres des contours apparents est 

constant et le signe d'égalité doit avoir lieu dans ^ 18Ί ce qui peut 
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s'écrire 
(•>O) J (FF

M

 — »5·,Ί;Λ' R I (/'.I = II. 

l'intégration étant étendue à la sphère de rayon ι. 
Mais, d'après une inégalité due à Frobenius ('), on a, pour deux 

courbes convexes quelconques. 

/-m t 5"n — * t ï ^ ~~~ A"" ) 5" j
 t

 ST j J Ào Àj > * ** 

le signe d'égalité n'ayant lieu que pour deux courbes homuthétiques. 
La fonction placée sous le signe d'intégration dans (*2<Λ est donc 

non positive et continue sur la sphère de rayon 1, de 1 :>.o'l il suit qu'elle 
doit être nulle pour toutes les directions de projection ; autrement dit. 
les corps C et (L ont des contours apparents hontothétiques dans toute 
direction, on en déduit qu'ils sont homuthétiques. 

Comme au paragraphe 18, 011 montre que 

.S ,ΜΗ-·**.* 

inégalité analogue à celle de Frobenius, le signe d'égalité n'ayant lieu 
que pour deux corps hontothétiques. 

Examinons enfin le cas où le signe d'égalité a lieu dans υ 8) pour 
une direction de projection seulement, on doit alors avoir 

i» seulement, on 

C, désignant un corps quelconque. 
Si k est positif, soit C,, le corps obtenu par étirage de IL dans la 

direction de projection de la quantité L-L l'égalité précédente montre 
que 

quantité — 

c'est-à-dire que C, est homothétique à C.. Si k est négatif, en permu-
tant le rôle des deux corps C, et C

a
, nous voyons que C, est homothé-

tique à un corps provenant de l'étirage de C,, et nous pouvons 
énoncer le résultat suivant : 

ι ' I I oir par exemple T. BOSXESEX. Les problèmes ties tsopvriwètres et des 
isêpiphanes 1 Gantlùer-Vîllars, 19-19. p. pu on la noie Je la pa^e >.'17. 
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λ* te si»tu· d'égalité (ι lieu dans ( 18) pour une direction de projection, 
alors fan des deux corps est ftomothétique à un corps qui provient de Γ cti-
ra»e de l'autte. 

Prenons en particulier pour corps C, une sphère, en reprenant les 
notations du numéro précédent, on a 

— M- Sî;— i~: 

et l'inégalité ^ 18 ) se réduit à la deuxième des inégalités 1ι à ι et le 
résultat précédent s'énonce ainsi : 

>V le si»ne d'égalité a lieu dans la deuxième des inégalités t » à \ pour 
une direction de projection, alors le corps C, provient de Γ étirage d'une 
sphère. 

Enfin, revenant au cas où le signe d'égalité a lien dans (i;i\ la con-
dition différentielle trouvée au paragraphe 18 s'écrit 

.Al, 

en désignant part/M l'élément différentiel de l'intégrale de la courbure 
moyenne d'un corps. 

Si C, et sont deux polyèdres, l'égalité précédente exige que les 
faces de ces polyèdres soient parallèles et que leurs aréles soient pro-
portionnelles, c'est-à-dire que ces deux polyèdres soient directement 
homothétiqoes, nous retrouvons par une autre voie le résultat déjà 
obtenu. 

Mais, lorsqu'un corps est limité par une surface analytique, on a 

,Al ·_. ( H, - IL » 

où l\, et lv, désignent les rayons de courbure principaux de la surface 
au point où son plan tangent est parallèle au plan tangent à la sphère 
de rayon ι au point ω, le résultat que nous avons obtenu au début de 
ce paragraphe peut s'interpréter comme il suit : 

Il existe une surface convexe au plus telle que la somme des rayons 
de courbure principaux en un point de cette surface soit une fonction 
donnée de l'image sphérique. 



». »6 J. VXVXRH. 

Dans un travail qui paraîtra prochainement je montrerai qu'il 
existe effectivement une surface correspondant à une fonction donnée, 
pourvu que cette dernière vérifie des conditions faciles à établir. 

21. t as ι»κ ri <>i ru:oxore. — Dans l'espace à un nombre quel-
conque rt de dimensions, le but de la théorie serait de démontrer et 
d'améliorer l'inégalité suivante : 

\ = \ .......Ν .. 

mais bien peu de choses peuvent être obtenues dans cette voie, et il 
semble bien qu'il n'y ait pas à espérer beaucoup des méthodes précé-
dentes, car l'ensemble de ces inégalités exprime davantage que la 
concavité de \ \\.r,.-*,

s
 r,î. 

Ivn se limitant à celle-ci, la plus grande difficulté qui se présente est 
la recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
forme soit positive pour des valeurs positives des variables qui y 
figurent. V ee point de vue. le résultat géométrique que nous avons 
obtenu, savoir que les volumes des corps d'une série linéaire engendrée 
par plusieurs corps de base est une fonction concave, ne présente 
d'intérêt que lorsque le nombre des corps de base est égal à deux. 

22. Bornons-nous à une série linéaire engendrée par deux corps CI, 
et CI., le volume Y(.r,. .r.Λ du corps .r, (I, — .r.ll. s'écrit : 

\ ι .r,. .r. 1 = V h. .. ·-- M.c* ' .«\\ 

_ "!" "'L'.R'y a.t-s\ .. 

l'a désignant par τ,, , et 7... . les étendues des projections des 
corps ( I, et CI. sur un plan de projection quelconque ( #\ on a 

' «V,· 1 #1 — M Vî r /1 

' « \ Vî...î ' tt - I ! \ . j 

ι.: t On peut prendre aussi peur t.» . el ... tes étendues «tes travers inté-
rieurs respectifs des deux corps. 
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NOMS obtenons immédiatement deux inégalités, mais il serait vain 
d'essayer d'en obtenir d'autres : 

\ '* I * 
H \ ,, ·> 1 f — l i \ iv t \ ~ -

» \ , · - V ,, , ι η — 11 \ ^ 

t'.e sont des formes améliorées des inégalités 

* * > ! 

\ M \ \ »~t \ 
* ΐΐ,...ϊ·- * U,..t * 

Appliquons la première des inégalités aux deux eorps C, 
et t., -- /C!,. avec / suffisamment petit: puis appliquons la deuxième 
de ces inégalités aux deux corps G

s -f- /C, et C,, dans les mêmes con-
ditions, on trouve 

f Ά,* * 
\ ·;■ — \ « 1 \ 

' V >SJ
I

 ^.- I — * ^ TI,, Ν, F '^V;,» ,Î ^ TÎ,,.Ϊ ,D - '* « 

Ce sont des tonnes améliorées des nouvelles inégalités 

* M* * |5 i * t τ ï ..i* 

que l'on peut déduire directement des inégalités ( 22 ι par les mêmes 
considérations. 

Pour obtenir de nouvelles inégalités, on pourrait penser à utiliser 
le procédé qui a réussi dans le cas de /1 = 3, c'est-à-dire à introduire 
un troisième corps C,. mais l'on obtient seulement 

\ « χ \ \ i» î 

inégalité, qui, lorsque C. se réduit à l'un des corps ton ne con-
duit à aucune inégalité nouvelle. 

23. lixaminons ce qui arrive lorsque l'une des inégalités (aaà 
devient une égalité. 

Soit, par exemple, 
* ΙΙ.,,Ϊ * ϋ5 6 1 t*. ,ï" 
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Reprenant les deux corps C, et C.-j-tC... et écrivant l'inégalité 
analogue pour ces deux corps, on trouve 

~ « ' * * 1U,,I * lU,,ti ' ' Π .. î " * · · 

— - ii (* * \ \ 5 5 \ :;.ΛΛ 12..*2 * ^ IU. 

I>e la, nous tirons 
' tu,.s- * η ,,ι * «...2-

puis 
\ Η ti- \ \ \ ft H-iN \ Μ Ν V Ί — 1 -V M—1 

cTou 
* tl...S= * IL..S λ ϋ.,,ΐ" 

Inégalité rfétant possible que si 

Vw I \"«-i V 
' 12.-.2— ' ΙΙ.,.ί *22...2· 

Be proche en proche, on montre que 

Y«—f- ι γ «-/· Y 
De là, nous tirons 

L,.., U,.., 

ce qui pent s'interpréter en disant que la fonction \ Vr.i est 
linéaire. 

Les deux inégalités ( :»4 ) doivent se réduire toutes les deux à des 
égalités et il doit en être de même des égalités (a.'ï). ce qui amène à 

\ ) t ...t S'et... t 

Or. puisque les projections des corps sont des corps convexes 
à η — ι dimensions, on a 

r '* - t --ν -ο _ 
-» ti.,.2 — ■* π...» "-»22...±·* 

I ne conséquence de ces inégalités est 

5"n...i · 3"±'.~î 
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le signe d'égalité n'ayant lien que quand les deux inégalités précé-
dentes se réduisent à des égalités. 

L'égalité y-_t5 > entraîne donc que " \ tiç.r,, .ty) est une fonction 
linéaire; admettons que cela exprime que les projections des deux 
corps sont liomothétiques, nous en déduisons que les corps C, et C

a 

sont eux-mêmes homotliéliques comme ayant leurs projections lionio-
thétiques dans toutes les directions; or. le théorème est vrai pour 
11 = o, il est donc vrai quel que soit « ; donc : 

t.'cgnlitê 
\" — \ 1 ν 

entraîne i/ue ta fonction \ \ ;.r,.,«% > est linéaire et /es deujc corps C, 
ri C. sont hornothêtiqttes. 

Désignons maintenant par CJ" et C„w les projections des deux 
corps t ., et C, suivant la direction ω. et précisons aussi les diverses 
étendues et étendues mixtes de ces deux projections en mettant ω en 
indice supérieur. 

La projection du corps .r, C, 4- .ra
C

a
, suivant la direction ta. est 

.r, C" -τ-.raC™, et l'étendue τ"' ;.r,,.tV> est telle que sa racine 
(H — 1 Y""' est une fonction concave ou linéaire, et Ton a la relation 
plus expressive 

1 -.«>) ι » — 11 <;· — ν >7.7 ./» 1 - ... 
• - [ t il ns-γ t 7,7 ' 01-·! N>. 

oii l'on peut prendre pour t la racine d'ordre η—a du rapport des 
étendues des projections des corps C,w et C*' suivant une direction 
également quelconque. 

Considérons maintenant deux directions de projection ta et ta'; les 
deux directions de variétés d'ordre η — ι perpendiculaires à ces direc-
tions ont en commun une variété d'ordre « —2 perpendiculaire à la 
variété d'ordre 2 déterminée par les directions ta et ta'; les projections 
des deux corps C t..r,..r

a
') et C (.Γ,..Γ<Λ sont les mèmas sur cette 

variété d'ordre η — 2. il y a donc une valeur de t commune à deux 
inégalités (26) relatives à deux directions quelconques de projection. 
Ceci peut s'exprimer également de la façon suivante : 

■i ·> 

Jmtrn. tie JfcitA., tome \IL — r«$t\ 111, ijd3. 
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Pour une direction de projection, nous avons des valeurs de I pour 
lesquelles l'inégalité ^26) est vérifiée, et dont l'ensemble constitue un 
segment, alors pour deux directions quelconques, les segments cor-
respondants ont toujours au moins un point commun. 

Il suit de là qu'il existe au moins une valeur de t. soit /„ pour 
laquelle l'inégalité ^26) est vériliée quelle que soit la direction w. 

Or, l'étendue de la frontière du corps C(.r,, .r2
i est, à un facteur 

près, la moyenne de s (.r,, ,r, 1 sur la sphère de rayon unité de 
l'espace à η dimensions; en désignant par Si. .r,, .r., t cette étendue et 
par S affecté d'un nombre convenable d'indices les étendues et les 
étendues mixtes des frontières de ( et de de sorte que 

Si ,'V-''ι l — .r',' 1 S,,..., ·· 1« — 11.»'7 - . .. — ,r" 1 S
;; 

nous obtenons 

,»·;* -·,ι·,[ ι « — η - — : « — > » s,,..— s...,.] ·- ... 
·:· ■'-{ ( « — « ι s.

s
...

s
/„ — s,1 — ι « — ·ι > s... . j- ·». 

inégalité qui exprime <fiw fa fonction " y S(.r
lT

.r
2
 ) est une fonction 

concave ou tinèairv. 
Nous en déduisons les inégalités 

t ^V'.
;
"SÎ',^.S

;î
.. 

v i s1"-1 x -
puis 
. . l s?,...

;
-s

u
.s, 

' 1 ) S3 S V 

I η seul signe d'égalité dans (28) entrante l'autre et fa fonction 
y S(.r,,.r. y est linéaire, ce que fort voit comme précédemment. Quant 

à cette dernière éventualité, effe ne peut se présenter que quand fe signe 
d'égalité a lieu dans f-7\ <'/ par suite, dans (atî) pour t = t

a
 on en 

déduit que les deux corps ont des projections homot/iétiques dans tontes 
les directions, c'est-à-dire qu'ifs sont eux-mêmes homothêtiques. 

2a. Reprenons, pour la démontrer maintenant et en tirer une 
conséquence importante, rinégalité à laquelle nous avons fait allusion 
à la lin du paragraphe 22. 
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Il suffit de reprendre la méthode qui a réussi dans l'espace ordi-
naire. Considérons trois eorps convexes C,, < ".... C.

;
. et écrivons l'iné-

galité (2^ pour les deux corps 
k, = .r,G, — .r.Cr- K.= 

Posons 
\V

/t
= \ ̂ .ιγΓ., r,r.,—.r.té-τ-.r-'t;.. t;

f

, t:^ 

== 5· 1 -τ- -4- .r-t"._ - .r,t.5. ('■,· \ 

C.omme dans le cas de trois variables, on a 

\ 1 k,. k,...k, * = iW \tk, k,. kxi = \Vfn.CjVt, 
\ 1 k,... k,. k

=
. k. > = ̂ \ν

/
χΐ·/,»>: 

J( k,...K,i = —Sj .r;. 3< k, . . .k,. k.l = -SjVi. 

Si, dans l'inégalité obtenue, on pose ensuite 

v, — t,r. — h,. r.= i.Cj— w
x
. v.=zz/.c, — w

3
. 

nous obtiendrons une inégalité de même forme que l'inégalité (5) 
valable pour des valeurs positives des jt et des valeurs quelconques 
des u. Faisant dans cette dernière a·- = 1 et faisant tendre .r, et .r

x 

vers zéro, on aura Γ inégalité suivante, valable quels que soient 
11, et 11 x : 

I 3" I λ ,.
=
 l 5",-...-«, T.- - H , !" 

·( ff. . - l \ |S.. ., It, \ -.·; . 5 > t ..3 " I 3-
s

.. s"î ' 

3Γ V ,
 ::

 II'f -4- 3 \ 3«·,". H" \ I __ 1>. 

Il suffît de faire 
3t — 5"«. ,.s"Î— " 

pour obtenir 

13'» )i t I 3. . : 3 Ν j-.. ~
s
 7( ;

 -.G".- · · · \ ... ...: 3,~
; 

forme améliorée de l'inégalité 

ι 3ι ) U., ,ίν,,,. 

En particulier, prenons pour corps ( une sphère de rayon ι les 
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quantités V,V.
J;i
 \

 12:i
.,.

s
 sont, à un facteur près, qui dépend 

seulement de n, les étendues d'ordre deux \ 1 ) et rétendue mixte des 
frontières des deux corps et et le résultat précédent peut être 
énoncé de la façon suivante : 

La racine carrée de Γ étendue d'ordre dettjc de fa frontière du corps 
.r, -+- j?

3
C

a
 (u-i H- ί. = i) est une Jonction concace ou linéaire de x, 

{ou de ,t\). 
Pour savoir dans t/uef cas cette fonction est linéaire, if suffit de 

reprendre le raisonnement du paragraphe 20 ; nous allons montrer tpie 
cette hypothèse entraine que les deirv corps 0, et C., sont homothètiques. 

C.
:!
 désignant toujours ta sphère de rayon ι, admettons que. lorsque 

dans un espace à η — ι dimensions, l'inégalité ( analogue à celle de 
Frobenius) 

Ι :> ■- » V,,3...? λ » V,.,.. ,? \ V ■- \ \ . .» 

se réduit à une égalité, les deux corps correspondants sont homo-
thètiques. 

Nous avons démontré cela dans l'espace à trois dimensions, il 
suffira de prouver que si cette assertion est vraie dans l'espace d'ordre 
η — τ, elle l'est également dans l'espace d'ordre n. 

Or, les quantités crin,..
5
 et s

a:!
 qui figurent dans (do) sont, à un 

facteur près, les quantités Y,™'., et Ys",
:
.qui figurent dans(30 pour les 

corps C ," et < projections des corps et < suivant une direction 
donnée eu, et les quantités Y

1:
.
 :1

 et λ,, .sont aussi, à un autre facteur 

près, les moyennes, sur ta sphère de rayon ι de l'espace d'ordre n. des 
quantités précédentes; l'inégalité (3->) est donc générale. 

De plus, on sait aussi que V
tS3

_,_.., Y,,: ..- sont, toujours à un 

facteur près, les moyennes des étendues et de l'étendue mixte des 
corps Cp et C", soient Y,";. Y,"...;, Υ"

!ιι3
; pour que (3o) devienne 

une égalité quelle que soit la direction de projection, il faut donc que 

t' ) Pour la définition de celte quantité, voir le paragraphe 27. 
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le rapport 

'' - ^ .... ■ V^Z 

ne dépende pas de la direction de projection, et, de plus, que 

A ν_ ■> ν -h \ =«>. 

l'intégrale étant étendue à la sphère de rayon ι de l'espace d'ordre n. 
Or, d'après ce que l'on vient de dire, la quantité qui ligure sous le 

signe d'intégration est, à un facteur près, égale au premier membre de 
l'inégalité ). 

Le signe d'égalité doit donc avoir lieu dans (,3a) quelle que soit la 
direction de projection ; les deux corps ont donc des contours appa-
rents homolhétiquesdans toute direction; ils sont donc horuothétiques. 

écrivant maintenant l'inégalité (3a) dans l'espace d'ordre n, nous 
venons, comme au paragraphe 20. que le signe d'égalité entraîne le 
signe d'égalité dans (3o) pour toutes les directions de projection, et 
nous venons de montrer que cela entraine aussi que les deux corps C, 
et < sont homothétiques : notre assertion est donc complètement 
démontrée. 

Quant au signe d'égalité dans ^3t), il entraîne le signe d'égalité 
dans (3o), et la même conséquence : c'est ce que nous avions affirmé 
au début. 

lletuarquons aussi que l'inégalité (^2) peut s'obtenir directement à 
partir de t À' t en faisant 

\
 |33

.. 3 M, - \ ,3 - Ί/., = 11. 

niais pour voir ce qui arrive lorsque le signe d'égalité est réalisé, il 
faut avoir recours aux considérations précédentes. 

Les considérations relatives au cas général (C
;
, n'est plus forcément 

une sphère) peuvent être reprises ici et conduisent à des résultats 
analogues. Il serait également facile de voir ce qui arrive lorsque le 
signe d'égalité a lieu dans (3o)pour une seule direction de projection. 

26. CAS HE n —■ .j. — Dans l'espace à quatre dimensions, on peut 
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aller un peu plus loin sans toutefois arriver à la démonstration de 
tontes les inégalités souhaitées. 

Écrivons, dans ce cas, la première des inégalités (t>3) pour les 
deux corps .r, ( 1, -4- a\( et j', ( 1, -hy-,<<·.., puis, comme auparavant, 
posons 

f, 7 : t.f, -+■ if,, V·,= /.r,M*. 
W/i= V//·,, .r* -F- :Î V/<·,» .»·, .«-J-F- \

 MSL
-Si (j. / — r. ·» ). 

■+" â«r;14.r, .r, -- 5·;«.«·.;. 
Nous avons 

(,\VU .r- ·αΛ\'
ι4

.ι·, .r, \V4..r| ) ( 3-, «, -f- '7-.ti-.y-

— ■i|\\',|.r
1
 ti, H- Λ\ (/,+ .r,M, ) -+- >\ .j.j.fjff, |((7,.r, -+· 3,.r.,) (s-, «, -t- v* M4) 

-.· (W,, tt'f ·.» \\ « -l- \\
 44

 u'i ) (σ, .r, ο·, .r, V-> <>, 

inégalité valable lorsque les nombres «r, et .r., sont positifs, mais avec 
des valeurs de u, et de quelconques. 

Prenons alors des valeurs de M, et de «... telles que 
S", lft -r- il, 

nous obtenons 
\V,, σΗ — ■> \V ι-, σ, W 44σ7 < ι>. 

ce que nous écrirons : 

^iui a'T ' \ ι iïi -'"ι "'"a σι "t" ^ 2-222 -' ·] 
—'Λ ^ \ | ,, .» .f | '3. \ -f , 3| ) ^»f , , 3, ^ \ , | -».i f >f ff.. — .f | CT| )- > II. 

Choisissons maintenant a', et de façon que J:, σ, = cela est 
possible, car cette équation s'écrit 

■''7 (^i 11 ·' ι ^ιι·:·'ί) — -f,] ( 3"|.f'| — 3".,,, .f .ι ·. 

elle a une seule racine positive en ~> soit a: l'inégalité précédente 
devient 

Villi — ''-Ν ι,ίίϋ3-!- V
5SÎ

,f/'^ u. 

De même, il existe une valeur positive du rapport - telle que 

\ ,1,2 'Cl 3".= \ ,....1·;?, 
et l'on en déduit 

^ I 1 1 I , ·» -ι-ι '.f \ , ,
 44

 ^ , t,, \ , ... ι \ -i.o. \ I>. 
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Nous obtenons ainsi deux formes améliorées de l'inégalité 

* t \ -2-J 3= Mill y -mi' 

Pour t|ne le signe d'égalité ait lieu, il est nécessaire que 

^ IMI ^ 111-2 α 
d'où 

^ 1111 Y I 1 ΐ . 

et, d'après ce que nous avons vu au paragraphe 25, il faut que les 
deux corps C, et i"._. soient homolhétiques. 

Toutes les inégalités trouvées dans ce cas sont des conséquences des 
trois suivantes : 

* uni 1 mt * l 
I I -ill = llll 1 ÎSS'Y 
\ .. il, «1 -s \ 44>ι·ΐι· 

27. CAS or L'UN m:S cours EST UNE SPHÈRE HE RAVOS US. — Prenons 
maintenant pour corps C, une sphère de rayon 1, le corps C, étant 
quelconque, nous le désignerons par C. Nous écrirons le volume 
\ , .r._. ') de la façon suivante : 

\ ç-i-,. .1·.) — \ „ .4- -'.r
s
 \ -4- .»·, -r?-

1

 \ , -t- -ί·" Y„. 

\ „ désigne le volume du corps C, \ l'étendue d'ordre η — ι de la 
frontière de ce corps ('); quant au coefficient Y,, ( ρ > nous l'appel-
lerons \ \ tendue d'ordre ρ de in frontière du corps; \ „ désigne le 
volume de la sphère de rayon 1, et l'on sait que 

\ - Ν \ \ 

On démontre sans peine que, lorsque ρ est positif et inférieur à «, 
\'

p
 est. à un facteur près, qui dépend seulement de «. la moyenne des 

étendues d'ordre ρ des projections du corps sur un espace d'ordre 
11 — 1 ; cela se fait au moyen de considérations en tons points sem-

i. ' t (Vile quantité a été précédemment désignée par S. 
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blables à celles qui ont servi à établir le résultat analogue dans le cas 
des trois dimensions que nous avons rappelé au paragraphe 17. 
Itérant ce procédé, on peut dire que Y., est, à un facteur près, la 
moyenne des étendues d'ordre ρ des projections du corps sur un 
espace d'ordre quelconque, mais compris entre ρ et «. 

L'étendue d'ordre ρ du corps (·._,> est 

\ ·, (.«·,, .Γ.) = \ j, -Ο I» /' ~ 1 t '.Γ., \ . , ; .«"ζ \ 

Précédemment, nous avons déjà montré que \ Y,,y.i 
V V«-1 (J?i j J's^ el. \ Vax,, χ, ) sont des fonctions concaves, on peut 

raisonnablement espérer qu'il en est de même de \ \ ̂ χ,.χΛ. 
Au lieu de désigner par s les étendues des projections, nous les 

désignerons par des petites lettres c; nous avons obtenu les inégalités 
suivantes en démontrant que \ \x,, χ A est concave : 

{1 
V 1 ( /< — 11 \ „ V. . 

l e,e„ (c„ , Vι e„)*' ~ 1 

('.e sont des formes améliorées des inégalités 

\ M / ~ H. « — « ) 

j (--'1 ; v. v;-·-
Puis nous avons 

13Γ> ) 
λ . ^ ) e„ , - ν , _ , e?_, > ... 

*'* X ^ ' l"l A f l'l 

ce sont des formes améliorées respectives de 

( otî ) 
( —V"> —ΥΛ -, 

' - /i — I 
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En écrivant que " \ Y„_, ur,, .r,'» est concave, nous obtenons les deux 
inégalités nouvelles : 
\ ΐ Ν 3 M — 1 ν \ 

( V7"«^(«v
0 

Mais une seule des inégalités quadratiques déduites de ces inéga-
lités est nouvelle, l'autre coïncide avec la deuxième des inégalités (36), 
la nouvelle s'écrit : 

*»-* = ,, 1 " 1 "-*■ 

Un signe d'égalité dans (34) ou (3y) entraîne l'autre, et le corps C 
est une sphère. 

Le signe d'égalité dans la deuxième des inégalités (36) entraîne 
également ce fait, cela ressort de ce que nous avons vu au paragraphe 
précédent, car le signe d'égalité exprime que \'Y

2
(.r,,.r

2
) est une 

fouet h m convexe, mais cela peut aussi se voir en généralisant, le pro-
cédé employé dans l'espace ordinaire. 

Le signe d'égalité entraîne en effet que 

* V, = \, = <·.. = / >\t ^ 

c, est donc une constante qui ne dépend pas de la direction de pro-
jection, et l'on a 

M « — ι ) \ . >";i : ιι \ „ > = j »·; </'>·, 

l'intégration étant étendue à la surface de la sphère de rayon 1 de 
l'espace d'ordre n. 

Si nous exprimons maintenant c2 comme il a été dit au début de ce 
paragraphe, nous voyons que l'égalité précédente permet d'écrire 

*»-* = ,, 1 " 1 "-*■ 

Or, pour toute direction de projection du corps sur un espace 
d'ordre « — i.oua 

> I — -« »·„ ' j 2 Cl 

iûKi·». de Mat ft, s tome XII. <— Fssc. III, 190$, i4 
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et la fonction sons le signe d'intégration n'est jamais négative et, de 
plus, elle est continue, donc, dans toute direction de projection, on 
doit avoir 

:>(« —i) 

et la réciproque est évidemment vraie. Nous sommes donc ramenés à 
démontrer notre résultat dans l'espace d'ordre « — ι ; or, dans l'es-
pace d'ordre 2, l'inégalité exprime la propriété isopérimélrique du 
cercle. Les projections du corps (. sur les divers espaces d'ordre « — 1 
sont donc des sphères du même ordre, il suit de là que le corps C. doit 
être lui-même une sphère. 

En définitive, nous avons trouvé seulement sept inégalités diffé-
rentes (lorsque η est au moins égal à i) entre les étendues d'un corps 
convexe, et il semble difficile d'en obtenir d'autres par la méthode 
précédente. 

Dans le cas de « = i, les inégalités trouvées se déduisent toutes des 
trois inégalités quadratiques suivantes : 

'* ~ Λ 

" 1 

Γ τ = C„ i'; 

et, dans ce cas, nous ne pouvons souhaiter davantage. 

CHAPITRE 111. 

CORPS TASGESTIE1.S. 

Û8. Dans ce chapitre nous allons tout d'abord étudier certains corps 
convexes définis à partir d'un corps convexe donné et qui possèdent 
une liaison remarquable avec celui-ci. Cela nous amènera à énoncer 
une assertion généralisant une proposition de Minkowski qu'on n'a 



SCH LES CORPS CONVEXES. 

pas encore pu démontrer dans toute sa généralité (nous la démontre-
rons cependant dans deux cas). 

Nous aurons à utiliser deux formules fort simples que je vais 
rappeler. 

Soient F
M
 et C3 deux corps convexes de l'espace d'ordre M. une 

section plane du corps C, détermine deux nouveaux corps C et C 
dont le corps t', est la réunion, soient c l'étendue d'ordre « — ι de la 
section. Β la largeur du corps C

3
 dans la direction de la section consi-

dérée de t',. on a 
t ;ÎS\ \ ii;· c. ο ~ \ » c. — tr. = \<c,. o„ -r - B»-. 

Si est intérieur à C
t
. on a de plus 

« .«>^ \ ι·'. tv, ιot t< i" tr.il.» — -c«/, 

où 1/ désigne la distance ^positive'! des deux plans d'appui des corps 
t'., et l'.

; parallèles à la direction de la section et situés sur ces corps 
connue le plan de la section l'est sur C". 

ties deux formules sont des conséquences immédiates de la defini-
tion du volume mixte rappelée au η" 11. 

2tl. C, et C. désigneront toujours dorénavant deux corps convexes 
tels que le deuxième C, peut être mis à l'intérieur du premier C, par 
une translation convenable, nous poserons pour simplifier les nota-
lions ̂  

■U — p, 

On a vu, an paragraphe II. que l'hypothèse précédente entraine 
w„ ~ w,

=
\. λ\\„. 

Nous nous proposons de voir dans quel cas \Y* = \\
 #

, ou, ce qui 
revient au même, dans quel cas on a 

V» = \Y, = \\\ \\ „. 

(1 ) Dans ce qui précède j"ai dû conserver des notations asset complexes afin 
d'examiner les volumes mixtes dont la définition fait intervenir pins de deux 
corps de base. 
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11 est d'abord évident que άρ = η, les deux corps C, et G, peuvent 
être amenés à coïncider par translation. 

Plaçons-nous d'abord dans le cas où ρ = ι et appelons corps 
tiel d'ordre un d'un corps convexe C

2
 un corps dont tous les plans 

tangents sont en même temps plans d'appui de C
s

. 
La condition s'énonce alors : 

•Sr C2 est contenu duns G,, fa condition nécessaire et suf fisante pour 
que 

'a confluían 

est que G, soit un corps tangentiel d'ortire un de C
2

. 

Lorsque C, est un polyèdre, désignons par H, et IL les dislances 
des palans d'appui également situés de ces deux corps à un point fixe 
quelconque et par S l'aire d'une face de C,. on doit avoir 

1,(11,-11^8 = 0. 

or H, — IL est une quantité toujours positive ou nulle, si C
â
 est à 

l'intérieur de G, : pour que l'égalité précédente ait lieu, elle doit donc 
être nulle dans toutes les directions perpendiculaires aux faces de C, ; 
autrement dit les plans des faces de G, doivent être des plans d'appui 
de G- et cette condition est visiblement suffisante. 

Lassons au cas général, nous raisonnerons par l'absurde. Supposons 
qu'un plan tangent à G, ne soit pas plan d'appui de G-,, prenons alors 
une origine Ο des coordonnées à l'intérieur de C

2
, la direction positive 

de l'axe ,r« étant associée au plan tangent à G, considéré. Considérons 
maintenant les bornes inférieures et supérieures des ,r„ 

pour 
s.t'o ii| pour C,. 

on a 
«l„ < Ο < «»', (»,. 

Soit £ une quantité positive inférieure à a, — α,, le plan J·,, = a, — ο 
sectionne le corps G, en deux corps G' et G" dont l'un d'eux, soit G', 
contient C

2
; la section de G, par ce plan est un corps convexe cy £\ 

dont l'étendue d'ordre η — ι sera désignée par *'(£), rétendue d'ordre 
η — a par χ(£\ *\£) désignera le rayon de la sphère (d'ordre « — i) 
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inscrite dans cette section ; on a 

/1Ο)ΑΊΟΚ CI Ο I. 

Lorsque i tend vers zéro, nous avons vu, an paragraphe H, que le 
rapport augmente indéfiniment, il en est donc de même du rap-

port \· D'autre part, les formules (38) et (3çD du paragraphe pré-
cédent s'écrivent ici : 

\ TF." C'.TVT - \ («R T:\T~> = Ν,R.
(
 T:„T:*) -«;* »·(*>. 

\ » r. tv. ο,) ^ \ ,<;■ t". tu> — — («, — «,) 

Cherchons une limite supérieure de \ (C", ..., I ( '.
s
 \ Soit M un 

point de C, situé dans le plan tangent .r„ = Construisons le cône 
ayant pour base et pour sommet O, il coupe le plan .r„ = u, sui-

vant un corps homotliétique à e(o) dans le rapport -7-375 et qui con-
tient le point M; construisons alors le cylindre ayant pour hase ce 
dernier corps et dont la direction des génératrices est Ο M et limitons-le 
aux deux plans .v„ — «/, et .r„ = u,—0 : ce cylindre τ contient le 
corps C", nous avons doue 

\ ι τ τ. C.
t

\ ; \ C. Γ... 1. 

Soient II le maximum de la distance des plans d'appui de C
a
 à l'ori-

gine, S" le corps convexe obtenu en considérant la partie de la sphère 
de centre Ο et de rayon li comprise entre les deux plans .r« — 
et .r„= <i\ et χ le sinus de l'angle de la direction .r„ avec la direction 
Ο M, on a 

\ (r r, Cv ^ \ ; τ. .... τ, S ) 

η χ \u, — ο y a \ a, — ο / ' 1 

Comme 
\Y„= V ,c,. ... C, Ç \\ C C". c, >. 
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MOUS déduisons de ces diverses relations 

j.<>;-){ 

Jt \rt, — «/ 

Or <1, —η , est positif, ensuite, lorsque 5 tend vers, zéro, 

\«l, — / 

tend également vers zéro ainsi que 5 jr(Sl car on a 

Ο Si 0 = ι" Ι 0 ^ 

le premier facteur tend vers zéro comme nous l'avons déjà remarqué 
tandis que le deuxième est borné parle travers intérieur maximum du 
corps C,. 

Pourvu que 0 soit suffisamment petit, le second membre de l'inéga-
lité précédente est donc positif, par suite l'existence d'un plan langent 
à C, non plan d'appui à Cl, entraîne 

\\..> \Y,. 

La condition énoncée, quant à l'égalité W„ = W,, est donc nécessaire. 
Clette condition est également suffisante. Désignons en effet par 

11 -f-OC, le corps homothétique à C, dans le rapport 1 -f- s. avec 
l'origine comme centre d'hoinothétie, ε étant un nombre positif maïs 
aussi petit que l'on veut. On peut, comme on le sait, trouver un 
polyèdre P, dont les faces sont tangentes à C, et dont la frontière est 
comprise entre les frontières des deux corps C, et ο -j- ε Ml, : alors P, 
est un corps langentiel d'ordre 1 de (1, et l'on a 

, ,, α.«»οΐ. 

Mais, lorsque s tend vers zéro., les quantités 

V(C,... C,) — V(l\ .... t\> et V( P,, PC, \ - V(C, C,. C.j 

tendent elles aussi vers zéro et la quantité λ\\, — Λ\", qui est leur 
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somme est aussi petite que l'on veut, ou a donc 

W. W,. 

La démonstration que nous venons de donner est une simple extension, 
à l'espace d'ordre quelconque, de celle donnée par Minkowski dans 
l'espace ordinaire. 

30. Nous dirons qu'un corps C, est un corps tangenticld'onirv ρ d'un 
corps C

2
 si, en tous les points du corps C, qui appartiennent aux 

classes ι, a. .... /1. les plans d'appui de C, sont également des plans 
d'appui det'.j. 

5f C..j est contenu dans C, , nous allons voir que fa condition nécessaire 
et suf fisante pour qu'ait fieu l'égalité 

\V„ .. W , 

est que C, soit un corps tangent tel d'ordre ρ de C,. 

Ce fait vient d'être démontré pour ρ — ι, nous prouverons que s'il 
est vrai pour ρ— ι, il est vrai pour ρ et nous supposerons le résultat 
établi dans l'espace d'ordre η — t jusqu'à la valeur ρ— 1. 

L'égalité précédente entraine d'abord W„ = Wp_, ; c'est-à-dire que 
le corps C, doit être un corps tangentiel de < d'ordre ρ— \ ; de plus 
les égalités 

\V„ · W W., . ~ W,.. 
entraînent 

\vI = w„ w,. \v| = \v,\v.. .... w.. λ\„w ... 

Appliquant alors la première des inégalités (21) aux deux corps C, 
et C., -+- tC.,

:
 avec t suflisamment petit, on voit que, quant aux étendues 

d'ordre » — 1 des projections, les égalités précédentes entraînent 

^ΙΙ-,ί * * * 

quelle que soit la direction de projection. 
Mais puisque C._. est intérieur à C.,, la projection de C

a
 sur un plan 

est intérieure à la projection de C, sur ce même plan, en vertu de nos 
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hypothèses nous voyons que la projection de C, sur un plan est un 
corps tangentfel d'ordre p — ι de la projection de C_, sur ce même 
plan. 

Considérons maintenant un point de classe ρ du corps C, et suppo-
sons qu'il existe un plan d'appui à C, passant par ce point qui ne soit 
pas plan d'appui de C... Projetons les deux corps sur un plan parallèle 
à la variété linéaire d'ordre /1 — p, contenue dans l'ensemble fermé de 
directions que nous avons attaché à un point de classe p, et perpendi-
culaire au plan d'appui considéré passant par ce point. 

La projection de C, admet au point projection du point de départ 
un plan d'appui qui n'est pas plan d'appui à la projection de C , sur ce 
même plan, de plus ce point est de classe p— 1 pour la projection ; 
donc, sur ce plan, la projection de C, n'est pas corps tangentiel d'ordre 
p — 1 de la projection de C

3
, on ne peut donc avoir ΛΥ„= YY,,. La 

condition énoncée est donc nécessaire. 
Cette démonstration est valable si l'on peut déterminer le plan de 

projection, c'est-à-dire si 
Lorsque le corps C

a
 est un polyèdre, il eu est de même de C, et, par 

un calcul direct, on peut vérifier que la condition est suffisante: dans 
le cas général il suffit d'approcher le corps C

3
 puis le corps C, par des 

polyèdres. 

51. Lorsque p = ri — 1, la démonstration peut être présentée sous 
une forme différente, généralisation de la méthode employée par 
Minkowski dans le cas de trois dimensions. Il faut démontrer que 
l'égalité 

w „ -= W„. , 

entraîne que les plans d'appui de C, sont également des plans d'appui 
de Cs, sauf peut-être pour ceux qui sont plans d'appui en un sommet 
(point de classe n~) : Minkowski dit alors que C, est un corps de capu-
chon de C... 

Si C, n'est pas identique à Câ
 considérons un plan d'appui de C, 

qui ne soit pas plan d'appui de C
a
 et reprenons les considérations et 

les notations du paragraphe 29, on a 

\ it:. \ 1 Cj. ir c>;> YiC„c. c... 
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Pour que l'égalité précédente ait lieu, il est nécessaire que 

VtC, r.,) = \ vc,.(r c\>. 
Or on a 

V»C,. C C » — V(C|.C Ct = C, ) -f- ^(«| — <»„) i^à). 

Vit;,*:· » — Υ,ΓΛ <'"> ·.··.· -(,ι — · - ') tri ο ». 

De ces relations on tire 
\ { I 1. 1=: -Q PiiOl. 

Soit M un point de C, appartenant au plan d'appui 
- ο »tiï désigne le volume du cône de base ei'cTï et de sommet M, ce 
cône n'a pas de point extérieur à C,, donc, d'après l'égalité ci-dessus C" 
coïncide avec ce cône; le point M est donc un sommet de C, ce qui 
achève la démonstration. 

52. Etant donnés deux corps convexes C, et Ca, l'un d'eux peut 
être liomothétique à un corps tangentiel d'ordre ρ (plus grand que i) 
de l'autre ; si, par exemple, c'est le corps C, qui est homothélique à un 
corps tangentiel d'ordre ρ de C

i?
 nous avons vu que cela entraîne 

\\ , - \v, \Y,, ' 

il est vraisemblable que la réciproque est vraie car, en appliquant les 
méthodes du chapitre précédent, on voit que ces égalités entraînent 
des conditions très précises quant aux éléments d'aires mixtes de ces 
deux corps. 

Cela amène aussi à considérer comme vraisemblable la proposition 
suivante : 

Entre les volumes et les volumes mixtes de deux corps convexes on 
a les inégalités 

\V„ \Y, \Y,,-, . \Y„_, 

un seul signe d'égalité entraîne tous les précédents ou tous les suivants 
et l'un des deux corps est homothélique à un corps tangentiel de 
l'autre. 

Jourii. de .Moth.. tome XII. — Fase. Ut. iyS>. do 
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Ce Ut' proposition serait fa généralisation de celle de Minkowski dont 
nous avons déjà parie, savoir que,pour deux corps convexes, dans Γ espace 
ordinaire, / égalité 

\ - , 2 rz: V , ( 1 ^ 1 se 

entraîne que le corps C, est ho/nothétique à un corps de capuchon de C
a

. 

55. C'est celle proposition que nous allons démontrer dans le cas 
où les deux corps C, et Cs sont des polyèdres. 

Par une liomothétie convenable, éventuellement nécessaire, nous 
pouvons faire en sorte que 

Ym= Ylli = v(iï. 

D'après l'égalité (ι ai établie au paragraphe Itï nous devons égale-
ment avoir 

</Su = f/S,; 
dans toutes les directions 

Ici, comme C, est un polyèdre, nous écrirons plutôt cette égalité 
sous la forme 

( > t i'ure? nun 

Par S, 1 nous désignons Paire d'une face de C, s'il en existe une dans 
le direction de plan d'appui considérée, ou bien zéro si ce n'est pas le 
cas. Par S, ., nous désignons Paire mixte des éléments de la frontière 
de G, et de C

a
 qui se trouvent dans deux plans d'appui parallèles et 

également situés. S
ia

 n'est pas nul si les éléments correspondants sont 
tous deux des faces ou si l'un d'eux est une face de l'un des deux corps 
et l'autre une arête de l'autre corps, ou, entin, lorsque tous les deux 
sont des arêtes non parallèles. S,a

 est nul, par contre, dans tous les 
autres cas, c'est-à-dire si les deux plans d'appui respectifs aux corps C, 
et C

a
 ont en commun seulement un sommet avec l'un des deux corps 

au moins, ou bien ont chacun en commun seulement une arête avec 
chacun des deux corps, ces deux arêtes étant parallèles. 

De l'égalité (40) nous concluons que, pour tout plan d'une face de 
C,, le plan également situé sur C

a
 doit être celui d'une face ou passer 

au moins par une arête, autrement dit toute face de C, doit être parai-
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lèle à une face ou à une arête de <1, et, 1\. étant donné, cela limite 
déjà considérablement le nombre des faces possibles pour C,. 

54. Pour aller plus loin nous aurons besoin de quelques lemmes 
préliminaires. 

t" Soient P, et P. deux polygones convexes situés dans un même 
plan ou dans deux plans parallèles ; supposons qu'à chaque coté de P., 
corresponde un côté de P, parallèle et également situé [la réciproque 
n'étant pas forcément exacte {' )] et qu'on ait de plus, entre l'aire S,, 
de P, et l'aire mixte S,·, de P, et de P

2
, 

Snell-

en comparant les longueurs des côtés de P, à ceux de P.. nous écrirons 
sur chaque côté de P, le signe + l si ce côté est plus grand que le 
côté de P.. qui lui est parallèle ou si la droite d'appui de P

a
, située sur 

ce polygone comme le côté correspondant de Ρ,, passe par un sommet 
de 1\>; le signe (—si ce côté est plus petit que le côté de P., égale-
ment situé; le signe (o) si ces deux côtés sont égaux. Alors, lorsqu'on 
fait le tour de P, on trouve au moins quatre changements de signe, 
ou bien il y a le signe sur tous les côtés et P, est égal à P.,. 

Nous disons qu'il y a un changement de signe lorsqu'on passe d'un 
côté marqué du signe i

v
 -f- ) | ou du signe (—)] à un côté marqué du 

signe ( — ') [ou du signe ( |-%>| en traversant ou non des côtés mar-
qués 

Ou peut, pour la démonstration, supposer que les deux polygones 
sont dans un même plan ; choisissant alors une origine quelconque et 
désignant par h la distance de cette origine à une droite d'appui de P, 
et par / et /' les longueurs des côtés des polygones P, et P

2
, on doit 

avoir 

O») /, — f', \ — 

Si /,— /) n'est pas constamment nul, nous voyons donc qu'on ren-
contrera au moins deux changements de signe en faisant le tour de P , ; 
d'ailleurs le nombre de ces changements de signe est pair. 

(') four C, οι» peut prendre, par exemple, un trapèze el pour l\, un triangle. 
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Il ne peut y avoir seulement deux changements de signe car alors 

on pourrait trouver deux sommets qui diviseraient P, en deux lignes 
polygonales, Tune, Tare (+) , ne contenant que des côtes marqués (+> 
ou (o), et l'autre. Tare ( — ), que des côtés marqués (— ) ou < ο). Par 
ces deux sommets on peut toujours mener à P, deux droites d'appui 
concourantes. Prenons pour origine l'intersection de ces deux droites 
d'appui, les distances des côtés de l'arc à ce point ont toutes le 
même signe et les dislances des côtés tie l'arc ( — ) à ce même point 
sont toutes tic signe opposé au précédent ; donc, dans le premier mem-
bre de y'|i), divers tenues de la somme ont tous le même signe cl 
l'égalité ne saurait avoir lieu. Le nombre des changements de signe 
est donc au moins égal à quatre ('). 

En particulier, si P, est un triangle, tous ses côtés seront marqués 
du signe (o\ P, sera égal à P.,. 

a" Si, sur un polyèdre, dont toutes les arêtes sont marquées ( + Ί, 
(, —) ou ι ο). on a sur chaque face au moins quatre changements de 
signe, ou bien le signe sur toutes les arêtes de la l'ace, alors on 
a une contradiction, à moins que l'on ait le signe (οï sur toutes les 
arêtes. 

Dans cet énoncé ne figurent que des notions d'.lnu/v.viV situs, nous 
pouvons donc raisonner comme si le polyèdre en question se réduisait 
à un réseau ou à un filet. 

Si l'on a une arête marquée y ο ô ne faisant pas partie d'une face 
triangulaire on peut la supprimer en nouant les sommets où elle abou-
tit, on supprime ainsi un sommet et une arête. Si, sur le réseau, se 
trouve une face triangulaire ou peut la supprimer en nouant en un 

( ' ) Ce résultat conduit au suivant : 
Soit/(.r) une fonction périodique de période λ — et continue telle qu'il 

existe sur le cercle Irîgotiotnélrique deux points qui partagent ce cercle en deux 
arcs dans chacun desquels J\.r ) ne change pas de signe, alors on ne peut avoir 
à la fois 

j J\.f ) tt.c = ο. ^ /'( .«·> cos.r t/.r = o, j /'< .r ) sin.r i/r = o. 

à moins que/(.H ne soit identiquement nulle. 
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même somiael les arêtes, autres que celles de cette face que Fou sup-
primera, on supprime ainsi une face, deux sommets et trois arêtes. 

Par des applications successives de ce procédé et, si toutes les arêtes 
du polyèdre ne sont pas marquées (o), nous arrivons à un polyèdre 
dont toutes les arêtes sont marquées (+) et (—> et, sur chaque face, 
les opérations précédentes n'ont pas altéré le nombre des changements 
de signe. Sur ce dernier polyèdre on a donc au moins .{F changements 
de signe, F désignant le nombre de ses faces. 

On peut aussi compter le nombre de ces changements de signe en 
faisant le tour de chaque sommet du polyèdre car, en faisant le tour 
d'un sommet, à chaque changement de signe correspond un change-
ment; de signe dans une face et inversement. Chaque sommet detrièdre 
donne, au plus, deux changements de signe: en général si, par un 
un sommet, passent η arêtes, il y a au plus η changements de signe si 
« est pair, ou « — ι si » est impair, soit jr„ le nombre de ces sommets, 
on aura au plus 

2ΊΊ" 
changements de signe, où " j désigne la partie entière de " * 

D'autre part, la formule d'Euler pour les polyèdres donne 

1 ^ m! U " — " ) Λ" ~ oî" · 

Or, précédemment, nous avons vu qu'il y avait au moins 4 F chan-
gements de signe, nous arrivons donc à une contradiction. 

Soient P, et P., deux polygones puis P., le polygone de capu-
chon de P, dont les côtés sont parallèles à ceux de P, alors on a 

S„=S.t·, 

C'est une simple conséquence de la définition de l'aire mixte de deux 
polygones. 

SI», Nous avons déjà vu que l'égalité (.jot exige que tout plan 

(') Certains cotes Je t*., peuvent être nuls. 
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d'une face de C, soit parallèle au plan d'une face de C_. ou parallèle à 
un plan d'appui de C

s
 passent par une arête. 

Supposons alors que le corps C, ait des faces parallèles à chacune 
des arêtes d'une face du corps CL : s'il y a plusieurs faces de C, paral-
lèles à une même arête de la face en question de C... nous considé-
rons celle qui t'ait avec cette face l'angle le plus petit; ou encore : 
faisant tourner le plan de i* autour de cet le arête de façon qu'au début 
du monvement ce plan devienne plan d'appui de<la face del', dont 
le plan sera tel que son plan parallèle mené par celte arête sera ren-
contré le premier est la face que nous considérons. 

Je disque les faces de cette sorte de C, se coupent en un même 
point ou bien qu'il y a une face de C, dont le plan est parallèle à 
celui de 

Si. en effet. ce dernier cas n'est pas réalisé, l'assemblage de ces faces 
ne peut se faire que suivant une ou plusieurs arêtes qui ne sont pas les 
intersections de deux faces parallèles à deux arêtes adjacentes de 
Aucune de ces arêtes ne peut être parallèle à la face car on aurait 
S,, = o, S,.]> o. Menons par chaque arèle de ;> un plan parallèle au 
plan des faces correspondantes de O, . à une des arêtes précédentes de 
ce corps correspondant une droite parallèle perçant le plan de ;> au 
point commun à deux arêtes de ;> non adjacentes. Par les arêtes de ;> 
que l'on voit de ce dernier point on peut mener des plans d'appui à C, 
parallèles à cette arête car ces plans font, avec ties angles moindres 
que ceux des faces de C, correspondantes, on a donc encore pour cette 
arête S,, = o, S,.)> o ; nous obtenons encore une impossibilité, ce qui 
démontre le résultat. 

Ce résultat est encore exact si C,, au lieu d'avoir des faces paral-
lèles à des arêtes d'une face de C.,. a. plus généralement, des faces 
parallèles aux arêtes d'un contour fermé quelconque formé d'arêtes 
de C.j, sans avoir aucune face parallèle à une face au moins de l'une 
des deux parties de C. déterminées par le contour fermé considéré çet 
également située). Si, par les arêtes de iC ou du contour fermé formé 
d'arêtes de C

2f
 nous menons des faces parallèles à celles-ci, elles sont 

concourantes. 
S'il y a une face de C, parallèle à la face correspondante de C

a
 et 

également située, les faces que nous avions considérées au début, nous 
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les considérons connue définies par les moines arêtes assurément mais 
ces arêtes nous les considérerons comme appartenant aux faces adja-
centes à la précédente et nos conclusions sont valables pour ces faces. 

S'il y a plus de deux faces de <L parallèles à une arête de C
a
 et éga-

lement situées, nous conviendrons de considérer cette arête connue 
une face d'aire nulle. 

Si C, a moins de faces que CL, c'est donc que certaines faces de C
a 

concourent en un même point mais alors, appliquant le résultat 3" du 
numéro précédent, nous voyons que C, doit présenter la propriété de 
Minkowski pour le corps C

3
 obtenu en prolongeant ces faces. 

De toute façon nous avons fait correspondre à toute face de t , 
limitée par un polygone P,, un polygone P

a
 dont les côtés sont paral-

lèles à ceux de P, qui est une face d'un corps de capuchon de CL. Nous 
pouvons alors appliquer les principes i" et a° du numéro précédent : 
ils nous montrent que le corps C, peut se déduire d'un corps de capu-
chon de C., par une translation. 

3β. I η autre cas où la proposition de Minkowski peut être démon-
trée est celui où le corps C

a
 se réduit à un disque convexe plan. 

Prenons un axe des abseisses ,r perpendiculaire au plan de ce disque 
et soient .r, et -r

3
 les abscisses des plans d'appui àC, parallèles au plan 

du disque <.r
3
 K Soient 8

η
^.ιΛ Faire de la section de C, parle 

plan d'abscisse .r: S,
3
y.r> l'aire mixte de cette section avec le disque 

convexe d'aire S, ., on a 

\ ,,, -- f S,ο r > t/t\ \ - I S,..i .r I if.r. 

V ο-, ·" r—>;ί- > -:··;- ·'■ 

L'inégalité de Minkowski s'écrit 

< j >1 * / ï I S,, t.i-)«/.!·. 

Or on a 

(A3) S;
3
U\)^N,I>)S

ss
. 
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On sait d'antre part que la fonction \ S,,(.r)= /'(;r) est une fonc-
tion concave ou linéaire de u-(.r,<.r<a-

a
), l'inégalité précédente (4*4 

sera vérifiée u fortiori d'après (434, si l'on a 

• f \ S
u

i.rW.i·· ^ i.r
s
 — .r, t f S

u
(.r) th-

on 

(44) ] ' I J\.r > î/.i^ 7 ' f /-(.r ></.«·. 

Or on démontre qu'il en est bien ainsi pour les fonctions /(a-) non 
convexes et non négatives ('), le signe d'égalité n'ayant lieu dans (44) 
que pour les fonctions /'(.ri telles que la courbe j-= /\.r) soit com-
posée de deux segments joignant les points (γ — ο, .r = .r, 4 et (ν = ο, 
.-r = .r

a
4, ou pour les fonctions limites de celles-ci 

y = r»(.r— J'j V — .»·) ). 

Pour que le signe d'égalité ait lieu dans(4s4 il est nécessaire et suf-
fisant qu'il ait lieu dans (434 pour toutes les valeurs de .r : les sections 
du corps G, par des plans parallèles à celui du disque G

a
 doivent donc 

d'abord être des courbes convexes luunothétiques au disque. Puis le 
signe d'égalité devant avoir également lieu dans (444, le corps C, doit 
se réduire ou bien à deux cônes accolés par la base, le plan de cette base 
étant parallèle à celui du disque et celte base étant elle-même liomo-
thétique au disque, ou bien à un cône dont la base est homotbélique au 
disque : ce sont bien là les seuls corps de capuchon du disque. 

J. FAYARD. 4·«/' /fi t-tth'urs tnoven/ies ( Bulletin des Svièwcei HieiArmu-
titfues. îv série. I. 37. février iç>33i. 


