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Sur Uaccumulation des waleurs des fonctions analytiques

qui forment une suite untformément convergente ;

Par T. VIOLA.

INTRODUCTION.

L. Considérons une suite de fonctions holomorphes £,(z) conver-
geant uniformément & Uintérieur d’un domaine connexe (1)) et sup-
posons que la fonction limite £(=) ne soit pas constante. Si 3, esl un
point intéricur & D et si (¢) est une petite circonférence de centre s,
et de rayon r, intérieure & (D) telle que f{(3) = /(=) pour

O[3 —Fa 2

la propriété
lim - e
"= e ;Q_,n (:) -"jt;u,)

TS X :I- eV
o FZY = J(5)

montre l'existence d'un entier positif v| = v( 5, )] tel que chaque fonc-
tion f,(3), pour n2v, prenne dans le cercle (¢) la valeur f{s,) exac-
tement autant de fois que la fonction f(3), ¢'est-d-dire un nombre de
fois égal & I'ordre de multiplicité de z,, considéré comme zéro de la
fonction f{s)— f(3,).

Un raisonnement analogue montre que, plus généralement, si (D)
est un domaine simplement connexe, intérieur & (D), limité par un
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174 T. VIOLA.

contour rectifiable (') et tel que f(z) 5~ a sur ce contour, alors chaque
fonction /£, (3) (pour n assez grand) prend dans (D’) la valeur a exac-
tement autant de fois que la fonction (=) (*).

2. Il se pose maintenant la question d'étudier, au méme point de
vue, I'accumulation des valeurs des fonctions /,(z) non pas pour une
seale valeur 4, mais pour toutes les valeurs que la fonction limite prend
dans (D). Peut-on affirmer I'existence d'un entier positif v, qui puisse
valoir comme indice de départ v(s,) pour tous les points z, d’un
domaine intérieur & (D)?

Nous préciserons ¢e probléme et nous v répondrons avec les restric-
tions nécessaires. En partant de la propriété rappelée, nous dévelop-
perons une bréve théorie préliminaire, de caractére élémentaire, qui
nous perinettra d’obtenir les résultats cherchés avec plus de simplicité
que par une étude de la convergence de la suite

J ’n‘s)fily
’"(,‘) - I( l")

et, surtout, en fournissant une image géométrique intuitive du phé-
nomene de I'accumulation.

Nous averlissons, une fois pour toutes, que les considérations qui
suivront seront valables aussi pour les suites uniformément conver-
gentes des fonclions méromorphes. Ce cas est en apparence plus
général que celui des fonctions holomorphes, mais on peut le ramener
au premier. kn effet, si les fonctions /,(5) de la suite sont méromorphes
dans le domaine (D) et si z est une valeur que f(s) ne prend pas
dans (D) (il existe de telles valeurs), on remplace chaque f,(s) res-

pectivement par
1

é-‘n(»"):m

qui est holomorphe pour n assez grand.

(") Les domaines gue 'on considérera dans la suite seront toujours supposés
des ensembles fermés (saul indication contraire) et limités par des conlours
rectifiables.

(*) Voir, par exemple. . Moxtin. « Lecons sur les families normales de
Jonctions analvtiques v, p. 2o (Paris. Gauthier-Villars, 1927).
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Nous nous occuperons donc, pour plus de simplicité, seulement des
suite uniformément convergentes de fonctions holomorphes.

Ce travail a été fait pendant mon séjour a Paris. Qu'il me soit
permis de présenter ici & M. Paul Montel mon hommage de profonde
admiration et de reconuaissance trés respectueuse : ¢’est lui qui a
enrichi mes idées et qui m'a rendu possible de les réaliser.

I. — Courbes d’accumulation.

L. Seient { D") un domaine complétement intérieur & (D)) et (DM
un domaine complétement intérieur a (D). J'entends par la qué les
coutours de ( DY, (D), (D) n'ont pas de points communs. Nous indi-
querecns par (D'—D") Pensemble des points du domaine (D") exté-
rieurs du domaine (D).

Suppoesons d'abord que la dérivée f'(3). de la fonction limite /(z)
de lasuite uniformément convergente des fonctions holomorphes /£, (),
r'ait pas de séros dans le domaine (D™).

Nous détinissons comme il suit une fonction fiz, N, holomorpheen =
dans ( D) et continue par rapport & un paramétre réel positif ¢, comme
on le fait seuvent (') en vue de I'étude des fonctions de deux variables

FE = Fa3) + W= ) [ farr (3) — [fu(3)]
pour

nltia 1 (n=u 2, 3....).

La suite /, 3) étant uniformément convergenle dans (D") et v, > o
étant un nombre tel que, dans (D), Ton ait | /*(3)! > v, il existe un
enticr N\ tel que. pour # 2N et dans (D™), on ait /(=) > 1—:{

2. Soit 7, un point du domaine (D). Isolons z, par une petite cir-
eonférence (€), complétement intérieure & (D™) et telle que, pour

") Voir par exemple, R, Bame. « Sur les fonctions des variables réelles »
(Annali i Mat.. 3¢ série, 1. 3, p. 1)
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33£ 35, lonait f(2)5£ f(5,) & I'intérieur de (¢) et sur (¢). Soit v un
entier tel que, pour n > v, la fonction f,(3) prenne une fois ct une
seule, au point z, lavaleur f(3,) & l'intérieur de (¢). Choisissons (n° 1)
rn > N, > v. Etudions I'équation

(1) JGz O =f(z)
dans 'entourage de = =z, t =n. Si £,(3) =/, .,(5), on a aussi
.f(-;—, :’) = f(3) pour a<ign 4.

Dans ce cas il existe donc une fonction continue 3z = 3(¢, 3, ), ¢ ost-a-
dire la constante =3, qui, dans Uintervalle fermé (n. n-+1),
vésout (1) (). Si £,(3) £ £...(5), la fonction
.f( :n) — _I;,(’S)

u(z)=n+ .————-—————I."ﬂ(:) ey

est holomorphe pour s = z. Pour ¢ variable au-dessus de #, I'équa-
tion (1) peut étre remplacée par I'équation

{=29,(3).
On a
i L) _EOES_ me
T l‘fn%l(\:)'—_‘fn(\;‘)‘ I: ,‘fu-»l(\:)__fn(\:‘) ’

Il s’ensuit que P'on peut faire l'inversion de ¢ = ,(z) dans le voisi-
nage de 3. La fonction inverse
s=9r' ("
est holomorphe pour t==n et prend, pour = n, la valeur .
IFaisons croitre ¢t de n & n -1, 5 variera avec continuité dans le
voisinage de 3, cn parcourant un petit avc de courbe complétement

intérieur & (¢). Observons que les points = de (D™ ot I'on a

{2} f(:‘u“":,ﬁt(s):_ﬁl -l3)

(') Dans Uexpression 3{4. 3,). 5, est un parameéire et reste provisoirement
fixe, comme je I'ai dit,
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sont en nombre fim. Donc, si en faisant croitre ¢ au-dessus de n jus-
qu'a une valeur ¢ telle que # < 1'<n + 1, s se déplace avec continuité
jusqu'd un point 3" o 'on a (2), alors la constante z' continue &
résoudre (1) dans (¢, » + 1). \ partirdelavaleur t = n + 1, je répite
le raisonnement et je vois qu'il existe une autre fonction continue (')
qui vésout (1) dans (n + 1, n+ 2). Je continue indéfiniment ainsi, en
faisant tendre ¢ vers . Le point z==z(¢, 3,) se déplace avec conti-
nuité dans 'intérieur de (¢), il décrit une courbe v(z,) pourvue en
général de points anguleux correspondant aux valeurs enticres de ¢ et
il tend vers le point z,. Toute la courbe v(z,) peut par exception se
réduire au point 3,.

S. Voyons ce que devient la courbe v(3,) quand ¢ décroit au-dessous
de n. Il est clair d’abord que le prolongement peut étre fait, en répé-
tant le raisonnement, au moins pour tout Pintervalle n2¢>n — 1. Le
point z(¢, 3,) variera avec continuité dans I'entourage de z, lout en
sortant éventucllement du cercle (¢). Au-dessous de n — 1, le prolon-
gement n'est assuré que si n—1 >N et puis, successivement,
sin—2>N, n—3>N, .... Donc, deux cas peuvent se présenter :
ou bien le point (¢, 5,) rejoint une position du contour de (D)
avant que l'on ait t = N (ou toul au plus pour = N); ou bien, il reste
dans (D") et tend vers une position limite pour t =N.

Nous appellerons « courbe «’accumulation » la courbe v(z,).

4. Considérons maintenant le cas général on la deérivée f'(3) a des
séros dans (D"). En reprenant du commencement le raisonnement, nous
supposons précisément que 3, soit un point de (D") tel que /'(5,)=o0.
Isolons z, par la petite circonférence ( ¢), intérieure d(D") et telle que,
pour 5 = 5, l'on ait f(3)5£ f(3,) a l'intérieur de (¢) et sur (¢). Si £
est 'ordre de multiplicité du zéro 5, de f(3) — f(3,), ¢’est-d-dire si

S E)=G) == (m) =, JE(R) =0,

nous disons aussi que f( ) prend k fois la valeur f{s,) en 3,. Il existe

{') Eventuellement constante, éventuellement le prolongement de la fonction
précédente.
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un entier v tel que, pour 2 > v, la fonction f,(3) prenne 4 fois exac-
tement la valeur f(3,) & U'intérieur de (). n>v étant choisi, soit 3
un point intéricur a (¢ tel que /,(3)=/(s.). Si f (3) =20, cest-a-
dire si /,(3) prend une seule fois la valeur /(z,) en 3, tout se passe,
dans un entourage suffisamment petit de 3, comme précédemment,
¢'est-d-dire que Uon pourra définir la fonction continue 3 ==z(¢, 3,),
la « courbe d’accumulation » (3,), etc.

8i £,(3) = o, il est nécessaire d*étudier de rouveau I'équation

(1) Ja(3) = = n} | fu o (3} = Lu(3)) = J(50)

qui équivaut a
Jiz0) “fra{:‘)

F—=9,{(31= 3 < .
?( \' ”+_’u~1(:“)—"u"\3)

Ecrivons les développements des fonctions /,(3) et £, (3) en séries
de Taylor autour de = :
Ju(3)==f(5) =+ ag(s — 5)“‘4— a;;(: — E\ e
jtuh.u(:‘) == !'.\ - h‘l(z—‘:‘:) -3 [‘j(:\—s):‘*‘:—.«..‘
Supposons d’abord f. (3) = S (?), clest-d-dive &, == f1(3,) et
posons
L3y — fu(3) =0y m(: —3) = t'.z(:- —_ _:Y 2

= f{3) — dy=mey o=, Com=aty— b,
L'éguation & résoudre est

1 =— n - ":'(S——-E)!—i-uz(sb—5)3‘—;-.__ .

ez =) +elz—3F 4

Nous pouvons supposer que, pour 3 =g3, en plus de la dérivée pre-
. miére, h — 2 dérivées successives de f,(3), s'annulent également,
c'est-a-dive que l'on ait
IS == =) =0, fFGE) =
Alors, I'équation devient

e = Pt oo =

= n - - — s
-t (‘A\S — 3) —+ 4‘1(':- —_ :)'—-3-. .
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el peut étre résolue par rapport & 3 en donnant lien & une fonction
multiforme qui admet pour { = » un point de ramification. Plus préci-
sément, en faisant varier ¢ dans un voisinage suffisamment petit a

1
droite de #, on a & développements de s suivant les puissance de (¢ — n)-.
A ces /i développements, dont chacun représente une branche de la
fonction multiforme, corvespondent £ « courbes d’accumulation » du
Lype v(3,) étudié au n° 2, qui sortent toutes du point z.
Si f,,(ﬂ = [0 (:-)_. on a ¢,== o el I'équation devient

ng(; — ez — 3V

ez —3) - ez — = S

== -+

ol plus généra‘iement

anl(z— 3V e (=3l

r‘_p(\:- —_ :Y = (3 -— :M-)!J_l e ’

== n -

en supposant que pour =3 les A —1 premiéres dérivées de f,(3)
soient nulles, et que les /—1 premidéres dérivées de /., (3) soienl
égales aux dérivées corvespondantes de f.(3), c'est-a-dire que

LY== =G =e ()= o,
LiaD= LG fanB) = LG il ) = 100 ()
O ES )

Si >, le second membre est holomorphe dans l'entourage
de s = z, avec ¢ = n pour s = s, donc I’équation peut itre résolue par
une fonction en général mulliforme (uniforme seulement dans le
cas h = I+ 1) représentée par h — { branches, donc par & — { courbes
d’accumulation du type y(5,) sortant du point z. Dans ce cas, on doit
entendre que les / solutions 3= z(1, 3,), en apparence perdues, sont
réduites & la constante s = s répétée lfois. Si h </, le second membre
n'est pas régulier dans l'entourage de z===z; si A=1 le second
membre est régulier dans l'entourage de ==z, mais I'on a t=n
pour s = = : dans les deux cas, I'on doit entendre que toutes les 4 solu-
tions = = 3(4, 5,) sont réduites i la constante = = 3 répétée & fois.

En faisant croitre ¢ au-dessus de #, les & fonctions z = = (¢, z,) (dont
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quelques-unes, ou méme toutes, peuvent étre constanles) varieront
avec continuité dans l'entourage de =. Les courbes d'accumula-
tion Y(3,) correspondantes pourront se rencontrer, mais les points
d'intersection seront toujours en nombre fini. Tant que t varie dans
un méme intervalle partiel, de # & n - 1. et de telsintervalles particls
sont en nombre fini, les conditions précédentes nous indigquent chaque
fois dans quel cas particulier nous nous trouvons pour ledit inter-
valle (n, n +1). On voit que le raisonnement peut étre répété indéfi-
niment au-dessus de n. Le nombre total des courbes d'accumula-
tion v( 5, ) tracces dans le cercle (¢), « interférentes » ou non entre
elles, éventuellement réduiles & des constantes, est exactement égal
ah.

On raisonne de facon analogue en faisant décroitre tau-dessous de n
(roirle n® ). L’on voit également ainsi que la restriction que nous
avions momentanément imposée au n° 3 de ne faire décroitre ¢ que
Jusquia la valeur N (si le point z(f. 5,) ne parvenait pas au contour
de (D") pour ¢ >>N), n'avait pas un caractire essenticl. On pourra
conserver cette restriction dans les démoustrations (qui suivront
au paragraphe 111) relatives au cas /"( ) == o, pour plus de simplicité
etde clart¢. Mais dans tous les cas, on peut faire librement décroitre ¢
jusqu'i la valeur ¢ =1, si le point ou les points (¢, 3,) ne parviennent
pas au contour de (D™ pour ¢ >1.

3. Il peut arriver que f(3) prenne une méme valeur, en plusieurs
points du domaine fermé (D) et plusieurs fois en un méme point,
comme nous 'avons dit tout a I'heure. Si, alors, nousindiquons par k.
le nombre total de fois que /() prend une méme valeur « dans le
domaine (D", le nombre total des courbes y relatives & tous les points
de (1) ot f(3) prend la valeur « est égal & K. Distinguons ces
courbes par une notation propre Y. Dans le cas ou f/7'(z) =<0 dans

(D™, les courbes v, ne peuvent se rencontrer. Dans le cas contraire

nous appellerons « réseau (relatif a la valeur @) » un groupe de courbes
v, salisfalsant aux conditions suivantes :

1° Si le groupe coutient plus d’une courbe v, et si P, Q sont deux
points arbitrairement choisis sur deux courbes du groupe, il est tou-
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jours possible de passer de P & Q sans sortiv du groupe, ¢est-i-dire
en parvcourant suceessivement des courbes du groupe;

2° Aucune autre courbe v, peut étre ajoutée au groupe, compati-
blement avec la condition précédente.

Les courbes v, forment donc en général un certain nombre de
réseaux, soient B, R, ..., R, (/3N), dont chague neend sera le
point de rencoutre de deux ou plusieurs courbes v, relatives & un
méme point 3, ou & des points distincts de (D). En particulier un
réseau peut étre forme d'une seule courbe ..

Les extrémités de ces réseaux sont de deux espéces :

1* Les points du domaine fermé (D) ot f1 ) prend la valeur a. En
chacun de ces points doivent aboutir autant de courbes v, que f(z) ¥
prend la valeur a. En considérant done chacune de ces extrémités
répétée le méme nombre de fois, elles sont au total exactement K.

2" Les points, intérieurs & (D" ou sur son contour, ot l'on aboutit
en faisant déeroitve ¢ autant quil est possible ('), Ces extrémilés
peuvent aussi éire communes & plusieurs courbes v, ; mais en counsulé-
rant chacune d'elles répétée autant de fois quiil ¥ a des courbes v qui
y aboutissent, elles sont au total encore exactement en nombre de K.

Les ecourbes v, qui forment les réseaux ne sont pas défimes de fagon
unique. Chacun des neeuds est le point d’arrivée d'un certain nombre
de branches et de sortie d’'un nombre égal de branches, exception
faite seulement pour les extrémités, ou les branches sont toutes, on
bien d'arrvivée (extrémités de premiéve espéce) on bien de sortie
(extrémités de seconde espéce) (). Eu partant d'une des exteémités
de premiére espéce, soit 5,. remontons une quelconyue des branches
qui arrivent en 3,. Au premier neeud du vésean (auquel appartient 3,)
que nous rencontrons, choisissons arbitrairement une des branches
qui y arrivent et remontons J usqu‘i\ e que nous rencontrions un autre

("} Veirla tin du o° 4.

() 1l ¥ aexception & cette propriété dans le cas o certains nends soat en
méme temps des extrémités de la premidre ot de la secande espéce. ou neud de
passage el extrémilés, ete.

“»
Journ. de Math., tome XL — Fase, I, 1833, 29
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noud et ainsi continuons & remonter de nweud en naud ew faisant
attention & ne retourner jamais par des nouds (done, m par des
branches) déja traversés. Les neeuds du résean auquel appartient s,
¢tant en nombre fini, il est évident que le chemin deit aboutir & une
extrémité de seconde espéce.

<n réfléchissant au mode de génération des réseaux R,, R., ..., R
Uon voit qu'id dort étre passible de tracer en cux exactement W chemins
qui rejoignent chacun dewx cxtrénutds d espéee diverse et distinetes Unune
de Uautre. Un tel svstéme de K chemins épuise entiérement tous les
réseaux R,. R.. . .., R, ¢est-d-dire que toute branche de ces réseaux
appartient & un des K chemins et & un seul. Chacun des K chemins
appartient dun seul des réseaux R, R.. . ... Ri. Peut étre pourra-t-on
de plusieurs maniéres (mais nécessairement en nombre fini) tracer
dans les réseaux R, Ri. . ... R; un tel systéme de K chemins : pour
chacune de ces maniéres. chacun des K chemins qui composent les
réseaux peut éive considéré comme une courbe d’accumulation v,.

6. Remaroue. — Ce paragraphe aura amené, peut-étre, le lecteur
i examiner si et de quelle maniére les courbes d’aceumulation pour-
raient ¢tre définies pour des suiles qui convergent non umformément.
Ces courbes pourraient-elles fournir quelgues indications sur accu-
wulation des valeurs dans Uentourage des points irréguliers 7 A notre
avis, la réponse & celte question ne peut étre que négative.
En effet. le cas plus simple serait celumi ot les points irréguliers,
c’est-d-dive les points dans Uentourage desquels la suite ne converge
pas uniformément, sont en nombre finl (suite « (uasi normale »).
Dans cette hypothése l'on sait que, en dehors des points irréguliers,
la suite converge uniformément vers'infini( ). On sait de méme que.
si 3, estun point irrégulier, 'on peut extraire de la suite donnde | £,
une autre suite } 3,(3) ! telle que. quel que soil a, i partir d’an certain
rang, toutes les équations 3,(3)=a ont une racine dans Uenlourage
de s,. Cependant il n'est pas sur que celte proprié¢té soit satisfaite
pour la suite donnée ; f.(3).. Mais, méme dans laffirmative. il peut
se présenter que le nombre des racines des équations [\ 3)=a dans

(%) P. MosteL, Lecons sur les familles normales. p. 66,
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Fentouvage de 3,, tout en étant tonjours positif, varie avec n ot méme
augmente indéliniment avee a (). Dans ce cas le nombre des courbes
Jaceumulation v, détinies en corvespondance d'une valeur quel-
congue a. comme pour les suites uniformément convergentes, doil
aussi angmenter indéfiniment avee a. Quel que soit le domaine (D)
que nous considérons, il est done impossible de trouver un rang 3
partir dugquel ces courbes v, soient toules renfermées dansi{ D) : en
elfet au passage de n & n-1u correspond towjours une nouvelle
courbe v, qui vicat de Finlini.

Une difticulté analogue se présente pour certaines suites autour
Qun point irrégulier d'ovdree lini. Par exemple, pour la suite

e TR - A7 -

dont Porigine est un point irvégulier {dordre 1, on vait facilement que,

leu‘
nliIn L. TR =W ¥
i m - . b vy = '
=T RY | L n— A —ayern )

W e > L .
a ot en s'éloignant de Uorigine, la

. N . —
pareourt, & partir du point ¢
[

{

. .~ . . e "
droite joignant ce point & Uorigine. Mour t=n-+ ——>ona
by ==,

n - v
Pour n-+ —— <tin+1. 3¢, a) parcourt, de linfini jusqu'an

. LA Cpr . - .oty
point "—"—:l—a et du ¢dté oppoesé, la droite précédente.

La convergence uniforwe de la smte | £ 3)! vers Pinfini, hors du
point lrrégulier, n'entraine pas la convergence (méme simple).
pour ¢ —~ =, de la fonction fi 308 que lon déduit de la suite | /,(3)!
par imterpolation lindaire.

Lintérdt des courbes d accumulation, pour les suites qui convergent
non uniformément, semble doue dtre bien restreint, d'autant plus que,
dans le cas ol les puints irrégulicrs sont en nombre infini, les points
d'accumulation, irréguliers cux aussi, n'ont jumais un ordre fimi (au

('Y P Moxtew, Lecons sur les familles normales, p. 133,
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moins si ces points sont aussi limites de points ou la fonction
J{zar=hm (=)
R

est ﬁlli&‘) . \l

II. — Sur I'ordre de multivalence des fonctions holomorphes.

E. M. F. Marty a démontré dans sa Theése (*) que, si une foue-
tion fi ) est holomeorphe multivalente dans un domaine fermé simple-
ment connexe (G dount le contour est une courbe de Jordan qui ne
soil pas composée d'arcs homologues, si, cu outre, I'on a f( Y=o
dans (), il existe & Uintérieur de  C) un nombre lint ou une infinité
dénombrable d’aves de courbes I' homologues & des ares du contour
de () et tels que :

a. Chacun des ares I a ses extrémités en deux points du contour
de ()

b. Les ares I' décomposent (€)Y en « cellules », c'est-d-dire en

(') . Moster. Lecons sup les séries de polywames, p. 1),

() « Recherche sar la répariition des valeurs J nne fonction méromorphe -
(Annales e la Faculté des Sciences e U Universite e Towlouse, 30 série,
LN g3 po zd Avee ML Marty nous suiveons la termivnologie intraduite
par ML P Moxyse [« Ser des familtles quasi normales de fonctions holo-
morphes » (Mémoire de L deadémie rovale de Beloigue. classe des setences,
2° série, VI wrag poovjoe « Sur fes demaines formés par les points repre-
sentant les valeurs J une jonction analvtigue » (Annales de £ Ecole Normale
supérieare, 3¢ sévie. L ALV wgl pe 1231 Nows dirons quiun domaine est
un domaine de n-valence pour une foncton f(3). on que f{3) et n-valente
dans ve domine, € fiz) v prend uue méme valeur # fois au plus: nous divons
que le domaine est un domaine de n-valence eraete. si fizh v prend » fois
chacune de ses valewrs, En un poit 35, od {3y =0, la valeur prise par ()
devea dtre compiée aver  multiphicite du eévo 3, de fi3) — fiz,) (voir § 1.
' 44 owmst par exemple fa fenction {3 —0)F seva dite divadente dans le
cercle '3 xu. Une fonction univalente dans un domaine sera done sussi univa-
lente en tout point da domaine {—= localement univalentey (MWartv, foc. vt
Chap. 1L § I o 330 po 2y,
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domaines partiels simplement connexes dans chacun desquels /(=)
est univalente;

c. Etant données deux cellules, chaque valeur que /1) prend &
Fintérieur de 'une est prise aussi i I'intérieur de 'autre (cellules honio-
logues). ou bien aucune valeur prise dans 'une n’est prise dans I'autre;

d. Deux cellules sont homologues si, et seulement si, leurs con-
tours sont complétement homologues.

Si f(3) est univalente & lintérieur de (G), (C) est un domaine
formé d'une seule cellule, c’est-a-dire qu'il n'existe pas a l'intérieur
de (C) de points homologues de points du contour. f(s) peut ne pas
étre univalente sur le contour de (C), mais, si f'(3) 520 dans (C), il
existe sur le contour de (C) des points qui n'ont pas d’homologues
( théoréme G, p. 221) ().

Si(C) est multiplement connexe, les propositions énoncées peuvent
en général ¢tre appliquées seulement aprés avoir rendu (C) simple-
ment connexe par des coupures appropriées.

Dans le cas ou /"(3) s’annule dans (C), M. Marty a démontré que,
le domaine (C) étant rendu simplement connexe par des coupures
appropriées, en ulilisant le nombre minimum de ces coupures, les arcs
homologues du contour de (C) intérieurs a (C) le décomposent en
cellules et en « pseudo-cellules ». Une pseudo-cellule est un domaine
fermé et simplement connexe, jouissant des propriétés suivantes :

a’. Aucuu point du contour n’a de points homologues a intérieur
de la pseudo-cellule;

&', Sila dérivée f'(3) ne s'annule pas sur le contour de la pseudo-
cellule, la pseudo-cellule est un domaine fermé de multivalence
exacte : p étant son ordre de multivalence, le contour se compose de
p arcs homologues parcourus dans le méme sens. La dérivée f7(3)
a p—1 zéros a l'intérieur de la pseudo-cellule.

Deux pseudo-cellules satisfont aux propriéiés c, & des cellules.

(') On peat, dans ce vas, répéter le raisonnement du théoreme 3. p. 210. de
M. Marty. pour démontrer que, si un arc Udu contour de (C) est tel que chacun
de ses points a un homologue. alors il existe sur le contour de (C) unarc homo-
logue & T.
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Pour les autres propriétés, nous renvoyons le lecteur au beau tra-
vail de M. Marty.

Pour certains points des démonstrations des numeéros suivants, le
raisonnement pourrait étre conduit indépendamment des résullats de
M. Marty, mais nous nous en tiendrons strictement i ceux-ci pour
conserver 'unité du travail.

2. Soeit f(z) holomorphe dans un demaine connexe (D).

l.a condition nécessaire et suffisante pour qu un domatne (D inie-
ricur @ (D) puisse ére enfermé a Utntérieur d’un domaine (D), de
maniére que les valeurs que f(3) prend dans (D"—D")Y (') soient
toutes différentes de eclles que f(z) prend dans le domaine (1Y), est que
{"ordre de multivalence de f(3) dans le domaine (D) sott cxvacte.

Supposons d’abord que Uon ait f'(z)== 0 dans (D) (*). — Nous
disons précisément, dans ce cas, que la condition nécessaire et suffi-
sante est que [(3) sott univalente dans le domaine (D).

a. La condition est nécessatre. — Supposons que (D) puisse étre
. enfermé a P'intérieur d'un domaine (D”) satisfaisant a la condilion

¢noncée. Soient, si possible, P, P, deux points homologues appar-
tenant au domaine (D'). 11 existe un entourage v du point P tel que
chacun de ses points ait son homologue dauns un cntourage v, de I?,.
Si f(z) n'est pas univalente & I'ntérienr de (ID'), ce domaiue est
formé de plusieurs cellules, et le couple P, I, peut étre supposé
choisi de maniére gue P soit sur le contour et P, a I'intéricar de (D).
Alors U'entourage v de I” peut éire choisi de maniére que Uentourage
correspondant y, de P, soit complétement intérieur (D). Les points
de y extérieurs & (D) auraient pour homologues des points intérieurs
a (D", ce qui est contraire & I'hypothese.

1l peut, toutefois, se présenter que, f(3) ¢tant univalente a 'inté-
rieur de (D"). mais non pas sur son contour, P, P, appartiennent tous
deux au contour de (D’). Les points de ¢ qui sont mtérieurs & (D)
devraient avoir leurs homologues en v,, ou bien & U'extérieur, ou bien

(') Voir 3 L. n+ 1.

3y Ceel équivamt évidemment & supposer f'(s)z=o senlement dans le

dowmaine (D).
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A I'intérieur de (D’). Dans tous les cas, on a une conclusion absurde.

b. La condition est suffisantec. — Si (D) ne peut pas étre enfermé
a Pintérieur d'un domaine (D"), de mameére que f(s) prenne en
(D" —D") des valeurs toutes différentes de cell®s qu’elle prend
dans (D), indiquons par (D)), (D}), (D}), ... une suite de domaines
dont chacun contient (D") et le suivant, telle que I'on ait

lim (D)= (D).
LA ]

En (D)), il y a au moins un couple de points, z, extérieur & (D"),
s, appartenant a (D), tels que f(z.)=f(s,). La suite des points s,
a au moius un point limite 3, homologue d'un point 3, limite de la
suile 5. Les points 3,, 5, appartiennent tous deux au domaine (D"},
et grice & I'hypothése £'(3) £ o dans (D), sont distincts, ce qui est

contraire & 'hypothése ().

3. Supposons matntenant qite f'(3) putsse s'annuler dans (D), ou,
plus précisément, dans (D). Démontrons le théoréme en distinguant
deux cas, selon gque (D") est simplement ou multiplement connexe.

Supposons d abord (D) sumplement connexe.

a. La condition est nécessatre. — S1(D") peut étre enfermé a l'inté-
rieur d'un domaine (D”) satisfaisant & la condition énoncée, f'(3) ne
peut s'annuler sur le contour de (D’). En efiet, si 5 élait un zéro
de f'(3), Pcntourage de z pourrait étre décomposé en une étoile
réguliere de régions homologues (*). Ces régions seraient situées de
part et d’autre de la tangente au contour en = (*). Done, dans Ien-
tourage de s il y aurait des points extérieurs & (D) homologues de
points intérieurs, ce qui est contraire i I’hypothése.

Or, en répétant le raisonmement du n° 2, on commence d’abord par

(') L'avbitraive. dans le choix des couples de poinls 3. 3. peut étre faci-
lement éliminé en observant gue, pour chagque », les points lels que 5. 3,
peuvent ¢tre classés en denx ensembles dont chacan est fermé.

() Marty, fov. cit., Ghap. 11, § 11, n* 23, p. a8,

{(*) Si 3 était un point anguleun du contour. on raisonnerait d'une fagon

analogue.
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démontrer qu’il ne peut v avoir a I'intérieur de (D) de points homo-
logues de points du contour. Mais M. Marty a démontré (') que, si
Jt5) n'était pas exactement multivalente dans le domaine fermé ("),
il existerail a 'imtéricur de (D") des points (*) homologues de points
du contour de (D). Done (D) est nécessairement un domaine de mul-
tivalence exacte.

b. Lacondition est suffisante. — Dans le cas oi (D" est un domaine
de multivalence exacte, on démontre aussi que /'(3) ne s'annule pas

sur le contour. En eflet, un raisonnement de M. Marty (*) monire
qu'aucun point du contour n’a d’homeolegue & 'iatéricur de (D).
Supposons alors que = soit un point du conteur de (D), tel que
J'(3)=o. Tracons autour de = une petite pscudo-ccllule d, c’est-
a-dire un petit domaine de multivalence exacte [ ne contenant aucun
point s =3 tel que /'(s)=o] Soient z,(f=1.2,....p) les points

(" Loooed. Chap. 1§ H, poooa,

(*) Ft méme des ares homologues & des ares du cantour. Alnsic on aurait Ia
décomposition de (1) en cellules et pseudo-cellules. Pour dautres propriétés,
voir Marwy, foc. off. Chap. 1L § 1L p. 220 et suiv,

(F) Soit wn domaine ferme U limité par un contonr sans coupures: si toute
valear prise par la fonction (2} a Uintérienr du domaine fermé v est prise
exactement p fols, aueun point du contour w'a d homologue iniérieur au
domaine (Chap. 1L § 11 »* 25, théor. 1% p. 222). Ce théoréme et sa démons-
tration sont exacts aussi avee notre définition de I'ordre de multivaleace daus

le vas que J7(3) puisse Sannuler { voir la tin de la vote (*), p. 187 ]
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homologues de z [ nécessairement sur le contour de (D)]. Supposons,
pour simplicité (ce qui n’a rien d’essentiel), f'(z) =20 (i=1,2, ..., p).
Si % est 'ordre de multiplicité du zéro = de f(z)— f(3), lordre de
multivalence de f(s)en(DNestz=p+ k(). Soient &; les domaines
d'univalence autour des points 3;, homologues de d. Un point 7 inté-
rieur & d et & (D") doit avoir n—1 homolovuee en (I}') : par consé-
quent, puisque & >> 1, il existe un point { intérieur a (D", homologuc
de { et extérieur aux domaines d;. Or, « au voisinage » de 3, il ne
passe pas d’are homologue d’arc du contour extérieur a d et aux d.,.
Donc il existe en ¢ un point  tel qu’on puisse le joindre a = a linté-
rieur de d et de (D’) sans rencontrer d’arcs homologues des portions
de contours extérieurs & d et aux d;. Dans ees conditions, il existe un

—~ o .
arc {z*, issu de J et homologue de Jz. Cet ave ne peut sortiv de (1))
en rencontrant son contour hors des domaines d, d;. Il doit donc
pénétrer dans un des domaines d, &; (qu'il aboutisse ou non a un des

points 3, 3;} : il doit donc rencontrer le contour del'un de ces domaines.

Mais < est complétement intérieur a d. 11 y a contradiction (*).
Dans U'’hypothése ott (D') est un domaine de multivalence exacte,
supposons alors qu'on ne puisse pas enfermer(D’)dans un domaine (D").
I'n répétant le raisonnement du n° 2, on démontre qu'il existe deux
suites de points homologues deux & deux, l'une extérieure, 'autre
intéricure au domaine (D") et qui tendent vers dem; points homo-
logues ', 3". Un an moins des deux peints 3/, 3" doit étre sur le
contour de kD ). Mais aucun pomt du contour n’ayant un homologue

a Pintérieur (*) et étant /'(3) =< o sur le contour de (D'}, les points

- - . . L an
(*) 8 A > a0 3 est un point anguleux dont Fangle est < yak

\

{?) Celte démonstration est directement inspirée de celle du théoréme 14,
p- 222, de M. Marty. On powrrait démontrer divectement le théoréme qui nous
intéresse, en démontrant gue. (D7) étant un domaine de mullivalence exacie
dordre sz, s'il nétait pas possible de Uenfermer dans un domaiue (1) satisfaisant
a la condition énoncée, alors il existerait sur le contour de (1)) une valeur
prise n + 1 fois. La propristé f'(3) == o sur le contour en découlerait d poste-
riori (n* 3, a).

(*) Voir la note (*) p. 188,

il

Journ. de Math., tome XII. — Fase. 11, 1933, E
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s’y 5" sont tous deux sur le contour et distincts. D’autre part, grice
aux propriétés caractéristiques des domaines réduits ('), 'homologie
qui existe entre l'entouragede s’ et celui de 5" exige la correspondance
des points intérieurs & (D), tandis que 'homologie entre les suites
nommées, entrainerait 'existence de points extérienrs (D) et voisins
a 3, homologues aux points intérieurs & ( D') et voisins a 5. Mais alors
il n'y aurait pas univalence locale dans I'entourage de z'. ce qui est
absurde.

. Supposons (D) multplement connerve : a. La condition est
nécessatre — Si (D) peut dtre enfermé a lintérienr d'un  susdit
domaine (1)), on reconnait. comme au n° 3, @, qu'il n’existe pas sur
le contour de (D) de points ot 'on ait /'(z)=o0. On reconnait de
mdéme, comme au n* 2, qu'il n’existe pas a 'intérieur de (D) de points
homologues aux points du contour. Tragons & I'intéricur de (D" le
nombre striclement nécessaire de coupures pour le rendre simplement
counexe. Ces coupures admetiront d’aulres coupures homologues et
toutes ensemble réaliseront la décomposition de (1) en cellules et
pseudo-cellules. A ces coupures, nous en ajouterons ¢ventuellement
d’autres (avec leurs homologues). soit pour que les cellules et les
pseudo-cellules comportent une connexion eflectivement simple (*),
soit pour que les cellules constituent des domaines fermes d'univa-
lence. Supposons aussi, ce qui est stirement possible, que les coupures
soient tracées de maniére a ne pas traverser de points de (D) on Pon
ait /() =o.

Sur une méme coupure, il n'y aura pas d'arcs homologues, sinon
les extrémités de la coupure, qui sont des points du contour de (D"),
auraient pour homologues des points de la coupure intérieurs a (D).

Yy Manry, foc. ert., Chap. H, § 11, p. 213 et suiv.
)

{
(*) Exemple :
fs==,

;l_

- l- l-o
7 AL

. ; . . ) t ]
{(DY=]cercleiz 1 |——Iw>cerc|01: e 1~|cercle

. & == coupures tracces en (D) pour le vendre simplement connexe. Les homo-
fogues de ces coupures sonl ces coupures clles-mémes, Pune par vapport i
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in oulre, les coupures ne peuvent pas se renconlrer. 1l s’ensuit que
Vordre de multivalence de chaque pseudo-cellule est égal au nombre des
coupures homologues qui la limitent. Deux pseudo-cellules homologues
ne peuvent pas étre contigués 'une a l'autre. En eflet, dans cette
hypothése, sit est la coupure qui les séparent (ou une des coupures
qui les séparent), d'un coté et de 'autre de ¢, il y aurait des points
homologues, et alors on aurait £'{z) = o tout le long de 2. De méme,
deux cellules homologues ne peuvent pas ¢tre contigués 'une &
'antre. En effet, dans cette hypothése, la coupure ¢ qui les sépare,
considérée comme appartenant i I'une des deux, devrait avoir pour
homologue dans I'autre une autre coupure (sinon, comme pour le cas
de la pseudo-cellule, on aurait /’(s)= o tout le long de ¢), mais alors
ni 'une ni 'autre ne seraient des cellules fermées d'univalence.
Considérons maintenant une pseudo-cellule (ou cellule) quel-
conque () et ses homologues. Soit m le nombre total de ces cellules,
soit r 'ordre de valence de Q. Le groupe considéré forme un domaine
(qui, nécessairement, n'est pas connexe, sinon dans le cas que I'on

Fautre. (1) est ainst véduit & une seule pseudo-cellule, dout la connexion n’est
pas ellfectivement simple, car il ¥ a des arcs sur le contonr qui se superposent,

Vig. 2,

Clest pour cela quiil faudra ajouter une antre coupure, par exemple @', et ron
homwlogue &', aprés quoi (D) restera décomposé en une pseudo-cellule et deux
cellules.
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ail me=1) de multivalence exacte, d'ordre = mn. Considévons dos
lors une psenda-cellule (on cellnle ) gualeongue Q7 contigns & Q et ses
homologues 1 supposons quielles sotent, an total, an nombre de A,
Sait & Fovdre de multivalence de O Je Jis que Uon a bk =ma. Eu
effei, Uovdre de multivalence mn est nédvessatrement dégal an nombae
tatal dex coupures homolognes qui imitent le premier groupe eelar
de Q et de ces homulogues), el ce nombre doit élre ausst égal an
nombre total des eonpures homologues qui mitent le second groupe
Lear chague homologue 3 Q7 doit St contigad & une homelogue & QW
Done les deux groupes wis ensewmble constituent encore na domaine
de multivalence exacte, dovdee = = &k, Awst, de groupe on
groupe, on dpaise towd ke domaine (1) et Do démontee gue toat {0
est de multivalence exacte, dlordve = mn )

b La vonddtion est g psanee. — Sot (1) un domaine de wali-
valenee exacte, En vaisounant comme au wt 3. &, on voit que sur le
contour de D ibue peat pas existerde pomds ot Ponait £ (3= o. kn
outre, pour le theéortme de lanote () po 183, il w'eniste pas a Ditéeear
de (1) de points homologues anx potats du contour, Nous poavons,
pour eela, tracer les conpures et faire la décomposition de (1) en
cellules @t pseado-cellules de la méme manicre que dans e cas o de
ce mdme numdéro, Chague psewdo-cellu’e, pour le n® 3, peut Stre ren-
fermde A Fintévienr diun domaine, qui, par rapport & elle, se trouve
dans les conditions que Fon demande an domaine D) par rapport aun
domaine (10 De mame pour chaque cellule, pour ke w2, Ces opd-
rations préliminaives dlant fates. cest-d-dive tout le domaine (DN
flant recouvert au woven dun certain nowmbre de domaines gui
viennent naturellewent & s¢ supevposer en partic Fun & Cantre), je
dis que ke somme de tous cex domaines réalise le dowmaine cherchd (D7)
o je peny, du moins, avaneer gue les domaines particls peavent dre

VU lncudermiment, on a ainst denvontee, ofans e ocas ol F(3) west pas eud
sur e evardocre, le théordme wverse de cela de la wate 5 po XS, U peat done
Al rer que

Foo comfition nevvssatre o8 SHFESaRle poar gR an Jemaiie foree sar i
condonr diegred o 7y a pas dv senes de e derivde B st e madticadenoe
el oSt gitunenn podad dn cantosr 8wt J Romedogwes & Sintcriear.
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eonstradts de facon que lear :omme réalise ke domaine chevehd DY,
in effet, st cect n'était pas possible, par un raisonnement analogue X
celui du w* 3, 6, on moniverait lexistence de denx suites de points
homologues, Fune tendant du dehiors & vu point 3" du contowr dey D7
ot d'une cellule {ou pseudo-celiule ) { Q) auntre tendant de Vintérieur
& un point 37 du contour de (1) et d'une antre eellule (ou pseudo-
cellule) (O Alors QY Q) seraient complétement homologues (),
el par conséquent, ou powrrait supposer 3y 37 an contour de la méme
cellule (ou psendo-cellule), ce qui est absurde.

Aiesi le théoréme gque nous avons énonce au v 2 est complétement
démontré ),

S Seit (D un domaine dunivalence. Le domaine (D7) indigqué
an théordme du n® 2, peut dtve cholsi de manidre que i s) soit univa-
lente ausst eu (D En effet, st (D7) est supposé formé de plusicurs
cellules, on voit tout de sutte que (D7) doit étre complitement inté-
nenr & une cellule de (D7), car si une courbe de séparation de deax
ecllules de (D™ pénétrait dans (D), ou méme en touchait le contour,
AG)Y preadeat & Ulntévienr ou sur le contour de (D) des valeurs
qu'elle prendreait aussi sur le contour de (D7),

La cellule de (D) gui contient (D) peat dtve choisie comme
domawe ( D™,

Nous vovons done que, étant donné un domaine d univalence (),
i exaste an noRilre r > o el que tout domaine (D7) contenant (D), et
doni les pornts sont & une distance de 1Y Yan férieure ou égale a r, estun
domarne o univalence.

6. Celte proposition peut dtre géndralisée par les domaines de

<

1y Ordee 3 L de stion décrile 4 oo mime oo 6r)
{1 Grdce & kv décomposition déerite & oo mdme numdro, i),
£) O aussi ddmonlre incidenment le théoreme suivant @

Pans da décomposition o un domaine en collules et psendo-cellules, fa
condilion Récessaire e sufisente pour quun groupe de ecllades o pseadeo-
colfules ne sl contigun & sucune vellule ou peeudo-colinie homodorue. st
gue fe groupe forme duns son ensemble un domaine fermeé de mudtivalence
eache.
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multivalence de maniéres diflérentes selon que la multivalence est
exacte ou non.

Au cas oit la multivalence n'est pas exacte. vn peut énoncer que fa
conditton névessatre of suffisante pour que (¥) soit un domaine de
n-valence, est gu'il existe un nombre r > o tel que tout domaine (7Y
reafermant D, et dont les potnts sont é une distance de (1Y) ingé-
reure ou égale & r, est un domaine de n-vafener.

a. La condition ost ndeessarre, — Supposons gque (D) soit un
domaine de n-valence, et que tout demaiae (D7) renfermant (D7) soit
J'ordre de multivalence >~ A Je conxidere alors, comme au n® 2, une
suite de domaines  N2) dont chacun contient le suivant et (D), telle
que Pon ait lim D =D\ Pour chague r, choigissens ') dans

e

\DYn 1 points homelogues P!, P, (0, PP Powr r erotssant,
on peut disposer ces polnts e 2 41 suites, Ues suites ont au meins
n——1 points hmites, homologues et appartenant an domaine (1), o
qui est absurde.

b. La conditton est suffisante. — Ceei découle inmédiatement de ce
quelle est néeessaire. En effet, Dexistence de ce nombre r dtant
admise, st { D avait ondee de multivalence <7 2l il existerait un # tel
que tout (D7, dont les points ont wne distance de (DY plus penite
que ¢ aurait un ovdre de multivalence <7, ce qui est absurde.

7. S (D) est un domaine de a-valence exacte, aucun point du
contour nayant d’homologue & Uintévienr de (I¥), le contour est
formé précisément de a aves homologues, 3t P, I sont deux points
howeologues du contour de (DO existe an entourage de ' howe-
logue & un entourage de P, Cect étant veai pour tont couple de points
homaologues PP, I, & chague couple d'ares homologues, on peat faire
application du lemme de Borel-Lebesgue, et par conséquent, on pewt
tracer le contour du domaine (1Y) renfermant (1Y) aqusst voisin que Uon
reut du contour de 1) et de fagon que (D7) soit lur ausst un domaine
de nvalence cracte. Ea eflet, le contour de (D7) dtant tracé de fagon
que f{3) prenne chacune de ses valeurs wu motns n fois et en sup-

') vorr Tamode ) poals
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posaat (D7) d'ondre de multivalence > agmultiple de »), on parvien-
drait & un absuvde en REpétant exactewment le raisonnement du o 6, a.

lnversement, supposons que (DY puasse e enfermeé dans des
donaines dJde mudttoalence cxacte (1Y), dont les contours sotend qusst
proches guon le veut de oclut de (D). Alors, je dis que ces domaines (D7)
ont foas, a partir d un ocrtan rang, le méme ardre nde mudtivalence, ot
gue (VY st ausst un donaine de multionlence exacte, dordre n. En
effet, supposons dabond fi3) =0 sur le contour de (D). 1l suftit
alors de Jémontrer gu'il niexiste pas de points intéricurs 3 D) homo-
logues de points du contour '\ §1il existait un point 3, intérieur
1y homologue d'un point 3, du contour, il existerait un entou-
rage de 3, wtéricur 3y 1 )et homologue dun entourage de z,. s élant
alors la distance de 3, au contour de Uentourage corvespondant, il
wexisterait pas de domaines (D7) voisins de (D) de moins de s,
Done (D) est un domaine de multivalence exacte. ot par conséquent
yselon le raisonnement (ue nous avons fait tout A Uheare), il est
d'ondre n avee les domaines D7

Sisur ke contour de (1 )l exastait un point 3, tel que /(3. =0,
il suffivait denfermer 3, dans un petit cerele o) qui ne contienne pas
d antees zévos de 73\ Pour D) suflisamment pres de (D7), on voit
favilement que la partie de D7) qui est contenue dans (¢ ) ne pourrait
Stre de wmualtivalence exacte. Le méme raisonnement pourrait étre
répéte pour chague homologue de =, situé sur ke contour de (D), ce
gui est contraire & Fhyvpothese.

III. — Accumulation des wvaleurs.

1. Reprenons mamtenant U'étude d'une suite uniformément conver-
wente de fonctions holomorphes, aver les notations du paragraphe 1.
Supposons d'abord gue Von ait 73V =2wo dans (D). Un nombre
2 >0 &tanl arhitrairement choisi, parcourons une courbe d’accumu-
lation quelcongue 71 3,) & partic de son exteémite 3,. Indiguons par

L) Voir la note (1) p. 192,



196 T. VIOLA.

< == {3, ¥) le premier point que l'on rencontre sur v, tel que Pon ait
i.ﬂsb ‘_‘.ﬂ.:@“ $ == 3.

Si un tel point n'existe pas, alors indiquons par = {3, ) lautre
exirémité de v appartenant ou non au contour de ( D™). Posens

s=s{s)=lm. sup. de ;I — 3, pour 3, dans (D3,

S1 f(3) sannule dans (D). considérons un résean quelconque R
(3L, n* 3). Soit 3, une extrémuté de premicre espéce, répétée £ fois,
de R. Etant défini en R un svstéme quelconyue de courbes v, £ de ces

courbes, soient y;(f =1.2, ..., &) coniluent en z,. Indlquom par
;== Jj{ Jes 2 Ypour chaque /. le premier point que 'on rencontre sur~;
el que

UK

L

foav— jvs) =

t
.

Si un tel point n'existe pas, alors indiquons par J;= ;i 3. 3) Pautre
exteémité de +v; (quil appartienne ounon au contour de (D). Posons

s =g(&v==lim. sup. de I;— 34}

B

[soit quand =, varie en (D", soit, pour un méme 3., quand j varie de 1
a & et guand le systéme des courbes v varie en Q).
Je dis que, en teut cas, on a hmz(:) = o, Supposons que cette

propriété ne soit pas vérifide, ¢esl-i-dire que pour z-~o, z ) ait au
moins une valeur limite z >>o. Alors, les couples tels que sz,
[ =ss 3;] auront pour £ o au moins une position limite 3, < telle que
[T —3ai=7: et que f{T)=4{z.). Mais pour chacun de ces couples,
o peul laisser fixe z, et faire reculer sur la courbe vz, J vers 3,
par des déplacements trds petits. Le méme recul devrait se produire
pour 2, avee la condition f(3)= (s} ('). Done 3, serait limite
dune infinité de points I tels que f{I) = #(3, ). ce qui est absurde,
puisque f(s) n'est pas une constante.

(1) Un nombre cutier positif r étant choisi. nous considérons Vintersectiou 3,

- . . : 5
de chagque courbe daccumulation avee la ctvconférence (:\,‘ Tr) Pour une



L'ACCUMULATION DES VALEURS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 197

2. Nirest un nombre posttif arbitrairement petit [infévienr & la dis-
tance du contour de (D) an contour de DM, i existe un entier n’ tel
que pour n > ' la fonction f.3) prenne, dans Uentourage de raven r
de tout point 3z, du domaine D), la valeur que f(3) prend en 3, au
mons le méme nombre de fors.

&'

2 < r(ut 1) Lacsuite des fouctions £, 3) étant uniformément con-
vergente dans (D7) vers £ 3\ nous prendrons 2 >N(@E {, n° D), et
tel que Con ant., quel que soit z dans (D™ et 2w,

Supposons d'abord que Uon ait /7(3) = o dans (D). Soit < tel gue

(3 ISR MG B

Il suftit de démontrer que, pour ¢ >a' et pour tout point 3, du
demaine { D), le point covrespondant 3(2, 3,) existe et se trouve dans
le cevele \ 3., r) de centre 3, et de rayon =r. Supposons, si possible,
qu'il existe un point 3, de (1) tel que le correspondant (¢, 5,), pour
un certain ¢ > a', se trouve hors du cercle (3,.0). ktant, par défi-
nitton, flse, 30 0] == £ 3,), on a, dlapres (3),

(3 TN B ERT R

Faisons croitre ¢, 3yl 3,) se déplace avec continuité tout en par-
courant la vourbe ¥(3,) vers z,, et lindgalité () reste vraie. Sur la
courbe v 3.), le point (3, g) est placd & une distance Sc(2) de 3,
tandis que 3(4 3,), daus la position initiale, est placé & une distance
> aehde 3. Uexistera done une vateur £ de ¢ (> que la valeur ini-

tiale de 2. et par conséquent > ') telle que Pon ait

mtinitd de valears 3, proches de 3, ou aus
AR = S S (&) — (DY =
Les nouveaux couples 3. 3 auront au moins une position limite 3,, I» telle que

gl 1
- _—

‘-
[JaTri=

e

Ensuite, nous fasons teadre 7 -~ 2.

Jowra. de Math., weme XII. — Fasc 11, 1933, b
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Mais alors on aurvait

) —J(z) s,
ce qui est absurde.

Dans le cas ot /'(5) s'annule dans (D”) la démonstration est ana-
logue. On devra supposer, si possible, qu'il existe un point z, de (1))
tel que les points z (¢, 3,) correspondant (pour un certain ¢ suffisamment
grand) ne soient pas tous dans le cercle (., r). Alors il existera au
moins un de ces points 3({, 3,) situé hors du cercle (z,, r) et il suffira
de s’occuper de ce point.

3. Soit (D) un domaine d’ordre de v-valenee exacte pour f{z)(').
Pout tout domaine (D) renfermant (D") et assez vorsin de lut, il existe
un entier M tel que, pour n >M, la fonctiorn f,(3) prenne dans le
domarne (D) toutes les valeurs que f(3) prend dans le domaine (DY),
exactement le méme nombre de fors (done v foix).

Tracons (D") suffisamment voisin de (D) pour que /f(z) preane
dans (D* — D") des valeurs toutes différentes de celles qu’elle prend
dans le domane (D) (8§ 11, n° 2).

’our tout couple de points : 3, du domaine (1)), s du contour
de (D"), I'on a par hypothése f(3)=£f(s.). Done il existe un
nombre positif u tel que, pour chacun de ces couples, 'on ait

) — {30 >

La convergence étant uniforme il existe un eatier M tel que, pour
tout couple d'indices n,, n,, tous deux > M, et pour tout point 3 du
contour de (D"), 'on ait

r ) R 4.3
i.’“x[:) _-""":(.‘:) ! < “;l—-
Il s’ensuit, pour n > M,
. N . g
i."“\:‘) — (> 'f—{)

done

;J( o ’.) _,IE(S.-) ; - i_rn(:‘) __ﬂ(:‘u) - ({ - ”) Lrn --l{\'-') "‘,,[u(:)]

2 ) = MG = L) = (> = B

=g

('} V oir le paragraphe 11, n° 2,
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La fonction f(z) prend v fois dans le domaine ( D') chaque valeur
SL(30) Pour ¢t > M, la fonction f(z, t) prend la valeur f(3,) en des
points situés sur des courbes y qui, lorsgu’on fait croitre ultérieurement
tvers ', ne peuvent plus traverser le contour de (D), c'est-a-dire
restent a U'intéricur ou & Uextérieur de (D"). Mais il v a « de ces
courbes y qui, pour ¢ —~ =, tendent vers des points du domaine (D").
Donc, pour n > M, les fonctions f,(z) prennent la valeur f(z,)
en (D)) exactement + fois. Cela peut se répéter pour chaque z, du
domaine (D"). Le théoréme est donc démontré ().

4. Si Phypothése du théoréme précédent n'est par vérifiée, quel
que soit (D™, il existe dans (D”— D) des peints ot /() prend des
valeurs qu’elle prend ausst dans (1)), De ces points il y en a d'ailleurs
aussi proches du contour de (D) qu'on le veut. Supposons que dans
le domaine (D) il y ait un groupe de £ et pas plus que & points

3! (F=1.2, ..., &)
tels que Uon ait

Ty =)= . =fizf ) =n.

chacun de ces poinls étant d'ailleurs répété antant de fois que f(3) ¥
prend cette valeur. Le raisonnement du n® 2 montre alors non seule-
ment que dans chacun des cercles (30, r) 1l y a, pour chaque »n > n’,
au woins autant de points ont f,.(3)=a que f(3) prend de fois la
valeur « en z,"*, mais de plus que dans tous les 4 cercles

{z4.1) (= ... &)

il y a, au total, au motns & pornts ol 'on a f,.(3)=a.

il caisie done un eatier M tel que, pour n” > M, la forction f.(z)
prenne dans le domaine (D") toutes les valeurs que f{(3) prend dans le
domaine (D) au moins le méme nombre de fots.

Ll est toutefois utile de remarquer que, dans lecas on f{s) s’annule,
la possibilité que f,(z) prenne un nombre supérieur de fois dans le
domaine (I)") une valeur que f{3) prend dans le domaine (D'), ne
serait pas, a priort, i attribuer seulement a 'existence de points exté-

{') Voir le n® 4.
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rieurs & (D) et & proximité du contour de (1)), ot f(z) prend cette
valeur. On pourrait croire que ce fait pourrait aussi étre déterminé
par la possibilité de délinir de plusieurs maniéres en chaque réseau le
systéme des courbes y qui le composent. Mais I'on voit aisément gue
celte seconde cause est illusoire, car, ¢tant donné un résecau et défini
en lui un svstéme Q de courbes y qui le composent (& supposer (ue ces
vourbes soient au nombre de K", il est démontré que, pour » suffi-
samment élevé, chacune des fonctions £, (3) prend la valeur a | valeur
prise par /f (3) aux K’ extrémités de premiére espéce| une fois sur
chague courbe y, ¢'est-ii-dire en vertains poinis u,, s, . .., a4 (. Mais
si 'on change le svstéme Q) des courbes . les points u,, u.,. . ., 1, ne
changent pas, parce qu'ils peuvent ¢tre définis dans leur ensemble,
d’une maniére intrinséque. c’est-d-dire indépendamment dudit sys-
téme Q, comme les pornts du réseau, ot Lon a fiz)=a(?), (")

3. La propuosition établie au n° 4 est analogue i celle du n° 5, mais
elle est plus générale. Dans Uhypothése du n® &, le raisonnement du
v® 4 montve que dans les & cereles (5, N @=1, 2, ..., il ya, au
total, eactement & points ot l'on a f, (3) = «, & étant toujours égal i
I'ordre de multivalence « du domaine ('), Dans le cas ot le domaine
n'est pas de multivalence exacte, la méme conclusion est juste si les
& points 5, sont tous & une distance 2 27 du contour de (D).

Si 'on suppose que (1)) ne soit pas un domaine de maltivalence
exacte, mais s'il est toutefois possible de renfermer (D) dans un
domaine (D) de maniére que f( =) prenne sur le contour de (D) des
valeurs toutes diflérentes de celles qu'elle prend dans le domaine (1)),
alors on peut répéter la démonstration du n* 3 pour préciser que
1.(3) prend ces valeurs exactement autant de fois que f(3) les prend

en (D).

(1) I est méme démontré, de plus. la possibilité de choisiv » suflisamment
élevé, de maniére que ces R’ points sotent venfermés, dans leur ensemble. dans
les cercles dont les centres sont les extrémités de premiére espéce et dont les
ravons sont égaux a un nombre » arbitrairement choisi.

() Le fait que ces points ne changent pas peut se déduire aussi de quelques
simples considérations topologiques sur le réseau.

(*) Comparez avec le n* 3.
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6. Le résultat du n® 4 peut &tre précisé par quelques considérations
sur le probléme inverse du précédent.

rétant un nombre posit f arbetrairement petit, il existe un entiern” tel
que, pour n >0’y la fonction f(3) prenne dans Uentourage de rayon r
de tout pornt 3z, du domaine (D) la valeur que f(3) prend en 3,(").

Pour le cas ot f7(3) peut sTannuler, on peut ajouter que /() prend
cette valeur au moins le méne nombre de fors.

Supposons qu'il u'en svit pas aimsi. Alors il existe un indice n, et
un enzemble A, de points tels que pour tout couple de points 5, de A,
sde (s, ryonait £, 5,)=f13): un indice n, > n, et un ensemble
A, de points tels que pour tout couple de points 3, de A, 3 de (34, 1),
on att f, (3.0 ==f(3)iete. (7).

Soit 5, un point lumte de la suite A,, A,, ..., ¢’est-d-dire un point
tel que, dans chacun de ses entourages, il v ait des points des ensembles
A,. avec a arbitraivement élevé., Il existe deux nombres positifs ¢, =
tels que (=) prenne dans le cercle (z,. ;) toutes Ies valeurs qui sont
dans le cevele  /(3.), &) Un peut d'autre part imposer & 3 d’étre
arbitraivement petit : posons 3 < ». La suite des fonctions /, (=) étant
uniformément convergente, il existe un entier & el que, pour chague
indice £ > & et pour tout point 3, {quel que soit 4), lon ait

§.r’iil 3a) —_I’t 33) i < :i:

S 3) étant continue en 3, i un tel point z, est suffisamment voisin
de z,, 'on a

Pz — s < ’ .

Donc, pour une infinité de & > £, il existe des valeurs 3, aussi voi-
sines qu'on le veut de z,, telles que : £,,(3:) — £(35:) < =. Pour chacun
de ces 3; 1l existe alors dans (=, ) un pont = tel que /£, (3= f(3).
Mais on peut prendre 3, assez voisin de 3, pour que le cercle ( 3, 2)
soit contenu dans le cercle (3¢, r), ce qui est absurde.

Y Lomparez wee le a0 2.
(*) Eo répéant une intinité de fois un choix arbitraive, on peut prendre plus
simplement wne suite de points an hew de la swite d'ensembles A0 A, .o
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7. De la proposition précédente résulte yue, pour » suffisamment
élevé, la fonction fo(3) pread dans le domaine fermé (D) sculement
les raleurs que f(3) pread en (D) et en plus le meéme nombre de foiy.

Soit 7 un nombre positif tel que 2+ soit plus petit que la distance du
contour de { D) au contour de (D™). lexiste (n° ) un entier ' tel que,
pour chagque indice 7 > n’, la fonction f,( =) prenne dans 'entourage
de rayon r de tout point =, de (D), intéricur & (D') ou i moins de »
du contour de (D", la valeur que f(3) pread en z,.

Si £, pour un a>> 'y, >n" (n* 6), pread la valeur ¢ en un
peint 5, du domaine fermé (D), il existe (n® 6) un point 3, tel que
fz' — s <retque f(z))=«. Soicat 3, (i=1,2,3, ...,k les
points du domaine fermé (DM o on a /(3)= « et qui sont intéricurs
a (D ou & momns de r du contour de (). Les points ot on a
/n(3)=ua, Intéricurs aux & cercles (3, N (@=1,2,3, ..., /) sont
cn nombre au meorns égal a k. Mais ceux de cvs points qui appartiennent
au domaine fermé (1) sont au plus £, Dot 'énoncé.

8. Nous pouvons maintcnant préciser la proposition du n° 4.

Supposons que £ 3) ait en (1)) un ordre de multivalenee égal a o,
Enfermons (§ I, n° 6) DY al'intéricur d'un domaine (D”) et successi-
vement (D7) & Nintériear d'an autee domaine (D™) de maniére que
J(3)ait encore, soit en (D™ ou en (D7) Tordre de multivalence v. A
Paide des n™ 4, 7, Uon démontre Uexistence d'un entier M tel que,
quels que sotent 2 >M ot la valeur @ prise par f(5) dans le domaine
(DM, la fonetion /. 3) prend dans le domaine (D7) la valeur @ au plus
autant de fois que /() la prend dans (D™, Donc : le domaine (D)
peut étre enfermé & Utntérieur d’un domaine (D) de manicre que, d
partir d’un certatn rang, les fonctions f,(z) prennent en (D) toutes
les valeurs que f(3) prend dans le domaine (D) au motns le méme
nombre de fois et au plus un nombre d- fors égul d Uondre de multi-
calence de f(3) dans (D).
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IV. — Application aux familles normales.

b. Soient V= f(3)| une famille normale dans un domaine (D),
(D" un domaine completement entérieur a (D), C un cnsemble fermeé
quelcongue. Supposons qu”aucune fonction limite de V ne soit une cons-
tante cgale 4 une valewr a de C. On sait (') qu'il existe un entier
positif ¢ | = v(a@) ] tel que le nombre des zéros de f'( 3) — a contenus
en (1Y) est inféricur & v pour toutes les fonctions de V.

Peut-on choisir v indépendamment de a?

Je dis que le nombre des séros de f(3) — a contenus en (D) est borné
pour toutes les fonrctions de N et pour toutes les valeurs a de C.

Soit { D) un domaine contenu dans (D) et contenant (D) (*).
Supposons que la proposition énoncéc ne soit pas vraie. 1l existe alors
une fouction /() de V et une valeur «, de G telles que /f,(3) — a,
admetle un zéro au moins dans (D), une fonction fi(s)de V et une
valear u, de C telles que /f.(3) — «, admette deux valeurs an moins
daus (D), ete.

De la suite infinie

Jextrais une suite

[N L tl:,'-,l.
convergente : soit « sa limite. De la suite

Fa sy (s o sy - -
j extrais une suile
f;(*,(:‘)? fé‘i(:‘)- fk:,(:‘)7

uniformément convergenle dans (D) @ soit /() sa limite. La fone-
tion f( ) ne peut pas ¢étre la constante infinie. En effet, dans le cas ot
C est borné, la suite {q; | (n=1, 2, ...) cst aussi bornée et par con-
séquent on peut déterminer un nombre positif M tel que 'on ait
| /6.(3) | <M en quelque point de (D). Dans le cas ou C n'est pas

('} P. MoNTEL. Legons sur les familles normales, p. 30.
(*) Voir le pavagraphe 1, n° 4.
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borné, C contient le point a I'infini et £( ) ne peut pas étre égale & la
constante mfinie par hypothése. Done f( z) est holomorphe, et comme
elle n'est pas égale & la constante «a, elle prend la valeur @ cn (D) un
nombre fini 7, de fois.

Pour » suffisamment élevé, la fonction /() peut prendre, en (D™,

chaque valeur a,_ au plus 7, fois (') et par conséquent chaque / ()
peut prendre au plus ¢, fois la valeur g, _en (D'WE ML ne 7). v a
coutradiction.
Zn particulier on voit que, 7 une famille normale dans un domatne
(D) n'admet aucune fonction limite constante, le nombre des zéros
de f(z)—a contenus dans un domaine (D) complétement intéricur
a (D) est borné pour toutes les fonctions de la famille et pour toutes
les caleurs de a (*).

'} Elle le¢ prend exactement £, fois si f(3) == a su contonr de (D7)

(%) Ce théoreme a é1¢ énoncé aussi par M. 3. Minetti. an Congres interva-
tional de Zurich (septembre 1932) (« Su aleuni teoremi delle famiglic normalt
i funziont analitivhe anche in relasione al postulate di Zermelo ),




