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Sur raceumulatioH ties valeurs t/es Jonctions ana (y tiques 
qui forment une suite uniformément convergente ; 

PAR T. VIOLA. 

INTRODUCTION". 

I. Considérons une suite de fonctions holomorphes /'„(«) conver-
geant uniformément à l'intérieur d'un domaine connexe (D) et sup-
posons que lu fonction limite/(«) ne soit pas constante. Si est un 
point intérieur à D et si (e) est une petite circonférence de centre 
et de rayon /·, intérieure à (D) telle que /"(î) === /*(-„) pour 

<><': — j < 

la propriété 
Ii„. f Γ /·ι;>5 

montre l'existence d'un entier positif v[-— v(;
0
)| tel que chaque fonc-

tion < pour /ι >M, prenne dans le cercle (c) la valeur J\s<,) exac-
tement autant de fois que la fonction J\<\ c'est-à-dire un nombre de 
fois égal à l'ordre de multiplicité de 5

0
, considéré comme zéro de la 

fonction /(s) —./(s,,). 
lin raisonnement analogue montre que. plus généralement, si t D'i 

est un domaine simplement connexe, intérieur à (D), limité par un 
Journ. d« Math., louie XII. — Fasc. II, ig33. 22 



174 T. VIOLA. 

contour rectifiable ( ' ) et tel que /'(s) φ a sur ce contour, alors chaque 
fonction/„(-) (pour « assez grand) prend dans (D') la valeur a exac-
tement autant de fois que la fonction /('-) (*). 

2. Il se pose maintenant la question d'étudier, au même point de 
vue, l'accumulation des valeurs des fonctions/,,('■) non pas pour une 
seule valeur n, mais pour toutes les valeurs que la fonction limite prend 
dans (D). Peut-on affirmer l'existence d'un entier positif v, qui puisse 
valoir comme indice de départ v(s0) pour tous les points s0 d'un 
domaine intérieur à (D) ? 

Nous préciserons ce problème et nous y répondrons avec les restric-
tions nécessaires. En partant de la propriété rappelée, nous dévelop-
perons une brève théorie préliminaire, de caractère élémentaire, qui 
uous permettra d'obtenir les résultats cherchés avec plus de simplicité 
que par une étude de la convergence de la suite 

f Χϋζ)<1ζ 

et, surtout, en fournissant une image géométrique intuitive du phé-
nomène de l'accumulation. 

Nous avertissons, une fois pour toutes, que les considérations qui 
suivront seront valables aussi pour les suites uniformément conver-
gentes des fonctions méromorphes. Ce cas est en apparence plus 
général que celui des fonctions liolomorphes, mais on peut le ramener 
au premier. En effet, si les fonctions /„(s) de la suite sont méromorphes 
dans le domaine (D) et si α est une valeur que f(:■ ) ne prend pas 
dans {D ) (il existe de telles valeurs), on remplace chaque /„(-) res-
pectivement par 

l 
■:Α'"ί;) =/„(;)-a 

qui est holoinorphe pour η assez grand. 

(') Les domaines que l'on considérera dans la suite seront toujours supposés 

des ensembles fermés (sauf indication contraire) et limités par des contours 

reetiiiables. 

Voir, par exemple. I'. \1OXTEI.. « Leçons sur les /amities normales de 
fonctions analytiques ». p. no (Paris. Gauthier-\ illars, 1937). 
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Nous nous occuperons donc, pour plus de simplicité, seulement des 

suite uniformément convergentes de fonctions holomorphes. 
Ce travail a été fait pendant mon séjour à Paris. Qu'il me soit 

permis de présenter ici à M. Paul Montel mon hommage de profonde 
admiration et de reconnaissance très respectueuse : c'est lui qui a 
enrichi mes idées et qui m'a rendu possible de les réaliser. 

I. — Courbes d'accumulation. 

1. Soient ( 1>"V un domaine complètement intérieur à (D) et (D') 
un domaine complètement intérieur à ( D"V J'entends par là qué les 
contours de ^ D >, (D"), t D") n'ont pas de points communs. Nous indi-
querons par (IV — D') l'ensemble des points du domaine (D") exté-
rieurs du domaine QVY. 

Supposons d'abord que la dèrkèe / '(?). de la fonction limiteJ\s) 
de la sui te uniformément convergente des fonctions holomorphes /'„(3). 

liait pas de seras dans le domaine (D"). 
N ous définissons comme il suit une fonction J\s, ri, holomorphe en ; 

dans 1 D V et continue par rapport à un paramètre réel positif f, comme 
on le fait souvent ( ' ') en vue de l'étude des fonctions de deux variables 

/(3, ί) —/„{:) -+- (i - a) [f-/„(;)] 

pour 
(/I — L, -I, 3. . . .). 

La suite f ,
t
\ s > étant uniformémeiit convergente dans \ D" ) et r,^> o 

étant un nombre tel que, dans (D"\ l'on ait \ rt, il existe un 
entier Ν tel que., pour « ^N" et dans ^D"\ on ait /

n
 1 3 i j > 

2. Soit un point du domaine ^D' ). Isolons par une petite cir-
conférence ici, complètement intérieure à tri") et telle que, pour 

\ ' ) V oir par exempte. H. lUim:. ·< Sur les fonctions ties cartables réelles » 
I, An naît </t Mat.. 3r série, t. 3. p. 1). 
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; yé ;
μ
, Γοη ait /(-) ̂ /(»„ ) à l'intérieur de (e ) et sur (c). Soit ν un 

entier tel que, pour η >· ν, la fonction /'„(; 1 prenne une fois et une 
seule, au point la valeur /{:») à l'intérieur de (c). Choisissons tn° 1) 
η N, > v. Etudions l'équation 

(0 0 =/<=„) 

dans l'entourage de ; = t = ». Si/,,(-) =/„(s), on a aussi 

f(s, ()=/(:„) pour 

Dans ce cas il existe donc une fonction continue 5 = t, s
0
), c'est-à-

dire la constante - = qui, dans l'intervalle fermé («. n+O, 
résout (i) Si/„(i)=^(-), la fonction 

r f.\ , ./(·»«) ./ni-") 

est holomorphe pour ; = < , Pour t variable au-dessus de », l'équa-
tion (ι ) peut être remplacée par l'équation 

t = Q
n

(z·). 
On a 

-y (-z: ~ \f" ^ ~I ''ιλ1λ = 

11 s'ensuit que l'on peut faire l'inversion de t = z>„(s) dans le voisi-
nage de s. La fonction inverse 

= = (O 

est holomorphe pour t = η et prend, pour l = », la valeur 
Faisons croître t de η à « + i, ô variera avec continuité dans le 

voisinage de en parcourant un petit are de courbe complètement 
intérieur à (c). Observons que les points - de (D"~) où l'on a 

(a) J (~'i> ) ,/Il ( ) — J .1-1(5) 

(') Dans l'expression :(/. est uη paramètre et reste provisoirement 

fixe, comme je l'ai dit. 
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sont en nombre fini. Donc, si en faisant croître t au-dessus de η jus-
qu'à une valeur t'telle que « /' <( « -H 1, τ se déplace avec continuité 
jusqu'à un point z' où l'on a t. 2 ), alors la constante s' continue à 
résoudre (1) dans « -4- ι "). Λ partir de la valeur t = « 4- 1, je répète 
le raisonnement et je vois qu'il existe une autre fonction continue (") 
qui résout u ) dans (11 -+- ι, η + a). Je continue indéfiniment ainsi, en 
faisant tendre t vers ac. Le point - = ^(f, 5W) se déplace avec conti-
nuité dans l'intérieur de {c), il décrit une courbe y(s„) pourvue en 
général de points anguleux correspondant aux valeurs entières de f et 
il tend vers le point ;

0
. Toute la courbe γ(^„) peut par exception se 

réduire au point 

5. Voyons ce que devient la courbe γ(-,ι! quand t décroit au-dessous 
de /1. Il est clair d'abord que le prolongement peut être fait, en répé-
tant le raisonnement, au moins pour tout l'intervalle n>t>n— 1. Le 
point z(t, J

0
) variera avec continuité dans l'entourage de tout en 

sortant éventuellement du cercle (r). Au-dessous de η — ι, le prolon-
gement n'est assuré que si η — ι Ν et puis, successivement, 
si η —a > Ν, η — 3 >■ Ν, .... Donc, deux cas peuvent se présenter : 
ou bien le point ; (#, rejoint une position du contour de (D") 
avant que l'on ait t = Ν (ou tout au plus pour / = Ν j; ou bien, il reste 
dans t^D") et tend vers une position limite pour t = N. 

Nous appellerons « courbe d'accumulation » la courbe γ( 

4. Considérons maintenant le cas général où la dérivée /'(3) a des 
zeros dans (D"). En reprenant du commencement le raisonnement, nous 
supposons précisément que soit un point de (D') tel que J''(z

v
) = o. 

Isolons z
0
 par la petite circonférence (c), intérieure à (D") et telle que, 

pour j jé z
a
, l'on ail J\z)^/{z0) à l'intérieur de (c) et sur (cV Si k 

est l'ordre de multiplicité du zéro s
0
 de J\z)—c'est-à-dire si 

/'U) = TU) =· · .=/<*-U)=o, 

nous disons aussi que /"(-) prend k fois la valeur /(s») en s
0

. Il existe 

(1 ) livenluellement constante, éventuellement le prolongement de la fonction 

précédente. 
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un entier ν tel que, pour rt v, la fonction /«(;") prenne k fois exac-
tement la valeur/(-,,) à l'intérieur de (rV «. ν étant choisi, soit 3 
un point intérieur à {c\ tel que/»(5) =/(;,Λ. Si/„(:·) 7= o, c'est-à-
dire si /,(;i prend une seule fois la valeur /'(3,Λ en 3, tout se passe, 
dans un entourage suffisamment petit de 5, comme précédemment, 
c'est-à-dire que l'on pourra définir la fonction continue 5 = ;(#, 3„), 
la « courbe dy accumulation « γ( J

0
), etc. 

Si f
n
( 3 ) = o, il est nécessaire d'étudier de nouveau l'équation 

(») /«( 5) ~h(t — H ) [/>, -, () —/«(3)]= /{3„), 

qui équivaut à 
/ = y„{ ; ) = d -+- -MîÛ-ZljàïL·. 

Ecrivons les développements des fonctions/» (s > et /„. ,(3) en séries 
de Taylor autour de s : 

f„ ( ; ) = / ( ) H- «1 s ( ; — c- ̂  
/«-»(3)-- Κ /»,( s — s) tu(' — ;)* -î-

Supposons d'abord /„(3) =*=/„_,(3), c'est-à-dire A
e
=^

t

/\3
tl
) et 

posons 
/„(3)— /„(s) = «'«■+-r,(5 — 5W f·.,(5 —s)s 

'·„--/*( 3,,) —A„—o. — à|, <·,= (?.,— /(, 

L'équation à résoudre est 

f = w^_ (*-£)%-... ^ 

Nous pouvons supposer que, pour 3 = 3, en plus de la dérivée pre-
. mière, h — 2 dérivées successives de /«(^), s'annulent également, 
c'est-à-dire que l'on ait 

/,;(s)=/;(S)=.. .=/£-> (s)=«, >·. 

Alors, l'équation devient 

t n ^ <u-( ^ -4-. .. 
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et peut être résolue par rapport à 5 en donnant Heu à une fonction 
multiforme qui admet pour l = « un point de ramification. Plus préci-
sément, en faisant varier t dans un voisinage suffisamment petit à 

droite de «, on a h développements de 5 suivant les puissance de (i—nV. 
Λ ces h développements, dont chacun représente une branche de la 
fonction 11mItitonne, correspondent h « courbes d'accumulation » du 
type étudié au 11" 2, qui sortent toutes du point J. 

Si/„(; ; =/„-1 (s)> on a c„— ο et l'équation devient 

— =) -î- '·«( = — *)'-*-·· -

ou plus généralement 

' — " "" tt:—-V ■ .—Γ-——' 

en supposant que pour ; = ; les A — 1 premières dérivées de ,/«(-) 
soient nulles, et que les l—1 premières dérivées de ,(:?) soient 
égales aux dérivées correspondantes de c'est-à-dire que 

/Xj)=/;G)=· ■ //>'(;) o. 
η=/,;(5). =/,Ï(Ï), .... /£^(5)=/îf-n(ï); 

Λ*. ι (=) =*/:.'·(=)-

Si A /, le second membre est holomorphe dans l'entourage 
de 3 = avec t — n pour 0 = doue l'équation peut être résolue par 
une fonction en général multiforme (uniforme seulement dans le 
cas A = / + 1) représentée par A — l branches, donc par A — ί courbes 
d'accumulation du type γ(-β) sortant du point 5. Dans ce cas, on doit 
entendre que les/solutions 5 = j(i, en apparence perdues, sont 
réduites à la constante ; = J répétée ifois. Si A /, le second membre 
n'est pas régulier dans l'entourage de s = s; si A == i, le second 
membre est régulier dans l'entourage de - = mais l'on a /7= η 
pour 3 = 5: dans les deux cas, l'on doit entendre que les A solu-
tions 5 = - (i, ■?„) sont réduites à la constante j = s répétée A fois. 

En faisant croître t au-dessus de «, les A fonctions ^ = z(t
y
 ;?„) (dont 
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quelques-unes, ou même toutes, peuvent être const antes) varieront 
avec continuité dans l'entourage de s. Les courbes d'accumula-
tion γ(-<Λ correspondantes pourront se rencontrer, mais les points 
d'intersection seront toujours en nombre lini. Tant que t varie dans 
un même intervalle partiel, de η à « H- ι. et de tels intervalles partiels 
sont en nombre fini, les conditions précédentes nous indiquent chaque 
fois dans quel cas particulier nous nous trouvons pour ledit inter-
valle « + ι V On voit que le raisonnement peut être répété indéfi-
niment au-dessus de «. Le nombre total des courbes d'accumula-
tion tracées dans le cercle <e\ « interférantes » ou non entre 
elles, éventuellement réduites à des constantes, est exactement égal 
ii ft. 

On raisonne de façon analogue en faisant décroître t au-dessous de η 
\ roir le u" 5 ). L'on voit également ainsi que la restriction que nous 
avions momentanément imposée au n° 5 de ne faire décroître / que 
jusqu'à la valeur Λ" ^si le point ^ ne parvenait pas au contour 
de t IV" ι pour ( > N i. n'avait pas un caractère essentiel. On pourra 
conserver cette restriction dans les démonstrations (qui suivront 
au paragraphe 111) relatives au cas ./"(-) = o, pour plus de simplicité 
et de clarté. Mais dans tous les cas, on peut faire librement décroître t 
jusqu'à la valeur / = ι, si le point ou les points z

0
) ne parviennent 

pas au contour de t ϋ'Ί pour t )> ι. 

à. U peut arriver que J{ ~-) prenne une même valeur, en plusieurs 
points du domaine fermé ( IV ) et plusieurs fois en un même point, 
comme nous l'avons dit tout à l'heure. Si, alors, nous indiquons par Κ 
le nombre total de fois que/\ s à prend une même valeur <i dans le 
domaine ι D'i, le nombre total des courbes γ relatives à tous les points 
de (IV) où prend la valeur <t est égal à K. Distinguons ces 
courbes par une notation propre γ„. Dans le cas où /'{'· ) ~ ο dans 
t D '\ les courbes γ„ ne peuvent se rencontrer. Dans le cas contraire 
nous appellerons « rewait (relatif à la valeur α) » un groupe de courbes 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

Γ Si le groupe contient plus d'une courbe γ„ et si P, Q sont deux 
points arbitrairement choisis sur deux courbes du groupe, il est ton-
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jours possible de passer de Ρ à Q sans sortir du groupe, c'est-à-dire 
en parcourant successivement des courbes du groupe; 

a* Aucune autre courbe γ„ peut être ajoutée au groupe, compati-
blenient avec la condition précédente. 

Les courbes γ., forment donc en général un certain nombre de 
réseaux, soient II,. IL. .... IL, (*<k), dont chaque tueud sera le 
point de rencontre de deux ou plusieurs courbes γ„, relatives à un 
même point ou à des points distincts de (D'). Eu particulier un 
réseau peut être formé d'une seule courbe γ„. 

Les extrémités de ces réseaux sont de deux espèces : 

1" Les points du domaine fermé t D) où ./'(*) prend la valeur a. En 
chacun de ces points doivent aboutir autant de courbes γ„ que/(s) y 
prend la valeur «. En considérant donc chacune de ces extrémités 
répétée le même nombre de fois, elles sont au total exactement k. 

2" Les points, intérieurs à i D ' i ou sur son contour, où l'on aboutît 
en faisant décroître t autant qu'il est possible ( 1 ». Ces extrémités 
peuvent aussi être communes à plusieurs courbes y.,; mais en considé-
rant chacune d'elles répétée autant de fois qu'il y a des courbes γ qui 
y aboutissent, elles sont an total encore exactement en nombre de k. 

Les courbes γ„ qui forment les réseaux ne sont pas définies de façon 
«nique. Chacun des meuds est te point d'arrivée d'un certain nombre 
de branches et de sortie d'un nombre égal de branches, exception 
faite seulement pour les extrémités, où les branches sont toutes, on 
bien d'arrivée (extrémités de première espèce! ou bien de sortie 
(extrémités de seconde espèce) (s). En partant d'une des extrémités 
de première espèce, soit remontons une quelconque des branches 
qui arrivent en Au premier meud du réseau (auquel appartient 
que nous rencontrons, choisissons arbitrairement une des branches 
qui y arrivent et remontons jusqu'à ce que nous rencontrions un autre 

t ' ) Voir la li» du n" 4. 

('-) Il y a exception à celle propriété dans le cas où certains nœuds sont en 

mèiue temps des extrémités de la première et de ta seconde espèce, ou nœud de 

passage et extrémités, etc. 

Jour». de Math., tome Xll. — Fasc. II, :gS3. —) 
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iKvud el ainsi continuons à remonter de nœud en nœud en faisant 
attention à ne retourner jamais par des nœuds (donc, ni par ties 
branches» déjà traversés. Les nœuds du réseau auquel appartient ;

0 

étant en nombre fini, il est évident que le chemin doit aboutir à une 
extrémité de seconde espèce. 

Lu réfléchissant au mode de génération des réseaux IL. IL. .... IL. 
Ton voit quV/ doit ètie possible de tracer en eu.r exactement Κ chemins 
qui rejoignent chacun deu.v extrémités d'espèce diverse et distinctes l'une 
de l'aune. I n tel système de Κ chemins épuise entièrement tous les 
réseaux R,« IL, .... IL. c'est-à-dire que toute branche de ces réseaux 
appartient à un des Κ chemins et à un seul. Chacun des Κ chemins 
appartient à un seul des réseaux Ils, IL, .... IL· Peut être pourra-t-on 
de plusieurs manières ( mais nécessairement en uombre fini» tracer 
dans les réseaux IL,,, IL. .... H, nu tel système de Κ chemins : pour 
chacune de ces manières, chacun des Κ chemins qui composent les 
réseaux peut être considéré comme une courbe d'accumulation γ

Η
. 

0. UEMARQCE. — Ce paragraphe aura amené, peut-être, le lecteur 
à examiner si et de quelle manière les courbes d'accumulation pour-
raient être définies pour des suites qui convergent non uniformément. 
Ces courbes pourraient-elles fournir quelques indications sur l'accu-
mulation des valeurs dans l'entourage des points irréguliers *? A notre 
avis, la réponse à cette question ne peut être que négative. 

En effet, le cas plus simple serait celui où les points irréguliers, 
c'est-à-dire les points dans l'entourage desquels la suite ne converge 
pas uniformément, sont en nombre fini ( suite β quasi normale » ». 
Dans cette hypothèse l'on sait que, en dehors des points irréguliers, 
la suite converge uniformément vers l'infini ι ' ». On sait de même que. 
si est un point irrégulier, l'on peut extraire de la suite donnée ! 
une autre suite ; y«( Lï ; telle que. quel que soit a, à partir d'un certain 
rang, toutes les équations ç^ L» = a ont une racine dans l'entourage 
de Cependant il n'est pas sur que celte propriété soit satisfaite 
pour la suite donnée [. Mais, même dans l'affirmative, il peut 
se présenter que le nombre des racines des équations — η dans 

(*) P. MON TEL. Leçons sur les /amities normales, P. IÏ0. 
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l'entourage de Î

b
, loin en étant toujours positif, varie avec « et même 

augmente indéfiniment avec η ^ \ Dans ce cas le nombre des courbes 
d'accumulation γ, définies en correspondance d'une valeur quel-
conque a, connue pour les suites uniformément convergentes, doit 
aussi augmenter indéfiniment avec /1. Quel que soit le domaine ^D') 
que nous considérons, il est donc impossible de trouver un rang à 
partir duquel ces courbes γ„ soient toutes renfermées dans ) : en 
effet au passage de « à η-h ι correspond toujours une nouvelle 
courbe γ„ qui vient de l'infini, 

line difficulté analogue se présente pour certaines suites autour 
d'un point irrégulier d'ordre fini. Par exemple, pour la suite 

— —3; (—Ο'μ; 

dont Porigine est un point irréguïier d'ordre 1, on voit facilement que, 
pour 

«s(< M — » ;ι ί. <l li : : : «I 

parcourt, à partir du point ----- <1 et en s'éloignant de l'origine, la 

droite joignant ce point à l'origine. Pour f = »-+- on a 

; I t. (» ) r— 3C. 

Pour » + + ;if, «) parcourt, de l'infini jusqu'au 

point ^ a et du coté opposé, la droite précédente. 
La convergence uniforme de la suite vers l'infini, liors du 

point irréguïier, n'entraîne pas la convergence (même simple), 
pour t - x, de la fonction J\ ί) que fou déduit de la suite './„(*) ; 
par interpolation linéaire. 

L'inlèrét des courbes d'accumulation, pour les suites qui convergent 
non uniformément, semble donc être bien restreint, d'autant plus que, 
dans le cas où les points irréguliers sont en nombre infini, les points 
d'accumulation, irréguliers eux aussi, n'ont jamais un ordre fini (au 

V) P. MOXTEL. Leçons sur 1rs familles normales, p. 133. 
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moins si ces points sont aussi limites de points où la fonction 

_/■(;> = liiïi 
est finie) ^1 ). 

II. — Sur l'ordre de multivalence des fonctions holomorphes. 

I. M. F. Marty a démontré dans sa Thèse (a) que, si une fonc-
tion est holomorphe multivalente dans un domaine fermé simple-
ment connexe ν dont le contour est une courbe de Jordan qui ne 
soit pas composée d'ares homologues, si, eu outre, l'on a /\ô5== ο 
dans tC\ il existe à l'intérieur de tC t un nombre fini ou une infinité 
dénombrable d'arcs de courbes Γ homologues à des ares du contour 
de y Ci et tels que : 

il. Chacun des arcs Γ a ses extrémités en deux points du contour 
de t C >; 

l>. Les ares F décomposent (Ci en u cellules ». c'est-à-dire en 

T*) I'. MOSTEI. Let\ms sur les stries de peh IKWH'S. p. irâ. 
« /tVi-Arn-Ai· sur la rèfHirtition ties râleurs r finit· Jonction méromorphe » 

( .-Imiufes tie la Faculté des Seienivs de Tl nieersité <le Toulouse. série, 

t. WILL. H» Si. p. i~51. Avec 51. Mart ν nous suiv rons ta terminologie introduite 

par M. Γ. Moxrsi. [ « y«r /es familles quasi normales de fonctions holo-
morplies » (Jtè moire île t AiYidémie royale tie Helyique. classe îles seieiitY's. 
•y série, t. \ t. uy» ». p. s - ί Γ» : « Sur les domaines formés par les points repré-
sentant les valeurs d'une fonction anat\tique » { Annales de l'Feofe Aormate 
supérietiiY. 3»' série, t. \1.\ t. ι<ν»ρ. p. i-i.» >]. Nous «lirons «ρΓ«η domaine est 

«n domaine de n-vulethv pour une fonction j\ ; >. ou que ft 1 est u-vafente 
dans iv domaine„ si J'y ; 1 y prend une même valeur η fois au plus : nous dirons 

que le domaine est un domaine de n-valence e.raete. si f\ « y prend u fois 

chacune de ses valeurs. Kn un point où J\ 1 = o. la valeur prise par /( r-1 

devra être comptée avec la multiplicité du «éro de J\z) —J\ :*) (voir § 1. 

u" 4» : ainsi par exemple la fonction (s — ι r sera dite bivalente dans le 

cercle ' ; ^ ι. l ue fonction univalente dans un domaine sera doue aussi univa-

lente en tout point du domaine (= localement univalente ι « Uartv. loe. vit.. 
tdiap. 11. § 11. n»' 23. p. at 3». 
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domaines partiels simplement connexes dans chacun desquels J\:■ ) 
est univalente; 

c. Etant données deux cellules, chaque valeur que ,/ï J) prend à 
l'intérieur de l'une est prise aussi à l'intérieur de l'autre (cellules homo-
logues)* ou bien aucune valeur prise dans l'une n'est prise dans l'autre; 

f/. Deux cellules sont homologues si, et seulement si, leurs con-
tours sont complètement homologues. 

Si J\;.) est univalente à l'intérieur de (C), (C) est un domaine 
formé d'une seule cellule, c'est-à-dire qu'il n'existe pas à l'intérieur 
de {C > de points homologues de points du contour, /(-s) peut ne pas 
être univalente sur le contour de (G), mais, si/'(-) 7^ ο dans ( G), il 
existe sur le contour de (G) des points qui n'ont pas d'homologues 
\ théorème )>, p. 221) ( 1V 

Si ^C) est multiplement connexe, les propositions énoncées peuvent 
en général être appliquées seulement après avoir rendu (C) simple-
ment connexe par des coupures appropriées. 

Dans le cas où /'{:·) s'annule dans (G), M. Marty a démontré que, 
le domaine C i étant rendu simplement connexe par des coupures 
appropriées, en utilisant le nombre minimum de ces coupures, les arcs 
homologues du contour de ^C) intérieurs à (C) le décomposent en 
cellules et en « pseudo-cellules ». L ue pseudo-cellule est un domaine 
fermé et simplement connexe, jouissant des propriétés suivantes : 

a'. Aucun point du contour n'a de points homologues à l'intérieur 
de la pseudo-cellule ; 

b'. Si la dérivée /\:Λ ne s'annule pas sur le contour de la pseudo-
cellule, la pseudo-cellule est un domaine fermé de multivalence 
exacte : ρ étant son ordre de multivalence, le contour se compose de 
ρ arcs homologues parcourus dans le même sens. La dérivée J"(;) 
à ρ— ι zéros à l'intérieur de la pseudo-cellule. 

Deux pseudo-cellules satisfont aux propriétés c, d des cellules. 

(') On peut, dans ce cas. répéter le raisonnement du théorème 3. p. a 10. de 

XI. Marlv. pour démontrer que, si un arc Γ du contour de (C) est tel que chacun 

de ses points a un homologue, alors il existe sur le contour de (C) un arc homo-

logue à Γ. 
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Pour les autres propriétés, nous renvoyons ie lecteur au beau tra-
vail de M. Marty. 

Pour certains points des démonstrations des numéros suivants, le 
raisonnement pourrait être conduit indépendamment des résultats de 
M. Marty, mais nous nous en tiendrons strictement à ceux-ci pour 
conserver l'unité du travail. 

2. Soit /'(5) holomorphe dans un domaine connexe (D). 
La condition nécessaire et suffisante pour qu un domaine ( D' ï inté-

rieur à (D) puisse être en fermé à l'intérieur d'un domaine T IV' ), de 
manure que les valeurs que ./'(s) prend dans {I>"—IV) ( ') soient 
toutes différentes de celles que ,/'(-) prend dans le domaine (D ), est que 
l'ordre de multicalence de J\:) dans le domaine (D') soit exacte. 

Supposons d'abont que Γ on ait ./"'(y ) ~ ο dans (D)(-). — Nous 
disons précisément, dans ce cas, que la condition nécessaire et su ffi-
sante est que f(s') soit univalente dans le domaine (D'). 

a. La condition est nécessaire. — Supposons que ιΌ) puisse être 
. enfermé à l'intérieur d'un domaine (D") satisfaisant à la condition 

énoncée. Soient, si possible, Ρ, P, deux points homologues appar-
tenant au domaine (D'). Il existe un entourage γ du point Ρ tel que 
chacun de ses points ait son homologue dans un entourage γ, de P,. 
Si /(-) n'est pas univalente à l'intérieur de ^D'), ce domaiue est 
formé de plusieurs cellules, et le couple Ρ, P, peut être supposé 
choisi de manière que P soit sur le contour et P, à l'intérieur de (D ). 
Alors l'entourage γ de P peut être choisi de manière que l'entourage 
correspondant γ, de P, soit complètement intérieur à( D ). Les points 
de γ extérieurs à (D') auraient pour homologues des points intérieurs 
à (D'), ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Il peut, toutefois, se présenter que. /\~) étant univalente à l'inté-
rieur de (D'), mais non pas sur son contour, Ρ, P, appartiennent tous 
deux au contour de (D'). Les points de γ qui sont intérieurs à t D') 
devraient avoir leurs homologues en r,, ou bien à l'extérieur, ou bien Ο Ιι 1 .■ 

(' ) Voir § l, 11" 1. 

(4) Ceci équivaut évidemment à supposer /'(;)F
U seulement dans le 

domaine (l)'V 
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à l'intérieur de (D'). Dans lous les cas, on a une conclusion absurde. 

b. La condition est su ffisante. — Si (D') ne peul pas être enfermé 
à l'intérieur d'un domaine (D"), de manière que /{:) prenne en 
(D" — D') des valeurs toutes différentes de celled qu'elle prend 
dans (D'), indiquons par (D*), (D~), (Dj), ... une suite de domaines 
dont chacun contient (D') et le suivant, telle que l'on ait 

lim ( 1),'. ) — ( D'). 

En (D'
r

-.), il y a au moins un couple de points, 3,· extérieur à (D'), 
3',. appartenant à (D'), tels que f La suite des points s

r 

a au moins un point limite 5„ homologue d'un point 3*, limite de la 
suites,.. Les points 3„, 3

(1
 appartiennent tous deux au domaine (D'), 

et grâce à l'hypothèse /"(3)5^ ο dans (D), sont distincts, ce qui est 
contraire à l'hypothèse (1 ). 

5. Supposons maintenant que J"(3) puisse s'annuler dans (D), oh. 
plus précisément, dans (D'). Démontrons le théorème en distinguant 
deux cas, selon que (D') est simplement ou multiplement connexe. 

Supposons d'abord (D') simplement connexe. 

a. La condition est nécessaire. — Si (D*) peut être enfermé à l'inté-
rieur d'un domaine (D7) satisfaisant à la condition énoncée, /'(3) ne 
peut s'annuler sur le contour de (D'). En effet, si - était un zéro 
de /'{:·), l'entourage de 3 pourrait être décomposé en une étoile 
régulière de régions homologues ('Λ. Ces régions seraient situées de 
part et d'autre de la tangente au contour en 3 (s). Donc, dans l'en-
tourage de 3 il y aurait des points extérieurs à (D') homologues de 
points intérieurs, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Or, en répétant le raisonnement du n° 2, on commence d'abord par 

(') L'arbitraire, dans le choix ties couples tie points peut être faci-

lement éliminé en observant quo. pour chaque i\ les points tels que ;,·. sj. 

peuvent être classés eu deux ensembles tloul chacun est fermé. 

i'1) MARTY, toe. vit., Chap. Il, § 11, u" 23. p. aiS. 

(::) Si 3 était un point anguleux du contour, on raisonnerait d'une façon 

analogue. 
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démontrer qu'il ne peut ν avoir à l'intérieur de (1)') de points homo-
logues de points du contour. Mais M. Marly a démontré (') que, si 
/(ô) n'était pas exactement multivalente dans le domaine fermé (D'), 
if existerait à l'intérieur de (D') des points (3) homologues de points 
du contour de (D'). Donc (D') est nécessairement un domaine de mul-
tivaleuce exacte. 

b. La condition est suffisante. — Dans le cas où (I )") est un domaine 
de multivalence exacte, on démontre aussi que /"'(;) ne s'annule pas 

Fïg. t. 

/, * ^ ^ 

sur le contour. En effet, un raisonnement de M. Marty ("''t montre 
qu'aucun point du contour n'a d'homologue à l'intérieur de (D ). 
Supposons alors que ; soit un point du contour de (D'), tel que 

— o. Traçons autour de J une petite pseudo-cellule d, c'est-
à-dire un petit domaine de multivalence exacte [ne contenant aucun 
point ; 7= ; tel que /'(<) — o|. Soient ι. u, . . . .p) les points 

(Ί /.(».·. et!.. Chap. II. § II. p. .VAL. 

(-) Kl même des ares homologues à des ares du contour. Ainsi, ou aurait la 
décomposition de (,ΙΚ) en cellules et pseudo-cellules. Pour d'autres propriétés, 
voir MARTY, lor. rit.. Chap. 11. § 11. p. ?.->o et sui\. 

t:) Soit un domaine ferme D limité fur un contour sans coupures; si foute 
valeur prise par la fonction /{;·} à l'intérieur du domaine fermé ·.· est prise 
exactement ρ fois, a tu-tut point du contour n'a d'homologue intérieur au 
domaine » Chap. II. § 11. «° 25. théor. IV. p. aa-.t). Ce théorème et sa démons-
tration sont exacts aussi avec notre définition de l'ordre de multivalence dans 
le cas «pie /"(;) puisse s'annuler [ voir la lin de la note (s), p. iS.'i}. 
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homologues «Je - [nécessairement sur le contour de (D)]. Supposons, 
pour simplicité (ce qui n'a rien d'essentiel). f'(~-i) 7== ·» (* = 1, 2, 
Si k est l'ordre de multiplicité du zéro ; de /{ :)—./(-)> l'ordre de 
multivalence de f{ z ) en (DO est « =p -+- /. ( 1 ). Soient df les domaines 
d'univalence autour des points homologues de d, Un point ζ inté-
rieur à d et à ( D' > doit avoir « — 1 homologues en (DO : par consé-
quent, puisque 1, il existe un point ζ intérieur à ( DO, homologue 
de ζ et extérieur aux domaines d,. Or, « au voisinage » de 5, il ne 
passe pas d'arc homologue d'arc du contour extérieur à d et aux </,. 
Donc il existe en d un point ζ tel qu'on puisse le joindre à ; à l'inté-
rieur de d et de (Ό0 sans rencontrer d'arcs homologues des portions 
de contours extérieurs à d et aux </,·. Dans ces conditions, il existe un 

arc ζ;*, issu de ζ et homologue de ζ;. Cet arc ne peut sortir de (D') 
en rencontrant son contour hors des domaines d, d,. II doit donc 
pénétrer dans un des domaines d, d, (qu'il aboutisse ou non à un des 
points;, : il doit donc rencontrer le contour de l'un de ces domaines. 

Mais ζ; est complètement intérieur à d. 11 y a contradiction (-). 
Dans l'hypothèse où (D' ) est un domaine de multivalence exacte, 

supposons alors qu'on ne puisse pas enfermerai)' ) dans un domaine (. D"). 
Un répétant le raisonnement du n° 2, on démontre qu'il existe deux 
suites de points homologues deux à deux, l'une extérieure, l'autre 
intérieure au domaine (D') et qui tendent vers deux points homo-
logues Un au moins des deux points doit être sur le 
contour de ^D'). Mais aucun point du eontour n'ayant un homologue 
à l'intérieur é:l"\ ft étant f'I r\ η sur If rnntnnr dp F'D'V 1RS nnints 

("- ) Si /,·> 3. : est un point anguleux dont l'angle es! ί -γ-· 

(°) Celte démonstration est directement inspirée de celle du théorème li. 
p. 332, de M. \lart \. Ou pourrait démontrer directement te théorème qui nous 
intéresse, en démontrant que. (D') étant un domaine de multivalence exacte 
d'ordre 11, s'il n'était pas possible de l'enfermer dans un domaine (D") satisfaisant 
à la condition énoncée, alors il existerait sur le contour de «1 >') une valeur 
prise η -h ι fois. La propriété/'(;) r—'ο sur le contour en découlerait à poste-
riori (110 3, a). 

( :i) Voir la note (:i) p. 188. 
Jauni, de Mat h., tome XII. — Fase. II, 193s. Λ 4 
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5', s" sont tous doux sur le contour et distincts. D'autre part, grâce 
aux propriétés caractéristiques des domaines réduits (1 ), riiomologie 
qui existe entre l'entourage de s' et celui de z" exige la correspondance 
des points intérieurs à (D'), tandis que riiomologie entre les suites 
nommées, entraînerait l'existence de points extérieurs à (D') et voisins 
à liomologues aux points intérieurs à ( 1)') et voisins à Mais alors 
il n'y aurait pas univalence locale dans l'entourage de z'. ce qui est 
absurde. 

1 Supposons (D") multiplement conne.ee : a. l.a condition est 
nëcessaÙY — Si ( D') peut être enfermé à l'intérieur d'un susdit 
domaine ^D"), on reconnaît, comme au n° 5, «, qu'il 11'existe pas sur 
le contour de ( D"i de points où l'on ait f'(z) = ο. On reconnaît de 
même, comme au 11" 2, qu'il n'existe pas à l'intérieur de (^D') de points 
homologues aux points du contour. Traçons à l'intérieur de (D') le 
nombre strictement nécessaire de coupures pour le rendre simplement 
connexe. Ces coupures admettront d'autres coupures homologues et 
toutes ensemble réaliseront la décomposition de (1)') en cellules et 
pseudo-cellules. A ces coupures, nous en ajouterons éventuellement 
d'autres ( avec leurs homologues), soit pour que les cellules et les 
pseudo-cellules comportent une connexion effectivement simple (2), 
soit pour que les cellules constituent des domaines fermés d'univa-
lence. Supposons aussi, ce qui est sûrement possible, que les coupures 
soient tracées de manière à ne pas traverser de points de (D ) où l'on 
aitf\z) = o. 

Sur une même coupure, il n'y aura pas d'arcs homologues, sinon 
les extrémités de la coupure, qui sont des points du contour de (D'), 
auraient pour homologues des points de la coupure intérieurs à ( 1)'). 

(') MAHTY, to<\ cit., Cliap. 11, § 11, p. -ÎI3 et suiv. 
('-) Exemple : 

./■(=) = 

( (V) — [ cercle j ; S 1 j— £cercle | 5 - - | < τ j — jcercle ; -r- -J < — j ; 
a. Λ = coupures tracées en (D') pour le rendre simplement connexe. Les liomo-
logues de ces coupures sont ces coupures elles-mêmes, l'une par rapport à 
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lin oulre, les coupures ne peuvent pas se rencontrer, il s'ensuit que 
V ordre de multiealence de chaque pseudo-cellule est égal au nombre des 
coupures homologues qui la limitent. Deux pseudo-cellules homologues 
ne peuvent pas être contigues l'une à l'autre. En effet, dans cette 
hypothèse, si / est la coupure qui les séparent (ou une des coupures 
qui les séparent), d'un côté et de l'autre de /, il y aurait des points 
homologues, et alors on aurait /'(;) = ο tout le long de t. De même, 
deux cellules homologues ne peuvent pas être contigues l'une à 
l'autre. En effet,· dans cette hypothèse, la coupure / qui les sépare, 
considérée comme appartenant à l'une des deux, devrait avoir pour 
homologue dans l'autre une autre coupure (sinon, comme pour le cas 
de la pseudo-cellule, on aurait / '(;)= ο tout le long de /), mais alors 
ni l'une ni l'autre ne seraient des cellules fermées d'univalence. 

Considérons maintenant une pseudo-cellule (ou cellule) quel-
conque Q et ses homologues. Soit m le nombre total de ces cellules, 
soit η l'ordre de valence de Q. Le groupe considéré forme un domaine 
(qui, nécessairement, n'est pas connexe, sinon dans le cas que l'on 

l'autre. (13 ) est ainsi réduit à une seule pseudo-cellule, dont la connexion n'est 
pas eltèctivemenl simple, car il ν a des arcs sur le contour qui se superposent. 

Kii;. J. 

/ ( Γ)--* \ . 

C'est pour cela qu'il faudra ajouter une autre coupure, par exemple a', et son 
liomologue //, après quoi (IV) restera décomposé en une pseudo-cellule et deux 
cellules. 
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«il m — ι t de mnltivalence exacte, d'ordre — »ïk. Considérons dès 
lors nue pseudo-cellule (eu cellule ι qu.deonque Q' contiguè à Qet ses 
homologues ; supposons qu'elles soient» an total, au nombre de A. 
Soit t l'ordre de molli valence de 11 . Je dis que l'on a hi — ttm. Kn 
etl'et. l'ordre de mnltivalence mn est nécessairement égal an nombre 
total des coupures homologues qui limitent le premier groupe ^ celui 
«le (J et de ees homologues!» et ce nombre doit être aussi égal an 
nombre total des coupures homologues qui limitent le second groupe 
t ear chaque homologue » IV doit être eontignè à une homologue à tVt» 
Itonc les deux groupes mis ensemble constituent encore un domaine 
de mnltivalence exacte» d'ordre —mu —ht. Ainsi, de groupe en 
groupe, on épuise tout le domaine y Π Vet l'on démontre que tout y Π ! 
est de mnltivalence exacte, d'ordre == nm \5 κ 

ii. Au cofuAVùui est — Soit y D ! un domaine de mnlti-
valence exacte, Kn raisonnant comme an n* ci. A, on voit que sur le 
contour de y D A il ne peut pas exister de points où l'on ait jCys!— ο, Kn 
outre, pour le théorème de la note t'A p. 188» il n'existe pas à l'intérieur 
de ι, Π Λ de points homologues aux points du contour. Nous pouvons, 
pour cela, tracer les coupures et faire la décomposition de yDA en 
cellules cl pseudo-cellules de la même manière que dans le cas »# de 
ce même numéro. Chaque pseudo-celln e. pour le η* I», peut être ren-
fevmèc à l'intérieur d'un domaine, qui. par rapport à elle, se trouxe 
dans les conditions que l'on demande au domaine y IV 1 lH,r rapport au 
domaine \ H è De mémo pour chaque cellule, pour le n*2, Ces opé-
rations préliminaires étant faites» c'est-à-dire tout le domaine yDA 
étant recouvert au moyen d'un certain nombre de domaines y qui 
viennent naturellement à se superposer en partie l'un à l'autre!» je 
dis que la somme de tons ces domaines réalise le domaine cherché yDA; 
ou je peux, du moins, avancer que les domaines partiels fk mrnt far 

ι Incidemment» on a ainsi démontré. «Atna A" ms m /'vsl *'«» pu»* *«/ 
.<«»· A- »le llseoceme mv<w de ceins de (A note s "p. sSS, 1 As pent donc 
ai'tmiier «pse ; 

/.·.« nwJttnw tu\>ss.>ÙY ft s.y|>ï>;î.v?e dosNtuar fWmr snr h 
U».-».»· »/«'/Me/ si »A a

 4
ixss «Λ· de A» «icrùVe J t »Wf Jf s»jiftiealcwcc 

Λ»·(Μ«·, CSF y«W#* fHHHt *itt iSWjiW ttWt À l'inlélWW'. 
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eon^tmito de façon que leur somme réalise le domaine cherché t Γ>~\ 
En elTel. si ceci n'était pas possible, par un raisonnement analogue à 
celui du n· 3, ft. on montrerait l'existence de deux suites de points 
homologues. Tune tendant du dehors à nu point s* du contour detJVN 
et. d'une cellule (ou pseudo-cellule ) -VQ \ l'autre tendant de l'intérieur 
à un point s" du contour de dV\ et d'une autre cellule (ou psettdo-
cellule) ^Q"\ Alors seraient complètement homologues \ \ 
et par conséquent, ou pourrait supposer ?" au contour de la même 
cellule (ou pseudo-cellule'), ce qui est absurde. 

Ainsi le théorème que nous avons énoncé au iv2est complètement 
démontré 

il. Soit ν l> \ un domaine d'univalence. l.e domaine indiqué 
au théorème du ηΛ 2, peut être choisi de manière que ) soit univa-
lente aussi eu ^ IV ). En effet, si t D~) est suppose formé de plusieurs 
cellules, on voit tout de suite que ι,ϋ") doit être complètement inté-
rieur à une cellule de \ Π ' κ ear si nue courbe de séparation de deux 
cellules de * D \ pénétrait dans i ll \ ou même en touchait le contour, 
,/'(s) prendrait à l'intérieur ou sur le contour de des valeurs 
qu'elle prendrait aussi sur le contour de t IV"\ 

La cellule de ^ D"\ qui contient tJV\ peut être choisie connue 
domaine (h' V 

Nous voyons donc que, èitmt donne mi domaine d'nm'vaience ̂ IV\ 
il existe itn nombre r ο tel que tout domaine * IV") contenant ^ Ο χ et 
dont tes points sont à une distance de ν inférieure ou égale à r, est un 
donmtne d unieu fence. 

6, Cette proposition peut être généralisée par les domaines de 

(A Grâce à la decomposition décrite à ce même numéro. «r), 
(A On a aussi démontré incidemment te théorème suivant : 

ihms fo decomposition d'un rfumawr c« «vt/wlW et psewi-/o-eeihties* ia 
rontlition nécessaire et sufrisitnte pour qiitttt gtvtqte de retîntes et psewuo-
eeltules ne soit contint << aucune t•eltnle un j*se<uto-<>'ttnlc homologue* est 
que te groupe forme dons sot* ensemide un domaine fermé de muitieaienee 
exacte* 
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multivalenee tie manières différentes selon que la multivalenee est 
exacte on non. 

Au cas où la multivalenee n'est pas exacte, un peut énoncer que lu 
condition nécessaire «7 sufjistinte pour que ^l) \ ΛΟΙ> un domaine tie 
n-*aienc*\ est qu'il e.viste un nombre r>o tel que tout domaine (O'I 
avi fermant çlVY. et dont les points sont à une distance de y |V) in /V-
rieur*' ou égale à >\ est un domaine de n~eatence. 

a. La e*mdition est nécessaire. — Supposons que < l soit un 
domaine de η-valenee, et que tout domaine (ΓΤ) renfermant çP") soit 
d'ordre de multivalenee /». Je considère alors, connue au n° Û, une 
suite de domaines çP Λ dont chacun contient le suivant et çPA, telle 
que l'on ail lino P A=t Ρ κ Pour chaque r, choisissons ç Ί dans 

ν D, )n -h ι points homologues IV , P.* , .... P;M ' ' . Pour r croissant, 
on peut disposer ces points en « -f-1 suites, lies suites ont au moins 
η — ι points limites, homologues et appartenant au domaine P . S ce 
qui est absurde. 

h. l.a condition est su ffisante. — Ceci découle immédiatement de ce 
qu'elle est nécessaire. En effet, l'existence de ce nombre r étant 
admise, si çPA avait ordre de multivalenee «, il existerait un r tel 
que tout çP'ï. dont les points ont nue distance de (,1H plus petite 
que r' aurait un ordre de multivalenee <^w, ee qui est absurde. 

7. Si (Ρ l est un domaine de n-valenee exacte, aucun point du 
contour n'ayant d'homologue à l'intérieur de ι Π'\ le contour est 
formé précisément de η ares homologues. Si Ρ, Ρ sont deux points 
homologues du contour de ç Ρ Λ il existe un entourage de Ρ homo-
logue à un entourage de P'. Ceci étant vrai pour tout couple de points 
homologues Ρ, P". à chaque couple d'arcs homologues, on peut faire 
application du lennne de lioreï-Lebesgue. et par conséquent, on peut 
tmierfe contour du domaine i l)") ren fermant ç P ) tfitftt totVùt que l'on 
rent du contour île çP ) et de fti*tm que ν P* « soit lui aussi un domaine 
de n-calence earacte. En effet, le contour de étant tracé de façon 
que /'(s) prenne chacune de ses valeurs au moins η fois et en sup-

n ' \ \ eir ta «de »11 j». »S~. 
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posant tJV) d'ordre de multivalenee η « multiple de «), on parvien-
drait à un absurde en répétant exactement le raisonnement du n° 6, a. 

Inversement, supposons que (D"> jahù&c être enjemiê dans des 
dmrmines de multiealenee gravit ^0 1, dont les contains soient aussi 
pn*cbe$qu'oit le reat de celui «/c{D ), Alors, je dis queer,* (/omuinc,* ̂ D") 
ont imts, ù partir d^tm ce rtain rang* te même onire η de midtiwdenee^ et 
que «U Ν est «RAXSF «« domaine de multivalenee C.ÎVCÎC. d\»rdie m. En 
eSTet, supposons d'abord /\s)~ ο sur le contour de t,D). U suffit 
alors ele démontrer qu'il n'existe pas de points intérieurs à «Di homo-
logues eie points du contour \11. S'il existait un point intérieur 
à i O 'ι·, homologue d'un point ^ du contour, il existerait un entou-
rage de s» intérieur à \ l> \et homologue d'un entourage de s étant 
alors la distance de au contour de l'entourage correspondant, il 
n'existerait pas de domaines \0'> voisins de i b i de moins de s. 
Doue { D ' ι est un domaine de multivalenee exacte, et par conséquent 
κ selon le raisonnement que nous avons fait tout à l'heure \ il est 
d'ordre η avec les domaines « D'A 

Si sur le autour de * D 'V il existait un point tel quei= o, 
il suffirait d'enfermer dans un petit cercle «yi qui ne contienne pas 
d'autres zéros de /" > ; ν Pour t h*1» suffisamment près de ̂ D'V on voit 
facilement que la partie de ylUi qui est contenue dans ^c) ne pourrait 
être de multivalenee exacte» Le même raisonnement pourrait être 
répété pour chaque homologue de ^ situé sur le contour de ^D ), ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 

III. — Accumulation dos valeurs. 

I» Reprenons maintenant l'étude d'une suite uniformément conver-
gente de fonctions holontorphes, avec les notations du paragraphe I. 

Supposons d'abord que l'on ait V— ο dans y 11 " Un nombre 
s ο étant arbitrairement choisi, parcourons une courbe d'accumu-
lation quelconque ® partir de son extrémité Indiquons par 

(') Voir la note (s) p. loa. 
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ζ = î) le premier point que l'on rencontre sur γ, tel que l'on ait 

xjxs)—— 

Si un tel point n'existe pas, alors indiquons par Γ = ζ(^„ î) l'autre 
extrémité de γ appartenant ou non au contour de ^LV). Posons 

s =s(s) = liw. sup. ite · * — ; pour s* dans tD't. 

Si ,/\^ s'annule dans ^DY. considérons un réseau quelconque R 
< I, n* d ). Soit une extrémité de première espèce, répétée à fois, 
de R. Ktant défini en R un système quelconque de courbes γ, t de ces 
courbes, soient γ,ι/= ι. 2, , £Y. conlluent en Indiquons par 
Γ. = "a ;,·,, îY pour chaque /, le premier point que l'on rencontre sur γ, 
tel que 

/i.; « -/( = Î. 

Si un tel point n'existe pas, alors indiquons par ̂  = ̂ (5«, s Y Fautre 
extrémité de γ, (qu'il appartienne ou non au contour de \D">Y. Posons 

5 = = U»u. sup. de j 

Jsoit quand s„ varie en ^D). soit, pour un même quand j varie de 1 
à ί et quand le système des courbes γ varie en R J. 

Je dis que, en tout cas, on a limçu t —Supposons que cette 

propriété ne soit pas vérifiée, c'esl-à-dire que pour ε - ο. pysY ait an 
moins une valeur limite ç^>o. Alors, les couples tels que s„, 

ζ,| auront pour = ο au moins une position limiter,,, ζ telle que 
|ζ— j = c et que //()=/(;„). Mais pour chacun de ces couples, 
on peut laisser fixe et faire reculer sur la courbe ζ vers s,, 
par des déplacements très petits. Le même recul devrait se produire 
pour Γ, avec la condition /(~ )==/'( 5/: t! ). Donc serait limite 
d'une infinité de points ζ tels que/(ζ = /"(;,,). ce qui est absurde, 
puisque/"(;) n'est pas une constante. 

(' ) I n nembre entier positif r étant choisi, non# considérons l'intersection 

de chaque courbe d'accumulation avec la circonférence fs
e
. y Y Pour une 
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2. Si rest un nombre positif arbitrairement petit [inférieur à la dis-

tance du contour de (ΒΛ au contour de il existe un entier η tel 
tpte ptmr η >· η' lu fonction prenne* tfuns Γentourage tie raeon r 
de tout point du domaine V lu râleur </ue/'(s) prend en ;

0
, au 

moins le même nombre de fois. 

Supposons d'abord que l'on ait == ο dans f D"\ Soit s tel que 
:^î\ <>(11* 1\ La suite des fonctions/*v-) étant uniformément con-
vergente dans ^ÏT) vers ,/\^V nous prendrons η '> Ν (§ I, η· I), et 
tel que l'on ait. quel que soit ? dans (0,Λ> et η >n\ 

( è S '/is) — /Λ5? I <--

11 suffit de démontrer que. pour t f> ri et pour tout point du 
domaine (D V le point correspondant s(*, :=«,) existe et se trouve dans 
le cercle r\ de centre s* et de rayon — r. Supposons, si possible, 
qu'il existe un point de (ΓΠ tel que le correspondant ^(t. pour 
un certain t f- n\ se trouve hors du cercle (5„,r). Ktant, par défi-
nition. /j.-u. Ο?*]—/vA»\ on a, d'après (3), 

i s*)j J t51 -s. ί. 

Faisons croître t, se déplace avec continuité tout en par-
courant la courbe ";·(<„ * vers et l'inégalité (.'/1 reste vraie. Sur la 
courbe ε) est placé à une distance <ç(î)de ■?„, 
tandis que dans la position initiale, est placé à une distance 

:v- i de s,„ Il existera donc une valeur d de t Çf> que la valeur ini-
tiale de f. et par conséquent /> «') telle que l'on ait 

> n") teUeq 

infinité do valeurs j., proches de on aura 

7(s*) -/(;>: = £. 

Les nouveaux couples s*. auront au moins une position limite ΐ- telle que 

ί ~ ί Ρ 

Knsuite. nous faisons tendre r-5-*. 

/«Htm. «#e .Vu/A., tome ΧΗ. — Fasc. Il, ι$33. 2Ï 
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Mais alors on aurait 
!/(?>—/<»·>'<«. 

co qui est absurde. 
Dans le cas où /'{s) s'annule dans (D') la démonstration est ana-

logue. On devra supposer, si possible, qu'il existe un point de (1)') 
tel que les points ; (t, zf correspondant (pour un certain t suffisamment 
grand) ne soient pas tous dans le cercle (;„, r). Alors il existera au 
moins un de ces points z(f, 5«) situé hors du cercle r) et il suffira 
de s'occuper de ce point. 

5. Soit (D ) an domaine d^ordre de e-rafence exacte pour f(z) ('). 
Pont tout domaine (D") renfermant T D') et assez raisin de /HI, if existe 
un entier M tel que, pour nf> M, la fonction /'„(;) prenne dans le 
domaine t^D") toutes les valeurs que J\z) pivnd dans le domaine (D'), 
exactement le même, nombre de fois (done c fois). 

Traçons (D") suffisamment voisin de (D ) pour que f(ζ) prenne 
dans (D" — D') des valeurs toutes di lièrent es de celles qu'elle prend 
dans le domaine (d)') (§ II, n° 2). 

Pour tout couple de points : du domaine (D"), ô du contour 
de (D"), l'on a par hypothèse f(z)=^f(z

a
). Donc il existe un 

nombre positif u tel que, pour chacun de ces couples, l'on ait 

·* >\ 

La convergence étant uniforme il existe un entier M tel que. pour 
tout couple d'indices η,, n.,. tous deux > M, et pour tout point < du 
contour de (D"), l'on ait 

l/.,( = !-/»,h)i<r· 

Il s'ensuit, pour η f M, 
!,/«(-·) — ./('c) ι > *-> 

donc 

i J t 0 J 5t« ) i ί Jn ( 5) J ( ^»») " ) L J» -* ' J* ( * ) 1 

= !/«(■-)— /ΐ"·ο)ί —— /»(?)!> 7 — ? = τ· 

(M V oir le paragraphe II, u° 



L'ACCUMULATION DES VALEURS DES FONCTIONS ANALTTIQTKS. 199 

La fonction /(s) prend ν fois dans le domaine (D*) chaque valeur 
/(-„). Pour t>M, la fonction t) prend la valeur ./*(?«) en des 
points situés sur des courbes γ qui, lorsqu'on fait croître ultérieurement 
t vers I'x, ne peuvent plus traverser le contour de (D"), c'est-à-dire 
restent à l'intérieur ou à l'extérieur de (D"). Mais il y a r de ces 
courbes γ qui. pour l -·>- x, tendent vers des points du domaine (D'). 
Donc, pour « M, les fonctions prennent la valeur 
en (D ') exactement c fois. Cela peut se répéter pour chaque-, du 
domaine (D'). Le théorème est donc démontré (l). 

Si l'hypothèse du théorème précédent n'est par vérifiée, quel 
que soit ( D il existe dans (D"— D') des points où /(s) prend des 
valeurs qu'elle prend aussi dans ( D'). De ces points il y en a d'ailleurs 
aussi proches du contour de (D ) qu'on le veut. Supposons que dans 
le domaine (D") il y ait un groupe de k et pas plus que k points 

3,1 (# = l. A, 
tels que l'on ait 

/û« > =/(s» ) = ·■ = 

chacun de ces points étant d'ailleurs répété autant de fois que ./"(-) y 
prend cette valeur. Le raisonnement du n° 2 montre alors non seule-
ment que dans chacun des cercles r) il y a, pour chaque η 
au moins autant de points où /'„(5) = « que /'(-) prend de fois la 
valeur a en niais de pins que dans tous les k cercles 

(;j.r) (»' - · ι. η — 

il y a, au total, au moins k points où l'on a /"„(- ) = «. 
Il e.riste donc un entier M tel que, pour n^> M, la fonction J\{s) 

prenne dans le domaine (D") toutes les valeurs que /"(-) prend dans le 
domaine Φ1 au moins le mente nombre de fois. 

11 est toutefois utile de remarquer que, dans le cas où /"(s) s'annule, 
la possibilité que /«(-) prenne un nombre supérieur de fois dans le 
domaine (D") une valeur que /(s) prend dans le domaine (D'), ne 
serait pas, a priori, à attribuer seulement à l'existence de points exté-

( ') Voir le i»a 4. 
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rieurs ίι (D"> et à proximité du contour de (IV), où /{:·) prend cette 
valeur. On pourrait croire que ce fait pourrait aussi être déterminé 
par la possibilité de délinir de plusieurs manières en chaque réseau le 
système des courbes γ qui le composent. Mais l'on voit aisément que 
celte seconde cause est illusoire, car, étant donné un réseau et défini 
en lui un système Q de courbes γ qui le composent (à supposer que ces 
courbes soient au nombre de K' ). il est démontré que, pour η suffi-
samment élevé, chacune des fonctions /«(-s) prend la valeur a [valeur 
prise par /' aux K' extrémités de première espèce] une fois sur 
chaque courbe γ, c'est-à-dire en certains points M, , . .., //<,. ('V Mais 
si l'on change le système Q des courbes -γ, les points n,, «

2
,. . ., //

A
. ne 

cl tancent pas, parce qu'ils peuvent être définis dans leur ensemble, 
d'une manière intrinsèque, c'est-à-dire indépendamment drnlit sys-
tème Q, comme fes points (foi réseau, où Γ on a f

n
( 5 à = a y2), 

a. La proposition établie an n° \ est analogue à celle du 11° 3, mais 
elle est plus générale. Dans l'hypothèse du n° 3, le raisonnement du 
η® ί montre que dans les k cercles (<

0
r) yi =1,2,..., k) il y a, au 

total, exactement k points où l'on a /„ (s) = a, k étant toujours égal à 
l'ordre de multivalonee ν du domaine (D'). Dans le cas où le domaine 
n'est pas de multivalence exacte, la même conclusion est juste si les 
k points sont, tous à une distance >ar du contour de (D ). 

Si l'on suppose que (D') 11e soit pas un domaine de multivalence 
exacte, mais s'il est toutefois possible de renfermer ι IVI dans un 
domaine (D") de manière que /(:-) prenne sur le contour de 1. D") des 
valeurs toutes différentes de celles qu'elle prend dans le domaine (IV), 
alors on peut répéter la démonstration du n" 5 pour préciser que 

s ) prend ces valeurs exactement tintant de fats t/tte J\s) lex prend 
en (D"). 

(') 11 est même démontré. de plus;, la possibilité de choisir « suftisamment 
élevé, de manière que ces R' points soient renfermés, dans leur ensemble, dans 
les cercles dont les centres sont les extrémités de première espèce et dont les 
rayons sont égaux à un nombre /•arbitrairement choisi. 

(s) Le fait que ces points ne changent pas peut se déduire aussi de quelques 
simples considérations topologiques sur le réseau. 

(·· ) Comparez avec le n" 3-
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IL Le résultat du n° 4 peut être précisé par quelques considérations 

sur le problème inverse du précédent. 
r étant an nombre positif arftitraiivnient petit, il e.vùte un entier ri' tel 

que, pour η f> n", la fonction f(<) prenne dans l'entourage de rayon r 
de tout point <

M
 du domaine ^D') la valeur que f.,( y} prend en s„ ( '). 

Pour le easoi\/"(; t peut s'annuler, on peut ajouter que /'(;) prend 
cette valeur au moins le même nombie de fois. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Alors il existe un indice n, et 
un ensemble A, de points tels que pour tout couple de points -, de A,, 
s de(-,, r). on ait un indice η, > n, et un ensemble 
A.j tie points tels que pour tout couple de points de Aa, ; de (-2, r). 
ou ait f, 1 s. 1 — /(-); etc. (-). 

Soit un point limite de la suite A,, A2
, ..., c'est-à-dire un point 

tel que, dans chacun de ses entourages, il y ait des points des ensembles 
A.,, avec « arbitrairement élevé. Il existe deux nombres positifs 0, s 
tels que /\ ̂  prenne dans le cercle ρ ) toutes les valeurs qui sont 
dans le cercle tî). On peut d'autre part imposer à ρ d'être 
arbitrairement petit : posons ρ < r. La suite des fonctions ./„(-) étant 
uniformément convergente, il existe un entier k tel que, pour chaque 
indice /.- > k et pour tout point sf, (quel que soit /1), l'on ait 

point s,, (quel que s 

étant continue en si un tel point -
A
 est suffisamment voisin 

de Ô„, 1 on a 

: J\ 'S » — J'y 1 < :/ 

Donc, pour une infinité de k > l\ il existe des valeurs aussi voi-
sines qu'on le veut de telles que 'f„f s*) —/(- A j <A. Pour chacun 
de ces il existe alors dans (, p) un point - tel que f„f:·^ — f{~·)· 
Mais on peut prendre assez voisin de pour que le cercle ρ ï 
soit contenu dans le cercle (-Α, r), ce qui est absurde. 

(! 1 Comparer. avec le m' 2. 
(i) En répétant une inimité de lois un choix, arbitra ire. on pent prendre plus 

simplement une suite de points au lieu de ta suite d'ensembles Λ,. Λ-. .... 
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7. De la proposition précédente résulte que. pour η suffisamment 
élevé, la fonction /„{'· ) prend dans le domaine fermé (l) ) seulement 
ies râleurs que f{s) prend en tD) et en plus le même nombre de fois. 

Soit r un nombre positif tel que ai· soit, plus petit que la distance du 
contour de (D') au contour de ^ D" ). 11 existe (n° 2) un entier η tel que, 
pour chaque indice η é> η , la fonction /'„(;) prenne dans l'entourage 
de rayon rde tout point de (D'A, intérieur à (D') ou à moins de r 
du contour de (D'), la valeur que /'(;) prend en 

Si peur un η > η'. η' y η" G), prend la valeur a eu un 
point du domaine fermé t D't, il existe (jv" β ) un point tel que 
{s 1 — 5

e
| <r et que J\sJ ) = «. Soient sj yi = i, a, 3, .. .>k) les 

points du domaine fermé ̂ D"'} ού Ton a = a et qui sont intérieurs 
à t D' > ou à moins de r du contour de χ ! > t. Les points où l'on a 
f„ys) — a, intérieurs aux k cercles , ri yi — i, a, 3, .... k\ sont 
en nombre au moins égal à k. Mais ceux de ces points qui appartiennent 
au domaine fermé t. D"> sont au plus L\ D'où l'énoncé. 

8. Nous pouvons maintenant préciser la proposition du n° i, 
Supposons que J'y:·) ait en ^D') un ordre de multivalence égal à c. 

Enfermons ̂  H, n° (î)^D' t à l'intérieur d'un domaine (D'A et successi-
vement ^D"i à rintérieur d'un autre domaine ν IV") de manière que 
J'y:·) ait encore, soit en ^ D'A ou en VD"A 1" ordre de mullivatonce r. A 
l'aide des nos 4, 7, l'on démontre l'existence d'un entier M tel que. 
quels que soient «>M et la valeur a prise par fys) dans le domaine 
y D A, la fonction f,y:· * prend dans le domaine ( D" I la valeur a au plus 
autant de fois que /\^i la prend dans y DA. Donc : le domaine (D) 
peut ctiv enferme à rintérieur d'un domaine (D") de manière que, à 
partir d'un certain rang, les fonctions f, y : ) prennent en (D") toutes 
les râleurs que f {s} prend dans le domaine (D') au moins le même 
nombre de fois et au plus un nombre de fois égal à fotxlre de multi-
i alence de /"(; ) dans (D*). 
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IV. — Application, aux familles normales. 

I . Soie/il V ξξξ |/\s) 1 une famille normale dans an domaine (D\ 
(D1) un domaine complètement intérieur à (, D), C un ensemble fermé 
quelconque. Supposons (pi 'aucune fonction limite de V ne soit une cons-
tante égale à une valeur a de C. On sait (' ) qu'il existe un entier 
positif e | = »·(« ) | tel que le nombre des zéros de J\ ζ ) — « contenus 
en i, L)> est inférieur à e pour toutes les fonctions de Y. 

Peut-on choisir c indépendamment de a "? 
Je dis que le nombre des zéros de/(V) — a contenus en (D') est borné 

pour toutes les fonctions de V et pour toutes les valeurs a de C. 
Soit t^D") un domaine contenu dans (JD) et contenant 

Supposons que la proposition énoncée ne soit pas vraie. Il existe alors 
une fonction /',(5) de Y et une valeur a, de C telles que — α

Λ 

admette un zéro au moins dans (D'), une fonction f,( ζ) de Y et une 
valeur a., de G telles que ('■> ( ; 1 — a., admette deux valeurs au moins 
dans etc. 

De la suite inlinie 
rf»#,, (i:., .... 

j'extrais une suite 
O/l.. "À,· 

convergente : soit a sa limite. De la suile 

J/!,('·)■ /'■>(·■)· · 
j'extrais une suile 

Ai-)· A(-)· A(=)> 

uniformément convergente dans (D') : soit f(-s) sa limite, La fonc-
tion f(z) ne peut pas être la constante infinie. En effet, dans le cas où 
G est borné, la suite { aK ) («. = 1, 2, ... ) est aussi bornée et par con-

séquent on peut déterminer un nombre positif M tel que l'on ait 

|Λ,(;> ! <C M en quelque point de (D'). Dans le cas où C n'est pas 

(1 ) P. MONTEL. Leçons sur tes familles normales, p. 3l>. 
(-) Voir le paragraphe I, η" 1. 
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borné, G contient le point à l'infini et/'(V> ne peut pas être égale à la 
constante infinie par hypothèse. Donc f{z) est holomorphe, et comme 
elle n'est pas égale à la constante a. elle prend la valeur a eu (D") un 
nombre fini t„ de fois. 

Pour «. suffisamment élevé, la fonction /\V> peut prendre, en ν l)"i, 
chaque valeur aK au plus t„ fois (' i et par conséquent chaque 
peut prendre au plus /„ fois la valeur ak^ eu t. D't III, n° 7Y. Il y a 
contradiction. 

En particulier on voit que,.« une fa mille normale dans un domaine 
(D) «%admet aucune Jonction limite constante, le nombre des zeros 
de J\z)— « contenus dans un domaine i^D'Y complètement intérieur 
à (D) est borne pour toutes les Jonctions de la famille et pour toutes 
les râleurs de a (a). 

( ') Kile le prend exactement f,. t'ois si J\ ; ) - a au contour de i, Γ» }. 
(î) Ce théorème a été énoncé aussi par M. S. MineUi. au Congrès interna-

tional de Zurich (septembre ι<)i> >i ( ι >"« afeuni teoremidette J'amiplte norniati 
di j'anzioni analitiche aucfn· in refazione at postulate di Zermeta »). 


