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CONTRIBUCTION A 1.’ LTUDE DES JETS FLUIDES.

Contribution a 'étude des jets fluides ;

Pax Jossen PERES.

1. Dans son Mémoire fondamental sur la question ('), M. Volterra
subdivise en deux le probléeme de la détermination des jets fluides :

. Becherche du potentiel des vitesses N sur lu surface libre 5 [laquelle
est connue et a Péquation 2, =¢, (constante) en coordonnées cur-
vilignes orthogonales 2. z.. ;;, I'élément linéaire de l'espace est
ds* = Wide* +H: dz? + W dz%|. Ce potentiel V prend sur 5 des
valeurs V,(z,. z,) vérifiant I'équation

-

/A )’:_; a2l - h,

(1) Wy, 1t (;«,—;‘i’)

(/A%
AR
oit P, qui dépend des forces de masse agissant sur le liquide, est fonc-
tion connue de ¢, 2, sur 5. Les lignes de cournnt correspondantes sont
identiques aux trajectoires d’'un point M, de masse unité, mobile sans
frottement sur la surface 5, supposée réalisée comme surface rigide.
et sous 'action de forces dont la fonction de forces serait P. Ces lignes
de courant sont donc connues dans les cas, assez nombreux, oa 'on
connait les trajectoires.

b. fiecherche de N en dehors de 5. — Cest une fonction harmonique
(qui, sur 5, prend des valeurs connues (V,) ainsi que sa dérivée nor-
male (laquelle est nulle). On a donc un probléme da type de Cauchy

(') Journal de Mathématiques. g série, t. \L. 1932, p. 1. Nous suivrons ici
les notations de ce Mémoire, auquel le lecteur est prié de se reporter pour Ja
démonstration des résultats rappelés dans le n” 1.

Journ. de Math., tome X1. — Vasc. L. 1932. 8
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4. . ] . L] . .
pour l'équation de Laplace et I'on sail qu'un tel probléeme présente
des difficultés spéciales mises en évidence par M. Hadamard. On les
évitera en se bornant au cas des données analytiques : on sait alors
que la solution existe et I'on pourra, comme l'indique M. Volterra, la
définir par un développement ¢n série

2 o

(2) N=VNlo 00 - " N0 2, o T N o S ).

! ",

oii les coefficients V , s‘'obtiennent de proche en proche.

2. Vulidentité, rappelée en « précédent, entre les monvements des
particules fluides sur 5 et les trajectoires de M, on pent se demander
quelle est la réaclion de 5sur M.

l.a réponsc a cette question dépend essesitiellement de la facon dont
on prolongera, ¢n dehors de 3, la fonction des forces P, laquelle n'est
connue, de prime abord, que sur 5.

Mais I'équation

Yy , v l)\ /)\ A
(3 w o (.\ ').T I)) ) (I)’
! r)\ (/)\ ' ,
— "-( : iz, ' ”, ) ==z h

donne, dés que V est connue, la seule fagon naturelle de prolonger P
en dehorsde 5. Il est a pen prés intuitif que, avec cette définition de P,
la réaction en question sera nulle : le mouvement d’une particule liquide
sur g est le iméme que celud d’un point libre, de masse unité, luncé nvee la
vilesse convenable et sonmis a la fonction des forces P.

la vérification peul se faire par le calenl suivant : dans le mouve-
ment de M sur 5 (;,=;,=consl.) la troisiéme équation de lagrange

At duy, o, T s,

i Jr ar P g

définit la réaction, laguelle est proportionnelle an multiplicateur 7..

On a donc

i LY I)H ” JIH,
- Jo, o ) : %:'

~¢
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fin, e lacant les 2. par leurs valeurs (—'- N,
el, enfin, en remplacant les 2, pa urs { i 5 )

z)\,,)’ 7] | P/ A W ’f

J, 13 o, ' Do
23 y U2 VD

. o 1 It

.7)?'; e ,),

—
1) ailleurs la dérivation de (3)donne

N ’;". EN O\ ’2. ‘ON 2 OM,
[[FAR )

P N-~Y | Fr Pey A P ..’
/ T
ety parce que sur 5 | d’aprés (2) |,
JIN AN A
17?‘ 0. I}’;—-, ,)?; - ,?—‘——": ’)?-: R} B
il reste simplement
n (u\ ) au ¢ CON, 2Ol
T Y

7. est donc nul. donce aussi la réaction.

3. Dans le Mémoire déja cité (Chap. V1), M. Volterra développe
la détermination approchée d’un jet trés mince en se placant dans le
cas qu’il caractérise comme cas symétrique (5 est alors sarface de
révolution ), cas daus lequel le probléme « est résolu. Nous exami-
nerons ici le cas général d'un jet trés mince lorsque la surface libre 5
est quelconque.

Bien entendu nous supposons que. cette surface libre 5 érant
donnée, on connaisse sur elle les lignes de courant ( probléme o précé-
denty. Un jet fluide trés mince sera compris entre 5 el une frontiére
rigide X, licu de lignes de courant et trés voisine de 5. Il s'agit de
détinir X et, a cet effet, nous chercherons a obteniren fonction de;, -,
la longueur infiniment petite sn qu’il faut porter sur la normale au
point 2, 2. de 5 pour passer au point correspondant de X.

l.es données <ont supposées analyvtiques, afin qu’il 0’y ait pas de
doute sur 'existence du jet. Nous admettirons de plus que les dérivées
de zn par rapport a ;, el ;, sont aussi infiniment petites. Cela revient
a dire que 5 et T ont des plans tangents trés voisins anx points corres-



60 JOSEPH PERES.

pondants. C'est la une restriction pratiguement peu importanie, et
que d’ailleurs nous pourrons lever a la fin,

%. Soient I. une ligne de courant tracée sur 5, L' et L, deux lignes de
courant trés voisines, la premiére tracée sur s, la seconde sur . Con-
sidérons un tube de courant infiniment délié formant un prisme trian-

gulaire dont les arétes seraient L, I.') L,. Une section droite «n'a,
forme un triangle dont la base 20,( = a«’) est la distance de L. a 1.’
mesurée normalement a L. et dont la hauteur est 2, distance a 5 du
point «, de L,. La vitesse correspondante du fluide est \'i2P+//,; la
condition de conservation du flux donne alors

( ,l) ;3'1 '3”-1\ * " - ’I = wonsL.

tout le long de la ligne L.

Cette seule condition suffit a définir la froutiére rigide X trés voisine
de 5. Tout d’abord, a cause de la restriction imposée aux plans tan-
gents de 5 et £, on peut confondre 2» avec 2n (longueur a porter sur
la normale en « a 5 pour passer au point correspondant de X); donc

(1 1 69,y 2P — h = const.
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D’autre part 20, est connu, puisque I'on connail sur s les lignes de
courant.

#. Précisons ce dernier point. Sur 5 nous connaissons les lignes de
conrant dont les trajectoires orthogonales sont

Voo 9,0 = const,

D

Les lignes de courant elles-mémes son\ définies par I’équation diffé-
rentielle

TV ALI TP AT,
', 2 o,

Soit 7. un facteur intégrant(*); les lignes de courant seront données

par

W, (5.5, =const.
avec
-~ ‘)‘\ " - 112 A i ’)\\'n . ) ’)\ "
(.)) ()?‘ Zz /.“‘ '(')-?—:" 7)?/;——-—— /."._.-Jr:;"

Le segment normal 26, allant & la ligne L a la ligne voisine L’ sera
alors proportionnel (comme il est bien connu)

.

VW,
ou. dapres les relations (5), a

J . I

L SN, Lo P

Finalement nous aurons, d’aprés (4),

6 on = -

v 2P -k

ou bien encore
(6°) G -=1.1, 1, 3,

formules dans lesquelles Zc est infiniment petit et constant tout le long

(') Wl ¥y a, dans le choix de 7., done aussi de W, un arbitraire évident et bien
connu, gqui, naturellement, n'influe pus sor la suite.
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d’une ligne de courant L. de 5. Si, pour un instant, on prend pour
coordonnées sur 5 les valeurs de V, et W, sc est fonclion uniquement
de W, et & chaque fonction arbitraire trés petite 5c(W,) corres-
pondra une frontiére rigide d'un jet du type demandé, la distance nor-
male entre 5 et £ étant donnée par (6) ou (6/).

Il 'y a évidemment une senle surface T passant par une courbe I’
Lriés voisine de 5 (et distincte d'une ligne de courant). On ponrra
Fobtenir analytiquement en définissant. d’abord, par une relation

Voo oW

la courbe correspondante de 5, puis en se donnant, en fonction de W,
la distance cn pour les divers points de I' (' ). La valeur de 'arbitraire
2e( W, ) en résulte immédiatement.,

6. Portons notre allention sur les lignes de courant qui appar-
tiennent a £, Elles vérifient les équations différentielles

Wedo,  Widu, W:dp,

' I\ N

Ay A

N )y, o,

oV est le potentiel des vitesses donné par la série (2). Sachant déja
(ne ces lignes sont sur X nous pouvons nous borner aux deux premiers
rapports qui définiront la relation entre 2, et 2., ¢’est-i-dire, en vertu
de la correspondance entre les points de 5 et de X, Pimage des lignes
de conrant en question sur 5. [Vaprés (2), et en se horpant 1oujours
aux termes prineipanx, on i

IV DN, ZANA W

&y do, T D,
Dantre part, les valeurs de H, et H, contenues dans les (7) con-

- , on
cernent le point de coordonnées ¢, 2., et z.=:,+ i de sorte que

{1y Cette fonction ot W, ) doit étre, a cause de la restriction de la fin du n* 3,
infiniment petite ainsi que su dérivée. ce qui rvevient a dire que la tangente en un
point de T fait toujours uy angle infliniment petit avee le plan tangent au point
corvespondant de 7.
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nous aurons i remplacer H}, H} respectivement par

" JOH, on ) . on
0. ol = ’ 1z . o, ==
/);":: ”:: - . ’l?:; ”:'.
on W, Hyy 1, sont pris sur 5 (pour 2,=12,).
Dans ces conditions, 'éguation différentielle qui définit les lignes
de courant de T s’éerit

AW i Hy dbl, o 0y, ( ) i, Ji, |
-/)-" do (HE W, s, rm) - s, dn, \ll._, ’ i, s, n ).

¢l, en multipliant par 7. el remplacant an par sa valeur (6'),

H, 1, 292 Al I JN, I, TP A

(] 0 3 5 9, -
) AW, ane (W) | " | ), ,d?: o,

! /;, =
\

()'r;” i r)/,

['intégration e cette équation différentielle se raméne a nne qua-
drature, car dans le deuxi¢me terme, infiniment petit, W, peut étre
considéré comme une constante. [ équation prendra donc la forme

(8 AW, - 200 (W O FOW N YN =0,
d’oit, pour délinir lex lignes de courant sur X, I'équation
W, a600W) / FiW . V) d\N,=coust.

(au lieu de W = consl. sur 7).

7. Letermeen IF(W V1 dV, peut se metlre sous une fornie assez
élégante. On y élimincra dz, et dz, i partir de

AR A
dN = i, do, - -I)?' s,
el
L OV, N,
[ Rt “I -’)(;: I/./I - "_ l)’/l /'

( puiscque NV, peut étre pris nul). 1 vient alors

AV AW
fort, N, Ol Voo Do, Doy (v O, 0 Al
I, ", 4);. od ), H, 1);, g S S & W N { P 0 H, e, )d\ "
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Or, en introduisant les rayons de courbure principaux de =, IR, el

R.. on sait que
]S PR R T B ”(
", Jo, I, do, — R, H

d’autrepart z désignant I’angle de laligne de courant sur 5 (W ,=const.
avec la ligne ¢, constant,
N

-I)—?-.l =,y ¥\, cosz

AT v ..
Jol = H,y ¥V, ~inz.

Je

I.’équation différentielle (8') ’écrit donc

/1 1y .
( 'v’- - l’“ )smscnss /’\‘,,:.—.u,
‘.

Y,

AW, = 250(W,) 21127,

on enfin. grice 4 (6') et en notant que

7

‘ ! ! ) ir

= — o JSINZ COSZ
>

..“: Y

est la torsion géodésique 7 de la ligne de courant tracée sur 3, on
aboulit, pour définir les Ilgnes de courant sur X, &

(8'.", I/\\" . <(o\,2)- : u—“
nre
Ol
(%) W, tef‘"‘")-ff)- o N = const.,
"He* l,.

ot I'intégrale est prise le long d’une ligne de courant (W, constant )

de 5.

8. Notons incidemment que les formules précédentes (6) et (8”)
définissent les lignes de courant trés voisines de celles qui appartien-
nenl a 5. Toute ligne de ce genre (telle que L,) peut en effet étre
considérée comme apparienant a une X convenablement choisie,
laquelle vérifie la condition de voisinage des plans tangents posée a la
findun*a ().

(') U suffit de choisir convenablement la courbe T correspondante, en lui fai-
sant remplir la coudition de la note i lu fin du n* 5.
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Il y a intérét, de ce point de vue, 4 mettre les formules précédentes
sous une forme un peu différente.

Soit M un point quelconque de la ligne de courant L tracée sur 5.
On peut passer a la ligne L, infiniment voisine en composant une
variation 2v normale 4 o et une variation £ normale 4 L dans le plan
tangent de 5. Tout revient donc a définir 2v et 20 en fonction de la
position de M.

Il convient de noter que, dans le cas d’une L’ infiniment voisine de
L, mais située sur 5, cv est identiquement nul et que 20 se réduit a 20,
qui est connu (& une fonction arbitraire de W, prés). Revenant au
cas général de L,, I'équation (6) (ol nous rétablissons sv) s’écrira

const. VW, .

(6" ';‘J _— = —— O,
) 8o\ 2P + 1t 2P+ L

et nous définira 2v. Enfin 20 sera donnée par (8").

En effet la ligne L est définic par W, =/ (% étant constante), la
ligne infiniment voisine L.’ par W, = h + ¢k (ch étant également cons-
tant). Sur L, (ou plus exactement sur I'image de cette ligne sur 3),
W, prend des valeurs /s + 2W, et, portant dans (8"), il reste

N Lo L
d(6W,) =2 e ;—;d\u_o,
d’ou, puisque
W, Sk _\Fw
39 5, VYo
- 09 (8v)? 1 .
Ohd(?)@;)—i- 30 ,l-:’d‘/o——o
ou bien
87 ae:~zaef£2“_’f Lav,,
( ) ohéc T,

'intégrale étant prise par rapport a la variable V, qui fixe la position
du point M sur L..

9. Lesconsidérations qui précédent permettent de se rendre compte
du caractére tout a fait accessoire de I’hypothése introduite, ala fin
du n° 3, sur le voisinage des plans tangents a X et 5.

Les équations précédentes (6”) et (8'") définissent, sans aucune res-

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. I, 1932, 9
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triction, les lignes de courant infiniment voisines de celles qui sont
tracées sur 5. Toute I sera obtenue comme lieu de celles de ces lignes
qui rencontrent une courbe I' donnéc quelconque, trés voisine de 5.
Peu importe que la tangente 4 la courbe I' soit ou non trés voisine du
plan tangent 4 5. Cela n’intervient que dans l'interprétation de la signi-
fication de 2v.

Dans le premier cas, ¢v est un infiniment petit équivalent & ¢n et
représente donc la longueur & porter sur la normale a ¢ au point de
coordonnées z,z, pour passer au point correspondant de X. Dans le
second cas il n'y a plus équivalence entre 2v et <n et il faut préciser
(que 2v est 4 porler, toujours normalement a 5, au point déduit du
point ¢,z par la variation 20 (ce dernier point ne pouvant plus étre
confondu avec le point ;,3,).

10. Observons en terminant qu’il eiit été naturellement pnssible
de traiter les questions précédentes en partant des équations aux
variations des lignes de courant et en tenant compte de la valeur
de V, en fonction de V. [.amarche que nous avons suivie évite d’assez
longs calculs.

Le lecteur vérifiera sans peine I'accord de¢ notre formule donnant
on avec celle qu’a obtenu M. Volterra pour le cas d’un jet symétrique.

Un autre cas particulier notable, qu'il suffit de signaler ici, car son
I

- est nul.

~

examen ne présente aucune difficulté, est celui ou .



