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Sur les jets liquides ('),

Par T. LEVI-CIVITA

(Rome).

L. Histonigue T rosrrion pu prosLENE. — [.'étude expérimentale des
jets liquides a été abordée depuis longtemps par des hydrauliciens et
par des physiciens éminents. Il me suffira de nommer Borda, Bidone,
Michelotti, ’oncelet, Lesbros, Bazin d’un cbté, Savart, Plateau,
Magnus, Tyndall, Rayleigh de I’autre (*).

Ces savants se sont occupé surtout des jets sortant sous pression
modéréc en signalant I'existence de deux parties : 1'une, la plus
proche de lorifice, bien continue, limpide, transparente: l'autre
louche, laitcuse, avec renflements et rugosités, qui finit par se dis-
soudre en filets séparés et finalement en gouttelettes.

En méme temps que les apparences susdites on a envisagé au point
de vue qualitatif les variations de grandeur et de forme des sections,
les effets de capillarité (Plateau), les trés curieux phénoménes acous-
tiques (Savart et Rayleigh). An point de vae quantitatif c’est surtout
sur le débit et sur le coefficient de contraction qu’'on a multiplié les
rechcrches, mais on posséde également quelque relevé géométrirue
de la veine et quelques mesures sur la répartition des vitesses et des
pressions (*).

(') Conférence faite ¢n 1931 & I'lnstitut de Mécanique des Fluides de I'Uni-
versité de Paris.

2) Voir par exemple D. Seataro, /dromeccanica, vol. I, Libro 1, Milano,
Hoepli, 1913, p. 307-344.

(*) Voir notamment H. Bazws, Expériences sur la contraction des veines
liguides et sur la distribution des vitesses a-leur intérieur (Mém. des Sav.
élr(mg., t. XVXH, n°h, 1902 ).
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Pour ce «ui se rapporte a I'allure longitudinale da jet, dans sa
partie lisse, ot il est loisible de I’assimiler 4 un tube mince, on s'est
borné, parait-il, a rapprocher les résultats expérimentanx des mouve-
ments paraboliques, dont seraienl animées les particules constituant
le jet, si I'on pouvait négliger complétement leurs actions mutuelles
vis-a-vis de la pesanteur (comme il arrive, dans les circonstances
ordinaires, pour la résistance de l'air).

En réalité les choses se passent de la maniére suivante : tout le
long du jet, sur la surface libre, la pression est rigoureusement égale
& la pression atmosphérique. Partant, dés qu’on peut présumer qu’elle
ne soit pas trop différente i I'intérieur de la veine, il est loisible
(’adopter la schématisalion simpliste que la pression garde valeur
conslante dans toute I'extension du jet. Alors son gradient est nul, ce
qui veut dire que les actions des particules liquides les unes sur les
autres (englohées justement dans le gradient de la pression) se
létruisent mutuellement, et Lout se passe, au point de vue du mou-
vement, comme s'il s’agissait de points matériels libres. Si les forces
appliquées se réduisent i la pesanteur, comme il arrive ordinairement,
on aura des jets paraboliques, ou en particulier verticaux.

Une telle schématisation qu’on peut appeler du régime libre devient
insuffisante si ’hypothétique égalisation des pressions a l'intéricur de
la veine ne se réalisc pas. A la vérité on a constaté, pour des jets des-
cendants et sorlant sous des charges modérées (de I'ordre d’un métre,
ou, disons méme, de quelques métres, c’est-a-dire pour des pressions
dépassant de quelques dixitmes la pression atmosphérique) que
'excs de pression, en aval de I'orifice, Llombe rapidement, sinon
exactement a zéro, certes a moins qu’un dixicme (en moyenne) de sa
valcur en amont.

Mais le cas de forles pressions a l'orifice n’a pas été soumis a des
controles quantitatifs, et 'on peut au contraire citer (méme pour des
pressions modérées) des ohservations s’accordant plutit avec un autre
régime limite que je dirai régime linéaire : celui des jets minces, ol la
pression intérieure restc en moyenne (assez prés de 'orifice) sensible-
ment supérieure a la pression atmosphérique.

Lorsqu’il en est ainsi, I'étude, méme macroscopique, de I'allure
longitudinale d’un jet ne peut plus étre abordée en négligeant tout
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honnement l'influence de la pression. Je vais en tenir compte, en envi-

sageant le cas des jels dont la partie lisse est assez longue par rapport .

aux dimensions des sections transversales, pour qu’on puisse, en pre-

miére approximation, assimiler ladite portion a une ligne matérielle.
[l en résultera entre autre :

1* En régime permanent la section du jet reste constante; d’une
section a I'autre la pression (moyenne) varie statiquement.

2 Dans le cas ordinaire de la pesanteur et de I'écoulement perma-
nent, la ligne directrice du jet n’est pas nne parabole mais une
chainette.

3 Ceci méme au début de 'écoulement, pourva qne les circons-
tances a l'orifice ne changent pas. Plus précisément le jel en forma-
tion se présente toujours comme nun arc grandissant de la méme
courbe qui correspond a 'état de régime.

Jindiquerai au n” 12 les faits qni justifient la considération de ce
nouveau cas limite a cité de 'autre (particules libres) envisagé ordi-
nairement. La réalité est beaucoup plus complexe, et, probablement,
intermédiaire entre les deux cas limites susdits, tant qu’il est loisible
de négliger les phénoménes encore plus complexes provenant de la
viscosité et de la capillarité.

2. Prévuxames ceomirnigres. — lLa configuration géométrique
d’un jet, 4 un instant donné quelconque ¢, peut étre définie (comme
celle d'une tige, ou poutre, on piéce) en considéraat un arc D d’une
courbe «uelconque qui joue le role de directrice.

Si I'on associe a tout point G de I'arc D une aire ~ :

a. Située dans le plan normal a D,
b. De dimensions petites par rapport a la longueur de D,
«. Ayant son centre de gravité justement au point G,

le lieu J, engendré par ces aires =, aura la forme tubulaire qui convient
a un jet, comme d’ailleurs a une tige, poutre ou piéce.

Il n’est peut-¢tre pas inutile de remarquer que, réciproquement,
¢tant donné un corps de forme tubulaire, il suffit d’envisager une ligne
intérieure quelconque D qui en suit I'allure générale, et alors le corps



) T. LEVI-CIVITA.

pent étre envisagé comme |’ensemble des points appartenant aux sec-
tions <~ normales a la ligne ). On remplit de la sorte les deux condi-
tions « et b, quelle que soit la détermination choisie pour la direc-
trice ). Au contraire on ne peut guére prétendre a priori que la
troisime condition ¢ soit également satisfaite, c’cst-a-dire que les
centres de gravité des scctions < appartiennent tous a D. Mais on
pent toujours choisir la directrice 1) de maniére a vérifier aussi la
condition c. (Z'est ce que j’ai démontré récemment par des considé-
rations élémentaires ('), que je ne pourrais toutefois reproduire ici,
sans sortir du cadre de ma communication.

Il nous suffit de retenir qu’un jet liquide peut toujours étre envi-
sagé, au point de vue géométrique, comme un champ caractérisé par
les trois conditions a, b, c.

3. Cisémgee. Eguamion be costisure. — Dés que les sections = sont
assez petites, il devient loisible de traiter le jet comme ligne maté-
rielle, ayant pour support géométrique D (variable en général avec le
temps).

Désignons par s I'arc de D (compté dans le sens du mouvement du
liquide, & partir par exemple de I'orifice) et par =(s, ¢) Iaire de la sec-
tion du jet, normale a D au point d’abscisse curviligne s. Le volume
de la tranche du jet, comprise entre ladite section et une autre sec-
tion normale infiniment voisine d’abscisse s -+ s, est évidemment

Tds

a des infiniment petits d’ordre supérieur prés.

Il s’ensuit que, si 4. désigne la densité du fluide, le produit
(3.9) y=p<
se présente comme densité linéaire du jet (a I'instant ¢, au point s
de D).

[ne telle tranche, d’épaisseur élémentaire ds, est assimilable a un
point matériel, et peut étre localisée (a des infiniment petits prés) en
un quelconque de ses points intérieurs : notamment au point G

(') Sezioni pinne di un corpo ¢ direttrici ortobariche (Rend. Acc. Lincei.
vol. XIL, 1930, p. 535-541).
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de la directrice D, d'abscisse s. Ce point (en tant que représentant la
tranche ¢élémentaire) se comporte comme un point substantiel. A ce
titre il est animé a chaque instant d’une vitesse (scalaire) bien déter-
minée v, qui s'introduit de la sorte comme fonction de ¢ et, bien
entendu, du point G lui-méme, ou, si 'on veut, de la position
actuelle s.

Moyennant les deux fonctions v(s, ¢) et w(s, )il est aisé de former
['équation d: continuité, c’est-a-dire d’exprimer le principe de conser-
vation de la masse sous la forme qui convient a notre cas. Considérons
en effet la masse m du liquide comprisec a un instant donné ¢ entre
deux sections transversales quelconques =<, et =,. s, ct 5, désignant
leurs abscisses snr la courbe D, on a, par définition de v,

*3
m :f vds.
¥,

'

lorsqu’on passe a l'instant successif ¢+ dt, les extrémités s, et 5, de
I'arc substantiel envisagé auront, sur la nouvelle configuration de D,
les abscisses s, + ds, et 5,+ ds,, tandis que v(s, ¢) subira I'accroisse-
ment z: dt. Puisque ma masse m demeurc invariable, on aura, avec

signification évidente de v,, v.,

52 3,
dt g—f ds + v, ds,— v, ds,= o,

#1

o . ds, d , .
Les dérivées ,7,;?" —(;—t‘ représentent justement w(s,, t), wi(s,, ¢).

L’équation précédente peut donc s’écrire, en divisant par (s,— s, )dt,

1 “ gy YW, — Y, W
—_—ds - 22  — .
5:— 8 J,, at $,— 8,

ve ’\ . L d . Ll P '3
SiI'arc 5,5, devient infiniment petit autour d’un s donné, on en tire,
en passant a la limite,

(3.2)

dy . Jd(ww)
Jat Js

Clest I'équation de continuité sous la forme qu'il nous faut, et qui est
d’ailleurs familiére en hydraulique, lorsqu'on y aborde I'étude de
I’écoulement dans les tuyaux.

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. I, 1932. } 6
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Pouar les liquides, caractérisés par leur incompressibilité, «ui
revient a laconservation pendant le mouvement de la densité cubique v.
(de toute particule matérielle), on a, en outre,

o g dp.  du.
3.3 . _ 9 L
(3.3 dte = or s
et, comme, d'apreés (3.1), » = u=, I"équation de continuité peut étre
débarrassée de v, se rédnisant a

o Jdlws)

(31 g os

= 0.

liemarque. — Méme sans négliger les dimensions transversales du
jet, on aboutirait a la méme forme (3.2) ou (3.%) de 'équation de
continuité. Toutefois w représenterait alors la valeur moyenne des
composantes w, (normales a =, dans le sens des s croissantes) se rap-
portant aux différents points () d’une section =, c’est-a-dire

s
(3.5) ) w= - , wy oz,

bdird

4. Resouvaste pes pressions. — Considérons la portion % du jet,
comprise entre deux sections quelconques =, et =, (d’abscisses respec-
tives s, el s, ), et désignons par y la surface tubulaire qui, avec =, et <.,
conslitue le contour complet 5 de &. A tout point de ce contour
associons, suivant 'usage, le verseur (vecteur unité) normal n, dirigé
vers lintérieur du champ .

Soient p* la pression au sein du liquide (dans un point et a un
instant donné), p, (constante) la pression atmosphérique, et

(1) pP=pr—p,

I'excés sur cette derniére, ou, si 'on veut, la pression comptée a partir
de la pression atmosphérique.

I.a résultante @ des pressions sur la portion envisagée du jet est
évidemment

(%.2) 0=f11’nr17.
75
En raison de I'identité
fn ds —=o,
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on pent écrire, dans la définition de @, p* — p, au liea de p*, ce qui
donne

D= / pn ds,
oy
d’ou, puisque p = o sur -,
(%.3) 'b::f pnds.
Introduisons maintenant le verseur tangentiel
JaG
, ——
(1) t= s

de la ligne D, au point G (i un instant fixé quelconque ¢). Les arcs s
étant comptés dans le sens du mouvement, on supposera s.>s,, et
Fon considérera cn particulier les verseurs t. et t, aux exlirémités
de %.

Il convient finalement d’invoquer la circonstance que notre & est
assimilable a une ligne matériclle ayant D pour support. On peut
alors identifier, en toat point de =, n, avec t,, en tout point de =<,,
n,avec —t.: et (41.3)se réduit a

4’=t,/])dr—~ t:f[;zl:.

(.5 ‘b:i/v,f,t,—-i/_,?,t:.

ou plus simplement

o1l
(%.6) ;;:‘l'fpflf

désigne la pression moyenne sur une section quelconque < du jet. Si
en particulier 5, et s, sont infiniment voisines, en posant s,=s,
5, =5 + ds, 1l vient

h - a2
(".7) P = rl.s,’s(p.t),
ou j'ai employé le symbole de dérivation particlle pour quon

n’oublie pas qu’on a affaire a deux variables indépendentes : s et le
temps £.
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BRemarque. — L'expression (1.5), avec son corollaire (4.7 ), de la
résultante des pressions a été obtenue en tenant compte des circons-
tances géométriques caractéristiques d’un jet, mais, il faut bien le
noter, sans aucune hypothése restrictive sur la pression, ni surtout a
’égard de ses variations sur une section transversale du jet.

8. AUPLICATION A UNE TRANCHE ELEMENTAIRE DU JET DU PRINCIPE DU MOLVE-
MENT DU CENTRE DE GhAvITE. — Si F' désigne la force extérieure agissant
sur le liquide, rapportée & 'unité de masse, une tranche élémentaire
de notre jet, d’épaisseur ds, sera sollicitée par la force

Fods,
ou

(5.1) F:::‘/‘F'd:'.

D’autre part, G étant un point quelconque de D (d'abscisse s, a
I'instant t), notamment le centre de gravité de la tranche envisagée,
sa vitesse vectoriclle est par définition

et son accélération

Bien entendu le symbole % de dérivation substantielle s’explicite,

pour une fonction quelconque f de s et de ¢, sous la forme
" /If___()f ' 'l)j
(0.2) ;‘l—l'_-.-;)—t.*u;);’

Quoi qu’il en soit, vds étant la inasse de la tranche, on a d’apres (1.7),
en égalant le produit masse >< accélération du centre de gravité a la
force extérieure totale agissant sur la tranche, Fvds—+ ®, on a,
d’aprés (41.7),

" - )~
(3.3) 1@ = 'JF—;;;(prt).

6. ANALOGIE AVEC LE MOUVEMENT D’UN FIL ( FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE ). —
Imaginons un fil flexible et inextensible en mouvement, et soit D sa
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configuration & un instant donné ¢, s désignant comme tout 4 I'heure

I’arc de D. Si G, %E—' =t, F gardent, pour le fil, 1a méme signification

qu’on leur a attribuée pour le jet, et si en outre T représente I'inten-
sité de la tension au point G, on a I’équation du mouvement bien
connue

(6.1) -;G:vF+—(—f;('l‘t).

I’équation (5.3) se rapportant aux jets en différe uniquement par
la substitution de —p~ a T, ce qui veut dire pression au lieu de
tension comme effort intérieur s’exercant sur une section générique,
=.(; désigne, qu’ils’agissede jetoude fil,’accélérationdu point G(s, ¢):
toutefois I'expression de cette accélération n’est pas la méme dans les
deux cas, s et £ ayant mme signification. En effet, dans le cas du jet,
la dérivation substantielle s’explicite sous la forme (5.2) :

dJd J

oY
Au contraire, pour un fil inextensible, s correspond toujours au
méme élément matériel, et par conséquent

d_0
dt = Jt
La vitesse w, « priori inconnue pour le jet, est identiquement nulle
dans l'autre cas.
I1 ne suffit donc pas de remplacer — p= par T pour obtenir une
compléte identité formelle. Ceci arrive toutcfois, comme on lc¢ verra
au n° 10, pour le régime permanent.

ltemarque. — L’équation dynamique (5.3) s’applique en général,
méme pour des jets d'épaisseur quelconque, pourvu qu'on y regarde G;
comme le centre de gravité de la section transversale ~.

A la vérité il est encore loisible de choisir a chaque instant (ainsi
qu’on I’a dit dans la remarque 4 la fin du n° 3) la directrice D de
maniére que ses points (s soient justement les centres de gravité des
sections normales <. Mais on ne peut pas supposer en surplus (dés que
épaisseur n'est plus infiniment petite) que la ligne D soit substan-
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tielle, c'est-a-dire formée a tout instant par les mémes points maté-
riels.

Or la vitesse G, et avec elle 'accélération G, qui figure dans
I’équation (5.3), doivent itre calculées & un instant donné ¢, comme
si (s était le centre de gravité des particules matérielles appartenant a
instant ¢ & la section normale correspondante =. Lorsque I'on passe 4
nn instant infiniment voisin {4 dt, le centre de gravité susdit n’appar-
tiendra plus en général a la ligne D (se rapportant a l'instant ¢+ dt).
D’aprés cela, si I'on introduit comme inconnue principale justement
la représentation paramétrique G(s, r) de la directrice D i tout
instant ¢, il ne subsiste plus une relation telle que

G= (-)(I “+ W ()_(},,
at ds
pas méme pour une w distincte de celle qui figure dans ’équation de
continuité. Le probléme devient partant beaucoup plus compliqué,
puisqu’on ne réussit pas & faire intervenir dans Iéquation de conti-
nuité et dans I'équation dynamique les inémes éléments moyens.

Voila pourquoi il convient de se borner aux jets infiniment minces,

c’est-a-dire assimilables a une simple ligne matérielle. '

7. RELATION SUPPLEMENTAIRE DEFINISSANT LE REGIME LINFAIRE., — Solent /'
une fonction des points de =<, ¢t /" sa valeur moyenne. On a par d¢fi-

nition
:f':ffd:,

les decux membres dépendant en général de s, c’est-a-dire de la posi-
tion de ~ le long de D.

Lorsque I'on passe d'une valeur s 4 une valeur s 4-ds, on aura
dcux accroissements infiniment petits : 'un dit 4 ce que / s’accroit
de df = :—;{ds, = restant inaltéré; 'autre dit 4 la variation de ~.

[.e premier a la valeur
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Soient d'autre part s le contour de < correspondant a une détermina-
tion donnée de s; 5’ le contour correspondant 4 s + ds, en le supposant
projeté orthogonalement (et par suite en vraie grandeur, 4 des infini-
ment petits d’ordre supéricur prés) sur le plan de ; dn ledéplacement
normal (positif vers 'extérieur) qu'il faut attribuer & un point de 5

pour rejoindre 5. [Le second accroissement peut dés lors s’esprimer
sous la forme

/j dn -,

oy

Par conséquent il s’annule pour toute fonction / s’annulant au con-
} . . T . J,
tour. C'cst ce qui arrive en particulier pour notre p et aussi pour “Z.
7
On a partant 'identité

(7.1) ')(['7) :f.')/fr/: (').

s

Il ne parait guére possible d’expliciter cette relation sous une forme
utile pour notre hut sans faire intervenir I'hypothése qualitative que
la pression p, tout en s’annulant sur le contour de =, a une valeur

Fig. 1.
P

A G 8

moyenne presque égale a sa valeur en G. Clest ce qui arrive notam-
ment si le diagramme de p sur un diamétre AB de <, passant par G,
a (fig. 1) une allure presque rectangulaire AHB.

(') Javais déduit originairement cette relation moyennant des considérations
dynamiques. M. Signorini, que je tiens 4 remercier publiquement, m’a fait
remarquer quil sagit d’une simple conséquenée analytique de la circonstance
que P'excés de pression p sannule sur toute la surface libre du jet.
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Nous admettrons donc qu'on ait
(7.3) fpdr:p‘;z,

ce qui, par comparaison avec (4.6), s’écril
(7.4) Pe= [)

. J, . . .
et en surplus que la dérivée - )-/-', envisagée elle aussi sur une section

quelconque =, se comporte de la méme maniére, ce qui se traduit par
Péquation, analogue 4 (7.3),

d/) dr = gl—’—"z',

(7.5) s s

En y remplacant p,; parﬁ on i
(7.6) f’)/’ dr w"/’ 3

ce qui permet de réduire la relation supplémentaire (7.2) a la forme
trés simple
Jr

/’T:

Comme nous supposons essentiellement que la pression moyenne i
I'intérieur du jet dépasse la pression atmosphérique p,, on doit retenir,

d’aprés (4.1), p > o, et par suite,

- dr

(7.7) 2=
ce qui exprime que, tout le long d’un jet, la section doit se marntenir
constante (& un in.s'tant donné). Voila en définitive lu relation sappl(‘-
mentatre servant & caractériser un régime que nous appellerons régime
linéaire.

8. SySTEME DIFFERENTIEL DEFINISSANT LE REGIME LINEAIRE VARIE, ET EN PARTI-
CULIER PERMANENT, DES JETS. — L’équation supplémentaire (7.7) qu’on
vient d’établir, c’est-i-dire

. dr
(hH e
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exprime, peut-on dire, que = ne peut dépendre que de ¢, le jet possé-
dant a toat instant une épaisseur uniforme,

[.’équation de continuité, valable pour les liquides homogénes sous
la forme (3.4 ), s’écrit plus simplement, d’aprés (1),

0 dz _dw
th o s

iz,

L'éqnation du mouvement (4.3) (eu divisant par v= u~ el tenant
b . ’
comple de g =0 devient

T t)(ﬁt}

o (s

(1l i F

Les éléments inconnus (fonction des deux variables s ct 7) qui
fignrent dans ces équations sont : le point G, ou, si lon veut, ses trois
coordonnées, en méme lemps (que =, p et av; en lout six (uantités
scalaires. Elles sonl liées entre elles par les deux équations sca-
laires (1), (I1), et par I'équation vectorielle (1II), qui en cnglobe
trois; en tout done par cing équations: mais il faut v ajounter l'iden-
tité géométrique

oG e
BAW] t“--,_( ') .

ds

hY

ce qui porte juslement a six le nombre des équations indéfinies (c’est-
a-dire vérifiées pour toutes les valeurs de s et de 1) qu’il v a lieu de
considérer.

[.e probléme est partant bien posé, et il ne resie (u'a se rendre
comple des conditions aux limites nécessaires et suffisantes pour
déterminer univoquement une solution.

). D1serss108 pU SYSTEME PRECEDENT AU POINT DE VUE DU THEOREME D'EX1S-
texce. — Si Fon remplace équation (IV) par sa dérivée par rap-
port a s,

. U
‘l\ ) t/ {)——é =0,
le systeme (1), (), (L), (IV"), que jappellerai (S') pour abréger,
n’est pas exaclement équivalent au svstéme différentiel (I-(1V), que

Journ., de Math., tome X, — Fase. 1, 1432, 7
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je dirai (S); mais peu il s'en faut, En effel (1V') entraine

o

=yl (fonction dn senl argument ¢),

tandis que (IV) exige en surplus que 7 (¢) soit cxactement 'unité.

D’aprés cela, si lon parvient a reconnaltre (ue I'intégrale générale
de (8") dépend d’un certain nombre n de fonctions arbitraires de 1,
on pourra immédiatement en conclure que 'intégrale générale de (S)
dépend de n—1 fonctions arbitraives de t. Or la discussion du sys-
teme (87) est plus commode, puisque — on va le constater dans un
instant — ( S') peut étre présenté sous forme résolue par rapport aux
dérivies de ordre le plus élevé, par rapport i s, de chacune des fone-
tions inconnues . a, Gy p.

s iy .
v o dlapres (1)
s

Tout d*abord il en est ainsi évidemment pour 'y —

etcll).
D’autre part, puisque, dapres (4.2), G signifie

(’ 7 ‘ N 06 o ' 7 ' \ 7 J/ dG
] L Il e e e e " 0 — e - [ ’ .
o r),s') e 7/ ) dsaor " s (\“ s ) ’

tandis que, d'aprés (1.4),

T Apt) -Gz dp

- B - - 1.
mo O 1/./ st w0

Péquation vectorielle (1), en y mettant en évidence seulement les
termes qui contiennent la dérivée seconde (par rapport a sy de (3 et
les dérivées premieres des aulres arguments =, oo, p, s'éerit

(1 (,,.: . 3,7)”_‘" T g

- . )s? wods

’

oii le veeteur K ne contient plus de dérivées par rapport a s de
l'ordre susdit, mais seulement des dérivées d’ordre inférieur ( hien
entendu, par rapport i cet argunient, sans se}‘»réoccuper de ¢).

%—6' » la multiplication sca-
laire de (1) par t permet, en ayant égard a (1V'), de délinir la
dérivée de p sous la forme

. . 7
Comme, a cause de (1. 1), 0, West que

I)//

(IV”
IV s

=K ~ t.

SRR
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aprés gquoi (H1') s’éerit

) ' %6
Ty =K - .
(1) o /) g7 — K- (Kxyt
Ces denx derniéres équations (H1”)et (IV") ne différent pas subs-
tantiellement de (HI"), (IV"), puisqu’elles en sont des combinaisons
linéaires indépendantes, permettant de remoniter a4 (1), (1V) d’une
manicre évidente. :
Le svstéme (1), (1), (H"), (IN") apparait résolu par rapport 4
dr o dw o dp 226G
ds’asT 0T o8
(dérivées d'ordre maximum figurant dans le systéme ). (Xest ce qu’on
appelle un systéme normal dans les six inconnues =, v, p, x, y, 3
( coordonndes de (i) de rang (somme des ordres maximum susdits)

[ B . B D BN TR

Dés lors le théoréme classique d’existence nous apprend (') que(sous
certaines hypothéses qualitatives, largement satisfaites dans la géné-
ralité des (questions qui intéressent la mécanique) on peut se donner
arbitrairement pour une valear de s, disons pour s=o, les détermi-

JG

nations de =, -, p: G, == (clest-a-dire de z, y, 3, , v, z,, en fonc-

tion de 7, pour que ces quantités, en Lant gue solutions de(S'), restent
complétement déterminées lorsque Pon fail varier s (4 partir de s = o,
dans un intervalle convenable).

Quelle en est la conséquence pour le systéme (S) définissant un
jet 7 La remarque que (3') provient de (S) par particularisation d une
seule constante d’intégration par rapport a s, ¢’est-a-dire par le fait

('!Ic
( ')(_' )2-»— 1
as T

égale a4 00 pour le systéme (N'), doil, dans le svstéme (S), se

') Pourles détuils du raisonnement on penl ronsulter une note de M. Lanparierro
dans les Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XTIV, 1931,
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Cr

réduire 4 I'unité, montre que lu particularisation des données porte uni-
quement sur la circonstance ( provenant implicitement de la significa-

. . , . . . . G
tion atiribuée & la variable s dans le probléme des jets) que - est un
verseur : sa direction pour s=o peut étre choisie arbitrairement,
mais la longueur est nécessairement I'unité. Donc I'arbitrariété initiale
€G- <o e . e .
de ,): équivaut 4 deux (el non i trois ) paramétres arbitraires(fonctions
de 1), et l'intégrale générale de (S) dépend en tout de 8 (et non de g )
JSonctions arbitraires de 1, et précisément des déterminations pour s = o

et toute valeur de t (c’esl-a-dire i Porilice, pour toute la durée de
(s
=
ment une solution pour toute valeur de s assez petile: pratiquement

dans I'intervalle (ui intéresse.

I’écoulement) de =, w-, p, (5, Ces données délerminent univoque-

Remarque. — (s, 1) coineide pour s=o0 (et / quelconqne) avec

NG, 1) . . ‘n
5~ sl done la vitesse v'r) de Torifice: elle sera

d’ailleurs nulle dans le cas ordinaire o I'orifice est fixe.

Iorifice:

(G ),z., représente d’'autre part la vitesse v(o, f) de la particule
matérielle sortant de 'orifice a I'instant «. Si l'on suppose, et c¢’est
usiquement ce cas qui nous intéresse, qu'un jel sort effectivement de
Forifice, il faut exclure que v coincide avec v' (a lout instant ). 1.'iné-
salité v — v' £ o doit donc étre satisfaite, du moins en général, et il est
partant loisible de se rapporter 4 des instants (on pent dirve inter-
valles) puisqu’il s’agit de fonctions continues dans lesquelles la dif-
férence

L ACONIEE VY
ne s'annule pas.

Ceci posé, on reconnail aisément «ue, pour déterminer univoquement
un fet (une solution des équations qui le délinissent), il suffit de se
donner, pour toute la durée du phénoméine, la position G et l'aire = de
Uorifice, lu pression p de sortie et en outre ( Loujours & 'orilice ): ou bien
direction t du jet et vitesse (relutive) sealuire w: ou bien, ce qui est plus
immédiatement accessible i 'expérience ritesse absolue v de sortie.
En effet on a identiquement
JG M
T s

(=
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d’oii, en posant s =0,
vio. 1)y==v'(t) - wt,
Puisque la différence v(o, £) — v'(¢) ne s’annule pas, cette relation
détermine i la fois o et le vectenr t. G0 F.oD.

10. Récme permaxest. — On Pobtient du cas général en supposant
que les caractéristiques du phénoméne dans une position quelconque
ne varient pas avec le temps, ¢'est-a-dire que les (quantités <, p, w, G
dépendent uniquement de la variable 5. Dans ce cas 'opérateur ?//"/i
se réduit, d'apres (5.2), a W que nous écrirons & <, puisqu'il reste

\ Js s
désormais 'unique variable indépendante s et il n’y a aucune raison
de conserver le symbole de dérivation partielle.

Les équations (1) et ([1) expriment simplement «que = el o doivent
¢tre regardées comme des constantes données d’avance (et non nulles,
- si P'on a affaive a de véritables jets). '

l.a détermination de G(s) et p(s) dépend alors uniquement de

, . . 5 . G " o
Péquation (I qui («.-n remplagant G par w* ',}IT; = w-t) s'écrit

(10.1) /7\[(“ g)t]:l",

associée a I'identité géométrique (1V), que je récris
(10.2) tP—1.

Pourci que F et les conditions anx: limites soient [mlépzrmlanle.f de t, le
régime stationnaire est possible et univoquement déterminé. Clest ce qui
résulte des circonstances bien connues de P'équilibre des fils flexibles
et inextensibles : introduisons en effet 'auxiliaire

(10.3) R

-

qui (w* et . étant des constantes positives el p une fonclion égale-
ment positive de s, « priori inconnue) se présente comme une inconnue
positive (fonction de s5). Le systeme (10.1), (10.2) définit alors
I'équilibre d’un fil homogéne sollicité par les forces —F (mémes
forces, mais renversées de sens).
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On peut. partant, Lransporter immédialemenl anx jets en régime
permanent cc qu'on sait (depuis presque deux siecles) sur les courbes
funiculaires. En particulier, tout (véritable) jet permanent d'un
liquide pesant doit affecter la forme d’une chainette concave vers le
bas (tandis que tout fil pesant en équilibre tourne sa concavité en
haut).

De méme, Pexistence de Pintégrale T+ U =const.. lorsque F
dérive d’'une fonction des forees Ui, fl en résulte. d’apres (10.3) a1
la circonstance «que o* se maintient constante le long dn jet,

I’

')
¢

Lo const,

I s’ensuit que dans lo régime linéaire la pression (moyenne) p varie
statiquement a l'intéricur du jet, c'esl-ia-dire comme st le jet était
oceupé par un liquide en équilibre soumis anx mémes forces conser-
vatives,

Maisil y a plus. Nous allons tircr du théoréme d'existence une pro-
priété fort remarquable des jels naissants, propriété prétant aisément
a un controle par Pexpérience.

L. FOoRMATION 1'UN JET SOUS DES CONDITIONS INVARIAGLES A L ORIFICE,
— Supposens que les fonctions de ¢ se rapportant a lorifice, «ui
ligurent comme données initiales dans le théoréme général dexistence
du n” 9, se réduisent i des constantes. Une solution ¥ des équa-
tions (1)-(1V) en reste univoquement déterminée. D’autre part les
mémes constantes définissent, d’aprés le numéro précédent. une ol
une seule solution X' des équations < == consl., v = comnst., (10,1,
(10.2), c'est-a-dire des (1)-(IV) elles-mémes, dans I'bypotheése e
i'indépendance de ¢. Comme il y a une seule ¥ correspondant aun
données initiales susdites, cette X coincide nécessairement avec X'.
Cest comme dire ue, tant que les conditions a lorifice demeurent
inaltérées, méme cn période de formation. le jet suit la méme direc-
trice D qu'il occupera tout entiére a régime établi.

Dans le cas de la gravité on aura affaire toujours it la méme
chainette.

12. Fa1vs CONSTATES A L'APPUI DE LA THEORIE PRECEDENTE. — 1 Pour les
veines, lancées obliquement de bas en haut, sous des angles de projec-
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tion compris entre 20 ct 50" (plus nelteincnl entre 25 et 1)) « la

partic continue de ln veine parait sensiblement du méme diamétre a
partir d'une petite distance de orifice jusqu’a la partie trouble (') ».
(Ciette constance dessections est un Lrail caracléristique (n° 7 ) dn régime
linéaire. D’apris la schémalisation ordinaire, ot 'on néglige 'in-
Muence de la pression en traitant les particules comme libres, on
dlevrait au coniraire apercevoir unc dilatation graduelle des sections.
Iin effet, le mouvement élant ascendant, la vitesse des particules ivait
en diminuant, ce qui entrainerait nécessairement (le débit étant cons-
tant en régime permanent) une angmentation conlinuelle des sections.

2" Obsercations de M. Ugolini. — l.a circonstance suivante a éLé
constatée, dans le laboratoire d’hydraulique de 'école des ingénienrs
de Rome, par M. Ugolini, sur un grand nombre de jets, lancés obli-
quement vers le haut, jets dont il faisait varier la charge ¢t I'angle de
projection. La distance horizontale O ( fig. o) entre orifice et le point
culminant du jet est toujours plus petite que le reste PQ de la portie
(longnenr de la corde horizontale du jet passant par l'orifice). (Vest
exaclement le contraire de ce qui arrive pour les trajectoires atmo-
sphériques de la balistique.

Cette donnée de l'expérience s'accorde bien avee la présomption
ue dans la branche ascendante du jet (qui en comprend la partie
limpide) soit dominant le régime linéaire; tandis cue la branche
descendante, ol déja commence i se produire la désintégration, se
rapprochera plutot du régime libre.

A la vérité, s’il en est sensiblement ainsi, la directrice du jet pourra
étre assimilée 4 une chainette jusqu’au sommet, et a une parahole
au dela.

Or, en prenant pour origine le sommet \ et ponr axe V) la verti-
cale descendante, les équations des dites courbes s’écrivent

(12.4) kyv=@e(kr)—1.

(12.2) /.".r':_:%/.".r".

(') Félix Savarr, Mémoire sur la constitution des reines liquides lancérs
par des orifices circulaires en mince paroi « Aun. de Chimie et de Plysique,

t. LI 1833. p. 380).
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- ot k, k' sont des constantes (positives) et C désigne cosinus hyperho-
lique.

Afin que ces deux courbes sc raccordent au sommet ( non seulement
en direction mais aussi cn courbure), il faat qu'on ait £' = £.

Fig, .
A
e
,
Posons dans (12.2) 2'= — x. Comme
\ A he
by —y')y=Che) - 1— 2 hyr= =2 12
] i ).
est une série en x* a coefficients tous positifs, on voit que, pour ' = —.r,

v' est toujours plus petit que y. 1l s’ensuit, puisque v’ est nne fonction
continue de 2%, que, pour rendre sur la hranche descendante y' égale
a une ordonnée donnée y de la branche ascendante, il faut que |2 |
soit > |x|.

C'est justement ce (ui a été constaté par M. U golini i 'égard de
I'ordonnée de Porifice.

3> Ezpériences de Buzin. — Lorsque orifice est horizontal (méme
pour des charges ne dépassant pas un meétre), la vitesse (moyenne) 4
I'intérieur de la veine, une fois contractée, est légérement inféricure i
celle qui serait due a la hauteur (en chute libre).

C’est comme dire qu’en régime libre, pour avoir le débit réellement
ohservé, les seclions de la veine devraient étre un peu plus petites, ou,
si 'on veut, que la contraction graduelle de la veine reste au-dessous
de celle qui aurait lieu en régime libre. L'écart de ce régime arrive
donc (méme dans ce cas) dans le sens du régime linéaire, o l'aire des
sections reste inaltérée.

(") Loc. cit., p. 20.



