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NOTION DE DIMENSION DES ENSEMBLES FERMES. 283

Sur la notion de dimension des ensembles fermés ;

Par Pavr. ALEXANDROFF

(Moscou).

(Extrait d’une lettre 4 M. Fréchet.)

1. Les notions fondamentales dont nous aurons besoin sont celles
de eycles et d’lhomologie: elles sont introduites par Poincaré dans ses
Mémoires classiques sur 'Analysis situs (Journ. Fec. Pol., 1895, ct
Bend. Palermo, 1899 ) ("). L’idée intuitive de cycle est donnée dans l¢
cas le plus simple par une courbe polygonale fermée ou par une sur-
face polyédrale fermée; il s’agit dans la notion générale de cycle des
généralisations de cette idée intuitive pour le cas d'un nombre quel-
conque de dimensions; il est toutefois essentiel de remarquer que la
notion de cycle n-dimensionnel ne présuppose aucune notion générale de
dimension : clle appartient entiérement a UAnalysis situs combina-
toire, oii la dimension apparait tout simplement comme le nombre de
sommets de certaines figures (que 'on appelle térraédroides ou simplexes
¢t qui servent de « briques » ou de « cellules » pour édifier les figures
dont 'étude forme 'objet de I’ Analysis situs classique. Les définitions
(ui suivent élucideront ces considérations un peu trop vagues.

2. Soient donnés, dans I'espace euclidien & n dimensions que nous

(1) Le lecteur désirant faire une étude de Ja Topologie combinatoire consul-
tera, outre les M¢moires de Poincaré, surtout les Traités américains de
M. Veblen (Analysis situs) et de M. Lefschetlz ( Topology); on trouvera dans le
livre de M. Lefschetz une bibliographie bien compléte. Voir aussi le petit livre
de lauteur Finfachste Grundbegriffe der Topologie, qui vient de paraitre chez
M. Springer (Berlin, 1032).
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désignerons toujours par E”, un certain nombre /-1 de points diffé-
rents,

(1) Oye Aye o0 oy Af

En concentrant dans ces points des masses arbitraires (non néga-

tives)
b
My M, ooy Ny,

on obtient un certain point p(m,,m,, ..., m;)comme centre de gra-
vité de ces masses: en variant de toutes les fagons possibles les masses

my, Ny, ... My,

placés dans les points (1), onobtient un certain ensemble de points, qui
est appelé le simplexe (ou le tétraédroide) aux sommets a,, a,,. .., a;;
on démontre aisément que c’est un ensemble de points fermé et
convexe et que de plus c’est le plus petit parmi tous les ensembles
Jermes et convexes contenant les points donnés (1).

Cette derniére propriété peut servir de définition d'un simplexe :

Le simplexe aux sommels (1) est le plus petit ensemble fermé et con-
vexe contenant les points (1). Le nombre de sommets du simplexe moins
un s'appelle la dimension du simplexe.

Clest ainsi que le simplexe aux sommets (1) est un simplexe a
k dimensions.

3. Un simplexe aux sommets a,, #,, @, ..., a; sera désigné par
(2) Ve 0y, g oo, ay,

(quelquefois aussi par ' x*|.

Si les sommets (1) n’appartiennent a aucun hyperplan a £ —1
dimensions, le simplexe est dit non dégénéré, autrement il dégénire.

Un simplexe non dégénéré a une dimension est ¢videmment un seg-
ment dc droite, tandis qu’un simplexe (non dégénéré) 4 deux dimen-
sions est un triangle, celui a trois dimensions est un tétraédre, etc.;
la dénomination « tétraédroide » (employée d’ailleurs par M. Hada-
mard) se trouve donc bien justifiée.

Dans ce qui suit, la « dégénération éventuelle » d'un simplexe
n’affectera en rien nos raisonnements.
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A. Voicl L poINT ESSENTIEL. — Un simplexe cst entiérement défini par
ses sommets, de fagon qu’on se trouve, en Analysis situs combinatoire,
devant la possibilité d'identifier un simplexe donné avec le systcme de
ses sommets. Cette remarque est d'unc importance tout a fait capitale
pour tout ce qui suit. Elle nous suggére, en effct, la définition fonda-
mentale suivante :

Définition I. — Soit donc un ecnsemble M d’éléments quelconqucs
appelés sommets. Nous supposons de plus que certains sous-ensembles
finis de M sont choisis « priord et appelés les simplexes; si k-1 est le
nombre de sommets formant un simplexe, le nombre /£ est dit s«
dimension ('). L’ensemble M s’appelle dans les conditions un champ
de sommets.

Le cas le plus important est celui o1 M est un espace (D) « espace
distancié » au sens de M. Fréchet.

Un simplexe a k dimensions de I'espace M est par définition un
ensemble quelconque de k + 1 points de cet espace. Si le diamétre de
cet ensemble fini est inférieur au nombre positif z (c’est-a-dire la dis-
tance maximale entre deux sommets quelconques du simplexe est
inférieure & ¢), le simplexe est dit un z-simplexe. |_nsimplexe étant un
enscmble fini de points de M, on appelle tout sous-ensemble de cet
ensemble une face du simplexe donné; un simplexe a r dimensions a
évidemment

nin—g)y(n—2)...(n-—r-+1j
1.2...r1

faces 4 r dimensions. Les plus importantes parmi les faces (d'un sim-
plexe a n dimensions) sont celles & n — 1 dimensions.
. Définition 1. — Donner a un simplexe
[ L7 ==ty Uy oe., Uy

une oricntation veut dire choisir un certain ordre dans lequel ses som-
mets sont considérés. Un simplexe orienté a n dimensions n’est donc
autre chose qu’un systéme de n + 1 points | de I'espace (D) donné ]

(') LI est supposé que toul sous-ensemble de I'ensemble fini. qui est un sim-
plexe, est lui aussi un simplexe.
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considéré avec un certain ordre de succession de ces points. On définit,
cependant, comme identiques deux ordres provenant I'un d¢ l'autre
par une permutation paire; chaque simplexe ne posséde donc que
deuz orientations; I'une d’entre elles est choisic comme I'orientation
positive du simplexe en question. Si

Vot = !
| 7)== Wy, Lyq ..., Uy,

est le simplexe donné, on désigne par 2" et — 2 les deux simplexes
orientés auquel |z”; donnc naissance el I'on écrit par exemple

X'=(y,a,, ..., a").

6. Cela posé, on parvienl a la notion fondamentale de I'Analysis
situs combinatoire, celle du complexe. Cette notion suppose «(ue nous
possédons, outre le champ des sommets que nous avons désigné par M,
un champ des cor fficicnts, c'est-a-dire un ensemble quelconque de
grandeurs qui seront attribuées aux simplexes (du champ de sommets
choisi) comme coefficients. Les plus importants champs de coefficients
sont :

1” L’ensemble J, d¢ tous les nombres entiers;

2" L'ensemble J,, des résidus (des nombres cntiers) d'aprés le
module m (m=2,3,4, ...);

3» L’ensemble R des nombres rationnels.

héfinition fondamentale. — Un systéme fini de simplexcs orientés
(du champ des sommets donné), chacun considéré avec un certain
coefficient (tiré du champ des coefficients choisi), s’appelle un com-
plexe algébrique (des deux champs donnés), ou simplement un com-
plexe.

Remarque importante. — Nous ne considérons que des complexcs
algébriques homogenes, c’est-a-dire formés de simplexes ayant tous le
méme nombre de dimensions.

Jvidemment on peut dire aussi :

Un complexe algébrigue  n dimensions est une forme linéaire

T i a0t
== E /J,I',
"y
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dont les variables 2" sont les simplexcs orientés (du champ des sommets
donné) et dont les coefficients sont les éléments du champ des coef-
ficients choisi.

7. Frontiére d’un simplexe et d’un complexe. — Clest la une autre
notion fondamentale, également due 4 Poincaré. Considérons d’abord
un triangle orienté, c'est-a-dire le simplexe orienté 2*=(a,,a,,q,),
'orientation étant donnée par cet ordre de succession des sommets
dyy a,, a,. 1l est alors conforme & l'usage ordinaire, de considérer

a o>

ay

comme fronti¢re de ce triangle orienté le systéme de ses cotés orientés

comme il suit :
laga): (nya,): (dag,a,).

Fn remarquant que (g., 4,)=— (4., a.), on peut dire que la fron-

tiére du triangle orienté
afz(a,. . a,)

est le complexe algébrique formé de simplexes orientés («,, a,),
(a,,a.) el (a,, a,)considérés respectivement avec les coeflicients + 1,
— 1, + 1. On a donc, en désignant la frontiére de x, par F.(x?*).

Fris)==(a,, a,) —(ay,a,) +(a,, a,).

Clest cette méme formule qui, écrite pour n--1'sommets, nous
donne la frontiére d'un simplexe orienté

"= (g, Ayy ..o y):

on entend par sa frontiére le complexe algebrique 3 n — 1 dimensions
suivant :

(3) l"r(.r"}:Z(— V(@ iy oo oy, Uiy t1,).
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Le lecteur qui examinerait le cas d'un simplexe & trois dimensions
(c’est-a-dire d'un tétraédre ordinaire) s’apercevra combien la défini-
tion donnée par la formule (33) est élémentaire et natureclle.

Remarque importante. — Si le champ de coefficients choisi est J,,,
on entend sous — 1 le résidu de ce nombre par rapport au module m
de sorte que la formule (3) est parfaitement applicable dans ce cas.
Dans le cas particulier oii le module choisi est m = 2, on a, par rap-
port a ce module, +-1=—1, de sort: que dans la « Topologic
module 2 » 1a notion d’orientation se trouve ¢liminée; c'est pourquoi
tous les théorémes el toutes les démonstrations deviennent extréme-
ment simples quand on les considére « module 2 ».

La fronti¢re d’un simplexc orienté élant définic, la définition de la
Srontiére d’un complexe algébrique arbitraire ne présente plus aucune
difficulté : la frontiére d’un complexe algébrique est par définition la
somme algébrique des frontiéres dc ses simplexes (considérés avec les
coefficients qui leur sont attribués). En d’autres mots : si lc complexe
algébrique donné st

Cr ::2/’)4’,
i

on définit comme sa frontiére le complexe algébrique a n— 1 dimen-
sions suivant :

(4) Fr(Crn)=S0Fr(sl).

o, bien entendu, I'r(z}) est donnée par la formule (3).

8. Hl arrive souvent que la Fr(C") calculée d’aprés la formule (4)
est identiquement nulle [c’'est-a-dire que la forme linéaire obtenue
en substituant pour les Fr(z;) leurs valeurs données par (2) a tous
ses cofficients nuls]. Dans ce cas, le complexe algébrique C" s’appelle
un cycle (@ n dimensions) (').

Tout cela s’applique a un champ de sommets et un champ de
coefficients quelconque (si le champ de coefficients choisi est par

(*) On prouve sans peine que la frontiére d’un complexe algébrique arbitraire
est toujours un cycle.
L]
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exemple J,,, une forme linéaire identiquement nulle est, bien entendu,
une forme dont les coefficients sont égaux i zéros modm, ou, ce qui
revient au méme, des entiers divisibles par m).

Remarque — Si le chanp de sommets donné est formé par les points
de I’espace euclidien E*, on peut substituer a2 un simplexe quelconque
(ay,a,,....a,) le simplexe « géométrique » défini par les sommels
ey 1y, ..., a,(comme nous 'avons fait au début de cetle exposition):
on parlera alors de complexrs algébriques polyédraur (donc en parti-
culier des cycles polyédrauzx.

9. \otre champ de sommets sera maintenant un espace (D) com-
pact que nous désignons par F. Le cas le plus important est d’ailleurs
celui oii I est un ensemble fermé et borné situé dams un espace
enclidien E” quelconque.

l.es simplexes de I étant des sous-ensembles finis de I, la notion
de complexes algébriques de F (par rapport a un champ de coeffi-
cients choisi) est définie sans ambiguité. Si tous les simplexes d’un
complexe donné C"=2t‘.rf” sont des :-simplexes de V' (voir n° 4),

’

C” est dit un :-complexe de F. On peut donc en particulier parler
des :-cyrles dr I.

Définition 111. — Une suite

7 A — (=t 1 _”
€y YA Y YT R

ou s” est un z,cvele de I avec limz,= o, s'appelle un vrai cycle 4
n dimensions de F.

Les cas particuliers suivants de la notion du vrai cycle sont extré-
mement importants :

1° Tous les cycles 7 sont des cycles ordinaires (c’est-a-dire des
cycles par rapport a I’ensemble J, de tous les nombres entiers, choisi
comme champs de coefficients); (5) est dit alors un vrai cycle ordi-
natre.

2* Tous les cycles z sont cycles « module m », ¢’est-a-dire cycles
considérés par rapport a J,, choisi comme champ de coefficients; dans
ce cas, (5) est dit vrac eycle mordule m, de F.

Journ. de Math.. vome X1. - Fasc. 11, 1932, 7% -
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3 Lecycle 3 est un cycle modm,, m, dépendant, en général, de k.
Dans ce cas (5) est appelé vrai cycle de F d’aprés un module variable.

10. Remurque tris importante. — () étant défini comime un vrai
cvcle de I, il se peut qu’il est en méme temps un vrai cycle d’un sons-
ensemble F’ de F : en effet, si F' contient les sommets de tous les =/
appartenant a la suite (5), le cycle (5) est évidemment un vrai cycle
d’un tel ensemble F'.

Tout sous-ensemble ¥ tel que (5) peut étre considéré comme vrai cyelr
de F' 5 appelle un ensemble associé au rrai cycle (5 ).

Soit donné un vrai cycle (5) de F; supposons qu’on peut trouver
pour tout z,-complexe C; ™' de F ayant pour sa frontiére le cycle 3/ et
cela d'une facon que z, tende vers zéro quand # augmente indéfini-
ment. Dans ce cas nous dirons que le vrai cycle (5) est homologue i

séro dans F
Ao (dans F).

Bien entendu, le complexe C;™' doit étre pris par rapport au méme
champ des coeflicients ¢ue le cyele s7: donec C}™* est un complexe
modale m, si 7” est un vrai cycle module m: dans le cas dn module
variable, C}™' est un complexe d’apris le module m, (par rapport
auqael le cycle 37 est envisagé), ce module variant avec £. Dans le cas
« ordinaire », quand 1" est un cyele « aux coefficients entiers », il est
cepndant préférable de considérer, dans la définition d" homologie, des
complexes C"' aux cocfficients rationnels; ou de supposer (ce qui
revient au m*me) qu'un cvele Ci™' (anx coefficients entiers) admet
pour sa frontiére non nécessairement le cycle =7, mais un cycle de la
form= (.37, 0 (, est un nombre entier convenablement choisi (en
d’autres mots, c'est ['homologie « avec division » au sens de Poincaré
qui doit itre envisagée).

U, Définition V. — Un vrai cyele de F s'appelle esseniiel, s'il
existe pour lui au moins un ensemble associé dans lequel il n’est pas
homologue a zéro.

Soient par exemple F ['ensemble de tous les points du triangle
a,2,4, de notre figure, K’ Pensemble de tous les points de la fron-
tiere de F (aa sens éiémzntaire). Si nous désignons par 3, la frontiére
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du triangle orienté (a,a,a,). telle qu’elle était définie au n° 7, et par

Sme e e

des subdivisions successives du cycle 3, (c'est-a-dire du polygone
orienté 1,a,a,a,), la suite

(6) e s -

forme évidemment un cycle de F, qui est ~o dans K, mais n'est
puas ~ o dans F'; (6) est donc un cycle essentiel de F.

12. Les définitions précédentes permeltent de faire une étudeappro-
fondie des espaces (D) compacts au point de vue de I'Analysis situs
classique; elles permetient en particulier d’édifier une théorie générale
de la dimension, dans laquelle la plus étroite connecction avec les
méthodes d'Analysis situs combinatoire est respectée de maniére
(que celte théorie apparait comme une simple application desdites
méthodes au domaine général des espaces abstraits.

Voici la définition sur laquelle repose cette théorie :

léfinition de dimension. — On appelle la dimension de F le plus
grand nombre r tel qu’il existe dans F un vrai cercle r— 1 dimensionnel
et essentiel qui cependant est homologue a zéro dans F.

13. On voit de suite (que cette définition embrasse en réalité une
infinité de définitions différentes : on obtient, ¢n effet, des définitions
différentes selon qu'on entend sous vrai cyele un vrai cycle ordinaire,
un vrai cvcle module e (m =2, 3, ...) ou bien un vrai cycle d’aprés
un modale variable. On obtient par conséquent :

1* La dimension basée sur la considération des cycles ordinaires:
nous I'appellerons (pour des raisons qui deviendront claires dans un
inoment ) dimension sans torsion et la désignerons par A,(F);

2° La dimension module m, A, (F):

3» La dimension 4 module variable, A, (F).

Les fonctinns d’ensemble ainsi obtenues sont d’ailleurs différentes :
M. Pontrjagin (') a en effet réussi i construire pour tout m un ensemble

(') Comptes rendus, 1. 190, 1930, p. 1102. et 191, 1930, p. 455.
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fermé situé dans l'espace a 4 dimensions pour lequel A, (I) = 2 tandis
que pour tout noembre m’ premier avec m,

A (F)y=1:

il existe aussi des ensembles I pour lesquels A,(F) est différent
de A, (F) et de tous les A, (K. Pour lous les polyédres  un nombre
quelconque de dimensions toutes nos définitions donnent cependant le
méme résultat, &’ailleurs conforme acec le nombre de demensions du
polyédre au sens élémentaire.

On a enfin le suivant :

PREMIER THEOREME FONDAMENTAL. — Pour tout ensemble fermé situé
dans un espace euclidien @ un nombre arbitraire de dimensions, lu
dimension au sens de Poincaré-Brouswer-Urysohn-Menger coinciule avec
la dimension a module variable.

14. lLes fonctions d’ensemble que nous venons d'introduire
comme dimensions étant, d’aprés le résultat cité de M. Pontrjagin,
différentes, c’est seulement par wne suite infinie de nombres entiers

(7) Ao iF) A (F) AxF). ... AF)y ...

qu’on peut espérer de caractériser la dimension d’un ensemble fermé:
c’est d’ailleurs une «uestion non résolue, si les dimensions diff¢rentes
que nous avons introduites sont les seules a envisager: cette question
ne peut étre traitée, d’ailleurs, que par la voie axiomaticue.

Quoi qu’il en soit, nous dirons pour le moment actuel ue deux
ensembles F, ct F, apparticnnent au méme lype dimensionnel, si
chacune des fonctions (7) prend pour I, la mémc valeur quc pour F,.
Il est alors facile a voir que U'ensemble detypes de dimensions différentes
a la puissance du continu. Comme il peut bicn arriver qu'on a, par
exemple,

A(F)=1. AF,)== el en méme lemps N (F, )=, ALKy )=,
on voit qu'il est impossible d’'ordonner tous les Lypes de dimension
« d’apreés leur grandecur » : on aura toujours des types de dimensions

incomparables, :
Cela conduit d’'une maniére inévitable au probléme suivant :
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- Quelles sont les rclations entre les types de dimension que nous
venons d’introduire et ceux de M. Fréchet ?

Les types de dimensions introduits, il y a un quart de siécle, par
M. Fréchet, présentent maintenant, en effet, un intérét tout a fait
nouveau, puisqu’on voit que dans toute théoric qui voudra tenir
compte de divers caractéres présentés par la structure dimensionnelle:
des cnsembles, on aura nécessairement affaire aux types de dimensions
incomparables.

13. Chacune des définitions dc dimension que nous avoms pro-
posées conduit & une « théorie de dimension ». Toutes ces théories se
développent d’ailleurs d'une manicre paralléle; on a, par exemple,
dans chacune d’elles les théorémes suivants :

I. Un ensembl: fermé de dimension n ne peut pas étre représenté
comme somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable
d’ensembles fermés dont la dimension est inférieure a n.

II. Il existe pour tout ensemble fermé F un nombre positif :=:(F)
tel qu'il est impossible de transformer F, par une déformation con-
tinue déplacant chaque point de I de moins de z, en un ensemble
dont la dimension est inférieure a celle de F lui-méme.

(1. Tout ensemble fermé de dimension » contient une variété can-
toriecnne 4 n dimensions. (On entend, par variété cantoricnne i
n dimensions, un continu n-dimensionnel qui reste connexe aprés la
suppression d'un ensemble fermé quelconque de ses points, sous la
condition que cet ensemble a unc dimension n — 2 au plus. )

Remarque. — Dans chacun de ces théorémes, le mot « dimension »
peuat étre compris dans le sens d’une quelconque de définitions que
nous avons données.

16. On croyait, il y a quelques ans, que les théorémes précédents
expriment des propriétés particuliéres a la dimension au sens de
Poincaré-Brouwer-Urysohn-Menger. On voit maintenant que ces pro-
priétés appartiennent toutes a une infinité de fonctions d’ensemble.
fonctions, qui méritent d’étre appelées « dimensions ».
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17. 1l'y a une hypothése en Topologie qu'il est naturel de nommer
hypothése du Produit. Rappelons d’abord qu’on appelle « produit »
des deux espaces X et Y (dans lesquels les voisinages sont définis),
I'espace W = X < Y dont les points w sont par définition les couples
de points (x, y) appartenant respectivement a X et 4 Y; quant aux
voisinages, on les définit dans W de la facon suivante : un voisinage
arbitraire d’un point w, = (x,, y,) est constitué de tous les points
w=(x,y), £ et y appartenant aux voisinages arbitraires V(x)
et V(y,) des points x, ct y, dans leurs espaces respectifs. C'est la
une notion qui remonte, en réalité, jusqu'a Descartes : puisque la
facon dont le plan est envisagé en géoméirie analylique est précisé-
ment celle de le considérer comme produit de deux droites. Il est a
remarquer que, \ et Y étant deux espaces (D), il en est de méme de
leur produit X >< Y : il suffit de définir comme distance 2(w,, 4,)
entre deux points w,=(x,,y,) el w,=(Z,, y,) de W=\ <Y le
nombre positif v[z(z\,z2) ] +[e(yi,x2) [ #(x1,22) el 2(r1,52)
désignant les distances entre r, et z, entre y, et ¥, dans leurs espaces
respectifs; cette définition de distance est bien entendu conforme
avec la définition de voisinage précédemment adoptée. On démontre
facilement- que le produit de deux espaces compacts est lui aussi
compact.

Cela posé, « ’hypothése du Produit » cst celle-ci :

La dimension de X < Y est égale i la somme des dimensions dv X
etde Y.

Or, cette hypothése se trouve vérifiée si I'on entend par dimension la
dimension dite sans torsion [ c’est-a-dire A,(F)] ou bien la dimension
module m, m étant un nombre premier.

L’hypothése du Produit ne se trouve pas réalisée pour la dimension au
sens de Brouwer-Urysohn : les exemples de M. Pontrjagin montrent en
effet qu'il existe dans I’espace euclidien 4 quatre dimensions deux
ensembles fermés et bornés possédant tous les deux la dimension (au

sens de Brouwer-Urysohn) égale a 2, tandis que leur produit a la
dimension 3.

18. Je passe maintenant au théoréme qui est peut-étre le plus
important dans toute cette théorie.
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Soit J” 'intérienr d'une sphére S*~' dans I'espace E”. Considérons
un ensemble fermé F quelconque situé dans E” et ayant des points
communs avec J*; considérons enfin un eyele polyédral z (voir n° 8,
Remarque) situé dans J" el n’ayant avec F aucun point commun. Nous
dirons que z est enlacé avec F dans 17, si, quel que soit le complexe C
situé dans J et ayant le cycle s pour sa frontiére, les simplexes consti-
tuant C ont nécessairement des points communs avec F.

Cette définition s’applique aussi bien dans le cas « module m » que
dans le cas des cycles et dc complexes dits « ordinaires ». On parlera
donc des cycles enlacés « module m », ou bien des cycles simplement
enlaceés.

Remarque trés importante. — Soit z un cycle simplement enlacé
avec F dans J*; aucun complexe C situé dans J” et étranger a F ne
posséde le cycle s pour sa frontiére, le complexe C étant supposé, bien
entendu, ordinaire, c'est-a-dire ayant des coefficients entiers. Mais il
peut fort bien arriver qu’il existe dans J” un complexe C aux coeffi-
cients rationnels étranger 4 F et ayant 5 pour sa frontiére; ou, ce qui
est la méme chose, il est possible qu’un certain complexe C aux coef-
ficients entiers situé dans J* et étranger a F a pour frontiére, non le
cycle 2, mais le cycle 2z, ot ¢ est un entier positif convenablement
choisi. En d’autres mots encore : il se peut que 3, n’étant pas ~vo
dans la partie de J* étrangére a F, est, dans cette méme région,
~ 0 avec division (au sens e Poincaré). Dans ce cas, évidemment,
ladite région de l'espace présente ce qu’on appelle une torsion
(correspondant au nombre de dimensions du cycle s envisagé).

On est donc conduit a introduire, a coté de I'enlacement simple,
une autre notion d’enlacement, qui soit plus forte et que nous appel-
lerons enlacement sans torsion : nous dirons notamment que le cycle z
(supposé toujours situé dans J” et étranger a F') est, dans J*, enlacé
avec F sans torsion, si, quel que soit 'entier positif ¢, tout complexe C
situé dans J" et ayant ¢z pour sa frontiére. poss¢de nécessairement des
points communs avec F.

19. On a alors le résultat suivant :

SECOND THEOREME FONDAMENTAL. — Soit F un ensemble fermé situé
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dans K", Pour que la dimension brousvericnne de | soit égale i r, il
Jaut et il suffit qu’tl existe un cycle (ordinaire) i n—r— 1 dimensions
simplement enlacé avec ¥ dans Uintérieur )" d’une sphére convenablement
choisis; et qu’en méme temps, aucun cycle & n —r— 2 dimensions au
plus ne soit enlacé asec F.

St, dans ce méme énoncé, on considére ! ‘enlacement sans torsion au
lieu d’enlaceinent simple, on obtient une condition nécessaire pour que
lu dimension sans torsion soit égale i r.

La dimension module m est enfin caractériséc par la condition
obtenur en supposant que les cycles en question sonl enlacés avec I
(morlule m).

On s’apercoit facilement que, si un cycle i zéro dimensions est
enlacé avec I dans J” (dans n'importe quel sens), c'est que I* décom-
pose le domaine connexe J" en plusieurs domaines sans points
communs. Il en résulte :

CoroLLARRE 1. — Pour que Uensemble ¥ (situé dans K") possede [u
dimension n — 1 (dans n’importe quel sens), il faut et 1l suffit que cel
ensemble décompose (coupe ) un certain domaine connexe de et V..

CoroLLare Il. — Un ensemble ¥, situé dans R" et possédant la dimen-
sion n—1 dans le sens d’une quelconque de nos définitions, possede lu
méme dimension dans tous les autres sens encisnges ici.

On prouve aisément, d’autre part, qu’un résultat analogue au
corollaire I subsiste encore pour les ensembles a zéro dimensions ct
pour les sous-ensembles n-dimensionnels du E” [quant a ce dernier
cas, on démontre que la condition nécessaire et suffisante pour que
Pensemble I, situé dans E~, ait la dimension n (dans n’importe quel
sens ), est qu'il contient des points intérieurs|. Il s’ensuit :

CororLsire LI, — Pour tous les ensembles fermés de Uespace tridi-
mensionnel, toutes les définitions précédentes de dimension sont équica-
lentes entre elles.

Le second théoréme fondamental nous explique la vraie raison pour
I'impossibilité d’avoir une seule « parfaite » définition de dimension ;
cette raison consiste dans I'existence des coefficients de torsion, qui



NOTION DE DIMENSION DES ENSEMBLES FERMES, 297

semblent prédestinés & causer des ennuis aux topologues ('); si le
monde était créé sans ces inopportuns coefficients, la dimension
brouwerienne serait identique avec celle dite « sans torsion » et
toutes les considérations, impliquant des modules différents, seraient
disparues aussi; on ne pourrait donc écrire, dans ce cas imaginaire,
qu'un seul livre sur lathéorie de la dimension, tandis que maintenant,
le danger est grand qu'il y en aura une infinité !

20. Mais la dimension brouwerienne posséde toujours des pro-
priétés qfxi lui sont particuli¢res et dont certaines sont extrémement
intnitives; cette définition de la dimension attira donc toujours, et
méme de préférence, I'attention des géométres. L une des plus impor-
tantes parmi lescites propriétés st celle-ci :

Pour que la dimension de I soit au plus égale a r, il faut et il suffit
qu'on puisse déformer continiiment l'’cnsemble F en un polyédre
a r dimensions au plus, et cela de fagon que tout point de F soit
déplacé, an cours de ladite déformation, aussi peu que I’on veut.

{ ne autre propriété importante de la dimension brouwerienne
exige une remarque préliminaire.

Soit donnéc une représentalion continue / d’un ensemble fermé F
sur un cube () & un nombre quelconque de dimensions; soit 17 I'en-
semble de Lous les points de ¥ auxquels correspondent, en vertu de la
reprisentation /) des points de la frontiére de (). Considérons une
modification continue dr [, ¢'est-a-dire une famille de représentations
continues /, de I sur Q dépendant d’une facon continue d’un para-
metre £, 0 “t7 1, avee [,= f. Parmi toutes les modifications continues

de /, nous ne considérons comme permiscs que celles qui laissent /
invariable dans tous les points de b [ ¢’est-a-dire qui vérifient, pour
loute valeur du paramétre ¢ et pour tout point . de I, la condition
Ji(x)=f(xr)|. Nous dirons que / est une représentation essenticlly
(de I¥ sur Q), si, quelle que soit la représentation /, obtenue par une
modification permise de [, le cube Q tout entier est couvert par
I'image de I"; /, I'=; dans le cas contraire [ est dite non essen-

(') On se souvient, en effet, que Poincaré: n'a découvert les coefficients de
torsion que dans son second Mémoire et qu'il y a di reprendre par conséqnent
les matiesres déja traitées dans son premier Meémoire.

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. TT1. 1932. 38
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tielle (dans ce cas, il est évidemment possible de parvenir par une
modification permise de fa unereprésentation f, de f, quifait corres-

pondre a chaque point de F un point de la frontiére de Q). On a alors
le théoréme suivant :

Pour que la dimension de F (au sens de M. Brouwer) soit au moins

égale & r, il faut et il suffit qu’il soit possible de représenter ¥ d’une
fagon essentielle sur un cube r-dimensionnel.

21. On peut enfin modifier, dans le cas de la dimension brouwe-
rienne, le second théoréme fondamental de fagon a le rendre indé-
pendant de toute notion de |’Analysis situs combinatoire.

Soit de nouveau J* 'intérieur d’une sphére n — 1 dimensionnelle
de I’espace E”; considérons dans E” un ensemble fermé F quelconque
et un polyédre P situé dans J“ et étranger 2 F. Nous désignons
comme permise toute déformation continue simultanée de F et de P
vérifiant les conditions suivantes :

1° Elle laisse invariables tous les points de F situés a I'extérieur de
la sphére S"~' ou sur cette sphére méme;

2° Au cours de cette déformation, I et P restent toujours sans
points communs.

Cela posé, nous dirons que F et P sont enchainés dans J-, s'il est
impossible de réduire, par une déformation permise de F et P, le
polyédre P en un seul point. '

On a alors le théoréme soivant :

Pour que la dimension de 'ensemble fermé F situé dans £ soit égule
ar, tl faut et il suffit qu’il existe un polyédre @ n —r—1 dimensions
enchainé avec ¥ dans Uintérieur J* d’une certaine sphére et qu’en méme

temps aucun polyédre ¢ n — r — 2 dimensions au plus ne soit enchainé
avec F.

Le lecteur trouvera des démonstrations détaillées des résultats
ci-dessus mentionnés (et de quelques autres) dans mon Mémoire
Dimensions theorie (Mathematische Annalen, t. 106, 1932, p. 161-238).
On y trouvera aussi plusieurs problémes se rapportant 4 ce sujet et
qui ne sont pas résolus encore.

- et QP



