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THEORIE DES GROUPES DE DECOMPOSITION. 481

Sur la théorie des groupes de décomposition,
d’tnertie et de ramification ;

Par J. HERBRAND.

Jacoues Herprany, jeune mathématicien d’un rare talent, a péri dans
un accident de montagne en juillet 1931.

Nous voulons saluer ici la mémoire de ce jeune homme, auquel le
plus brillant avenir semblait réservé, et qui a emporté avec lui les dons
les plus précieux. Récemment, J. Herbrand avait remis au Journal
de Mathématiques deux beaux travaur : « Sur la théorie des groupes
de décomposition, d’inertie et de ramification », et « Sur les classes des
corps circulaires ». On trouvera ci-dessous le premier de ces deux
Mémoires. M. Cr. CnevaLLey, wmni et émule de J. Herbrand, a bien voulu
nous donner son concours pour la correction des épreuves, et c’est @ lui
qu’est due I'tmportante addition qui figure en Note d la page 491.

H. V.
Introduction.

Hilbert (') a introduit dans la théorie des nombres les notions de
groupe et de corps de décomposition, de ramification et d'inertie. On

('Y Voir HiLservr, Theorie des algebraischen Zahlenkirper (Jahresbericht
des deutschen Math. Veireinigung, 1898). Traduction francaise dans les
Annales de Toulouse, 19og. Les seules notions utilisées dans ce qui suit sont
celles exposées au Livre I de cet Ouvrage. Quand nous renverrons a un théoréme
de Hilbert, il s’agira d'un théoréme de cet Ouvrage.

Les principaux résultats du présent Mémoire ont été exposés dans une Note
aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (de Paris), 191, p. ¢8o.
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sait le réleimportant joué par ces notions. Nous allons, dans le présent
Mémoire, résoudre le probléme suivant (la solution est donnée par les
théorémes Il et I11).

Soient un corps k, K un sur-corps galoisien de k, Y un idéal premier
de K; K un sous-corps de K, galoisien par rapport i k; P Uidéal pre-
mier de K divisible par Y. Connaissant les groupes de décomposition,
d’inertie et de ramification de¥ par rapport & k, déterminer ceuz de P.

Pour les groupes de décomposilion ct d’inerlie (que nous ne traitons
que pour étre complels), la solution ¢tait déja, en principe, connue.
Elle est d’ailleurs trés simple (§ 1). Nous donnons au paragraphe 3
quelques applications et terminons (§ /) par I’étude du corps composé
a partir de deux autres; nous appliquous les théorémes obtenus dans
ce dernier paragraphe 4 une question de la théorie du corps de classes.

Notations pour les paragraphes 1, 2 et 3.

Soient k un corps de nombres algébriques, K un sur-corps galoisien
de %, N son degré relatif, G le groupe de Galois de K par rapport a £,
d’ordre N; P un idéal premier de K, 1" son degré relatif, p 1'idéal
premier de & divisible par P, P* la puissance de P contenue dans p,
p le nombre premier rationnel divisible par p; on a

E=E,p"
E, étant premier a p.
Soient G, le groupe de décomposition de P, composé des substi-

tutions o telles que
a=0 (mod. P)

entraine
5U==0 (mod.P),

G, le groupe d’inertie, G; le (¢ —1)"*" groupe de ramification.
G;(i21) est composé des 5 telles que :

cA=A\ (mod. P)

pour tous les A entiers et premiers 4 P.
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Soit N; 'ordre de G;; on a donc

N, = EF, N,=E, N, =p".

Soit maintenant K un sous-corps de K, sur-corps de k; g le groupe
de K par rapport a K, P I'idéal premier de K qui contient P.

Appelons g; le groupe commun a g et & G;, n; son ordre. On sait
que :

Tutoreve 1. — g, est groupe de décomposition, g, groupe d’inertie,
gi, (£ — 1)*™ groupe de ramification, de P par rapport a K.

Cela résulte de la définition méme de ces groupes.

Supposons maintenant K galoisien par rapport a k.

Soit y le groupe quotient de G par g; c’est donc le groupe de K
par rapport a £.

Soit T; le plus petit groupe contenant g et G;, Y; le groupe quotient
de T'; par g, v; son ordre; on a évidemment ('),

¥: peut étre considéré comme un sous-groupe de y.
Appelons f le degré de P par rapport a K; soit P la plus grande
puissance de P par laquelle est divisible P; posons
e=—=e¢ey,pm,
e, étant premier a p.
Ona
ny=cef, n,—e, n,=pm.

Soient enfin v, le groupe de décomposition de P par rapport a £,

(*) Nous nous servons du théoréme suivant : Etant donnés deux sous-
groupes de G, get ¢ dont I'un g est invariant, soient (g, g'] le plus grand
groupe appartenant « la fois d yeta g', (g, &) le plus petit groupe qui les
contienne tous deux; [ g, s') est invariant dans g', et les groupes quotients
de (g, &') par g, et de g’ par g, g'], sont isomorphes.

On énonce en général ce théoréme en supposant aussi g’ invariant : c’est
inutile (voir Semiser, Gruppentheorie, Th. 25).
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Y, son groupe d’inertie, v; son (i —1)*" groupe de ramification,
; l'ordre de vy;.

Le degré de P par rapport a k est évidemment ; et la plus haute

puissance de P par laquelle est divisible p est I-é On a donc

EF E M—m
lJ.o‘.'::-e—f-, IJ.,:—', {J.ﬁ‘_‘.‘_‘p' N

5

car ., est égal a la plus haute puissance de p contenue dans u.,.

L. Détermination des groupes +,, ¥., 1. :

Tueonime Il — v, est groupe de décomposition, ¥, groupe d’inertie,
Y, premier groupe de ramification de ¥ par rapport a k.

Cherchons les substitutions c de G pour lesquelles A = o(P)
entraine cA = o(P) pour tout A de K, entier et premier 4 P. Ces
substitutions forment un groupe TI',; ce groupe contient g, pour
lequel A = oA ; il contient aussi G,, donc il contient T,

Or v, n’est évidemment autre que le groupe quotient de I', par g,
donc vy, contient vy,.

. F . ,
Mais 'ordre de v, est ]5- 7’ c’est aussi I'ordre de v/,. Donc,
7o = '/:l'
Cherchons de méme les substitutions  de G telles que cA = A (P)
pour tout A de K, entier et premier 2 P. On concluera de méme que

7|:7ll‘

E . . . N, e
L'ordre de v, est — p*™, celui de v, est—* =p"~"; v, étant inva-

riant dans y, et d’ordre p"—" doit coincider avec ¥,. En effet, dans le
cas contraire, ils seraient contenus tous deux dans un sous-groupe
de v,, dont 'ordre serait une puissance de p [d’aprés la remarque de
la Note (') de la page 483], ce qui est impossible. Donc,

~
w

'/2:- )

2. Détermination des groupes y;(i21). — Elle aura lieu sur la base
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du théoréme 40 de Hilbert. Soient «,, «,, ..., &x des nombres formant
une base des entiers de K (tout autre entier étant une combinaison
linéaire a coefficients entiers de ceux-1a), u,, u,, ..., uy des indéter-
minées, _

S =0y A M0, o Uy Oy

est dite la forme fondamentale de K. On définit de méme la forme
fondamentale { de K. Dans ce qui suit, le signe __ entre deux poly-
nomes en u signifie que leurs contenus (c’est-a-dire I'idéal P. G. C. D.
des coefficients) sont les mémes. On sait que la signification de =
résulte du fait que la différente de K par rapport & £ est le contenu du
produit des E — 5 Z, 5 parcourant toules les substitutions de G diffé-
rentes de la substitution unité.

On voit, en outre, que la contribution (')de P 4 = — sE est P’ si,
et seulement si, ¢ est dans G; sans étre dans G .

Fig. 1.
G

N
%
N

Prenons un = de { (¢ dans G); soient 5,, G,, ..., g, les éléments
de g. Le théoréme précité revient a I'équivalence suivante :

L— U2 (BE—0,1E) (2 —0,72)... (E—0,72).

Supposons que 7, considéré comme élément de vy, appartienne & y; et

(*) On appelle « contribution d'un idéal ¢ & un idéal b », la plus haute puis-
sance de ¢ par laquelle est divisible b.
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non 4 y,,, ; alors la contribution de P au contenu du premier membre

est égale a P, donc celle de Pa P. Cherchons celle de P au deuxiéme
membre.

D’abord, le nombre des 5,7 compris dans G; est égal a n; ou a o,
selon que = est dans I'; ou n’y est pas. En eflet, s’il y a des 5,7 dans G,
7 est évidemment dans I';. Supposons réciproquement ~ dans T,
décomposons G, suivant g,

M v
Gi==gi0\-- G0 -+ Zity,

Les éléments de T'; sont évidemment les suivants :

KO &G S

On a done

I.es 5,~sont deforme g,5;¢,; pour qu'un d’entre eux, ¢,~ <oil dans g,
il faut que o,5; soit dans g;; on voit donc bien qu'il y a n; des ¢, qui
satisfont a cette condition.

Supposons donc = compris dans T',, I',, ..., T, et nondansT,. . Le
nombre des 5,7 compris dans (; et non dans G ,(j<i'—1) est
n;—n;.,, celui des ¢,~ compris dans G, est n,el aucun 5, n'est
dans G,,,. La contribution de P au deuxi¢me membre ¢st donc une
puissance de P d’exposant :

(n,—n)-+~2(n,—n,)-+...
A= (=) (R Np) == T = = Ny ==

Done,

CF== 10, == Ny =0 - N,

Donc, si - est dans v; et nondans ;.,, il y a un / satisfaisant i cctte
équation, tel que = soit dans v, et non dans v,.,.
Si I'on se rappelle que ¢ = n,, on a donc le théoréme :

Tukortme III. — On peut disiser la suite n,, n, n,, ... en segments de
somme n,, autrement dit, on peut déterminer une suite d’indices

2l <<, < ...,
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telle que

Il, +ll;, +...+Il1,_| =n|,
Ry Ry o0 o Rypy =Ny,
tece s v s e serec st e s s veny
fl(‘+ ﬂlﬁ;+oo.+n[‘”._|=n|,

e e v evocvrse A R R A R R ]

et Uon a alors

- ——” a— —., —
/2= 173 e =Yl =2
- —" — —-—” ——
Vi T Yt e = Yl = Y
R et e n

’ ’ ’
is = (i) = 0 e = Yhpp—1 = r12¢

D I R I R R A )

\ ST N
in particulicr, tous irs 77[ sont lrs mémes dans un méme segment.
i

Pour le groupe d’inertie et le premier groupe de ramification,
on retrouve le résultat du théoréme II. On remarquera que dans
le cas ot (x (ou méme G, seulement) est ahélien, les résultats de
Hasse (') permettent de préciser beaucoup la nature des choses; son
théoréme () donne, en effet, ce qui suit :

Supposons

G.. G, .... Gy d'ordre p™,
Gurse oo Gy d’ordre p*s,

et, en général,
Gw,-.‘ Wyt .oty g2y oe e Gw,‘.—w,-»...—é-wﬁ-, d’ordre p""'

les M, étant des entiers décroissants.
On a alors les congruences :

W, =0 (mod.E),
W, =0 (mod. Ep¥—Ys),

et, en général,
W, = 0 (mod. Ep%—%.).

(') Hasse, Fihrer, Discriminante uneVersweigungskirper Relativ-Abelscher
Zahlkérper (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 1. 162, p. 16g).
On passe de ses notations aux notres par les formules
By == 0"y — Voy_y, sie>1 et w,=,,

M, =r,+r,y~....

Journ. de Math., tome X. — Fasc. 1V, 1931. 63
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Un semblable résultat s’applique évidemment a la suite des groupes g;
(et des groupes ).

Il en résulte en particulier qu'a I'intériear d’'un méme segment, tous
les groupes g; sont égaux.

3. Applications du théoréme 1lI. — En I'appliquant aux différents
sous-groupes invariants de G, ce théoréme peut donner des relations
entre les ordres des différents groupes de ramification ; par exemple,
dans un cas simple :

Tueorexe IV. — Si G, contient un sous-groupe invariant g d’ordre p,
non contenu dans (s;_,, on u

Gl‘-'l = Gl",: =, ..= GL._,,,
GI«/)-| - Gi+p+: =...= Gi —apre

Aux groupes G;, G..,, g vont correspondre des corps K;, K, _,, %.
Appliquons le théoréme III en remplacant le corps & par le corps K,
le corps K par le corps £.

D’aprés le théoréme I, la suite des groupes d’inertie et de ramifi-
cetion de P par rapport a K est alors

G, (i fois). Gi.,, Gi...
Par rapport a £, elle est
| & (£fois), 1, 1,
Le théoréme I1I montre alors I'identité des ordres de
Girtprry Gictprsy +ovy Gickryp (k2o0).

Si, en particulier, G, est abélien d’ordre Ep*, il a évidemment un
sous-groupe invariant d’ordre E auquel le théoréme IV est applicable.
Avec les notations de la fin du paragraphe-2, il viendrait

Il

=W, =, . =W,=...=0 (mod. E),

ce qui est un cas particulier des congruences de Hasse.
Prenons pour ¥ et K deux corps intermédiaires entre K; et K, ,,
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correspondant aux groupes g et g, K; étant le corps correspondant
au groupe G;. La suite des groupes d’inertie et de ramification de P
par rapport a K; est alors la suivante (théoréme I):

g (i fois). Gi., Gi.,
Par rapport a K;_,, elle est
% (i fois), Giyy Gig

Le théoréme 111 montre alors que les i premiers corps de la suite des
corps d’inertic et de ramification de P sont identiques A k, et les sui-

vants a K. On retrouve la les théorémes que Hasse désigne par &
et ?, dans son Mémoire déja cité.

Il est probable que le théoréme 111 permettrait de simplifier les
démonstrations de ce Mémoire, mais cela nécessiterait une étude plus
approfondie.

4. Ftude d’un corps composé a partir de deux autres. — Soit un
corps k*: F et K deux sur-corps, K le plus petit corps contenant £ et K,
# le plus grand corps contenu dans f et K.

Supposons K galoisien par rapport a #*, alors K 'est par rapport
a k et a un groupe isomorphe a celui de K par rapport a .

Soit P un idéal premier de K; dans £, K, £, £, il divise respecti-
vement les idéaux premiers p, P, p, p*.

Le probléme se pose de savoir uels sont les groupes de décompo-
sition, d’inerlie et de ramification de P par rapport 4 k, connaissant
ceux de P par rapport a £*.

Soient donc v,, ¥, Y2, - - -, 1a suite des groupes de décomposition,
d’inertie et de ramification de P dans le groupe de K par rapport a ¥*;
:f,, -—(., *?2, ... la suite des mémes groupes pour :’5 dans le groupe de K
par rapport a k.

Soient £ le degré de I'idéal P de K par rapport a £*, fle degré de
I'idéal P de K-par rapport a k, 3 le degré de I'idéal p de ¥ par rapport
a ¥, pc la contribution de p a p*.
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TatoneMe IV. — 1° v, est isomorphe @ un sous-groupe de +,, Y, est
isomorphe & un sous-groupe de ¥, et, en général, ¥,,., est isomorphe a
un sous-groupe de y,..,.

2° f est un multiple de / ~ [(f, 9) désignant le P. G. C. D. de f et

(fs9)
de o].
3° St p r'est pas de ramification pour k*, c’est-a-dire si e=1, on «a
/n=1Yn
pour tout n différent de o et 4°,
y
/=G

Pour démontrer ce théoréme ('), on peut supposer k et }* confondus;
Fig. 2.

G%
ki

%

~1

RN
I
.

!

_
|

it

7 {
=l
/‘nu

(') Nous faisons désormais les conventions habituelles d’écriture suivantes :
le plus petit groupe contenant deux sous-groupes G et G’ d'un méme groupe
sera désigné par (G, G'); le plus grand groupe contenu a la fois dans G et G/,
par [G,G’]; le groupe quotient d’un groupe G, par un de ses sous-groupes
invariants 2, par G:g; le plus petit corps contenant deux corps K et K/,
par KK’. Pour exprimer l'isomorphisme de deux groupes G et G’, nous écrirons :

G~G'.
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on passe immédiatement de 14 au cas général, comme on le voit immé-
diatement. C'est ce que nous ferons désormais.

Soient Fle plus petit sur-corps de ¥ galoisien sur £; K=#K;G,G,

]

v Ql

, &, &les groupes de K par rapport respectivement aux corps &,
L K, K.
? ’

k et K n'ont en commun que des éléments de & (car sans cela un

P~
Ll

b

Il

conjugué de ¥ aurait avec K d’autres éléments en commun que ceux
de £, ce qui est impossible); donc G est le produit direct de G par g.

Les groupes G:g, G:z et G sont isomorphes entre eux; les v, et
les . pourront donc étre considérés comme des sous-groupes de G *)-

Soient P un diviseur premier de P dans K; T, et T, ses groupes de
décomposition et d’inertie. Posons

f,=[r,.G] e r,=[r,G].
1° On a
7~ (L, 2):8.

v, est donc le sous-groupe de G:g correspondant aT',, dans I'iso-
morphisme appliquant G sur G:g et g sur 1.

(') Cette proposition est inexacte comme le montre I'exemple suivant :
k= k" = corps des nombres rationnels; k= /( \:;';), K=1£~k(j), f désignant une
racine cubique primitive de I'unité. On a T K2, )y [ K. K=k, K Z . Mais
la démonstration est indépendante de cette proposition. En effet elle n'a été
utilisée qu'aux alinéas 1, 4. 3. Or :

1. Pour montrer que ’7,,. :/" sont respectivement des sous-groupes de 7,. 7, il
saffit de remarquer «ue :

2-(0:(.1—‘” ;3:) Z’:’.(f' g- 6':’ 5 et (fo’ E;e g)@ Xy, &)

et de méme pour 7,.

%. Ecrivons
r' :r.'.“ 7"‘ e — ':r—l r.,

et soit = le plus petit exposant >0 tel que ¥ g soit dans (T, g), y le plus
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Mettons les éléments de G sous la forme v (1 désignant un élément
de _F;, et v un élément de g); 7, est constitué de tous les u faisant
partie de ces uv.

De méme, v, =(T,, g):g. Donc, 7, est constitué de tous les g figu-
rant dans les v contenus dans T, sous-groupe de T,

Donc, v, est un sous-groupe de 7,.

Le méme raisonnement montrerait que v, est sous-groupe de ,.

2° Pourles,, nous emploierons une autre méthode, qui, d'ailleurs.
s'appliquerait aussi sans difficultés a v, et v,.

Une substitution 5 de G:g permute les éléments de K en laissant

invariants ceux de &; en particulier, elle permute ceunx de K en lais-
sant invariants ceux de k. On voit donc que I'on peut désigner par la

méme lettre deux éléments correspondants de G:get G:g.
5 étant un de ces éléments, .., est constitué de ceux de ces 5 pour

lesquels

sr=2 (mod. P

pour tous les « de K entiers et premiers a P.
Désignons pour un instant par P-, P°, P*, respectivement les
contributions de P, P, Pap, P, p. On a évidemment,

e = 1e.

petit exposant > o tel que 5 soit dans G. Alors (T, z) : (T, g) est d'ordre .r.
donc aussi 7, : 7,. et par suite f==z. D'autre part (T,, g) =(T,. 4. 7%). Soit =

le plus petit exposant > o tel que 5> soit contenu dans (I',, z). Donc 5*~ est
contena dans (T,. g). donc yz =o (mod. r). Dautre part. -7 est contenn
dans G et dans (T,.g). puisque y est la partie commune 3 G el a z, et que

T, = G, cet élément est aussi continu dansT,. 2, et par suite :—_—(rr]). Or

70 2 7, est d'ordre z: done f=:.

5. Le fait que y,. 7, sont des sous-groupes de G n'intervient pas dans la
démonstration.

Enfin remarquons que sous les hypothéses du théoreme IV bis la proposition
en question devient exacte.
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Or, d’ apres ce qu’'on a démontré plus haut, 7,<7 (car 7 et «; sont les

ordres de v, et (.). Donc, ege.
Appliquant 1'égalité ci-dessus aux « de K entiers et premiers a P,

on en tire alors
P (mod. Pr1).

g7

I

Donc, tout élément de ?,,,H estdans v, _,.
3° f7, degré de fﬂ par rapport & £ est un multiple de /; donc, f est

un multiple de ——

f
f, #)

4> Sip n'est pas un idéal de ramification, I', est dans (5 ; donc.
= f. et Vik= :/’, .

Décomposons I, suivant I', (qui est invariant dans I',); le quotient
¢tant cyclique (supposons-le d’ordre F'), on peut écrire

I,=T +T,23+...+ T a5,

% étant un élément de G, 3 un élément de g-
Soient %~ la plus petite pulssanpe de « qui soit dans v,, 3 la plus

petite puissance de 3 qui soit dans g. T, est engendre parl‘ et .
af 3F étant dans T, donc dans G, 3" est dans g, donc y divise F.

a. Calcul de f. — v, est évidemment engendré par v, et «; donc f
est la plus petite puissance de « qui soit dans v,, et 'on a

f==x.
b. Caleul de f. — v, est de méme engendré par v, =7, el par o’

donc £ est la plus petite puissance de «” qui soit dans v,, el 'on a

£

=@

c. Caleul de 9. — Cest le quotient de F, degré de i par rapport
a k, par le degré de P par rapport a £. Or, ce dernier est la plus

petite puissance de «’ 3 qui soit dans T, ; y divisant F, czsty ; donc,

s=r.
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De ces résultats résulte, sous I'hypothése faite,
= .
/= (/%)

5° I'y, T3, ... étant la suite des gronpes de ramification de }J
dans G, tous ces groupes sont dans G (sous I'hypothése e =1); ce
sont aussi, d’aprés le théoréme I, les groupes de ramification de :ﬁ
dans le groupe G. |

Le théoréme 11 permet d'en déduire les groupes v, et ?,,. Par
exemple, v, est sous-groupe de G sur leqquel s’applique I',, (pour un p
déterminé par ce Lthéoréme)dans!'isomorphisme appliquant Gsur G: g,

donc sur (5. Pour v, et v,, ce p sera le méme. Donc,

/= "Yn-

Bemarque. — 1° 11 est aisé de préciser légérement la premiére
partie du théoré¢me IV :

v ~ " 2y ;. » el L] . ~
Si vy est un sous-groupe d’indice r de ~ ., alors ponr tout n, Yne, St
,.

un sous-groupe de ~,,., .

Avec les notations de la deuxi¢me partie de la démonstration, il

9 - e

suffit de remarquer qu’on a alors e = -.

2° On déduit immédiatement de la premiére partie du théoréme IV,
que :

St un idéal premiery® de k* est non ramifié par rapport a N o s°il n’a
dans K que des facteurs tous différents du premier degré, i cn est de

méme de tout facteur premier de p* duns k par rapport a kK.

Ce résultat a été démontré directement par Hasse (Journal fir die
reinc und ang. Math., t. 158, p. 238, lemme 2), et reste vrai méme
si K n’est pas galoisien par rapport a i*.

3° Il y a un cas particulier ot le probléme posé par le théoréme IV
est enticrement résoluble :

Taeoreme IV bis. — Si K et k (plus petit sur-corps de k galoisien par
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rapport @ k), ont par rapport a k* des degrés premiers entre euz (auquel
cas, on a évideinment k= k"), on a

70 = "7ns

Ty =Yy
el, en général,

Vi =0
H
[2] désignant be plus petit entivr égal ou supéricur a a.

l.es notations sont les mémes qu’au début de la démonstration du
théoréme IV, Soit encore I',, I, I',, ..., I'.. ... la suite des groupes

de décomposition, d’inertie et de ramification de P dans G.

G étant le produit direct des deux groupes g ¢t G, dont les ordres
sont premiers entre eux, chacun des I'; est le produit direct d’un sous-

groupe [; de G, et d’un sous-groupe I'; de g.

Soit I, =|1,G|. De mémeT; est le produit direct de I', de G
ct de 1’ de g (et T est un sous-groupe de 17).
I suffit, d/s lors, d’appliquer le théorme I1 pour voir que

m=re e =g

Pour trouver les groupes de ramification, nous appliquons le théo-
reme 111, Mais remarquons gue les groupes I',, 1, ..., T, ..., ou
bien les groupes I',, I',, ..., I';, ..., sont tous égaux & l'unité, car
leurs ordres doivent étre premiers entre cux et sont, d’autre part. des
puissances d’un méme nombre premier.

Si I, =1(i22), le théoréme 1l montre que ;= v, =1 pour i2 2.
SiI''=1, on a aussi I, =1.

"

Appelons £ et les ordres de I') et 1. %’fj“ est la contribution de P
aP,ct PFcellede P a P. Del'identité desordres de, et ¥, on déduit

i
immédiatement que la contribution de P a P est P (e =e avec les
notations de la deuxi¢me partie de la démonstration du théorémeIV):
donc,

E=c¢l.
Journ. de Math., tome X. — Fasc. IV, 1431, 6/;
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L’application du théoréme IlI donne alors

Tieve =T =...=Tign et == f L n
et
, Fre =l =...= LGy ==y, (20);
d’oti
, . Jirva TE iers T o T Fiey m T ik
c'est-a-dire
_‘,. "

Vi1 = '/li_

1.

8. Applicutions. — 1° Les résultats obtenus complétent en certains
points ceux de Brauer (Math. Annalen, t. 83, p. 357 et suiv.).

2" [ls permettent de démontrer sans peinie un trés important théo-
réme de Hasse (Math. Zeitschrift, t. 34, p. 559).

Si k est abélien par rapport @ k* et est corps de classes pour le groupe
d’idéauz H de k*, K =kK est aussi abélien par rapport a k, et est done
corps de classes pour un groupe d “idéauz T de'k. H st alors formé des

idéauz de k, dont la norme par rapport @ k* est dans H.

11 suffit d’utiliser la quatriéme partie do théoréme IV et seulement
dans le cas d’un idéal p* non ramifi¢ dans K(I',=1), ot la démons-
tration est tres simple.

Comme on peut loujours multiplier le conducteur par un idéal
quelconque, on peut supposer que ce conducteur f est le méme pour H

et pour H et qu'il est premicr an discriminant de K parrapport i 4*.
Soit P un idéal premier quelconque de K premier  f; il divise les
idéaux p*, P, p de i, K, k.

La plus petite puissance de p* qui soit dans H est p*/.

I.a plus petite puissance de p qui soit dans H est pi.
La plus petite puissance de p 4 norme dans H a pour norme la plus

petite puissance de p*? qui soit une puissance de p*/; P étant premier
au discriminant de K, on a bien e =1, et le théor¢me I'V donne

- .
I=aTh

la puissance cherchée cst donc p7.
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Donc, les puissances d’idéanx premiers qui sont dans H et celles «jui
ont leurs normes dans [I sont les mémes.

I.es idéaux a norme dans H forment évidemment un groupe d'idéanx
mod f, ayant mémes puissances d'idéaux premiers que H, et qui coin-
cide avec H.

3 Appelons maintenant f et f Ics conducteurs exacts de H et de 11
(c’est-a-dire les plus petits conducteurs de ces groupes d'idéanx).

D’apreés le théorime précédent, £ divise £ (voir Hassk, loco citato).

Mais on peut préciser cette relation dans deux cas :

1 Sit est premier aw discriminant de k par rapport @ Ky on a f={.

11 suffit de montrer que pour tout p de £, la contribution de p & f et
a f est la méme.

Or, si p divise f, on aura c=1. Le théoréme |V nous montre alors
que la suite des groupes de ramification de p* et de p est la méme. Or,
Hasse (') a donné I'exposant de la contribution d'un idéal au conduc-
teur en fonction seulement des ordres de ses groupes de ramification.

Donc, si la contribution de p* a f est p*, celle de p 4 f est p. Or, la
contribution de p 4 p* est p; donc, sa contribution & f est p“. La con-
tribution de p a f et 4 § cst bien la méme.

D’une maniére plus générale, ce raisonnement montre que :

*i

Les idéawx premiers de k qui ne dicisent pas la différente de k par rap-
port @ k* cntrent avee la méme puissance dans € et £, car pour ces
idéauzx,onae=iu.

2" St le degré de W par rapport a K" est premier auw degré par rapport

a k" du plus petit sur-corps de k galoisicn par rapport a k*, on a

f—=

’

D ™

)

2 étant le produit des p°=', pour tous les idéaux premiers p de k divi-
sant .

Il résulte de cet énoncé que, dans ce cas, € et § sont divisibles par
les mémes idéaua premiers de k.

(') Voir le travail cité, Note ('), p. 485.
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Sapposons v, d’ordre 1,p" 5 (s, Y4y +1vy Ym,.,, d'ordre p™, et en
général, v, 42, Y., 4+ 3, ... Yu,.,, d’ordre p™, les m; étant des
entiers décroissants.

—

D’aprés le théoréme IV bis, v, est d’ordre 1p" 5 Y., Yuy «+ -y You,, |
sont d'ordre p™, et en général, Y., -+2, V. +3, ... Yo, .|
d’ordre p.

D’aprés e théoréme de Hasse employé il y a un instant, si p*~“ est
la contribution de p* 4 f, on a

), ", an

=== — - —am

7 NP, m, M m,-m,

Sip' " est celle dep a f, on a de méme,

- ey e, e,

== ——— o = e SR Ly (8

7 Gl my -, (P, m,

La contribution de p a p* étant p°, sa contribution a f est
donc p'-,

Sa contribution a € est p' *; le quoticnt de ces contributions est
bien p—' comme il fallait le démontrer.

- ——l —_—



