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DIRECTIONS DE BOREL. 4^7 

Sur les directions de Borel des fonctions méromorphes 
d9 ordre fini; 

PAR Gnmee» YALIRON. 

Le premier but de ce Mémoire est de démontrer une proposition 
qui généralise un théorème que j'ai énoncé dans les Comptes rendus ('). 
Soit /(ζ) une fonction méromorpbe dans un certain angle; il est loi-
sible de supposer que cet angle contient l'origine. Nous considére-
rons f{z) dans des angles intérieurs â celui-ci et ayant leur sommet 
à l'origine, et nous désignerons par r„(a?, A) le modale du ri*"* zéro 
non nul de f(z) — χ situé dans un tel angle A (on suppose les zéros 
en question rangés par ordre de modules non décroissants, si χ = co 
on considère les pôles). Je démontrerai la proposition suivante : 

I. ρ étant supérieur à supposons qu'il existe un petit angle A pour 

lequel la série 

(i) 2 r
n

(a, A)? 

diverge. Dans tout angle Β d9ouverture supérieure à ^ contenant A à son 

intérieur au sens strict, existe au moins une direction D telle que, pour 

(') C. R. Acad. Sri., 1.187, 1928. p. 8o3-8o5. L'extension donnée ci-dessous 
dans la proposition 1 est l'une de celles que je signalais à la fin de la première 
partie de cette Note, 
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tout angle Δ de bissectrice D, la série 

^ 2Γ
Λ

(^, Δ;? 

diverge pour tous les χ sauf au plus pour deux valeurs indépendantes 
de Δ. 

Lorsque ρ < la proposition s'applique pourvu que f(z) soit méro-
morphe en tout point à distance finie extérieur k uri cercle \z\^>IL 

Je dirai qu'une direction telle que D est une direction de Borel 
d'ordre ρ divergent; cette notion précise pour les fonctions auxquelles 
elle s'applique, la notion de direction de Borel d'ordre ρ que j'avais 
introduite précédemment ('), La démonstration du théorème 1, plus 
simple que celle que j'avais esquissée dans la Note citée et qui a été 
développée par Miss Collier dans sa Thèse (3j, repose sur l'application 
des deux propositions suivantes : 

Λ. Moyennant l'hypothèse de l'énoncé i, toutes les séries 

<:1) 2 is,? 

divergent sauf au plus pour deux valeurs de χ, pourvu que l'angle Β 
d'ouverture supérieure à ~ contienne strictement A à son intérieur (*). 

B. Si la fonction f(z) est mérornorphe dans le cercle \z — z„ | li 
et si pour trois valeurs de χ dont les distances sphériques deux à deux 
sont au moins égales à d le nombre des points ou f(z) = xcst au plus 
égal à N, le nombre des points du cercle [ ζ — z

n
 |<C 7B en lesquels 

f (*) = χ est au plus égal à 

AX-bBJogi-r-CIog|, 

(1 ) Acta mathematical t. 52, 1928, ρ, 67-92, 
(*) Thèse pour le Doctorat de l'L'niversité de Strasbourg, iffîo. 
(3) Fuir G. VALISOX, mathematical t, 47, 192,5, ρ, 117-142 (en parti-

culier théorème V). 



DIRECTIONS DE BOREL. 4% 

sauf au plus pour des χ dont la représentation sphérique appartient à 
un cercle de rayon ο. A, B, C sont des constantes numériques (' ). 

Dans le cas ou /(^) est une fonction entière, la position des direc-
tions de Borel d'ordre ρ divergent est liée dans une certaine mesure à 
celle des directions d'ordre apparent ρ divergent, .rappellerai ainsi une 
direction ο = arg s = const, pour laquelle l'intégrale 

h«-r."* los! fir ¿i) dr 

est divergente. La seconde partie du Mémoire est consacrée à l'étude 
de ces directions et à la démonstration des propositions suivantes dans 
lesquelles M(r, f ) désigne le maximum de \f(ré?) | pour r fixe. 

11. in/' fomtion entière de la classe divergente (2) de l'ordre c, 
ρ ]> c'est-à-dire telle que 

( ί ) //·?-' log M (r, f) dr 

diverge, possède au moins deux directions de Borel d'ordre ρ divergent. 

111. Si un/' foncti/m entière de la classe divergente de l'ordre ρ supé-
rieur à ι n/' possède que deux directions de Borel d'ordre ρ divergent, 
l'angle de ces directions est T-

r
 -

Dans les angles où les intégrales L(z>) divergent, on peut comparer 
les valeurs de ces intégrales, prises de ι à r, à une fonction croissante 
de r. J'indique dans une troisième partie quelques résultats relatifs à 
cette comparaison. 

(1) Voir II. ΜΙΜΛΜΓΧ, Acta malhemalica, t. .'>2, 1928, p. 189-255 (en parti-
culier théorème I. p. 202). L'introduction du rayon ^ n'a rien d'essentiel 
{voir, par exemple, ma Xote aux Comptes rendus de Γ Académie des Sciences, 
t. 186, 1928. p. 935-936). 

(-) J'ai introduit cette distinction des fonctions entières d'ordre ρ en deux 
classes, suivant que (j) converge ou diverge, dans mon Mémoire Sur les fonc-
tions entières d'ordre fini (Bull. Sciences math., t. V5, 1921, p. 258-2jo). Les 
dénominations « classe divergente ne t « classe convergente » que j'utilise ici sont 
dues à M. 11. Nevanlinna. 
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I. 

1. Considérons l'angle Β de l'énoncé I et un angle B' intérieur à B, 
de même bissectrice que B, d'ouverture supérieure à ^ et contenant 
toujours l'angle A. Le théorème A s'applique à B'. Marquons dans B' 
les quadrilatères curvilignes Q,,(p = i, 2, ...) définis par 

2/'= \z \~ 2//~* ' ' 

L'entier s étant donné, nous subdivisons Q,, en .y2 quadrilatères plus 
petits en divisant B' en s angles égaux et en traçant les circonférences 

A 

J3
 L = ÎÏ < (A = I, «. S — 1). 

Nous introduirons pour chaque quadrilatère ainsi obtenu le plus 
petit cercle le contenant à son intérieur (au sens large), et le cercle 
concentrique Tj

p
 de rayon double. En prenant s assez grand, les 

cercles TJ
p sont tous contenus dans B, et les cercles fp couvrent la por-

tion de B' pour laquelle j ζ j > 2. Pour chaque cercle TJ
p
 nous considé-

rons tous les systèmes de trois points rr,, a?2, x3 dont les distances 
sphériques sont au moins égales à i~l\ et nous appelons N/; le mini-
mum du nombre des zéros du produit 

[/( 3 ) - X
x
 ] [/( 3 ) - ] [/( 3 ) - xa ] 

pour l'ensemble de ces systèmes. D'après le théorème B, le nombre 
des zéros de fis)—x dans γ£ est au plus égal à 

ΑΝ',-b ipC log';., 

sauf au plus pour des χ dont la représentation sphérique appartient à 
un cercle r/p de rayon ττρ. 11 existe une infinité de nombres χ repré-
sentés à l'extérieur de tous les cercles rj correspondant à 
puisque la série formée par leurs rayons a une somme égale à s2 2~p ; 
pour ces χ la série 

Σ r
n
(x, Β')Ρ 

A>>P.r„>2 
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a une somme moindre que 
m m 

A V 2*‘C'\O%‘lSp‘l-1’ 
Γ Ρ 

Par suite, en vertu du théorème A, la série 

2 H*~"f 

diverge. A fortiori, si ΝΛ
, désigne le plus grand des correspondant 

à une même valeur p, la série 

(->) a-A-'VXp* 

diverge. Au nombre N|,
f
, correspond un cercle YPt, dans lequel Véqua-

tion f(z) = x admet solutions au moins pour tous les χ sauf au plus 
pour ceux représentés dans deux cercles de rayon τ~ρ de la sphère. 

La série (5) étant divergente pour chaque s fixe, il est loisible d'y 
remplacer s par un nombre sp non décroissant et tendant vers l'infini 
sans que la série cesse d'être divergente. On prendra sp~s pour 
Ρ~P Pi étant tel que 

r'r-'VSr.'l i. 

puis sp= is pour Ρ, <p < P
2
, P

3
 étant choisi pour que 

P,-l 
E3 

Ρ, 

et ainsi de suite. Enfin, en supprimant les cercles Ypttf d'indice ρ pair, 
on arrive à l'énoncé suivant : 

IV. Il existe une suite de cercles C„ appartenant à Vangle B, C„ ayant 
pour équation 

\s — x(n)[<g(n)\s(n)\ 
avec 

ί z(n -+- i) [ > 2\z(n) ïime(/i) = o 
n=: » 
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tels que, dans C
a
, /( j) = χ admet Ν ( τι) solutions pour tous les χ sauf 

au plus ceux qui sont représentés sur la sphère dans deux cerdes r.( ri), 

τ.'( n) de rayon ι 2 , la série 

(«) ^\{n) z{n) - ? 

étant divergente. 

On retrouve ainsi, dans le cas plus général ici examiné, la proposi-
tion que j'avais énoncée dans ma Note citée des Comptes rendus, en 
supposant la fonction f(s) méromorphe en tout point à distance finie 
et de la classe divergente de son ordre. 

2. A partir de la proposition IV, on peut raisonner de la façon sui-
vante. 

Soit Ε l'ensemble limite des arguments z(n) des z(n). C'est un 
ensemble fermé. Soit OJ un point de E. Deux cas sont possibles : 

i" Dans tout angle de bissectrice OJ, la série extraite de (fi), en se 
bornant à prendre les ternies correspondant aux ζ (ri) appartenant à 
cet angle, est divergente ; 

2° Il existe un angle |φ — o> | < k((*j ) pour lequel la série extraite 
de (G) est convergente. 

Montrons qu'il existe au moins un point to de la première sorte. Sup-
posons que tous les points de Ε soient de la seconde sorte. Entourons 
chacun d'eux OJ de l'intervalle correspondant | s — OJ | k(o>). Ε peut 
être couvert par un nombre fini de ces intervalles d'après le théorème 
de Borel-Lebesgue, et les angles correspondants contiennent tous les 
points z(n) sauf un nombre fini d'entre eux. (1 s'ensuivrait que la 
série (6) convergerait. 

Soit alors OJ un point de la première sorte. En opérant comme on 
l'a fait à la fin du n° 1, on voit que l'on peut extraire de la suite des 
cercles C„ une nouvelle suite, pour laquelle les arguments des ζ (ri) con-
vergent vers OJ, la série (6) restreinte aux termes correspomlant à ces 
cercles étant encore divergente. 

Considérons cette nouvelle suite C'(n) = C'(n, OJ). Désignons 
par N(n, x) le nombre des racines de f(z)=zx appartenant à C'(ri). 
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Supposons que pour une valeur α de .r, la série 

(:) 2 -Ν (n, v.) i s(/*) 

soit convergente. Les valeurs de η pour lesquelles le point représen-
tatif de y est extérieur aux cercles z(n) et z'(n) correspondants, 
forment une suite pour laquelle la série 

2-V") i"r' 

converge, puisque, pour ces Λ, Ν(Λ, Α)^\( /Ι). Il est donc loisible de 
supprimer dans la suite G'(/i) les cercles correspondant à ces /1, sans 
que la série (6) correspondant à la suite restreinte C"(n) cesse de 
diverger. De même, si pour un second membre β, la série 

^ Λ ( η, β ; ; 5 ( η )'■ ? 

relative à G"( η) était convergente, on pourrait encore supprimer tous 
les C"( n) pour lesquels le point représentatif n'appartient pas à z(n) 
ou à r.'(n) sans que la série (6) relative à la nouvelle suite cesse de 
diverger. Ges deux opérations faites, tout autre point γ est extérieur 
à z(n) et à r./(η ) dès que l'indice η est assez grand puisque les rayons 
de ces cercles tendent vers zéro, et que l'un contient α et l'autre ,3; 
Ν('Λ, γ) sera donc supérieur à S{n). Par suite, la série (y) relative 
aux G'( η ) diverge pour toutes les valeurs α sauf deux au plus; pour 
les y. non exceptionnels, la série 

2; "(5! 

formée avec les modules des solutions de f(z ) = χ qui appartiennent 
aux CJ(n ), est di vergente. Gomme les O(n) finissent par appartenir à 
un angle quelconque dont la bissectrice admet ω pour argument, le 
théorème l est démontré. 

Le cas des fonctions mérornorphes aux points à distance finie exté-
rieurs à un cercle et d'ordre positif inférieur ou égal à se ramène à 
celui des fonctions justiciables du théorème I par une transforma-
tion (z, 7J' ). 

Journ. de Math., tome \. — l«'asc. IV, uj'-ii, BO 
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3. Il esl manifeste que les généralisations que j'avais signalées 
autrefois (')et qui ont été développées par Miss Collier dans sa Thèse, 
peuvent être faites ici. Par exemple, l'énoncé I reste valable, si l'on 
introduit au lieu des séries qui y figurent les séries de la forme 

2{ui;/·,<*, Β)]}-·, 
OIL 

U (χ) = χ f1·'-'1 

la fonction ρ (a?) jouissant des propriétés de l'ordre précisé. 
Signalons une propriété générale de l'ensemble des directions de 

Borel d'ordre ρ divergent. U ensemble E(c) des valeurs o = argz cor-
respondant à ces directions est un ensemble parfait. Car, si φ„ est une 
direction de l'ensemble complémentaire E', il existe un angle A 
admettant cette direction pour bissectrice dans lequel la série (i) con-
verge pour trois valeurs a au moins; toute direction appartenant à A 
fait encore partie de Ε'. E7 est un ensemble d'intervalles, Ε est par-
fait. Cette propriété appartient également à l'ensemble E(p) des 
valeurs φ correspondant aux directions de Borel d'ordre ρ ( sans spéci-
fication de la divergence) définies dans mon Mémoire cité des Acta 
mathematical t. 52. La démonstration est la même. On sait aussi que 
l'ensemble E(J) des φ fournissant une direction de Julia, c'est-à-dire 
une direction pour laquelle la famille f(ze^2") n'est pas normale pour 
tous les ζ réels positifs, est un ensemble parfait. Il en est de même de 
l'ensemble E(P) correspondant aux directions de Picard (2), car ici 
encore le complémentaire est un ensemble d'intervalles. On a évi-
demment 

K(îOîE(P)îE(J)îE(I') 

le premier ensemble n'existant d'ailleurs que pour les fonctions satis-
faisant à la condition énoncée dans le théorème I. 

Les ensembles correspondant aux directions d'ordre ρ précisé, 

(') Voir le n" 7 du Mémoire cité dans la Note précédente. 
(s) Pour la définition de ces directions, voir mon Mémoire du Journal de 

mathématiques, t. 7, 1928, p. II3-I36. 
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simples ou de classe divergente, sont aussi des ensembles parfaits; on 
le voit de la même façon. 

II. 

4. Considérons une fonction entière d'ordre fini p. Si k est un 
nombre supérieur à p, l'intégrale 

Z-*-1 log M(r, f) dr 

converge, donc aussi toutes les intégrales 

(8) J(y,k)=j log|/(r e'f) | dr, 

où u désigne u si u > o, et ο dans le cas contraire. On sait aussi que 

j ci y uaii9 tas tviHi 7f” *..+1 i rr 

est convergente (1 ) de sorte que 

(9) J/(<P)=.y r-k-i\oz\ f{rei*)\ dr 

converge absolument. La formule de Poisson -Jensen-Nevanlinna 
montre d'autre part que 
(10) | arg/(5) | <rP+e 

si petit que soit 2, pourvu que r^>r(z) et qu'il s'agisse de l'argument 
obtenu en partant de l'origine avec l'argument réduit et en suivant le 
segment (o, s). 

Considérons un secteur 

cpoS arg s = J < φ, ί φ
β
 -+- a π. 

Ι = Γ = ί 3 i^R· 

(1 ) Voir le n° 5 de mon Mémoire du Bulletin des Sciences mathématiques, 
t. 46, 1922, p. 4^2-445 et les travaux de M. Nevanlinna (en particulier la 
Section III du Chapitre II de son Livre de la Collection Borel). 
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Il contient certains zéros a
n
= r

n
c"'u de f{z). Nous supposerons d'abord 

qu'il n'y a pas de zéros sur le contour du secteur. Nous joindrons le 
zéro a

n
 appartenant au secteur, au contour, au moyen du segment 

r'r'W J 

Dans le secteur privé de ces segments, log/(s) est liolomorphe ainsi 
que z~k~x, Nous prenons pour log/(s) la hranclic dont l'argument est 
réduit à l'origine, prolongée le long de (o, ef*-') puis prolongée dans le 
domaine, et pour z~' h branche dont l'argument est —ko

0
 sur ?=?o· 

Le théorème de Cauchy donne alors 

1(9,, R) e~tk*1— I(9o, R) ~R*~~ J 
avec 

K9, r~' Λ log f ( r ο'Ί ) dr. 

le Σ porte sur les zéros intérieurs au contour, zéros dont le nombre est 
au plus égal à R^; σ, et σ

2
 désignent respectivement les intégrales 

de log/(s) prises sur l'arc r = ι, 9o^9^?i et sur l'ensemble des 
arcs déterminés sur r— R, 9,,<9<9, par les points lie""". 7, est fixe; 
dans a.,, |log/(j)| est au plus égala 21!'- 2 puisque l'argument de f{z) 
vérifie la condition (10). Comme il est loisible de supposer ρ 
on aura, en faisant croître R indéfiniment et en désignant par \(z>) la 
limite de Ι(φ, R), 

I(?i) e-if·'^— I(?o) 7, — -y 2 ■ 

En multipliant les deux membres par c'k?l et en égalant les parties 
réelles, on obtient 

(11) y(o
x

) = c.osk{o
x
 — Q

ti
)y('j

n
) — sin /.(?,— 

+ τΣ—τ»— 
ou l'on a posé 

J " ( φ
0
 ) = jf arg /( r e

1
*· ) dr, 

et où d désigne un nombre qui reste borné quels que soient 9,, et s,. 
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De la même façon, si φ2 < φ0 

(l'.î) = cos Λ·(φ
2

— φ
0

) J'(<p
0
) -f- sin Ar(<p0— φ2) J"(qp0) 

~τ Ζ—-/i +ί1> 
le Σ portant ici sur les zéros appartenant à l'angle 92<9<^9<>· En 
éliminant J"(9„) entre (ι i) et (12), on obtient 

( 13) sin /r(ç, — ç
s

) -!- 277 S -'I 

— J'io,) sin /.·(?„— -f- J'(ç»s) sin /. (ο, — o„) H-C(o
(
„ o

a
). 

C(o
0

, 9,, 9..) est uniformément borné; o
n
 est égal à 

sin /.· (ο, — *t)
n

) sin A"(o0— 92) 
si 9o^(°«^9i) à sin£(w„— 9^)sin^(9, — 9

0
) si 9

2
^ω„<φ

0
 et à ο pour 

les autresω
η

. La restriction d'après laquelle 9,, ©
0

, o
2
 étaient distincts 

des ω„ a été supprimée ici, car dans ces cas la formule reste valable, 
on le voit par un passage à la limite. La quantité Ο(φ

0
, φ,, ©2) serait 

nulle si les intégrales étaient prises de ο à oc ce qui serait possible si 
l'on avait 

f (ζ ) — ι H- f, z' -4-. . . ( /. > /1). 

Nous utiliserons Γ égalité (i3) en γ supposant o, — φ
2
 <[ alors les c

n 

et les trois sinus qui y figurent sont positif s. 

Nous appliquerons l'égalité (i3) aux fonctions 
f(z) — x, x = el-

et nous intégrerons entre ο et 2 r. après avoir multiplié par cfc. En égard 
à la convergence uniforme de 

J r-k-i | logl /(.s) — x\\dr 

qui résulte de la formule de Poisson-Jensen-Nevanlinna (*), on aura 

ί ch j r-*-1
 \o%\f(s)—œ\dr = f r-*-

1
 dr Ç log | f{s) — χ | rfr, 

(') Voir l'Ouvrage cité de M. Aevanlinna. 
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d'autre part, d'après la formule de Jensen 

f \o%\f(z) — e'
T

'ch = '*T:]o»f(z), 

ce qui conduit à l'égalité 

(,4) J(9„, k) sin *(9, - ?,) + ̂  2 [ïjzji J 
= J(cpi, k) sin k(o„ — On) ■+· J(9ï, /·') sin /. (— φ

0
) -h D, 

D étant une constante finie, r„(x), o
/4
(a?j désignant respectivement les 

modules des zéros de fis)— χ et la quantité o
n
 attachée à ces zéros 

et w(x) étant la moyenne des nombres \v(x), χ = eh. Cette moyenne 
de quantités toutes positives étant positive, on déduit de (i4) ce pre-
mier résultat 

V. k étant supérieur à l'ordre ζ de f{z) et φ
β

, 9,, z>* étant trois 

nombres tels que 9-2 <C ?<><C ?» » ?ι — ^ on a Vinégalité 

(i5) J (o0l k) sin Â*(&, — 9.) 

< J(?„ sin k(z>0 — oj /. ) sin 9, — ?
υ

) Oil). 

Il s'ensuit immédiatement que : 

VI. c Vordre de la fonction entière f (z), si l'intégrale 

(16) L(o)=J* r~ï * \o£ f(re
1
?)' rlr 

est finie pour deux valeurs 9, 9..,, telles que o< 9, — c//c est 

finie pour toute valeur 9 comprise entre 9, et 9.,; elle est même unifor-
mément bornée dans cet intervalle. 

On en déduit ce corollaire qui complète un de mes résultats anté-
rieurs (·') et qui est à rapprocher d'un théorème connu de M. Lin-
delôf : 

VII. Les directions d'ordre apparent f divergent [c'est-à-dire pour 
lesquelles (16) diverge] forment des angles (ouverts ou fermés à l'une ou 

(') Opuscula mathemalica A. Wiman dedicata. 1930, p. 11. 
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aux deux extrémités), l'ouverture de chacun de ces angles étant au 

moins égale à ^ · 

On sait que la divergence de (iG) pour une valeur 9 entraîne celle 

de Tintégrale obtenue en y remplaçant log|/(re/?) | par sa moyenne 
m(r, f) et inversement. D'une façon plus précise, si E est un ensemble 
mesurable de valeurs 9, de mesure m( E) positive pour chacune desquelles 
(16) diverge, et si Von pose 

fi — f IoS■ fid?' 
V intégrale 

(17) J r-P--' p(r,f)dr 

est divergente. Sinon, on aurait quel que soit r, 

r ç,-i ,jr= —I do I r-?-' ]ομ· f(re^) | dr < K., 

donc pour chaque entier q 

£ /—ρ—> Jogi ftre1?) \ dr <C. 2 Κ 

sur un ensemble E7 appartenant à Ε et de mesure ~/n(E) au moins. 
Comme E,y^, <E,y l'ensemble Ε' commun aux E,y aurait une mesure au 
moins égale à ^w(E) et en tout point de ce sous-ensemble E' de E, 
Ε(φ) serait borné contrairement à l'hypothèse. 

Il est manifeste que la divergence de (17) entraine celle de (16) 
pour certains 9. 

6. Considérons une fonction entière f{z) de la classe divergente 
de l'ordre p, La proposition VII s'applique. Considérons un 

angle Β d'ouverture supérieure à ^ contenant à son intérieur une 
direction 9 pour laquelle L(9) diverge. D'après un théorème de 
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M. Nevanlina ('), la série (3) diverge sauf au plus pour deux valeurs 
de x, on peut donc trouver un angle A appartenant à Β au sens large 
auquel on pourra appliquer le théorème 1. On obtient ainsi cette pro-
position : 

VIII. Si un angle \\ d'ouverture supérieure à y> contient stricternement 

à son intérieur une direction d'ordre apparent ρ divergent, il contient 
aussi une direction de liorel d'ordre divergent. 

Si Δ est une direction de Borel d'ordre ρ divergent, il existe des 
angles 13 d'ouverture supérieure à ρ laissant Δ à leur extérieur; en 
appliquant la proposition VIII à un tel angle, on Irouve une seconde 
direction de Borel d'ordre c divergent, ce qui démontre le théorème II 
de l'Introduction. 

Le nombre des directions de Borel d'ordre ρ divergent, peut effec-
tivement se réduire à deux; cela a lieu pour les fonctions de Mitlag-
Leffler ou de M. Lindelof. Lorsque cette circonstance se présente pour 
une fonction d'ordre supérieur à i, les deux directions en question 
font un angle à y Car, si l'angle aigu de ces directions, Δ, Δ'était diffé-

rent de γ- il existerait d'après VII une direction d'ordre apparent ρ 
divergent distincte de Δ et Δ' et qu'on pourrait recouvrir d'un angle 
d'ouverture supérieure à - ne contenant ni Δ ni Δ'; le théorème V III 

% 

appliqué à cet angle fournirait une troisième direction d'ordre ρ 
divergent. Le théorème 111 de l'Introduction est ainsi démontré. Οιι 
remarquera en outre que toute direction comprise dans l'an pie aigu 
de Δ, Δ' est une direction d'ordre apparent ρ divergent. 

Une autre conséquence immédiate de VIII est celle-ci qui ne peut 
être précisée comme le montrent les exemples les plus simples et la 
remarque précédente : 

IX. Si D est une direction d'ordre apparent ρ divergent, il existe une 

( ' ) Unlersurhungen iiber den Pirardsrhrn Satz (Aria Soc. sr. Fenninr. 
t. 50. n" 6, lip-i· en particulier ιι" 18). 
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direction de Borel d'ordre c divergent, faisant avec D un angle au plus 
égal à - · 

7. Considérons deux directions D, D' sur lesquelles L(^) converge 
et faisant un angle Θ inférieur à ~ Appliquons d'abord l'égalité (i4) 
en prenant pour ?, et les arguments de ces directions et 

Ç>„= ^(?l + ?·;)< 
nous aurons a fortiori, 

V Σ L—'--MÏ?
 J

J
 <J(?"k)+J('·-*> - 0(,)i 

donc aussi 
.ο-

y-sin 2 r/t(J. iy
y/T< J

^
 7

 *
+ 

Γ désignant l'angle ■ 9 — j <C^ 7· Ainsi, pour /*>ç, on a unifor-
mément 

/""V M^rr'^D", 

D" étant fini. Cette inégalité a lieu a fortiori si l'on se borne à prendre 
dans la série les termes pour lesquels 

ni 

2'·«^. r)-?<c, 
1 

G étant fini arbitraire et l'on peut alors faire tendre k vers c. Il s'en-
suit que, l'intégrale étant prise au sens de Lebesgue, on a 

rM(e*i T)-ï (h<X)'\ 

Les valeurs de τ pour lesquelles la série 

(18) Σ'''·1^· ΓΓ? 

Journ. de Malh., tome X. — Fagc. IV, ΐ(|3ι. 6l 
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diverge forment au plus un ensemble de mesure nulle. On en déduit 
cette conséquence : 

X. Les directions de Borel d'ordre ρ divergent appartiennent aux 
angles formés par les directions d'ordre apparent ρ divergent défais dans 
le théorème Vfl ou aux droites limitant ces angles. 

Le cas ez montre qu'une droite limitant les angles en question peut 
être droite de Borel d'ordre ρ divergent sans être direction d'ordre 
apparent ρ divergent. 

8. On pourrait généraliser les propositions qui viennent d'être 
données dans le sens indiqué au n° 3 ; il y aurait lieu d'autre part de les 
étendre à certaines fonctions ltolomorphes dans un angle. On est, d'autre 
part, conduit à poser de nouvelles questions. Si un angle F complé-

mentaire des angles du théorème VII est d'ouverture supérieure à ~ > 

dans tout angle Γ complètement intérieur les séries 

(«9) 2 M·*, iy p 

convergent quel que soit χ. Sinon les propositions I et X conduiraient 
à une contradiction. Mais si l'angle complémentaire F a son ouver-

ture inférieure à -» la série (19) peut diverger pour certains x9 Γ étant 

intérieur à F. Cette circonstance se présente pour χ = ο lorsque f(z) 
a ses zéros régulièrement disposés sur une demi-droite et est d'ordre 

compris entre p-{- l-el p-{-\ (p entier). En remplaçant l'intégration 

simple faite au n" » par une intégration double, on voit que ( 19) converge 
sauf au plus pour les χ appartenant à un ensemble de mesure super-
ficielle nulle (les χ étant toujours représentés sur la sphère). Quelles 
sont exactement les propriétés d'un tel ensemble exceptionnel Ε ? Une 
question analogue, mais vraisemblablement plus simple à résoudre se 
pose pour l'exposant de convergence de la suite des zéros de f (2) — χ 

dans un angle d'ouverture inférieure à - dans lequel l'ordre apparent 

est inférieur à p. Il est probable que cet exposant ne peut être égal à ρ 
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que pour des χ exceptionnels. Peut-il exister plusieurs χ excep-
tionnels ? 

9. Comparons les directions d'ordre apparent ρ divergent pour 
une fonction et pour sa dérivée, on a 

(20) l°g|/'(-)l^ïog -hlog/(s). 

D'autre part, la décomposition de f(z) en facteurs donne 

/(*) <Γ +Zl|r-r.|' 

la sommation étant étendue aux zéros dont le module r
n
 est com-

pris entre £ et ir. Par suite, le nombre de ces zéros étant inférieur 

à 

'°g| + logr +2
 lo

« 7ZT
n 

et 

X 1"gl7r^?|rfr=0(logr)' 
Cette inégalité jointe à (207 montre que, quel que soit k^>p et 
pourvu que l'intégrale du second membre ait un sens, on a 

(21) J r-k-i\o%\f'(r
e
'?)\clr<.j* r~

k
~
x

\o%\j{re^)\dr 

Convenons de dire qu'une direction φ = const, pour laquelle L(ç>) con-
verge est une direction d'ordre apparent ρ convergent (en réalité une 
telle direction est soit d'ordre c, soit d'ordre inférieur à c). On 
voit que : 

Toute direction d'ordre apparent ρ convergent pour f{z) est aussi 
d'ordre apparent ρ convergent pour 

Pour la réciproque, nous démontrerons une proposition moins pré-
cise en nous appuyant sur ce lemme : 

XI. Si f(z) est l'ordre apparent ρ convergent dans un angle Γ', 
c'est-à-dire pour toutes les directions de cet angle et si, Γ étant un angle 
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complètement intérieur à Γ', on désigne par M(r, f, Γ) le maximum 
de f(z) pour les φ appartenant èi Γ et pour \z\ <V, l'intégrale 

y \o« \\(r.j, Γ) dr 

converge. 

Tout d'abord nous savons (théorème VI) que l'intégrale L(ç) est 
uniformément bornée dans Γ" intérieur à Γ' et contenant Γ. L'inté-
grale 

J*r~?
 1

 μ( r, ο ) dr. y. ( r. ο ) = jf log >f\r( e'î -f- // e'
T
 ; ] ; tfc 

est donc aussi uniformément bornée si la direction ο appartient à Γ et 
si u est assez petit. Or, d'après une inégalité connue, jj.(r, z>) est supé-

rieur au tiers du maximum de log\f(p)| pour | ζ — | \ ur, l'in-

tégrale 
fr-ï * Κ (r jdi-

est donc encore bornée, K(r) étant le maximum de h>g|yïj)| dans la 
portion de Γ appartenant à la couronne 

H) <•,;<,H) 

En posant ι + ^ = b, la série 

Κ (bn ) h "? 

converge, donc aussi 

2 fr—P[K(fr) -t-K</,*) . .-r- K(/,»)], 

ce qui démontre le lemme. 
Appliquons le lemme XI à f\z). Comme en un point de l'angle Γ, 

\f(ré?) | < \f(eft) \ -1- (r — ι) M (r, /', Γ), 

l'intégrale L(s) relative à f(z) sera aussi bornée. La fonction f(z) 
est d'ordre apparent c convergent sur toute droite ZJ = const., intérieure 
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à un angle sur chaque direction duquel la dérivée f(s) est d'ordre appa-
rent ρ convergent. 

Il s'ensuit que : 

XII. Les angles formés parles directions d'ordre apparent ρ divergent 
sont les mêmes pour une fonction d'ordre ρ et pour sa dérivée, en outre 
si une droite limitant Γ un de ces angles est direction d'ordre ρ conver-
gent pour f( s), il en est de même pour la dérivée. 

m. 

10. Plaçons-nous dans un angle ou les intégrales L(s) sont diver-
gentes. On peut se proposer de comparer la façon dont 

Ir lo» f(re'?) 'dr 

tend vers ΓίηΠιιί sur les diverses directions appartenant â l'angle. 
11 est probable que les intervalles de valeurs r pour lesquelles 
1(>g| /(«*)! = o jouissent de propriétés telles que l'on a des propo-
sitions très générales relatives au comportement de L(r, 9). Je me 
bornerai ici à examiner des cas particuliers d'ailleurs assez généraux. 

Je supposerai d'abord que fis) est une fonction du type minimum 
ou du type moyen de Γordre s ; le rapport de log M (r, f) à r>} reste 
borné. Dans ces conditions, la formule de Poisson-Jensen-Nevanlinna 
montre que l'inégalité (10) peut être remplacée par 

>'*fer/(5) ! < i>rï. 

D étant fixe, et d'après la formule de Jensen, on a aussi 

f ΤΓ~Ί~ D,I<\YR'?. 

On peut alors appliquer la méthode des 4 et » en prenant k = ρ et 
en laissant R fini. L'intégrale est uniformément bornée et l'inéga-
lité (i5) est remplacée par 

(22) s'n p(o, — ?2) L(r, ?„) 
< sin ?s) Idr, 9, ) -f- *in o(o, — 9,,) \Ar. 9.) -f- O(i) 
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valable pour 
Ρ(?ι — ?Î) < π, ?

2
< ?„< ?.. 

Donnons-nous une fonction V(r) indéfiniment croissante mais au 
plus égale à la fonction logr obtenue en remplaçant dans L(r, 9) 

log|/(re'3)| par 7*. Posons 

/,(?) = ,'™ "vTT)-' 

L'inégalité (22) donne de suite la proposition suivante : 

XIII. Si 9 < 9« r/ 9, — ?2<C ^
 V(

^
ur de //(9) û# point 9 est 

au plus égale à la valeur en ce point de la Jonction 

(23) Il (?) = D cosç»o 4- D'sino© 

les constantes DetT)' étant déterminées par les conditions H ( 9 ,) = //(©, ) 
r/H(9

2
) = A(93). 

La fonction ^(9) possède donc les propriétés de la fonction portant 
le même nom étudiée par MM. Lindelôf et Phragmén dans un 
Mémoire classique ('). Toutefois, dans le cas actuel, h(o) est essen-
tiellement positive. 

On peut caractériser une fonction périodique, de période 2-, 
bornée, ^(9), jouissant de la propriété qui a été énoncée dans la pro-
position XIII en disant que c'est une fonction sous-trigonométnque 
d''ordre c. 

Il est manifeste que si A(9,) = A(9
2
) = o, ο — ÇaX 

/<(9) est nulle dans tout l'intervalle (9,, ο
2
). Si AC 9 ) n'est pas toujours 

positif, les valeurs de 9 pour lesquelles h{9) est positif forment des 

intervalles de longueur - au moins. 

Supposons A(9) partout finie, donc bornée en vertu de l'inéga-
lité (22) appliquée à une suite finie de valeurs dont les distances sont 

inférieures à j; ^(9) sera une fonction sous-trigonométrique d'ordre c. 

(') Sur une extension d'un principe classique de l'analyse (Acta math 
t. 31, 1908, p. 38i-4<>6)· 
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XIV. Une fonction sous-trigonométrique d'ordre o admet partout 
une dérivée à droite et une dérivée à gauche, la dérivée à droite étant au 
moins égale à la dérivée à gauche. 

Pour le montrer on peut supposer s = o et ρ = ι. Si ο <^o 

3. . ,/iiç-i) *íno J-/*ío)«íní*, —o' 

donc 
Jïût ^f(?) — h<°)

 <
 h(Ot) — h(o) <-osy

t 9=0 9 = 

Le nombre dérivé supérieur droit est donc fini pour 9 = 0, soit λ 
sa valeur. Il existe une suite de valeurs o

n
 décroissantes et tendant 

vers zéro pour lesquelles ,i
 mh(o

n
)-h(o) = l 
?« 

Je dis que λ est la dérivée à droite. Supposons le contraire. Il exis-
terait une suite de nombres η et de valeurs o

n
 pour lesquelles 

ο 9« 9" 9Λ-H 

avec 
11 m ' = μ</.; 

or, d'après(22), si 1/ = ?«, <^= - ?'„+„ 

1 ^ .. /. ==: lini 
?« 

sin u -i- »mi* -i- sImi . — 'J„ *intv5,»IOII-r ViSinpAio) -i- UIIIM -* = ur ~'¿m §in*r r 

ce qui conduit à une contradiction. h(o) a donc une dérivée à droite; 
de même, il y a une dérivée à gauche. Enfin, comme 

2 /l (θ) COS9 ^ /l ( 9 ) H- Λ (— 9). 

on a pour 9>0, 

rq9)-A(oK/i(o)-A(-?) , A(o) 2ÍCQ»? —i).?" ? ? 

donc 
9'(-h ο) > o'(— o). 
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La proposition XIV qui complète les résultats de MM. Phragmén 
et Lindelôf est ainsi démontrée. 

On peut observer, comme on Ta fait pour les fonctions convexes, 
que la condition nécessaire et suffisante pour η ne h (9) supposée conti-
nue, soit sous-lrigonomèlrique d'ordre c, est que l'on ait 

(sei) 2 cos^ ίο'— ο ) h ^ ^ l'('î) h( ?')· 

pourvu que ρ | F — 9 | < T.. 

Car cette condition qui est évidemment nécessaire entraine lorsque 9, 

et ο
2
 sont donnés ^93 =

 y
'~ '"ι ο<9, — ç-2<C 7 j qu'-' ^(9»)

 est 

rieur ou égal à la valeur H(5-3) = H(9
S

, 9.,, 9, ) du théorème MIL 

Au point 9.,= ^——^, /'(?'»)
 sera inférieur à 11(9«, 92, 93) donc 

encore à H(9,, 92, 9, ) car la fonction 11(9, csl inférieure 011 
égale à H(9, 9.,, 91) dans tout l'intervalle (92, 93) puisqu'une fonc-
tion H(9) est déterminée par ses valeurs en deux points. Ainsi, pour 
tous les points obtenus en subdivisant successivement l'intervalle 
(92, 9,) en deux parties égales, //(9)<H(9, 92, 9,) et puisque nous 
supposons /'(9) continue, cette inégalité aura lieu pour tous les points 
de l'intervalle (92, 91). Il suffit d'ailleurs île supposer que (2 4) a lieu 

lorsque j 9 — 9' ( < 0, 0 étant un nombre fixe inférirur À ~ pour que ( Ί\ ) 

soit vérifiée dans les conditions indiquées ci-dessus. Car les inégalités 

3 cos00' h\ * ^-\nh(z) -1 -h('j'). o<o'—o = ao'<-, 

2 cos00 h (9') -i- /e(ç>' — 0'). 

acospo'A(o) ^ -i- /1(0'—0 ). 

entraînent par élimination de A(o) et ^(9') 

2 cos2poVi^^-^-^-^ <//(9 — 0') h(o'-±- 0 ); 

on peut donc doubler l'intervalle (9, 9') et par des opérations de ce 
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genre passer à l'inégalité (2/j) pour un intervalle donné de longueur 

moindre que -· 

Il découle de là que si //Î9), sous-trigonométrique d'ordre c, est 
positive dans un inter\alle (ο.

Λ
, φ,) adjacent des deux cotés à des 

segments sur lesquels /<(9) est nulle, la fonction qui est égale à //(9) 
pour 

">ητ. ο, < ο < 92 — >.n- (n entier^ 

et à zéro ailleurs est encore sous-trigonométrique d'ordre p. Plus 
généralement, si L'on. considère un inlemdle (9..,, 9,) dans lequel 
hif)m lundis que //(9,) = //(93) = //«, In fonction égale à //(φ) 
pour m τ. —|- 9, 9 9., -}- 2 η t. cl à m ailleurs est encore sous-trigono-
métrique d'ordre p, car la fonction (23) égale à //(9.,) pour 9 = 9,, 
Cο.-, 92), et à m pour 9., <9,» est supérieure à m pour 94<C? = ?.s 
et à H(9, 92, 9:,) pour 9^ 9 <93; un calcul immédiat montre en 
effet que cette fonction est supérieure à m pour 9 = 92. 

Supposons qu' il existe, un i nie mille (92, 9, ) telque h( 9,) = = 
et h(9) > m pour 9, < 9 9» et qu'en outre 

?( i\ ~ ?s) < 2~· 
Posons 

_ ?l " ' ?2 

^ 2 ? ' 

et désignons par //,(/υ) la fonction de période 27. égale à //(9) 

lorsque ~ s (92 — 9, ) <C ω < ^ ρ (9, — z>·,) et dans les intervalles homo-

logues et égale à m partout ailleurs. //, (OJ) sera une fonction sous-tri-
gonométrique d'ordre 1. Or on sait que pour qu'une fonction Λ,(ω) 
soit sous-trigonométrique d'ordre 1, il faut et il suffit que la courbe 
a enveloppe » de la droite 

xc,Q<'ji — ν sin-» — kt('>>) — ο 

soit convexe (1 ). Cette interprétation géométrique est possible pour 

(f) Voir W. Blasciike. Jahresber. Dent. Math. Ver., t. 23. p. 2 jo-23_î 
(en particulier p. 222; et il. Kademaciier. Math. Zeitsc., t. 13. 1922, p. 18-27. 

Journ. de Math., tome X. — Fasc. IV, 19 η. 62 
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tous les © (variant dans un intervalle de longueur 2π) lorsque ρ < ι. 

11. Les résultats précédents se généralisent au cas des fonctions du 
type maximum de l'ordre p. Supposons que l'on ait 

(2,5) log M(r, /) < YV(/')rP, 

W(r) étant une fonction indéfiniment croissante, d'ordre nul en r, 
telle que, si grand que soit le nombre fixe k, on ait à partir d'une 
valeur de r 

λ\"(kr) < 2 XV(r). 
On aura ici 

7iirjí f(s) ' < I) W(r)i-t 

et l'inégalité (22) reste valable à condition d'y remplacer le dernier 
terme 0(i) par 0[W(/·)]. Eri comparant L(/·, ©) à une fonction V(r) 
telle que 

l i m 

tout ce qui a été dit ci-dessus au sujet de la fonction h(o) reste vrai. 
Il existe effectivement des fonctions pour lesquelles h(z>) n'est pas 
toujours nulle, il suffit de prendre 

Hni^ér, 

condition compatible avec (26) puisque VV(r) vérifiant la condition 
de croissance indiquée 

Sia*r 

tend vers ο avec -· 


