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SUR UN THÉORÈME FONDAMENTAL DE I.'ALGEBRE. 2L3 

Sur uu théorème fondamental de V Algèbre ; 

PAR W. IUV1ER 

INous nous proposons do démontrer à nouveau le théorème suivant : 

C équation 
μ /// y η 

(i) ν ^ .r
(A

 v
v
 — V/

n

, «
12

. . . .. Dm). 

μ ! v-l 

où aa. . ., a
mn

 représentent des coefficients entiers, est résoluble en 
nombres entiers (1 ). 

Voici d'abord quelques observations destinées à rappeler l'irnpor-
tance de ce théorème. 

En satisfaisant de la manière envisagée à l'équation (i), on satisfait 
du mémo coup à l'équation 

(2) jlr.m l>. = m \>.—m v» v 

11 s'ensuit quo, si l'on réussit à établir que toute équation de la 
forme (i ) possède la propriété d'être résoluble en nombres entiers, 
cette propriété s'étendra d'elle-même aux équations de la forme 

[l. — m 7 ~tl Çjrrrr 

(3) ΣΣΣ "μ'/ρ'^-μ,^ v^j>— ( &ni* * · · · ^mnr)» 
μ -= ι v = l ρ — Γ 

(1) La notation (α, 6, e, oil a, b, c, ... désignent des nombres entiers, 
représente le plus grand commun diviseur des nombres a, b, c.,.. 
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puis, de ces équations, à celles de la forme 

y.=m 'j — n p= r x=s 

(4) ΣΣΣΣ Ομνρι&μ^νΖρΟη— *^πμ· · · ·? ^mnrt)· 
μ—ι ν = ι ρ~ι σ — ι 

et ainsi de suite. La résolution de l'équation (3) peut en effet se 
ramener à la résolution d'une équation de la forme (2), suivie de 
celle d'une équation de la forme ( 1), la résolution de l'équation (4) à 
celle d'une équation de la forme (2), suivie de celle d'une équation de 
la forme (3),etc. En particulier, si l'on se donne rentiers premiers 
entre eux, il sera toujours possible de leur adjoindre n(n — 1) autres 
entiers tels que l'on puisse, avec tous ces entiers, former un détermi-
nant d'ordre n, de valeur égale à 1, qui admette les η entiers donnés 
comme éléments d'une même colonne. L'est en partie sur ce dernier 
résultat, en partie directement sur le théorème proposé, que repose 
le théorème d'existence de la forme réduite 

s1s1y1+p2x2y2-... 

d'une forme bilinéaire à coefficients entiers ( *). 
Pour démontrer le théorème proposé (*), nous nous appuierons sur 

deux lemmes. 

LEMMEI. — Véquation 

( 5 ) // ( a χ -f- by ) ~h v( eue β ι ) =r { a, b. oc, β ). 

où a, b, * et β représentent des coefficients entiers, est résoluble en 
nombres entiers. (Έη d'autres termes : le théorème proposé est vrai 
pour m = 2, η = 2. ) 

Démonstration du lemme /. — Posons 

(a,b)~d, (oc. β) = ô. 

( ' ) Voir FitOBEHiue, Théorie der linearen For men mit ganzen Coefficienlen 
(Jour η. de Crelle, I. 86, p. 117 et suiv.). 

(*) Pour d'autres démonstrations de ce théoréme, voir notamment : FBOBKNIUS, 
ibid., p. i5i et suiv. 
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Soient r et s deux entiers tels que Ton ait 

( 6 ) ar -l· bs — d. 

La solution générale de l'équation 

a.τ -+· by ■= d 

est alors donnée par les relations 

(7) ·>' = ·'- a/d k 

où k représente un entier arbitraire. 
Portons ces valeurs de χ et de y dans la forme -h %y· Nous 

obtenons identiquement : 

en posant 

jj ++ N. 

(8) ry^^=N· 

Résolvons par rapport à^età^ le système des relations (8). En 

tenant compte de (6), nous trouvons : 

x=sM +
 3

_-rM +
 3

iV 

De ces relations, et du fait que les entiers ^ et ^sont premiers entre eux, 

découle que M et Ν sont des entiers premiers entre eux. il en résulte 
qu'on pourra choisir k de manière que -f- Ν soit premier avec 
il suffira, en effet, de prendre k = o, si tout diviseur premier de d 
entre dans M, sinon, k égal à Tune des solutions de la congruence 

M /r -f- IN = 1 ( mod Ρ ). 

où Ρ désigne le produit des diviseurs premiers de d qui n'entrent pas 
dans M. L'entier k étant ainsi choisi, soient x

0
 ety

0
 les valeurs corres-

pondantes de χ et dey, fournies par les relations (7); il viendra : 

(9) ( *Xo+h'o> a*o+?J'o) = (d, (MA·-*-iX)8) = (rf, 3) = (a, b, α, (3). 
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Soient alors u
0
 et c

0
 deux entiers satisfaisant à la condition 

(ίο) //0(βΛ?β4- by
Q
 ) -f- r0(ûca;0-h fij'o) — (ax« + Av„, «.*,,·+■ β.ν0 ). 

En vertu de (9) et de (10), les quatre entiers χ
0
, j

0
, 11

0
 et v

0
 for-

meront un système de solutions de l'équation (5). 
Le lemme I est ainsi démontré. 
Nous désignerons dorénavant par F(x,, ..., x

m
 ; yx, ..., /„), ou, 

|J. . V — II 

plus simplement, par F, l'expression ̂  V α
μ
.,χ,

κ
γ.,. 

μι ν ι 

LEMME II. — Si Γ on peut résoudre séparément en nombres entiers 
chacune des deux équations 

(II) F = //\ 
(l'A) Y — f!'. 

où d'et d" représentent deux entiers donnés, on peut aussi résoudre en 
nombres entiers la suivante : 

(i3) Y--Ad\d" j. 

Démonstration du lemme II, — Supposons, en effet, deux systèmes 
de valeurs entières de χ,, ..., y„ : 

x u= x'u, x u=s''u, 
I vv - ri, I rv --ri. 

C p. =r 1. ■?., . ... /7/ ; ν , . ... η ). 

satisfaisant, le premier, à l'équation fu), le second, à l'équation (12). 

Posons 
μ ~ m 7 =_τ ti 

Φ(//,, //*; C„ Γ, j = 2 2 "μ·,ί«,·*ά + "Α)(('Ο γ -t- *2 Vv J· 
μ = ι V r; 1 

On pourra écrire identiquement 
μ ~ - v-2 

15 p—i A-V VA 
μ = ι ν — ι 

les A désignant des entiers déterminés. On pourra donc, en vertu du 
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lemme 1, résoudre en nombres entiers l'équation 

φ( Λ,ι, Λ,2, Aj,, Ajjj. 

et aussi, par conséquent, la suivante: 

(>4; Φ ==(£/', d"), 

puisque, en vertu des relations 

Φ(ι,υ:ι,υ) — d', Φ'υ, ι ; ο. ι) —cl", 

vérifiées par hypothèse, (d',d" ) est divisible par (A,,, A,
a

, A.,,, A.
ia

). 
Soit donc 

ut — f/, f/t = y, i't zzz f. I'» — S 

un système de valeurs entières de //,, //a, e, et c-, satisfaisant à l'équa-
tion ( i!\). Les valeurs entières de a?,, .. .,y

/t
 : 

.zy — pot'u, ■-*- yx'û. ν — /' > ν » .ν (μ —ζ i. 2, . ... m: ν — i, y. ..., λ ), 

constitueront un système de solutions de l'équation (i3). 
Le lemme 11 est ainsi démontré. 

Démonstration du théorème proposé. — Posons 

Α|Λ — ( u
ttA

. a,,.*, .... a>i,
t
 ι < μ —I. 2, .... m). 

On peut évidemment résoudre séparément en nombres entiers 
chacune des m équations 

F - Λμ μ :: 1. 2 ni). 

En vertu du lémme If, on pourra donc résoudre en nombres entiers 
l'équation 

il.)} l· — ' A). A2 j» 

Pouvant résoudre en nombres entiers l'équation (i5) et l'équation 

F- A,, 

on pourra résoudre, en nombres entiers, la suivante : 

F = (Aj. A;, A,>. 
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En continuant de la sorte, on voit finalement que l'on pourra résoudre 
en nombres entiers l'équation 

I* — (Δ„ Δ{. ..., Δ„< ). 

c'est-à-dire la proposée. 
c. Q. F. D. 

Nous avons pensé que cette démonstration pourrait offrir quelque 
intérêt à cause de la méthode qu'elle fournit pour la résolution des 
équations de la forme proposée. 


