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SUR 1.'ANALYSIS SITUS DES VARIETES A 2 DIMENSIONS. 1

Sur U Analysis situs des variétés a n dimensions;

Par Georces pe RHAM.

INTRODIU CTION.

Ies propriétésd’ Analvsis situs étudiéesicisont celles qui se rattachent
aux syvstémes de variétés orientées ou chumps d'intégration et aux
intégrales multiples dans une variété close a n dimensions. Les champs
pceuvent étre additionnés et multipliés par un entier; en outre, ils sont
I'objet de deux opérations fondamentales qui consistent, I'une a
prendre la fronticre d’un champ, 'autre a prendre I'intersection de
de deux champs qui remplissent certaines conditions. l.a premiére
conduit, par la notion d’homologie, aux invariants topologiques définis
par Poincaré : nombres de Betti et coefficients de torsion. La seconde
opération conduit 4 de nouveaux invariants topologiques, ainsi que
I'a remarqué M. J. \V. Alexander ().

Les Chapitres | et Il du présent travail étudient ces opérations et
ces invariants, au point de vue de U'Analysis situs combinatoire. La
variété est remplacée par un complexe défini arithmétiquement ; au

t'y Proc. of the Nat. Av. of Se.. 1. 10, 1925, p. g9, 101, 483: 1. 11, 1923,
|- 115, tJe n’ai eu conmaissance de ces Notes (u'apres avoir obtenu les principaux
résultats.)

-~
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116 ' GEORGES DE RIAM,

lieu des champs, on considére les chaines ou combinaisons d’éléments
dn complexe. On peut ainsi obtenir un ¢xposé rigoureux sans intro-
duire aucune considération de théorie des ensembles.

Le Chapitre I contient d’abord un exposé des principes d« la théorie,
pour lequel on s’est inspiré d’'un mémoire de M. H. Weyl ('). Le
paragraphe 9 est consacré 4 un théoréme utilisé dans la théorie des
intersections qui, elle, remplit le Chapitre I].

Les intersections et les coefficients d’enlacement sont définis simul-
tanément, par récurrence. Aprés les généralités (3 10, 11, 12), le
cas ot I'intersection a zéro dimension est étudié d’une maniére appro-
fondie (§13 a4 17); cette étude, dont les résultats ne sont d’ailleurs
jpas nouveaux, ne fait intervenir que I'homologic avec division et les
chaines d'ordre infini. La méthode suivie ici a permis de faire une
étude analogue relativement aux chaines d’ordre fini, en considérant
‘des coefficients d’enlacement au lieu de nombres d’intersections (§ 18
et 19).

Des exemples qui illustrent et complétent la théorie du Chapitre 11
ont ¢té rassemblés au Chapitre 1V ; ils montrent que les diverses cir-
constances prévues se présentent effectivement. Ce: dernier chapitre
a été rédigé d’'une maniére concise : quelques démonstrations n’ont
pas été insérées dans le texte.

L’application de I’ Analysus situs a la théorie des intégrales multiples
est développée au Chapitre HI. On sait depuis longtemps que les
nombres de Betti jouent un role dans cette théorie; mais lorsqu’on
veut préciser ce role, on est conduit a des théorémes qui ont éé
énoncés d’une maniére tout a fait explicite par M. E. Cartan (*). On
trouvera ici une démonstration compléte de ces théorémes, valable
pour les variétés closes qui admettent une subdivision polyédrale. l.es
rapports entre la théorie des intersections et celle des intégrales sont
indiqués au paragraphe 27.

Les résultats obtenus suggérent l'idée de considérer un champ i

Yy W Wexy, Analysis situs Combinatorio « fiev. Mat. Hisp. Vmer., 1. 5.
1923 ).

(*) E. Cawtax, Sur les nombres de LBetli des espusces de cronpes oloscComptes
rendus, t. 187, 1928, p. 196-198 ;. Noir aussi Nnnales de la Sor. polon. dr
Hath., 1g2q.
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¢ dimensions et un élément d'intégrale multiple d’ordre » — 4 comme
deux aspects d'une méme notion plus générale ('). Clest ainsi que
dans ['espace ordinaine, le courant électrique est représenté par un
champ i une dimension lorsqu’il parcourt les arétes d’un réseau con-
ducteur, ou par un élément d’intégrale double, son flux, lorsqu’il tra-
verse un corps conducteur a trois dimensions. De ce point de vue, les
opérations qui font passer a la frontiére d'un champ ou a l'intersection
de deux champs sont rapprochées de celles qui donnent la dérivée
cxtérieure d’un élément d’intégrale ou le produit de deux tels éléments.
e méme, le calcul d’une intégrale est rapproché du calcul du nombre
dintersections de denx champs. Le développement de cette idée obli-
gerail 4 considérer des intégrales ayant des singularités; pour ne pas
allonger davantage, on s’est horné ici aux intégrales partout réguliéres.

Ou’il me soit permis d’exprimer ici, a M. Henri Lebesgue, ma
profonde reconnaissance pour tout ce que je lui dois; c’est grice i ses
conseils et a ses critiques que j'ai pu m’'orienter au début de mes
recherches, el ses encouragements m’ont fait persévérer.

Remarque sur les principaux travaux consultés.

Pour les Chapitres I et 11, les mémoires fondamentaux sont cenx
de Poincaré :

1. M. Poiscare. — a. .Analysis situs (Journal de U'Fe. Polyt., 1894).

h. Complémenl a VU Analysis situs (Palermo fiendic., vol. 13, 1899).

e. Second complément i V.bnalysis situs (Proc. of the London
math. Soc., 1g00).

Les principes de U.fnralysis situs combinatoire ont été ensuite I'objet
de plusieurs exposés, dont voici les principaux :

2. . WesL. — Analisis situs Combinatorio (Ree. Matem. Ilisp.
Amer., 1923).

3. 0. Venex and J. €W. Acexasver. — Manifolds of N dimensions
(.Annals of Mathematics, 1912-1913).

(") Pour 4 == 0, c'est I'intégrale de Stieltjes.
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h. O. VesLen. — Lectures on Analysis situs (New-York, 1922).

5. J. W. Avexasoer. — Combinatorial .\nalysis situs (Trans. Am.
Math. Soc., 1026).
Sur les coefficients d’enlacement, voir :

6. H. Lesescve. — Sur Uinvariance du nombre des dimensions d’un
espace et sur le théoréme de M. Jordan relatif auzx variéiés [ermées
(Comptes rendus, t. 152, p. 841).

7. L. E. J. Brouvwer. — On loopings coefficients ( Proc. of the sec-
tion of science. Kon. Akad. van Wetenschappen te Amsterdam, vol. 15,
1912, p. 113).

Sur les intersections, voir :

8. S. Levscuerz. — Intersections and continuous transformations of
complexrs and manifolds (Trans. Am. Math. Soc., 1926).

Les coefficients d’enlaccment et les intersections sont définis ici
(Chap. IT) par une méthode sensiblement différente de celles suivies
dans ces trois derniers travaux.

Ponr le Chapitre II1, il faut citer, outre le mémoire 1 « de Poincaré,
un aulre antérieur :

9. H. Poiscare. — Sur les résidus des intégrales doubles (Acta mathe-
matica, 1887).

D’autres mémoires utilisés sont cités dans le coursdu texte. Signalons
le livre récent : Topology, by S. Lerscuerz (1930), et le fascicule XI.
dn Mémorial des Sciences mathématiques, fascicule dit an méme auteur.

CHAPITRE 1.

PRINCIPES DE LA THEORIE DES COMPLEXES.

L. Définition du complexe. Chaines. — Un complexe a n dimen-
sions est un systéme fini d’éléments qui ont entre eux certaines rela-
tions. Il y a n+ 1 catégories d’éléments, qui seront appelés éléments
de dimension o, de dimension 1, . .., de dimension r, suivant la caté-
gorie a laquelle ils appartiennent ; ceux de dimension o, 1 ou 2 seront
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appelés respectivement sommets, aréles ou faces. 'n élément quel-
conque sera souvent désigné par «’; l'indice supérieur, ¢, indique la
dimension, et I'indice inférieur servira a différencier les ¢éléments de
m¢ime dimension.

Nous appelons g-chaine toute combinaison linéaire a coefficients
entiers des éléments de dimension ¢. Si, dans une ¢-chaine ¢, le
coefficient de a? est 7., on écrira ¢/=X7.,a! et I'on dira que a/ est pris
7., fois dans ¢’. Les g-chaines peuvent étre additionnées, soustraites,
et multipliées par un entier; ces opérations conduisent 4 de nouvelles
¢-chaines délinies sans ambiguité.

les relations entre les éléments du complexe consistent en ceci,
(qu’a toute g-chaine correspond une (g — 1)-chaine bien déterminée, sa
Sronticre, cette correspondance vériliant les trois conditions suivantes :

I. La frontiére d’une somme (ou difféeence) de deux chaines est égale
a la somme (ou différence) des frontiéres des chaines composantes.

Il. La frontiére d’une q-chaine est une (q—rv)-chaine fermée, en
convenant d’appeler fermée une chaine dont la _frontiire est nulle.

Y. Dans la frontiére d’un élément al, le coefficicnt de tout élément
al ‘estégalao, +-v o —y.,

Pour exprimer qu’une chaine ¢’ a pour frontiére ¢’~', on écrit,
d’aprés Poincaré, ¢’z ¢ .

Un complexe est complétement défini si 'on donne le nombre 2,
des éléments de dimension ¢, pour ¢-=o0, 1, ..., n, etsil'on donne
la frontiére de chaque élément. La frontiére de a? est une (g — 1)-chaine

(jw’on peut t',-crireZ ehal

/

oy~ 2 o 4
(1 al = 2 el it !

/

L’ensemble de ces relations constitue le schéma du complexe.
La condition 11} exprime cue z/, est égal 40, -1 ou — 1.
I.a condition Il se traduit par les relations suivantes :

<
el.el ' ~o

11 1
J
(f==n,2. ..., b=, 2, oo 2y =22, 3, ..., m).

(2)
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Si 'on désigne par T, le tableau 4 «, lignes et #,_, colonnes formé
v y N8 ]

par les ¢/, ces relations (2) peuvent s’écrire sous la forme suivante,

en utilisant la multiplication symbolique des tableaux :

’r,/ 'I‘,I,_,, C o,

2. Illomologics. Groupes abeliens attachés i un complexe. — Une
g-chaine ¢/ est dite homologne & zéro ¢’~v o, si clle est 1a frontiére
d'un (g +1)-chaine c7+'==¢7. Deux chaines sont dites homologues,
si leur différence est homologue a zéro.

Cette notion d’homologie permet d'attacher aux ¢-chaines fermées
d’un complexe un groupe ahélien ¢j, de la maniére suivante :

A toute g-chaine fermée correspond un et un seul élément de ¢j,; i
deux g-chaines homologues correspond le méme élément; i deux
q-chaines non homologues correspondent deux éléments distincts
de ¢,; enfin a la somme ¢/+ ¢’ de denx g-chaines correspond le
« produit » des ¢léments de ¢, qui correspondent 4 ¢/ et ¢.

On vérifie immédiatement que les ¢éléments de ¢, se composent
bien comme dans un groupe ahélien. Ainsi, 4 tout complexe a
n dimensions sont atlachés (n - 1) groupes abéliens ¢j,, ¢j,, ..., ¢j,.
Pour préciser les définitions de ¢, et de ¢j,, nous conviendrons ue
toute o-chaine est fermée et qu'une n-chaine fermée n’est homologue
a zéro que si elle est identiquement nulle. Pour plus de commodité,
I'opération de composition des éléments d’un de ces groupes sera
désignée par le signe + et sera appelée addition (alors qu’en théorie
des groupes on dit en général multiplication). En conséquence, 1'élé-
ment identique sera désigné par o (zéro).

Les éléments d’ordre fini, c’est-a-dire dont un multiple est égal a o,
contenus dans ¢, forment un groupe fini y, appelé groupe detorsion.
les éléments ey, ¢,, ..., ¢, d'ordres respectifs £, Ly, ..., k,, forment
une base pour y,, si tout élément de vy, est égal & une et une seule
combinaison de la forme

R A o N R AT 8

ol x; ost un reste entier [mod /;|. La structure de v, est complétement
déterminée par la suile des entiers £, £,, ..., /,; mais la réciproque
n’est pas vraic. Pour que ces entiers soient univoquement déterminés
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par y,, il faut les astreindre & des conditions supplémentaires, ce
quwon peut faire de denx maniéres. On peut choisir la base de maniére
que les k; soient des nombres premiers ou des puissances de nombres
premiers, el alors ils sont univoquement déterminés (a l'ordre pres)
par le groupe. On peut aussi choisir la base de maniére que chacun
des nombres £; divise le suivant, et alors aussi ils sont complitement
déterminés; on les appelle alors coeflicients de torsion de dimension 4;
on sait (ce (ui sera d'ailleurs établi plus loin) (ue ces coefficients sont
éganx aux diviseurs élémentaires du tableau T,,.. .

Disons qqu'une ¢-chaine c” est homologue a zéro avec division si un
multiple de ¢7, ke’ est homologue a zéro, ou ce qui revient au méme,
si I'élément de ¢j, qui correspond i ¢’ est d'ordre fini. De méme qu’au
moyen de l'homologie ordinaire (sans division) nous avons fait
correspondre aux q-chaines fermées le groupe ¢j,, de méme au moyen
de I'homologie avec division on leur fera correspondre un groupe qui
sera «ésigné par g,. Ce groupe g, st purement infini, c’est-a-dire
qu'il ne contient aucun élément d’ordre fini (sauf o). Il s’obtient a
partir de ¢}, en assimilant & o les éléments d’ordre lini de ¢, ce qu'on
exprime en écrivant g, = ‘/’/’ La structure de g, est complctement
déterminée par le nombre P, des éléments nécessaires pour former
une hase. P, est le ¢ nombre de Betti du complexe. En désignant
par ¢, le rang du tableau T,, on a P, =2,—t,—¢,., (ce qui sera
d’ailleurs établi plus loin).

3. Complexes superposables, isomorphes, réciproques. — Disons que
les deux éléments a/ et a?~' sont en relation positive, nulle ou négative,
suivant que ¢/, =+ 1,00u —1,

Deux complexes seront dits superposables, s'il existe entre leurs élé-
ments une correspondance biunivoque, les éléments qui se corres-
pondent ayant méme dimension, telle que deux éléments de I'un
soient en relation nulle ou non nulle en méme temps que leurs corres-
pondants.

Si, de plus, deux éléments de I'un sont en relation positive ou néga-
tive en méme temps que leurs correspondants, les deux complexes
seront dits isomorphes, et la correspondance sera dite un isomorphisme.

Journ. de Math., tome X. — Fasc. II, 5931. 16
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Au point de vue ol nous nous plagons, deux complexes isomorphes
doivent étre considérés comme identiques; ils ne différent que par les
notations. Les groupes abéliens attachés & deux complexes isomorphes
ont la méme structure. [l n’en est pas de m¢me pour deux complexes
superposables, bien que géométriquement, il semble qu’on ne doive
pas les distinguer. Toutefois, nous verrons que dans certaines condi-
tions, deux complexes superposables sont par la méme isomorphes.

Deux complexes & rn dimensions sont dits réciproques, siles éléments
de dimension ¢ de I'un sont en correspondance hiunivocue avec ceux
de dimension n — g de ’autre, pour y=o, 1, ..., n, de maniére que
deux éléments de I'un soient en relation positive, nulle ou négative en
méme temps que leurs correspondants. Tout complexe a un complexe
réciproque et un seul 4 des isomorphismes prés. Sil’on désigne par «]
et b} les éléments correspondants de deux complexes réciproques,
par U, les tableaux relatifs au second analogues aux tabhleaux T, du
premier, U, est le tableau transposé de T,_,,,. Il en résulte que les
coefficients de torsion de dimension q de l'un sont égaur a ceux de
dimension n — q —1 de lautre, et que le nombre P, de l'un est égal au
nombre V,_, de Uautre.

A. Complexes planoides et réguliers. — Soil a’ un élément de dimen-
sion ¢ d’un complexe. Prenons les éléments de dimensions g — 1 qui
sont en relation non nulle avec a?, les éléments de dimension g — 2
qui sont en relation non nulle avec I'un au moins de ces derniers, puis
ceux de dimension g — 3 qui sont en relation non nulle avec I'un au
moins des précédents, etc., jusqu'aux éléments de dimension o.
[’ensemble des éléments ainsi obtenus forme un nouveau complexe
qui est dit la fronticre de a! ().

Considérons d’autre part ’ensemble deséléments de dimension ¢ 41,
442, ...,n,quiont a]sur leur frontiére et ahaissons de g -+ 1 unités
la dimension de chacun d’eux sans changer leurs relations. On obtient
un complexe & n— ¢ — 1 dimensions qui est ’aster de centre a?.

(') Le méme mot désigne aussi la (¢ — 1)-chaine frontiére de a’ envisagé
comme g-chaine; mais cela ne semble pas devoir préter a équivoque, du moment
(u’on sera prévenu.
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Nous pouvons maintenant définir une classe de complexes qui
joueront un role important, et que nous appellerons complexes pla-
noides.

Dirsirios. — Un complexe planoide ¢ o dimension est formé de deux
sommets.

l/n complexe @ n > o dimensions est planoide st :
1° 1l est sans lorsion et ses nombres de Bettt sont :

| LR LS P, 0 (0 =7-"ny;

2° La fronticre de chacun de ses éléments et tous ses asters sont pla-
noides.

Un complexe sera dit régulier §'il satisfait a la scconde condition
sans remplir nécessairement la premiére.

Tukorkve. — Le complexe réciproque d’un complexe planoide est
planoide; le compleqe réciproque d’un complexe régulier est régulier.

I.e théoréme est évident pour n = o; supposons-le vrai pour n —1
et passons a n. Soient A et BB deux complexes réciproques, «? et ] *
deux éléments correspondants. De la définition des complexes réci-
proques, il résulte immédiatement que la frontiére de a? et 'aster de
centre b sont deux complexes réciproques; de méme l'aster de
centre a! et la frontiére de b, 7. Si donc A est régulier, B I'est aussi.
Si de plus A est planoide, c'est-a-dire vérifie la condition 1, en vertu
de la remarque faite a la fin du paragraphe 3, B vérifiera aussi cette
condition et sera donc aussi planoide.

B. Connexité et orientation, — 1'n complexe est connexe s'il est
impossible de répartir ses éléments en deux classes telles que tout
élément de l'une soit en relation nulle avec tout élément de I'autre.
I’n complexe non connexe pourra étre considéré comme la réunion de
plusieurs complexes connexes; ses groupes s'obtiendront simplement
en réunissant les groupes de ses parties constituantes, ou, d'une
maniére plus précise, on aura une base pour le groupe G, d’'un com-
plexe non connexe en juxtaposant les hases des groupes G, relatifs a
ses parties constituantes.
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Tueorime 1. — Le groupe G, d’un complexe régulier et connexe est
cyclique d’ordre infini ou d’ordre 2. Réciproquement, si le groupe ¢,
d’un complexe régulier est cyclique, ce complexe est connexe.

Supposons le théoréme établi pour les complexes 4 moins de
n dimensions (il est évident pour n = o) ct passons au cas de n dimen-
sions, en commencant par la premicre partie,

Remarquons d’abord qu'entre deux éléments quelconques d'un
complexe régulier et connexe, on peut en intercaler d'autres de
maniére a former une suite d’éléments dont deux consécutifs sont en
relation non nulle. En effet, s’il y avait deux élénents qui ne puissent
pas ¢tre unis par ce procédé, on pourrait répartir les éléments du
complexe en deux classes, la premiére contenant tous les éléments (qui
peuvent étre unis au premier, la seconde tous les autres éléments; tout
élément de la premiére classe serait en relation nnlle avec tont élé-
ment de la seconde : le complexe ne serait pas connexe.

Soient 4} et a deux sommets; nous allons voir qu’on peut les unir
par une suite d’éléments de dimensions o et 1. lin elfet, soit v>1 la
dimension maximum des éléments d’une suite unissant « et «;. Choi-
sissons un sommet sur la frontiére de chacue élément de cette suite;
on obtient une suite de sommets dont deux consécutifs sont sur la
fronticre d’'un méme élément de dimension v au plus, donc dans un
complexe planoide 4 v — 1 dimensions au plus; comme v~ n ces com-
plexes planoides sont connexes, par conséquent deux sommets consé-
cutifs de notre suite pourront étre unis par des éléments de dimen-
sion v— 1 au plus et il en sera de méme des sommets extrémes "
et a;.

En répétant ce procédé, on obtiendra finalement une suite de som-
mets dont le premier est 2, le dernier «, et dont deux consécutifs «!
et «" sont sur la frontiére d’une méme aréte. On a donc ;~Z=a', et
de toutes ces relations résulte #,~~=a}. 4, étant un sommet quel-
conque, «, forme unc base pour le groupe ¢, qui est bien cyclique.

Si 2a,~ 0, G, est d’ordre 2. Si ’'on n’a pas 24,~v 0, on ne peut
avoir a la fois «!~va} et a!~v— a; supposons les notations choisies
de maniére que «;~va| quel que soit . Alors, dans la frontiére de
toute aréte, et par suite de toute 1-chaine, la somme des coefficients
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des sommels est nulle, On ne peut donc avoir ke~ o si k£ 0; G, esl
cyclique d'ordre infini. La premiére partie du théoréme est établie.

Pour établir la scconde, considérons un complexe régulier non con-
nexe; il est formé par au moins deux complexes réguliers et connexes.
Son groupe G, s'obtiendra donc en réunissant au moins deux groupes
cycliques d’ordre 2 ou infini; il en résulte qu'il ne ;peut étre cyclique.

Ce théoréme peut encove s’énoncer ainsi : Pour un complexe régu-
lier ¢t connexe, ou bien P =1 et il n'y a pas de lorsion & o dimension,
ou bienP,=oet il y a un et un seul coefficient de torsion d o dimen-
sion égual a deuz.

En remarquant que deux complexes réciproques sont en méme
temps connexes et non conuexes, réguliers et non réguliers, on obtient
la proposition corrélative :

Tugorime . — Pour un compleae régulier et connexe & n dimen-
stons, ot bien P, =1 et il n’y a pas de torsion a (n - 1) diinensions, ou
bien P,=o etil y a un et un seul coefficient de torsion a n — 1 dimen-
stons égal a deuzx, '

(Considérons un complexe régulier el connexe de P, =13 alors toute
n-chaine ferméce est homologue 4 un multiple de I'une d’elles. Nous
allons voir que toute n-chaine fermée est identique a2 un multiple de
I'une d’elles.

On a vu que deux sommets peuvent étre unis par une suite de som-
mels et d’arétes; de méme (proposition corrélative) deux éléments de
dimension n peuvent étre unis par une suite d’éléments de dimen-

%

sions n et n—1. Cela posé, soitZl;a}' une n-chaine fermée. Tous

p
les 7, sont ¢gaux en valeur absolue; en effet, si deux éléments avaient
deux coefficients différents en valeur absolue, de la suite d’éléments
les unissant, on déduirait deux éléments adjacents, c’est-a-dire ayant
un méme élément «’' sur leurs frontiéres, qui auraient des coeffi-
cients différents en valeur absolue, ce qui est impossible, car alors
«';"" ligurerait avec un coefficient non nul dans la fronti¢re de X747,
ct cette n-chaine ne serait pas fermée. En modifiant au besoin les

notations (changement de « en — «; ), notre n-chaine pourra s’écrire
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7.Zda?, et P'on voit qu’elle est un multiple de Z«;. Les deux chaines
Za! et —Xa! sont les deux n-chaines primitices du complexe.

Tueorene 1. — Si deuzx complexes réguliers ¢t connexes, de P, = 1
sont superposables, ils sont isomorphes.

Soient A et B ces deux complexes; désignons par «7 les éléments
de A, par b’ ceux de B, et supposons les notations choisies de maniére
(que a? et - /! se correspondent, que «~ ') et )! ~v b quel quesoit ¢
Nous allons montrer qu’on peut préciser les signes de maniére que la
correspondance devienne un isomorphisme:.

Nous ferons se correspondre —+«! et -~ ", Supposons I'isomor-
phisme réalisé pour les éléments de dimension inférieure a 7. et les
notations telles que, dans cet isomorphisme, t- 4" et - u* se corres-
pondent (1.7 7.), et passons aux éléments de dimension 7.. Soit

’ NS
//' . ‘f/'”j

/

I.e second membre st 'une des deux (7. — 1)-chaines primitives du
complexe frontiére de «/. En vertu de 'isomorphisme déja réalisé,

. . \ N
Zsj‘/l;; ' sera I'une des deux (7. — 1)-chaines primitives du complexe

I .
frontiére de b/, de sorte qu’on aura

I ~gzs’../;'v‘ sl NP
/ I/ /

/

En mettant o et /] en correspondance, on étend 'isomorphisme aux
¢léments de dimension 7. Il s’élend de méme a tous les éléments et le
théoréme est établi.

Voici la proposition corrélative :

Tueoriwe VY. — Si dewr complexes réguliers et connexes, de P, = 1,

sont superposables, ils sont isomorphes.

Dans la suite, nous limiterons notre attention aux complexes régu-
liers et connexes pour lesquels I'un au moins des nombres de Betti
extrémes P, et P,, est ¢gal i 1. On sait que lorsqu’on subdivise une
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variété d’un seul tenant de maniére a former un polyédre, en orien-
tant convenablement les éléments de ce polyédre, on obtient un com-

plexe régulier et connexe de P,=1. On pourrait de méme obtenir un

complexe de P,=1. Ces deux complexes sont identiques si la variété

est bilatére, et dans ce cas seulement. Cela nous conduit & poser les

définitions suivantes :

{'n complexe régulier et connexe pour lequel P , = P, = 1 sera dit bila-
tére. Nous savons qu'alors il n’y a pas de torsion 4 o ni & n— 1 dimen-
sions.

Un complexe régulier et connexe pour lequel P =1 et P,5£ 1 sera dit
untlatére de premiére espéce. Nous savons qu’alors P, = o, qu'il y a un
et un seul coeflicient de torsion a (n — 1) dimensions égal 4 2, et qu’il
n'y a pas de torsion 4 o dimension.

Un complexe régulier et connexe pour lequel 1, =1 et P, £ 1 sera dit
unilatére de seconde espéce. Nous savons qu’alors P,—=o, et qu'il y a
un et un seul coefficient de torsion a o dimension égal 4 2 et pas de
torsion & (n — 1) dimensions.

Deux complexes unilutéres de premiére et de seconde espéce superpo-
subles seront dits unilatéres associés.

Orienter un complexe bilatére, c’est choisir simultanément une base
de G, ct une base de ¢,.. On peut supposer les notations telles que la
base de ¢, soit Xa] et celle de G, a}, et qu'on ait ¢~ «a! quel que
soit j. On convient que le choix de —Xa! et — « définit la méme
orientation que le choix de X« et «}. Par contre, les choix de —Xa
et «} ou X! et — a) délinissent I'orientation opposée.

l n complexe unilatére ne peut pas étre orienté, mais s’il est de
premiere espéce, on peut faire un choix entre les deux bases possibles
pour G, et s'il est de seconde espéce entre celles de G .

Nous dirons que le complexe 4 ¢— 1 dimeénsions K frontiére de
I’élément «” du complexe A bilatére orienté ou unilatére de premiére
espéce est orienté naturcllement, si U'on choisit pour base de G, la
méme dans K que dans A et pour base de ¢, _, la (¢ -— 1)-chaine fron-
ticre de .

Pareillement, nous dirons que ’aster K’ de centre a” dans un com-
plexe A bilatére orienté ou unilatére de seconde espéce est orienté
naturellement, sil’on prend pour base de ¢, , dans K’ la(n — ¢ —1)-
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chaine X4 (la sommation s'étendant aux «; contenus dans K’, et
"‘/I

Za;j étant la base du groupe ¢, de A |} et pour hase de G, un élé-
A=t

ment a7"' (qui a o dimension dans K’) en relation positive avec «?.
(On voit aisément que cette base ne dépend pas de I'arbitraire qui

réside dans le choix de a’f'.

6. Subdivision et équivalence. Invariance des groupes ¢ ,. — Soient a!
un élément d’un complexe A a n dimensions, K un complexe planoide
4 ¢ dimensions dont la frontiére soit isomorphe a celle de o/, I'isomor-

“
%y

phisme étant tel que, si 2///’ est la ¢-chaine primitive de h, la
1

(g —1)-chaine qui limite b’ corresponde a la (4 —1)-chaine qui
limite — &”.

Nous appellerons subdivision élémentaire de A 'opération qui con-
siste a passer de A au complexe A ainsi défini :

A contient tous les éléments de A et tous ceux de h 'sauf ¢! et b ct
deux éléments correspondants des frontiéres de a? et 47 sont identifiés
(ils ne comptent plus que pour un seul élément). Les relations entre
ces éléments ne sont pas changées, sauf que les éléments «%'' qui

%
avaient = a sur leur frontiére ont 4 la place :th’,{, et un élément
=2
provenant de l'identification de deux éléments de A et h aura les
mémes relations que ses antécédents dans A et k. Nous dirons que les
nouveaux éléments introduits (ceux de K ) sont dans /.

Tucoreme [. — Les groupes G,, G, ..., G, de A sont identiques i
ceux de A.

Ce théoréme résulte immédiatement du suivant :

Tutorese 1. — Toute p-chaine ¢ de A, qui est homologue a zéro
’
e . 4 P4 A .
dans A, Uest aussi dans A ; toute chaine fermée ¢ de A est homologue a
une chaine de A.
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On va établir simultanément ces deux assertions en montrant que

toute chaine ¢ de A, fermée ou dont la frontiére est dans A, est homo-
logue a une chaine ¢ de A.

Soit ¢ =& +c,, ¢, contenant les éléments de ¢” situés dans a/ (élé-
ment subdivisé). La fronticre de ¢, sera une chaine ¢"~' située sur la

fronticre de «!, qui, puisqu'elle est planoide, contient aussi unc

P~

. o’ P o s se. | ]
P=15 ¢,—c" est une chaine fermée, homologue

chaine ¢} limitée a c

) 4 b4 a . o —r

a zéro puisqu’elle cst contenue dans K qui est planoide. ¢ = ¢/ 4-c, est
4 q 4 . =/ ’

alors la chaine cherchée, contenue dans A et homologue 4 ¢'. L'opé-

. . ~p ,
ration «ui transforme ¢ en ¢’ s’appellera balayage de al.
CoRoLLAIRE. — SE A est un complexe planoide, A en est aussi un.

[.a premic¢re condition caractérisant un complexe planoide est
remplie ¢n vertu du théoréme 1. Pour vérificr la seconde condition,
supposons la proposition établie pour moins de n dimensions. (Elle
cest évidente pour n=o0.) Les modifications subies par les frontiéres
d’¢léments et les asters consistent en une subdivision ; comme ce sont
des complexes planoides a moins de z dimensions, ils restent planoides.

Disons que deux complexes sont équivalents si 'on peut passer de
'un a l'autre par une suite de subdivisions élémentaires et d’opé-
rations inverses. Nous pouvons alors résumer ce qui précéde ainsi :

Tucorene L. — Cn complexe équivalent a un complexe régulier cst
regulier et a les mémes groupes G, done aussi les mémes nombres de
Betti et coe fficients de torsion.

7. Pyramides. Subdivision normale. — Soit K un complexe pla-
noide i (n — 1) dimensions. Nous allons construire a partir de K un
complexe planoide P a n dimensions qui sera dit la pyramide construite
sur K.

Les éléments de K se retrouvent dans I” avec les mémes relations.
A chacun d’eux correspond un nouvel ¢lément & une dimension de
plus, dont le premier est dit la base. Ces nouveaux éléments, ¢stés de
la pyramide, sont en relation négative avec leur base et ont entre eux
des relations opposées a celles de leurs bases : deux de ces éléments

-

Journ. de Math.. tome X. — Fase. 1, 5931, 7
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sont en relation positive, nulle ou négative, suivant que leurs bases
sont en relation négative, nulle ou positive. On ajoute encore un som-
met, le sommet de la pyramide, en relation positive avec tontes les
nouvelles arétes et un élément 4 n dimensions, dont la frontiére est la
(n—r1)-chaine primitive de K; ce dernier élément est la base de la
pyramide.

Pour vérifier que la condition Il du paragraphe 1 est remplie, il
suffira de montrer ue la fronti¢re de tout nouvel élément est fermée.
Soient «’'* un nouvel élément, b7 sa base, X407 ' la frontiére de 7,
a} ’élément ayant 477" comme base. En vertu de notre définition, on a

at' V= — b7 — Xa’,

La fronti¢re de Xa? est Lout entiére contenue dans K, car sans cela
X477 ne serait pas fermée. On aura donc

at=— X,

sy

et la frontitre de @' est bien fermée.

Prouvons que I’ est planoide. D’abord, on voit immédiatement
que P, =P, =1. Si o <q<n, toute ¢g-chaine fermée ¢’ est homo-
logue 4 zéro; en effet, soit ¢/ =c¢'+ ¢!, ¢’ contenant les éléments
de ¢’ contenus dans K ; soit ¢! la chaine dont la base est —¢’; on
aura ¢/*' = ¢*, car la frontiére de ¢’** est formée par ¢’ et par les élé-
ments dont la base figure avec le signe + dans la frontiére de ¢, et
ces derniers ¢léments forment précisément ¢’. On a donc bien ¢’ ~v o,
d’oli P, =o0. Reste 2 montrer ue les fronti¢res d’élément et les asters
de P sont planoides, ce qui se fait immédiatement par induction,
puisque, sauf la frontiére de Ia base de I’ et I'aster de centre le sommet
de P qui sont identiques 4 K, la fronti¢re de tout nouvel élément et
chaque aster sont des pyramides & moins de n dimensions. I’ est donc
bien planoide.

Si I'on prend, pour effectuer la subdivision élémentaire de I'élé-
ment a! du complexe A, la pyramide P construite sur la frontiére
de a?, la base de P jouant le role de ’élément 67 du paragraphe 6, on
obtient ce que nous appellerons la subdivision pyramidale de «'.

Soumettons a la subhdivision pyramidale toutes les arétes d’un com-
plexe régulier A, puis toutes les faces du complexe obtenu, puis tous
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les éléments a trois dimensions du complexe obtenu, etc., jusqu'a
r dimensions. On obtient un complexc C qui est dit la subdivision
normale de A et qui va étre étudié.

On va montrer qu’a toute suite ¢/, &', ..., al, de r+ 1 éléments
de A, de dimensions décroissantes, telle que chaque élément con-
tienne tous les suivants dans sa frontiére, correspond un et un seul
élément a r dimensions de C, et réciproquement. Cet élément sera
désigné par le symbhole («/a!:...a!). Pour r=o0, («’) représente le
sommet de la pyramide construite dans la subdivision de «/* si ¢, > o,
et le sommet o/ lui-méme sig, = 0. Il est clair qu’il n'y a pas d’autres
somimets et notre assertion est établie pour r= o. Passons par induc-
tion au cas de r quelconque. Apris avoir subdivisé les éléments
a ¢, dimensions, «f- contiendra sur sa fronticre I'élément (al'...ul)
qui provient de la subdivision de «”, et en subdivisant a’, il 8’intro-
duira un et un seul élément ayant pour base (al’...u"); c'est cet élé-
ment qui est désigné par (a-a ...al").

Cette notation met en évidence la structure du complexe C; on voit
en «ffet que, pour (u’un élément soit sur la frontiére d’un autre, il
faut et il suffit que la suite qui représente le premier soit extraite de la
suile qui représente le second.

8. Théorimes de dualité. — Soient A et B deux complexes réci-
prosques a n dimensions, dont les éléments correspondants sont dési-
gnés par a’ et b7, Les subdivisions normales de \ et B sont deux
complexes superposables; ¢n effet, si a 'élément (¢! «’-...a} ) du pre-
mier, on fait correspondre I'élément (&) *... 4 ") du second, deux
¢léments de 'un sont en relation nulle ou non nulle en méme temps
que leurs correspondants dans I'autre.

Si \ est bilatére et connexe, de PP, =V, =1, il en sera de méme
pour B et pour chacune des deux snbdivisions normales, quisont alors
isosnorphes en vertu dn théoréme I ($5). A et B sont deux com-
plexes équivalents, d’oi1 résulte le théoréme de dualité de Poincaré :

Tukorewe 1. — Dans un complexe bilatire a n dimensions, les nombres
de Betti V et P, _, sont égaux; les coefficirnts de torsion de dimension g
sont respectivemnent égaux a ceux de dimension n — g — 1.
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Si A est unilatére, B scra équivalent an complexe unilatére A’
associé de A. D’on :

Tutorewe Il. — S \ et A’ sont deux complexes unilatéres associés,
le nombre P, de l'un est égal au nombre P,,_, de Uautre et les coefficients
de torsion de dimension q de I'un sont respectivemment égaux @ ceux de
dimension n— q—1 de l'autre.

9. Un théoréme géométrigue. — l.a subdivision normale va étre
utilisée pour établir un théoréme qui jouera un réle important dans le
chapitre suivant.

Soit A un complexe a n dimensions, régulier, hilatére ou unilatére;
soit B le complexe réciprogue de A si A est bilatére et du complexe
associé de A si A est unilatére. Les éléments correspondants de \ et 3
seront toujours désignés par a7 et b 7.

Les subdivisions normales de A et B sont isomorphes, comme on a
vu; elles seront considérées comme un senl complexe C, les éléments
que I'isomorphisme met en correspondance étant identifics. Ninsi, les
deux symboles (al>...al) et (b7 "-...b" ") désigneronl le méme élé-
ment de C. D’ailleurs, avec I'unc et 'autre notation, on fait abstrac-
tion du signe de cet élément.

Les g-chaines de C qui proviennent, par la subdivision, d’une
g-chaine de A (ou de B), ou d’un élément de \ (ou de B) scront
appelées respectivement g-chaines de A (ou de B) ou élément de A
(ou de B). Les autres chaines ou éléments considérés seront tonjours
des chaines de C ou des éléments de C.

Nous dirons qu’un élément de A (ou de B) contienl i son intéricur
un élément de C, si ce dernier provient de la subdivision du premicr.
Tout élément de C est i l'intérieur d’un élément de A et d'un seul,
et d’un élément de B et d’un seul; ainsi, (¢’ ...a}) est a l'intéricur
de a- et de b} .

Nous dirons encore qu'un élément appartient a unc chaine ¢ s'il
figure dans ¢” avee un coefficient non nul ou s’il est sur la frontiére
d’un tel élément.

Lewse |. — Les éléments qui appartiennent a la fois a une (i + k)-
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chaine de \ ct @ une (n— k)-chaine de B sont de dimension an plus
fgale a (.

In effet, soit
((/Z" ves /I;”");:( /17:"/’ cee /I,”” -//")

un élément appartenant a la fois a une ({4 k)-chaine de A ct 4 une
(n — k)-chaine de B. Cet élément est i I'intérieur d'un élément de \
de dimension (i+ k) au plus, d'oi 4,2+ k. On obtient, de méme,
n—q.Zn—/kougq.z2k, ce qui donne q,— 4,2 ¢, et comme g, —q,2r,
on a bien r<i. Le lemme est établi.

Faisons quelques remarques sur la structure du complexe C,, qui
forme la frontiére d’un élément ' de B. Les éléments de B qui appar-
tiecnnent a C, forment un complexe B, ui n’est autre que la frontiére
de b dans B, et dont C, est la subdivision normale. Pour que 1’élément

UM " - { 7 UM
(/t}’.”...//,{’):(b,, I by ")

soit contenn dans C,, il faut et il suffit que 4] 7 soit sur la frontiére
de /%, ou, ce qui revient au méme, que a’- ait «;~* sur sa frontiére. Il
en résulte que les éléments de A qui figurent dans le signe (al~...al")
sont Lous dans I'aster de A de centre a7, et réciproquement si tous
ces éléments sont dans cet aster, notre expression représente un élé-
ment de (C,. €, est donc aussi la subdivision normale de cet aster, qui
sera désigné par .\, et qui est le complexe réciproque de I3,. De plus, 4
toute(n — k)-chainec”*de A correspond une(s — s — k)-chaine d*—'—*
bien déterminée de A, qu'on obtient en supprimant de c“~* les élé-
ments de A qui n’ont pas «7~* sur leur frontiére; la chaine d'~'~* con-
tient tous les éléments de C, qui sont contenus dans ¢“~* et aucun
autre.

Lemye 1. — Soient & une chaine fermée ou dont la frontiire est un:
chaine de B, ¢" * une chaine de A n’ayant en commun acee & que des
éléments de dimension ¢ au plus; on peut trouser une chaine ¢'™* de 13

viikvy frivl

qui limite avec " une chaine ¢ ¢ =t — ), nayant en
commun asec ¢’ que des éléments de dimension (i + 1) au plus.

Si n=o0, le lemme est évident; A, B et C étant identiques, on n'a
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A

qu’a prendre ¢, “=c""* et ¢ ' =o. Supposons-le établi pour les
complexes a4 moins de n dimensions.

Désignons par B(¢"*) I'’ensemble formé par les éléments de B qui
contiennent a leur intérieur un élément de ¢ ct par les éléments de
leur frontiére, et soit ¢(c™**) le nombre des éléments de B de B(c~*)
qui ont une dimension supérieure de i + £.

Siz(c¢™*")= o, " estune chaine de B. En effet, soient /" un élément
de B, ¢, " la portion de ¢+ intérieure a b'"; si ¢"* n'était pas égale &
un multiple de 4% clle aurait un élément frontiére a I'intéricur
de b5 cet élément, ne pouvant étre sur la frontiére de ¢+ — ¢} qui
n'a aucun élément a lintérieur de 67" par définition de ¢|”, ni & I'in-
térieur d'un élément de B limité par b parce que 7(¢**)=o, cet
élément appartiendrait donc a la frontiére de ¢~*, ce qui contredit
I'hypothése que cette frontiére est une chaine de B. ¢|* est donc égale

. . - f : Y o A 4 .
a un multiple de 67, 7,6/, et ¢~*= ¥ 7,4 " est bien une chaine
i

de B. Dans ce cas, le lemme est évident, on n’a qu'a prendre

. i i
(= ik et « )}

Supposons maintenant que 3(c™*)=N et que le lemme est établi

si (¢*) <N,

Soient 4 un élément de B(c"*) de dimension maximum, ¢, la
portion de ¢’ située 4 I'intérieur de 4} et ¢ * le reste de ¢™-*, de sorte
que ¢ =¢|"+ ¢'". La frontiére ¢/ "' de ¢/ ne contient aucun élé-
ment situé & l'intérieur de 4’ (sinon, la frontiére de ¢’'* ne serait pas
une chaine de B), c’est donc une chaine fermée située sur la fron-
tiere C, de b;. C, est, comme on I'a vu, la subdivision normale de
deux complexes réciproques A, et B,. Soit @'~ la chaine de A, qui
se déduit de c"~* et qui contient tous les éléments de C, qui appar-

i-h-1

tiennent a ¢, Les éléments communs a ¢|""' et a &'~ sont de
dimension ¢ — 1 au plus, car ce sont les bases des éléments communs

. *+l

a ., etc Comme C,est a s—1<n dimensions, nous pouvons

appliquer le lemme Il 4 C,, A,, B,, ¢/**~' et d;='~*; on obtient deux
. » i+l it e

chaines ¢, " et ¢;"' contenues dans C,, telles que

*iel; . il
. — 4= Jli—y
(l) Cy =0 y — N
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. , vivli )
c,''~" étant une chaine de B, et ¢, n’ayant en commun avec d*~'~" que

des éléments de dimension ¢ au plus.
¢’/ étant homologue a ¢/’ “~' est donc homologue a zéro dans C et
aussi dans B, (puisque B, est planoide); soit ¢/, une chaine de B,
telle que ¢ “=¢|/"'; en vertu du lemme I, ¢/ n’a en commun
avec d"—'~" que des éléments de dimension ¢ au plus. Avec les éléments
s P . ik * i+l . *jafig) ey
de b qui s’appuient sur ¢|,'+ ¢, , on forme une chainec, " quin’a
en commun avec ¢"~* que des éléments de dimension {1 au plus
I3 V4 . [ . [ . . /. *ick
(car la base de ces éléments appartient a la fois 4 d—'—et a ¢’/ +¢,")
et telle que

Vieho ih o eiel, Pl
(2) o e R A T

Désignons par ¢'~*~' la frontiére de ¢ et considérons la chaine
i+l

it h
c,”+c, .Ona
s b — k-1 ; ,.i'r/.‘: (.ll»ls—l ,
b
d’otr
b — ik PR Ity S P (B
2 — [ 1 ’

Jol ..i' k — g fi—1
( -t- | = -—

J+li—1
YR

Le second membre est une chaine de B (¢**~' en est une par hypo-

. N - . A A 0 il . o,
thése et ¢|.'~' par construction). La chaine ¢, “4¢," est done limitée
par une chaine de B; de plus,

Ao E<N,

il fr5f . e : -,
car B(c)*4-¢,") ne contient que des éléments de B (c'**) et ne con-
tient pas b/} On peut donc appliquer le lemme 11 et 'on obtient deux
chainesc, et c.”, telles que

(3) ;lis-/nl ___((1;.,/;_*_ ;.I’:-/; gt
"y =\, AT

2 2«

ivl N * il A
c,, étant une chaine de Betc,” n’ayant en commun avec ¢~ que
des éléments de dimension au plus ¢ +1.
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Pour terminer, posons

wivh-1 pimliet Sk
o . "y

._——I,I

" et k= t:',:/' eyl

st4-h -

] ) . e o . ’
c et c’,”’ satisfont aux conditions exigees.
Eu effet, d’aprés (2) et (3),on a

eiivli-1 i ) j .
o e S h.

oM 3

i il

. a il srehe
¢’ est une chaine de B parce que ¢, " et ¢, en sont,etc ™ ne con-
tient aucun élément de ¢~ de dimension supéricure a {1 parce
e .. violio silio1 .
qu’il en est ainsi pourc, et ¢, . Le lemme Il est donc comple-
tement établi.
Le théoréme que nous avions en vue pourra maintenant s'établir

alsément. .

TueorEME. — St ¢ et ¢"~* sont deux chaines dans un complexe régu-
lier 4 n dimensions, " ayant en conmunun que des éléments de dimension ¢
au plus, et si ¢* est homologue a zéro, on peut toujours, en subdivisant
au besoin le complexe, construire une chaine ¢~ limitée a ¢'** et
n’ayant que des éléments de dimension i1 au plus en commun
avec ¢’ ",

En effet, en considérant la subdivision normale, on peut, d’apreés le
. il si+l -1
lemme 11, trouver deux chainesc“etc¢ telles que -

o ity .
: =oh— el

¢ est une chaine homologue a zéro dans le réciproque; on peut done
trouver une chaine ¢'"™' telle que

e = ek

Alors, la chaine )
*1~h~1

e ket — e by
P k41— . P

-
satisfait aux conditions désirées. On a, en effet,

b k) — =k
C =T,

et ¢~*~' n"a en commun avec ¢"~* que des éléments de dimension ¢ -1
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au plus, car il en est ainsi pour ¢""' en vertu du lemme I, et pour

¢ en vertu du lemme II.

Remarque. — Si 'on ajoute dans I'hvpothése que ¢** n’a que des
éléments de dimension {—1 au plus en commun avec la fronti¢re
de ¢+, on peut ajouter dans la conclusion que ¢'“**' n’a que des
éléments de dimension ¢ an plus en commun avec la frontiére de ¢,
I.c théoréme ainsi précisé se laisse démontrer sans modifications essen-
tielles du raisonnement.

CHAPITRE I1.

THEORIE DES INTERSECTIONS.

10. Interscctions et coefficients d’enlacement. — Soit A un com-
plexe a n dimensions, bilatére ou unilatére de seconde espéce;

on
supposons les notations choisies de maniére que zu}‘ soit la n-chaine
. !
primitive, base de ¢,. Soient ¢'** et ¢"~" deux chaines de A, n’ayant
en commun ue des éléments de dimension ¢ au plus, ceux de dimen-
sion £ n'étant situés ni dans la frontiére de ¢*%, ni dans celle de ¢"—*.
Notre but est de définir une i-chaine, qui sera appelée ’intersection
de ¢ avec ¢"" ¢t qui sera désignée par la notation ¢, ¢",

Si {=o0 et si A est bilatére orienté, ¢*.c"~* sera homologue 4 un
multiple, /a} de la base «| de G,. L'entier [ sera dit le nombre des
intersections de ¢ avec ¢,

Nous définirons en méme temps le coefficient d’cnlacement. de
deux chaines homologues a zéro, a (k-—1) et (n— k) dimensions,
sans aucun élément commun, situées dans un complexe planoide
orienté & n dimensions.

Ces deux définitions seront données simultanément en procédant
par récurrence.

Dermvimion 1,. — Soient ¢ et ¢” deux chaines situées dans le com-
plexe A, n’ayant en commun que des éléments de dimension ¢ non
Journ. de Math., tome X. — Fasc. I, 1931, 18
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situés sur la fronticre de ¢ soient «' un tel élément, 7. le nombre de fois
qu'il figure dans ¢/, 1. le nombre de fois qu'un élément «; ayant o’ sur
sa frontiére figure dans ¢ (si i =n, on prendra a’ lui-méme au lieu
de a}); . est indépendant du choix de «, parce que a’ n’est pas sur la
frontiére de ¢'. L'intersection de ¢’ avec ¢’ est la i-chaine

N .‘:ly a’,

ot la sommation s’étend a tous les éléments a ¢ dimensions de A con-
tenus i la fois dans ¢ et dans ¢”, 7 et 1. étant déterminés pour chacun
de ces éléments de la manicre indiquée.

DEerixitiox I,.. — Soient ¢/ “ et ¢*~* deux chaines situées dans le com-
plexe A, n’ayant en commun que des éléments de dimension 7 au plus,
ceux de dimension £ n'étant pas situés sur leurs fronticres; soit ' un
tel élément; dans I'aster P, de centre «/, i v=n — { — 1 dimensions,
orienté naturellement, a ¢** et ¢"~* correspondent deux chaines "~
et &~ a (k—r) et (v— k) dimensions, fermées et homologues 4 zéro
parce que a’ n’est sur la fronti¢re, ni de ¢**, ni de ¢"~" ¢t sans élé-
ment commun parce que ¢’~* et ¢"~" n’en ont aucun a plus de { dimen-
sions; soit 4 le coefficient d’enlacement de d-' avec d"~* dans I’,.
L’intersection de ¢+" avec c¢"~" est la i-chaine.

,y.l-—-A'. gM—h — E) a'.

o1 la sommation s’étend & tous les éléments a / dimensions de A con-
tenus & la fois dans ¢+ et ¢*~*, ). étant déterminé pour chacun de ces
éléments de la maniére indiquée.

DerisitioN Il , . — Soient ¢/~ et ¢*—* deux chaines fermées et homo-
logues a zéro, sans élément commun, situées dans un complexe pla-
noide P a n dimensions. Le coefficient d’enlacement de ¢~ avec ¢~
est le nombre des intersections de c'~' avec une chaine c"—'+' limitée
i ", "' =", n’ayant que des sommelts en commun acec c'~'.

La définition I, s’appuie ainsi sur la définition II,_, qui, elle-méme,
suppose la définition I,_,. Comme I, se suffit 4 elle-méme, il n’y a pas
de cercle vicieux. Mais la définition 1I,_, demande a étre justifiée et
complétée : il faut d’abord prouver que le nombre appelé coefficient
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d’enlacement de ¢~ avec ¢"~* ne dépend pas du choix de ¢*~***, et
ensuite il faudra s’affranchir de I'hypothése faite implicitement, qu’il
existe au moins une chaine, telle que ¢"**', limitée a4 ¢"~* et n’ayant
que des sommets en commun avec ¢~*. On s’affranchit de cette hypo-
thése en remarquant que, d’aprés le théoréme du paragraphe 9, la
construction de ¢"~*+' sera toujours possible en subdivisant au hesoin
le complexe P; mais il faut montrer que le coefficient trouvé ne
dépend pas de la maniére dont on fait cette subdivision. Ces exigences
seront satisfaites par les deux théorémes suivants :

Tutorine 1,. — Soient c* et ¢~ dewx chaines fermées et homo-
logues @ zéro, sans élément commun, situées dans un complexe planoide

orienté ¢ n dimensions P; ¢ et ¢!" deuz chaines limitées a c"—"~",

,.l'l—/. = - L et ,.{,l—/f = ,.//.—A'——I

’ . 3 Y
n‘ayant que des sommets en commun avec c*y alors, les nombres des

intersections de ¢* avec ¢ et avec ¢!™" sont égauz.

Tukorixe 1. — Soient ¢ et ¢"~"* deux chaines fermées et homo-
logues a séro, sans élément commun, dans un complexe planoide orienté

n~I

a n dimensions Py P, et P, deuzx subdivisions de P, ¢|™" une chaine
située dans P, limitée a c*~"=' et n’ayant que des sommets en commun
"' une chaine analogue dans P, alors le nombre des inter-

sections de ¢ avec ¢!™" dans P, est égal au nombre des intersections de c*

n—f

acec ¢,”" dans P,.

avec ¢, ¢

Démonstration de 1, et 11,. — Une conséquence immédiate de la
définition I,, c'est qu'on a

o S ril PR S 1} N n
O e = ,(/'4—_(‘._,).

Pour établir 1,, il suffit de montrer que

'fn.('.lll _ ,I_:) ~ 0.
Or, comme on a

o= ¢! el =,

¢} — c, est une n-chaine fermée et est par conséquent égale 4 un mul-
tiple, uZa}, de la n-chaine primitive Laj; en vertu de la définition I,,
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on aura

o, (,,I'I —_ (I.'I) -— IJ'{““’

et cette chaine est bien homologue & zéro puisque ¢* V'est par hypo-
thése.
Le théoréme LI, revient a affirmer en plus (ue l'intersection ¢".c"

ne change pas si I'on subdivise P, ce qui est une conséquence immé-
diate des définitions.

Démonstration de 1,. — Supposons les théorémes 1. et 11, établis non
seulement pour =0, mais pour x =1, ..., k—1. On peut alors
considérer la définition Il comme justifié pour &< i et la défini-
tion I, pour z< £, ce qui va nous permettre d’établir le lemme suivant :

Lemme: — Soient, dans le complexe planvide ¥, ¢ une chaine
ayant pour [ronticre c"~",

g—k+1 = (on—k

et ¢ une chaine fermée n'ayant que des sommets en commun asec c'-"
et que des arétes en commun avec ¢ alors on a

ok o=kt o= ok ek

Chacune de ces intersections est bien définie, puisque les défini-
tions {,_, et I, sont justifiées par hypothése. Il faut montrer que tout
sommet @" de P figure le méme nombre de fois dans ¢*.c"* et dans la
frontiére de c¢*.c¢*~"+'. Si a® n'est pas contenu a la fois dans ¢" et ¢" 7,
aucune des arétes issues de a" ne sera contenue a la fois dans ¢*
et ¢"~*+' et a" ne figure ni dans ¢*.c¢"~* nidans la frontiéredec’.c" ',
Supposons maintenant que «° figure u. fois dans c*.c¢""; soient a;,
al, ... les arétes issues de a’, qu'on peut supposer en relation positive
avec a"; A,y huy . . . les nombres de fois qu’elles figurent dans ¢’ ¢ ',
Le lemme scra établi si nous montrons que

My Dy =

Dans 'aster P,_, de centre a°, a ¢, ¢"~*~' et ¢"~* correspondent des
chaines d'—', d"—" et d"~"~', telles que d"“"=d"~"~' et d""'=o0; "'
et 4" n’ont aucun élément commun, d*~' et d"~* n’ont en commun
que des sommets. 1. est par définition le coefficient d’enlacement
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de d"~" avec d"*-' dans P,_,, c’est-a-dire le nombre des intersections
de '~ avec d"*. Or, les sommets de P,_, proviennent des arétes a),
al, ...,issues de a’; pour trouver le nombre de fois que le sommet s,
provenant de «| figure dans ¢*~'.d"~*, il faut considérer I'aster I’,_, de

SN

centre s, situé dans P,_,, qui est identique a I'aster P),_, de centre «,

"2

dans P, et chercher le coefficient d’enlacement dans I’,_, des chaines
provenant de ¢ ' et (/" ces chaincs étant identiqques a celles situées
dans P’ , qui proviennent de ¢’ et ¢ ', dont le coefficient d’enlace-
ment est 7., par définition de 7.,, s, figure 2., fois dans "' .d"*. Pour
la méme raison, les sommets de P,_, provenant de a,, a., ..., figure-
ront 7., fois, 7., fois, ... dans ' .d" . .e nombre v. des inlersections
de d"-* avec d"* est donc p=7,~+7,4... et le lemme est établi.

Le théoréme I, résulte aisément de la. Comme

,./'l Y et 4 -l e o ,

"

¢"*— """ estune chaine fermée; d'aprés le théoréme du paragraphe 9,
en subdivisant au besoin P, on pourra construire une chaine ¢~
limitée 4 ¢/ — %" et n’ayant que des arétes en commun avec ¢*. kn
vertu du lemme :

(]’Ol'l hoerhetz ek, (""ll“/' '" ,,g—/.'),

c".l",""

~ ek ot
les nombres d’intersections de ¢ avec ¢ et ¢, sont égaux.

Démonstration du théoréme I1,. — Reprenons les notations employées
daus U'énoncé. Le théoréme est immédial s’il existe dans P une
chaine ¢” * limitée a ¢* “~' et n’ayant que des sommels en commun
avee ¢ en effet, en vertu du théoréme |, les nombres d’interscctions
de ¢ avec ¢/”" dans P, et avec ¢, " dans P, sont égaux au nombre
d’intersections de ¢* avec ¢"~*, qui est le méme dans P, P, et P,.

De la résulte que le coefficient d’enlacement de ¢* avec ¢"~*~' dans P,
est bien défini et ne change pas si 'on subdivise P, ; soit v, sa valeur.
l.e coefficient d'enlacement de ces mémes chaines dans P, est aussi
bien défini; soit u., sa valeur. 1l faut prouver que p., = u.,.

Pour cela, nous utiliscrons un complexe planoide Q 4 n 41 dimen-
sions, qu’on peut appeler le prisme construit sur I’ et qui se définit
ainsi
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Q contient tout d’abord deux complexes P’ et P” identiques 4 P.
Iinsuite, 4 chaque élément de P correspond un nouvel élément de (Q,
4 une dimension de plus, en relation positive avec son correspondant
dans P’ et négative avec son correspondant dans P”; ces nouveaux
éléments (les cotés du prisme) ont entre eux les relations opposées a
celles qui existent entre leurs correspondantsdans P. Enfin, () contient
deux éléments 4 n+ 1 dimensions, 'an (hase supérieure) en relation
négative avec la n-chaine primitive de P', l'autre (base inférieure) en
relation négative avec la n-chaine primitive de P". 11 est aisé de véri-
fier que () est planoide, par un raisonnement analogue i celui du para-
graphe 7, pour la pyramide.

Subdivisons P’ et P” de mani¢re a obtenir des complexes P’ ct P”
identiques a4 P, et P,, puis soumettons chacune des bases de () a la
subdivision pyramidale; soient ) le complexe obtenu, s, et s, les
sommels introduits en subdivisant les deux hases. Remarquons (ue les
astres de centre s, et s, sont respectivement isomorphes & I, et I’,,

les orientations coincidant si Q est convenablement orienté; de
plus s, ~s,.

A toute g-chaine ¢’ de P correspond une (¢ + 1)-chaine bien déter-
minée C' de Q, formée par les cotés du prisme qui correspondent
aux éléments de ¢’ et par les ¢léments contenus dans les bases (ui
s’appuicnt sur les éléments des chaines de I et I” correspondant i ¢,
Celte correspondance est linéaire, et si ¢/*'=¢7, C7 * eL C7"' corres-
pondant 4 ¢’ et ¢”, on a

Cr+2= — Cuv1,

Considérons en particulier les chaines C*' et C"~* qui corres-
pondent a c¢* et ¢"~*='. Ce sont deux chaines fermées et homologues a
zéro, n'ayant en commun que les sommets s, et s,. Si ['isomorphisme
entre 'aster de centre s, et P, est bicn déterminé, les chaines de cet
aster provenant de (— 1)'C*' et (—1)"*C " sont identiques aux
chaines c* et ¢*~"~' dans P, ; leur coefficient d’enlacement est donc bien
déterminé et vaut 1,. De méme, le coefficient d’cnlacement des chaines
provenant de (— 1)*-' C#*! et (— 1)y"—*C~~* dans I'aster de centre — s,
est bien déterminé et vaut p,. Il en résulte que I’intersection
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de (—1)'C+' avee (—1)*C'~* dans () est bien définie et égale
& u,s,— i,s,, D’ailleurs, en reprenant le raisonnement utilisé pour
établir le lemme, on voit que cette intersection est homologue 4 zéro,
d’ol v, = u.,. C. 9. F. D.

La définition |, tombe en défaut si i 4 & = n; nous poserons alors,
pour la compléter, ¢*.c'=c".c".

11. Proprittés générales des intersections :

Tuiorkye [ — ¢ et ¢"~" étant deux chaines d’un complexe bilatére
ou unilatére de scconde espéce a n dimensions, n’ayant en commun que
drs éléments de dimension ¢ au plus, ceux de dimension i n’étant pas
situés sur leurs frontiéres, on a

ik gk == (— Yk nmheir gk glh

ou, en posanti +k=petn—k=y,

o, — (__ § ) H—=fr- H—i]" ] gl

Tutontne 1. — Soient ¢*, ¢'~', ¢’ et ¢/~' des chaines contenues dans
un complexe bilutére ou unilatére de seconde espéce a v dimentions, telles
que

ok = k- et /=1,

¢ et ¢/ n'ayant en commun que des éléments de dimension k41—~
au plus, ¢ et ' ainsi que /= et ¢ que des éléments de dimension
k41l —v—1 auplus; alors on a

kel == k) e (— ) ek

Le théoréme | a lieu pour n=1; alors, en effet, ¢ et I ne peuvent
prendre que les valeurs o et 1 et dans chaque cas le théoréme a lieu
par définition. '

Supposons le théoréme I établi pour les dimensions inférieures a n
et démontrons tout d'abord le théoréme Il pour v < n.

Par un raisonnement identique a celui employé pour établir le
lemme du paragraphe 10, on montre qu’un élément 4 (k +~1—v —1)
dimensions non contenu dans ¢‘~' figure autant de fois dans ¢*.¢~*
que dans la frontiére de c¢*.c/. De méme, un élément non contenu
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dans ¢! figure autant de foisdans ¢’.¢" -' que dans la fronti¢ére de /. ¢* ;
d’ailleurs, en vertu du théoréme I applicable puisque v < n, on a

k= ()1l ko el Gk Vs (gt ek 0

le nombre de fois qu'un tel élément figure dans ¢ ' .¢/ est donc égal
au nombvre de fois, multiplié par (— 1)” /, qu'il figure dans la frontiére
de ¢*.¢/. Comme aucun élément i (k+4/—v—1) dimensions n’est
contenu a la fois dans ¢*=' et ¢/ !, on a bien

= B B S A P S B

Démontrons maintenant le théoréme | pour n dimensions. Si
[+ k=n, il a licu par définition de ¢ e *. Si i+ k< n, soil a' un
élément commun 4 ¢ et ¢, el soient «* ' el d” ' les chaines pro-
venantl de ¢ " et ¢"" dans l'aster P, de centre ;i v=n—i—1<n
dimensions. Tout revient & montrer que le coefticient d’enlacement
de d'-* avec " * est égal i celui de o * avee "' multiplié par

(-.-',lu-l' i_'_:’ . ”L"/-A'd‘
En subdivisant au besoin P., on pourra construire deux chaines o
et " ' n’ayant que des arétles en commun, telles que

ok == ol et RN R
IXn vertu du théoreme I (applicable puisque v < n),
V7T K R L7 L B S R SR 7 LR 7 A SN
d’ou
di =t d= et (R R
En vertu du théoréme | (applicable puisque v < n), on a
,[/." dv—l:: (—- |)/.- v—k ,/v-t ‘,//.’
d’ot
N L RV B Y L a7 L 7[R
ce qui signifie précisément que le coefficient d’enlacement de o'
avee " est égal 4 celui de &~ avec '~ multiplié par (— 1),
et ies théorémes [ et 1l sont maintenant complétement établis.

Tuconime Wi, — L'intersection de deux chaines fermées cst une
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chaine fermée. Si, de plus, 'une des deux premitres chaines est homo-
logue a séro, U'intersection est homologue a zéro.

Tueonime. 1V, — St dans Uintersection de deux chaines fermées, on
remplace chacune d'elles par une autre homologue, Uintersection reste
homologue a elle-méme.

Ces théorémes résnltent immédiatement du théoréme II et du fait
que lintersection est fonction linéaire de chacun de ses arguments,
grice au théoréme du paragraphe 9.

Appelons ordre d’une chaine homologue & zéro avec division le plus
petit entier positif par lequel il faut multiplier cette chaine pour la
rendre homologue & zéro; les chaines d’ordre infini seront celles qui
ne sont pas homologues a zéro avec division.

Tutoreme V. — L'intersection d’une chaine d’ordre d avee toute autre
chaine fermée a un ordre qui dicise d. Si la seconde chaine a aussi un
ordre fint 'y Uordre de Cintersection est un diciseur commun d d et o',

Ce théoréme résulte immédiatement du troisicme. En particulier,
le groupe G, d’un complexe bilatére ne contenant aucun élément
d’ordre fini autre que I'élément identique, on a :

7

Tukorine VI, — Dans un complexe bilatére i n dimensions, le nombre
des intersections d’une g-chaine homologue & séro acee division avec
toute (n — qr-chaine fermée est nul.

Tucontwe V1. — Associativité de Uintersection
“ Iz4 , ,.//) s (== gl .( i R Iza ).

Il faut supposer, bien entendu, que, n étant la dimension du com-
plexe,

) =l = N 20, o -=1r-—nzo. ) - 1 — 2N 20
Z / < =

nous supposerons encore gue les trois chaines ¢”, ¢’ et ¢ n'ont en
commun que des éléments de dimension p + ¢ + r— 2nau plus, ceux
pour lesquels cette dimension maximum est atleinte n'étant pas situés
sur les fronticres de ¢, ¢/ ou ¢'. ’

Supposons d’abord que deux des nombres p, ¢, r soient égaux a n,

Journ. de Math., tome \, — Fasc. lI, 1g31. 19
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p et g par exemple. Soient ¢ un élément commun aux trois chaines,
a* un élément ayant «” sur sa frontiére; soicnt 7., wet v les nombhres
de fois (ue «" et a" figurent respectivement dans ¢’, ¢ et ¢’. Alors,
a" figure uv fois dans ¢.¢" et « 7.1y fois dans (¢”.¢?).¢”. De méme,
a’ figure 7.v fois dans ¢”.¢" et 7.vu. fois dans ¢”.(¢’.¢"). Le théoréme se
démontre de méme si p el rou ¢ et 7 sont égaux & n. [.’un de ces cas
se présentant toujours pour n=1, le théoréme est établi pour n=1.

Supposons le théoréme établi pour les complexes de dimension
inférieure & n. Posons { = p~+¢—+r—2n; on peut supposer qu’aucun
des nombres p, ¢, r n'est égal a i, car dans le cas contraire, les deux
aulres seraient égaux a n. Soit « un élément commun i e, ¢’ et ¢";
dans 'aster P, 4 v=n—7{—1 dimensions de cenlre «', a ¢y ¢/ el ¢
correspondent les chaines fermées o', d” et "y d”.d" correspond
acr.et et d'.d i er.ey Py g et 1 sont respectivement égaux a
p—i—1,q—i—1el r—i—t. Pour démontrer notre théoréme, il
suffit de prouver que le coefficient d’enlacement de . d" avec d' est
égal a celui de d” avec d.d". Soit " '=d"’; on aura

AV
D’ailleurs, comme v < n, on a
(et el y el V=Vl Yy,

ce qui signifie précisément que nos deux coefficients d’enlacement
sont égaux. €. Q. F. b,

Ce théoréme donne un sens a l'intersection de trois vu plusieurs
chaincs.

Des propriétés des intersections qui viennent d’étre énumérces, on
peut déduire une série d’autres dont nous donncrons seulement un
exemple. Si ¢]™' et ¢, sont deux chaines fermées homologues entre
elles, ¢;™'.ci™" est une chaine d’ordre au plus égal a deux. En effet, cn
vertude I, on a

en verlu de |V,

d’olr
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12. Conditions nécessaires pour U'équivalence. — Soient A et A’
deux complexes bilatéres ou unilatéres de seconde espice; 6,y Gy ooy
G, les groupes abéliens attachés 4 A5 ¢, G\, ..., ¢ ceux attachés
4 A’. D’aprés le théoréme T11(§ 6), pour que A et A’ soient éqniva-
lents, il est nécessaire qu'on puisse déterminer un isomorphisme
(holoédrique) entre les groupes ¢, et G POur =0, 1, ..., n.

L'étude des intersections permet de préciser ces conditions. A tout
élément de §;.; suivi d'un élément de ¢, , correspond, en vertu du
théoréme IV (§11), un élément bien délerminé de ¢, qu'on appellera
encore l'intersection des deux premicrs. Ces relations entre les élé-
ments de ¢;.,, &, , et §; ne changeant pas lorsqu’'on subdivise le
complexe A, pour que A et \' sotent équivalents, il est nécessaire qu’on
putsse déterminer entre les groupes &, et G (g=0, 1, ..., n)des iso-
morphismes tels qu’a Uintersection de deux éléments de ¢; . et ¢}, | cor-
responde Utntersection des éléments correspondants de 6, et ¢} quels
que suient ces éléments, i, et k.

Transformons cet énoncé. En vertu de la linéarité de I'intersection,
il suffit, pour pouvoir trouver I'intersection de deux éléments quel-
conques de G, et -G, 4, de connaitre celles d’éléments pris dans des
bases de ces groupes. Soit 7, ¢, ..., ¢ une base de ¢, ; toul élé-
ment ¢/ de ¢, peut se meltre d’'une maniére et d’une seule sous la
forme

ol x; est un entier quelconque si ¢/ est d’ordre infini et un reste
|mod(uxdre df- ¢’)|si cet ordre est hm En particulicr, 'intersection
dee) " avec ¢} " pourra se wettre sous cette forme

- — - !
Ty, = Ay g Oy

Les z, ,, , forment un tableau a triple entréc, qui sera désigné par T, ,;

il fait connaitre 'intersection des éléments de G, avec ceux de ¢,
L’énoncé ci-dessus devient alors : -

Tuconene. — Pour que deux: complexes réguliers soient équicalents, il
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est nécessaire que par un choix concenable des bases de leurs groupes,
leurs tableaux 'V, deviennent égaux chacun a chacun.

Les propriétés des tableaux T, , ou du systéme de ces tableaux, qui
sont indépendantes du choix des bases, sont donc des propriétés du
complexe invariantes par rapport aux transformations élémentaires
(subdivision et opération inverse). Pour prendre I'exemple le plus
simple, le fait que T, , ait tous ses éléments nuls ne dépend pas du
choix des bases; il exprime que lintersection d’une (i k)-chaine
fermée avec une (n — k)-chaine fermée est toujours homologue a zéro.
Un peu plus généralement, les intersections des (7 /)-chaines fer-
mées avec les (n— k)chaines fermées engendrent un sous-groupe
de G;; les nombres caractérisant la structure de ce sous-groupe sont
des invariants, qu’il est d’aillcurs aisé de calculer i 'aide de T, ;.

Ces tableaux ne peuvent pas étre quelconques : chacune des pro-
priétés générales des intersections énumérées au paragraphe 11 se
traduit en un caractére général de ces tableaux. Par exemple, sil'on
désigne par x, , ., le terme général de T, , et par v, , , celuide T, ,_,_;,
on a, ¢n vertu du théoreme I (§11),

Koy — {(— 'j’t ki Vu e

Cette étude fournit-elle eflectivement de nouveaux invariants?
Existe-t-il des complexes pouvant étre reconnus non équivalents au
moyen du théoréme ci-dessus et ne pouvant pas I’étre au moyen du
théoréme ILI (§ 6)? La réponse générale a cette (uestion est affirma-
tive : nous construirons au Chapitre 1V deux complexes réguliers
ayant les mé¢mes groupes ¢, le tableau T, étant nul pour I'un et pas
pour Pautre; cela pourvu seulement (ue ¢ soit positif. Au contraire,
si /= o0, le tableau T, ,, qui n’est plus qu’a double entrée, pcut étre
réduit 4 une forme canoniquc unique el ne fournit pas de nouveaux
invariants, sauf dans un cas exceptionnel. Ce sont ces tableaux T, ,
qui vont étre étudiés dans la suite, aprés quelques préliminaires indis-
pensables.

13. Intersection d éléments réciproques dans la subdisision normale.
— Soient A un complexe bilatére a n dimensions, B le réciproque
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de A ; désignons Loujours par «! les éléments de A, les notations étant
9 L Y
In
hoisies d ‘e O it la base de & " " 1
choisies de maniére que Y «; soit la base de ¢, et que a!~va} que
(=]
que soit 7, a} étant la base de ¢,. I.'élément de B qui correspond a «/,
appelé réciproque de «7, est tonjours désigné par /™. Identifions les
subdivisions normales de A et B ¢n établissant entre elles un isomor-
phisme tel que X« =X/;. On peut alors considérer, dans cette sub-
division normale C’, dont P'orientation se déduit de celle de A, I'inter-

section d’une chaine de A avec une chaine de B.

Tueorine :
0 s/ //
II’I(,//I!"/'\I /Rl

(~1) * af siiz-y.

La premiére partie est immédiate : si i</, a! et /| ne se touchent
‘/ "=y e
paseta].hi " =0o.
Sii=/j, a’ et b ont en commun seulement un sommet, celui
désigné par (7). Le théoréme est vrai pour g=o0

) no. @ "
al b= (aly~ af.

Supposons-le établi pour les dimensions 1, 2, ..., g —1 de I'élément
de A, et passons a la dimension 4.

Soit 4;”" un élément de A en relation positive avec 7. Alors
b ™" est en relation positive avec ;7. Parmi les éléments de A situés
dans la frontiére de «?, ;™" est le seul qui touche /;”""' et parmi les
éléments de B situés dans la frontiére de 4, """, /! est le seul qui
touche «?. Il en résulte (théoréme I, § 11):

7 ﬂ-l/}-l e f "=y . — gt ptf =1 "o p
Toi al by =al b (—yr=af™" by .
ou
qd - RV P, il "=y -4
al bl s (— ™ h1r,

Comme par hypothése

g -1 q
al T N (= Al
on a bien

19"

dl D~ (=) .




~
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COROLLAIRE, — St

=3, f/:/ ol N f_')',/,’,'”/.
ona
I] of -t
{.f'/ ./.f..’—'/ ~(ay :"7/,"/”';-

14. Réduction du schima. — Reprenons le schéma d’nn complexe A

(que nous pouvons d'abord supposer tout a fait quelconque), tel qu’il
a été défini au paragraphe 1 :

\ .
(r) ol Ze;/j,,’;" EREY P N T/ A R Rk

/

En désignant simplement par a7 le tableau a une colonneet =, lignes
formé par les «/, T, étant toujours le tableau des 2/

"'// b
v s 7 Y,
af T :/'/,,,
[/ = 2, 2%
(I._{ 2oy ..-{._, -_,/,'
d
ol == r,, Zz
q s A =/
”z,, N LS P

les relations (1) peuvent se mettre sous la forme plus condensie
(1) al =V .
D’ailleurs, on a toujours
(2) T, T, =0 b=, 3. ...,
Disons qu’un systéme de 4-chaines

i
VLN N

est un systéme fondamental, si toute g-chaine est égale 4 une et une
seule combinaison linéaire a coefficients entiers des A?. On obhtient
tous les systémes fondamentaux en effectuant sur les «7 (qui forment
déja un systéme fondamental) une substitution nnité quelconque S,
(substitution linéaire a coefficients entiers dont le déterminant
vaut ==1). En désignant par A7 le tablean a une colonne et z, lignes

formé par les A7, on a
\7=S8,a’.
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Si I'on effectue une telle substitution pour chaque dimension, le
schéma (17) devient

V=S, T, S0 A,

Nous allons choisir les S, de maniére que ces relations prennent la
forme la plus simple possible.

Tout d’abord, en vertu d’un théorémc classique de Kronecker, on
peut trouver deux substitutions unités S, et S _, telles que les seuls
éléments non nuls de S, T, S~/ soient dans la diagonale principale et
que chacun d’eux divise le suivant (en convenant que o ne divise que o
et est divisible par tout entier). Alors, en posant

1==S, el \r=1 =S8 _ i,
on aura
NS TS A
ou, en détaillant,
(3 VN =l N (F==u, m oo b)),
() ’ . _ A
' \7=o =1, —1. ....2,).

t,estlerangde T, ;dl, d;, ..., d] sont ses diviseurs élémentaires.
Toute g-chaine peut s’ expnmer ‘au moyen des A”7; pour qu’clle soit
fermée, il faut et il suffit qu'elle s’exprime seulement avec les A
d'indice ¢ plus grand que ¢,. En particulier, les A" (i =1, 2, ..., t,,)
qui figurent aux seconds membres de (3), étant fermees, pourront
s’exprimer avec les A7~ ({1 >1¢, ). -\lors, en effectuant sur les A7~
une substitution unité convenable S, |, on pourra obtenir que, en

q=1?
posant A’-'=S_ A", on ait
A\ VA= Vo ==t 2, oo by
\;’_‘,fl =\ F==a, 2 ..l L)
Les relations (3) deviennent
\/ = \,'.’j,f,_‘ (F==1,2. .... 1.
\T =0 (F=1l, 0. oo, 2.

I.a substitution S, qui permet de passer directement des a’ aux A7,
A7=S8,a, est ¢égalea S S/ En posant

&, =S,T,S;!,.
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les relations ( 3) s’écrivent encore

\I1=%,\"! avec 6,6, == n.

ou, en détaillant et en désignant par 7, le terme général de &, [ces
nombres sont tous nuls saufles ), (i=1, 2, ...,¢)quisont res-
pectivement égaux aux /]

\;/ iz "’7—

fidoly gy

’l' a_ ,
—'\1.4,, ’ (F=1.2. ..., 1,).

N =0 (E=1,5 1. .o.. 2y

Les homologies fondamentales sont
""Zi‘-‘--l/,, _\;’_._," ~ 0 (F==y.2 oo, ).
I’avantage du systéme fondamental ainsi formé résulte des
remarques suivantes. Pour que la chaine ¢/=Xx;A7 soit fermée, il
faut et il suffit que

R e R

pour qu’clle soit homologue a zéro avee division, il faut et il suffit
u’on ait de plus

Koty gt T e e T Ly TEOL

Toute g-chaine fermée est donc homologue avec division 4 une et une
seule combinaison de

9 V. v
N or e N e M

Ces 2,—t,—t,., chaines forment une base pour le groupe g
et ,=2,—t,—1, , en convenant de poser t,=1¢, ,= o.

Enfin, cette forme réduite du schéma met aussi en évidence la struc-
ture de v, : les coefficients de torsion de dimension ¢ sont égaux a
ceux des nombres ¢/, qui sont plus grands que 1, et les A7, corres-
pondants forment une hase pour <,.

Y2}

18. Réduction corrélative du réciproque. — Soient B le réciproque
du complexe A du paragraphe 14, /7" Pélément réciproque de 7,
77, les nombres relatifs a I3 .malogues aux z/; de A, U, le tableau
des v%;. Le schéma de B peut alors s’écrire sous la forme suivante ana-

loguea (1) (§ 14
guea(1’)(514) b= U, b,
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et l'on sait (§ 5) que |7, est le tableau transposé, T',_,.,, de T,_, .,

Cy=Toueyr-

Fifectuons sur les A7 la substitution S _ contragrédiente de S,_,

=S, " It

I.e schéma devient
13 ,_'S‘,,,/ \I'/;,; , B
on
137 aU, =1,
en posant
W, =8 U800

Il est aisé de voir que UL, est le tableau transposé du tablean %, .,
du paragraphe 14. (On n’a a qu 'a utiliser les régles de calculs sui-

XY =YXet X\r=\ .)

vantes :
En déLraillant, on a donc

. o -1 .
By fn,»’,,»quij’ /-1 (Fozte 2y ool
Wi—if ..~  ——— . . : PR
By=1—o = T T P S TR El PR

et les homologies fondamentales sont

m,{,_,_,q ll'" Ty (=1, 2, ..., 10,

Pour que la chaine ¢'~7=X%,B/ " soit fermée, il faut et il suffit que

~ __ _ .
- P /,,——”e

~ly

D3
-

- - e—/,,

pour qu’'elle soit homologue a zéro avec division, il faut et il suffit

«que de plus

":’/’I"',’I L gbed = E'I’l ""I A l..x_'=- PRppe—— .::7”’2 0.
t,—1,., chaines B, (f=1,2,...,D)
, de B.

Ilen résulte queles I, = z,—
forment une base pour le groupe g,

" = Ya;a’ une chaine du

16. Un théoréme de Poincaré. - Soient ¢
complexe A, d"~"=ZXy.h?™" une chaine du réciproque B

s ’
Pour que ¢’ supposée fermée soit homologue & zéro avec division, il
20

Journ. de Math., tome X. — Fasc. 11, 143+
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Saut et il suffit que, quelle que soit d-" fermée, on ait

%

.,
Yy ()

iz

211-

Exprimons ¢’ avec les A et d" 7 avec les 13

ol Xl X2\ el dv=a Xy X, B

Ona '
(1) v X,

car les substitutions qui font passer des r aux Z et des y aux v, sont
contragrédientes.
D’aprés les remarques faites aux paragraphes 14 et 133, si 7 et " v
sont fermées, on a
Ltz ponr i,

desorte qu’on peut se limiter auxindicesi > 1, - ¢, . Or,sic”est hiomo-
logue a zéro avec division, tous ces %, sont nuls et la somme considérée
sera nulle aussi; dans le cas contraire, I'un de ces £ n'est pas nul,
soit 5;, si I'on fait /7 "= B, la somme considérée se rédnit & %, /0,

V7. Intersections des q- et (n— g )-chaines. — Supposons mainte-
nant que A soit un complexe hilatére, et identifions les subdivisions
normales C de A et B comme au paragraphe 13. «7.c” 7 désignera
indifféremment la o-chaine intersection de «” avec ¢’ 7 ou le nombre
des intersections de ¢’ avec ¢,

Tueorene L. — Si ¢ fermie n'est pas homologue a séro avec disision.
on peut trouser ¢" " fermée telle que ¢ "1 =£ 0. Si ¢! est primitive,
c’est-a-dire n’est pas homologue avec division a un multiple d’une autre
chaine, on peut obtenir que ¢'.c'~'=1.

Ce théoréme résulte immédiatement de celui du paragraphe 16;on

peut supposer en effet ¢ue ¢’ est une chaine de \, /=TI, \" el

(') On a évidemment un énoncé équivalent en permutant o7 et /"4,
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sic' '=Xv,3"" ona,d’aprés le paragraphe 13 et (1), paragraphe 16
18 ’ 1 /9 9

off -y

et = (=) X,

et si ¢/ est primitive, les £; qui figurent dans cette somme sont pre-
miers entre eux.
Pour tirer les conséquences de ce théoréme, distinguons trois cas :

a. ¢~ n—q. Sil'on prend pour bases des groupes g, et g, les
chaines AV et B/(i=1¢,+¢,.\,+1,...,2,),le tablean T, , est ramené

i une forme canonique : il a lous ses ¢léments nuls, sauf-ceux de la dia-
oo
gonale principale qui valent (—1) * .

h. 4 =n—q= entier impair, n=multiple de 4 plus 2. Soit ¢,,
Cyy ...y Cp, une base de g,. Le tableau T, ,, formé par les nombres

¢,.r,, est antisymétrique d'aprés ie théoréme I(§ 11) et son déter-
minant vaut 2= 1. On sait que son rang P,, est pair ct qu'il peut étre

réduit a une forme canonnicue en effectuant sur les¢; une substitution
unité convenable, c’est-a-dire en changeant la base de g,. Do :

Tueorene 1. — Pour un complexe bilatére dont la dimension n est un
mudtiple de 4 plus 2, le nombre P, est pair et le tableau T, peut étre

“ »

réduit i une forme canonique.

. = n—q = entier pair, n = multiple de 4.
Dans ce cas, le tableau des nombres ¢;.c, est symétrique. On peut
luj substituer la forme quadratique

b= X(cicp)riny
que nous dirons attachée au complexc. Sil'on change la base de g,

celia revient i eflectuer une substitution unité sur les variables de ®.
Si I'on change la base de g,, c’est-a-dire si I'on change l'orientation
du complexe, P est multipliée par —1. D’on :

Tueoreme 1. — Pour que deux complexes bilatéres dont la dimension
est un multiple de 4 soient équivalents, il est nécessatre que, si ® et
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@' sont leurs formes attachées, on puisse passer de ® a & ou — @ par
ine substitution unité sur les variables.

‘n d’autres termes, il faut que @ appartienne a4 la méme classe
arithmétique que &' ou — @', Ce cas est donc le scul ot le tableau T, ,
puisse apporter de nouveaux invariants. On verra par des exemples,
aun Chapitre IV, qu'il s'introduit effectivement de nouveanx invariants.

Ce théoréme donne aussi une condition pour qu’un complexe
admeltte une transformation en lui-méme (ni renverse l'orientation.
Soient C, C,, (., ..., C, une suite de complexes done chacun dérive
du précédent par une transformation élémentaire et dont le dernier
est isomorphe & C. La suite de ces transformations et I'isomorphisme
entre C, et C définissent une transformation de . en lui-méme. S1C
cst bilatére, il en sera de méme de C,, C,, ..., C, et de I'orientalion
de C on déduit de proche en proche des orientations pour €, €, ..., C,.
Dans I'isomorphisme entre (:, ¢t C; on pourra toujours s’arranger
pour que les bases des groupes ¢, se correspondent; si alors les hases
des groupes ¢, se correspondent, 'orientalion est conscrvée; dans le
cas contraire elle est renversée.

Turorime [V, — Pour qu’un complexe bhilatere i n == 4 p dimnensions
admette une transformation en lui-méme qui renverse ['orientation, il
JSaut que la forme quadratique ® attachée appartienne a lu méme classe
que — @,

En particulier, l¢ rang I’, doit étre pair et I'indice d’inertie égal a

la moitié du rang.

8. Enlacement des chaines d’ordre fini. — Les développements du
paragraphe précédent, relatifs anx chaines d'ordre infini, suggérent
I'idée de faire, relativement aux chaines d’ordre fini, une étude ana-
logue.

[La définition du coefficient d’enlacement d’une ¢-chaine fermée
avec une (n — g —1)-chaine fermée dans un complexc planoide a
n dimensions, donnée au paragraphe 10, s'étend immédiatcment au
cas de deux chaines homologues a zéro dans un complexe bilatére
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quelconque. En effet, si ¢’ et ¢/ ' sont deux telles chaines, le nombre
desinterscectionsde ¢’ avec unechaine )™ limitée a7 ' ¢ " ==¢"1 -
ne dépend que de ¢/ et ¢ 17", car si ¢, "=c" "', en vertu de ¢/~ 0
ete"—c¢! "=o0,0na

N N (8 e (1) g,

Il suffit méme que ¢’ ne soit homologue 4 zéro qu'avec division et
la conclusion subsiste. Si ¢” 7' n’est homologue a zéro qu’avec
division, soit £ un entier tel que k"~ "' ~v0; nous conviendrons que le
coefficient d’enlacement de ¢ avec - est égal 4 celui de ¢
avec ke 17" divisé par k.

Comme l'intersection, le coefficient d’enlacement est linéaire par
rapporta chacun de ses arguments; il est enticr si I'un deux est homo-
loguc 4 zéro; enfin si on les permulte, il est multiplié par (— )t
ainsi qu'il a été établi au cours de la démonstration du théoréme |
(11,

Tuconine . - Le reste | mod 1] du coefficient d’enlacement de deua:
chaines d’ordre fini ne change pas si l'on rempluce chacune d'elles par
une autre homologue.

‘n elffet, soient ¢/ et ¢~ les deux chaines d’ordre fini, et rem-
placons ¢/ par exemple par une chaine homologue «’. La différence
des coeflicients d’enlacement considérés est égale a celui de ¢/ — ¢/
avec "= ' (ui est entier parce que ¢/ — ¢/~ 0.

Désignons le reste | mod 1] de ce cocflicient par {7, c"~=" !, On est
ainsi ramené & considérer une nouvelle série de tableaux attachés au

complexe. Sotent ¢/, ¢%, ..., ¢/ une base pour v, et ¢/, e}, ..,

¢, ™" une bhase pour v,_,_,;les nombres | ¢/, ¢/ | forment le 4" des
tableaux considérés. v, et v,_,_, étant isomorphes, on peut supposer,
ce que nous ferons, que l'ordre de ¢/ est égal a celui de ¢™7'. Dési-

gnons-le par | ¢/].

Tutorine 1. — On peut choisir les bases de v, et ~,_, -, de manicre
que

b a gt b — st 7oA
Ve = si .4 ).
t/t/-o;l_
(~—1) *
L 7 R S I
Yl et L e

' P
! ¢!
(.
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Soient A le complexe considéré ct B son réciproque, et reprenons
les schémas réduits des paragraphes 14 et 15. Les chaines Al
et B/ ™', i étant tel que ;' >>1, forment les bases cherchées. En
effet, les ordres de ces chaines sont égaux a w?;!, et 1’on a

/‘,I!I,,
0 stio sy,
( ]
) ‘ [ Y R R 7 Y-t .
! \/'J ) ".I VTt \i.~/. '|".I, - . 2
! A AR ( 1)

" . .
1d =ty — SE T

!,
I.I:/,/

CoroLiaiE. — St ¢’ est homologue a séro, quelle que soit la
chaine ¢ ' d’ordre fini, j ¢, ¢ =0, Réciproguement, st ¢! est
homologue & zéro avec division, on peut trouser une chaine d’ordre
fini ¢ s telle que ety =1 L S0 plus précisément, si ¢t est dordre k,

. i 1
on peut obtenir que | ¢, ¢"= '\ = 7

La premiére partie cst déja établie. Pour la seconde, utilisons les
bases du théoréme Il et posons

(] — z‘,oi,."[ ol e '!rf:_\; )./,,.;"’/"‘
On a
~ SRR N
Vo YN [ R, PR 7R N L
(1) Yo, = ‘-_.2.1,)”/,’,,/,1_'; A — [ mod 1.
ij !

‘,

x; et y;sonl des restes entiers [mod | ¢! |. Lordre de ¢ est le plus
pelit entier £ tel que

fri—o [mod .
On a donce
hi=1, (-:’

et les 7., sont des entiers premiers dans leur ensemble. Multipliant (1)
par £, il vient
LYoty er=g=r L= 2 X7,y [ imod /|

et 'on peut bien choisir les y; entiers de maniére que = X7y, =1, ce
qui établit la proposition.

D’aprés le théoréme I, i £ n— g—1, les tableaux considérés
ici peuvent étre ramenés 4 une forme canonique et ne fournissent pas
de nouveaux invariants. Si n est impair, appelons tableau d’enlace-
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o leme )
ment attaché au complexc le ( /»'-;J-) des tableaux considérés, et

\

disons (ue deux tels tableaux appartiennent 4 la méme classe s'ils
deviennent identiques pour un choix convenable des bhases des
groupes v, _,. Si I'on change 'orientation du complexe, les éléments

de son tableau d’enlacement (ce sont des restes [ mod 1) sont changés
de signes. Alors :

Tutorkme I, — Pour que deux complexes bilatéres a un nombre impair
de dimensions sotent équivalents, il est nécessaire que, si 'l et T’ sont
lewrs tableaux d’enlacement, T apparticnne a la méme classe que 'I”
ou —"1".

On peut aussi remarquer que pour gu’un tel complexe admette une
transformation en lui-méme qui renverse 'orientation, il faut que T
apparlienne 4 la méme classe que —T.

. R . n-—1i
Les circonstances sont différentes saivantqueg =n—¢ - = ——

A

est impair ou pair. On a

N A= R D AR O | mod .
Daus le premier cas, n =23 | mod/|, il y a symétrie; nous verrons au
Chapiltre IV, par des exemples, qu’alors le théoréme a effectivement
des applications. l.e second cas, ol il y a antisymétrie et n=1
| mod4 |, va étre examiné au paragraphe suivant.

19. Le probléme traité ici, purement arithmétique, peut ctre posé
ainsi. On a un groupe abélien fini v; & tout couple formé par deux de
ses éléments, c, et c,, est attaché un reste [mod1] bien déterminé,
¢, c, !, satisfaisant aux conditions suivantes :

e T e O O A O R AT [ mod 1.

2" Oy =R Ly | mod1|.

3° Siec, est d'ordre &, quel que soit ¢,, on a :
’ q q )

hieyoeyi=0 { mod 1 |;
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et I'on peut choisir ¢, de maniére que

Chercher quelles sont les structures de v compatibles avec ces hypo-
theses, et choisir une base de v, ¢, ¢, ..., c, de maniére que le
tableau des | ¢;, ¢, ! ait une forme aussi simple que possible.

Posons quelques définitions.

Les ¢léments ¢, c., ... scront dits indépendants si de

VW APRE L A G LS+ ¥
résulte

A T L, T, TR,
c. el ¢, sont orthogonaux si j¢,, ¢, ! = o. Un sous-groupe v' de ~ sera
dit fermé, si la condition 3" a lieu pour ¥'. En vertu de 2°,

O N O [ mod |

) 1 . . , .
done j¢, ¢} = o ou -; c sera dit de premicre catégorie si ¢, ¢ | = o, de

seconde calégorie si | c, c;=‘—la [.es éléments de premiére catégorie
forment un sous-groupe de vy. Quel que soit ¢, u2c est loujours de
premiére catégorie; il en résulte que tout ¢lément d’ordre impair est
de premiére catigorie.
Cas ot il ny a pas d’éléments de seconde catégorie :
Soit ¢, un élément d’ordre maximum 7, 3 soit e, tel que ey, ¢, = 5--
L’ordre Z, de c, esl égal a J,, car

I

ey o= 2

l

[mod 1.

a1

¢, et ¢, sont indépendants, car de #,¢, + x.¢, = 0 on lire

( i { P Ly b g ]
R N O | mod 1.

d’oti z,¢, = 0 et de méme z.c.,= 0.
Considérons le sous-groupe y' de y formé des éléments orthogonaux
ac, etc,. Tout clemem ¢ de v peut s’exprimer avec ¢, ¢, et un élé-

ment d v'; enellet, stic,,c!= )'el e c.|=)—",c—y C,— y.C, Sera

‘I‘(
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orthogonal 4 ¢, et ¢, et par conséquent contenu dans v'. D’ailleurs,
Lout élément ¢’ de ¥’ est indépendant de ¢, et ¢,, car de

2ol - e - Ly, =0
on tire comme ci-dessus

Ly T=0 et Tal'yT= 0,
d’oll ausst ¢’ = o.
Pour avoir une bhase de v, il suffit donc d’adjoindre 4 ¢, et c, une
base de y'. Or, ' est fermé, car si ¢, est un de ses éléments d’ordre £,

, ’ ’ I .
on pourra trouver ¢, tel que j¢, ¢, j= 7 eLsi ¢’ n’est pas dans ¥/, on

peut 'y faire rentrer en lui retranchant une combinaison de ¢, et c,,
ce qui n’altére pas | ¢, ¢, |.

On peut donc opérer sur ¥’ comme sur ¥, et 'on ¢n tire deux élé-
ments indépendants ¢, el ¢, d'ordre maximum J,={,, tels que

ey, ¢4l = —, et le sous groupe " formé des éléments de +' orthogo-

naux a ¢, el c, JOllll‘a relativement a e des mémes propnetes (ue v’
relativement a v.7, divise {,, car sans cela, I'ordre de ¢,+-c,, plus
petit commun multiple de {, el 7, serait plus grand que {,, ce qui est
impossible.

En opérant sur ¥” comme sur Y/, et en continuant, on arrivera fina-
lement a un ¥ ne contenant que 1'¢lément identique (zéro). Alors, la
suite des éléments ¢,, ¢y, ¢y, . . ., ¢, forme une base pour v; les ordres
de ces éléments, Z,, 'C.,, .« «y &os sOnt les coefficients de torsion ; ils sont
deux a deux égaux : J, =,,{,=1,, .... Enfin le tableau des }c;, ¢, !
est ramcné i une forme canonique, puisiue les seuls qui ne soicnt pas
nuls sont

besjmyy taj 2= L Cojy Cjey | = 5— [ modi] (J==1.2....,8).

b. Cas ot il y a des éléments de seconde catégorie :

Pour avoir une base de v, il suffit de juxiaposer une base du sous-
groupe des éléments d'ordre impair el une base du sous-groupe des
éléments dont I'ordre est une puissance de deux.

On voit de plus que chacun de ces sous-groupes est fermé et que
tout élément de I'un est orthogonal a tout ¢lément de 'autre. Le pro-

Journ, de Math,, tome X. — Fasc. 11, 1931, 21
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bléme cst ainsi décomposé en deux parties. I.a premiére, relative au
sous-groupe des éléments d’ordre impair, est déja résolue, puisqu'il
n’y a pas d'élément de seconde catégoric. Reste la seconde relative an
cas d'un groupe v dont I'ordre est une puissance de deux.

Soit 7 I'un des éléments de seconde catégorie d’ordre minimum 2*;
soit ¢, 'un des éléments d’ordre maximum 2%, et supposons d’abord
ky > 7.

On peut supposer ¢, de premiére catégorie, sinon on le remplacerait
par ¢, — 7 qui serait alors de premiére catégorie et encore d’ordre 2.

. I o
Soit c, tel que {¢,, ¢, | = 53 ON peul encore supposer c, de premicre
catégoric, car s’il était de seconde calégorie, on le remplacerait par
¢, =7.(c,—),7 étant tel que |¢,,c,!= —; pour cela, il faut que

. = /(€. —7), /- ¢tant tel que jci,c,i=5;p ela, il faut que,
x B
en posant ;¢,, 7\ = . d’ou
N - I A
Ve ey, =) s .<;m : %) {mod].
on ait
Lt —abi=%p) oy [ mod 4% |.

et si k, >z, 7 peut toujours étre choisi de maniére qu'il en soit ainsi.

En raisonnant comme dans «, on voit que I'ordre dec ¢, est égal i
celui ¢,, et pour obtenir une hase de v, il suffit d’adjoindre i ¢, et r,
une base du sous-groupe v’ forme des éléments orthogonaux i e, et c,.
Y est fermé ct contient des ¢léments de seconde catégorie d’ordre 2*
et aucun d’ordre inférieur. S’il contient des éléments d’ordre supéricur
a 2%, on pourra opérer sur lui comme sur y, et aprés un certain nombhre
d’opérations, on obtiendra un groupe y'', ne contenant pas d'élément
d’ordre supérieur a 2* et conlenant des éléments de seconde catégorie,
tous d’ordre 2%. On a une suite d’éléments c,,c., ¢;,c,. ..., '
¢y dordres 2h=2% . . oke-r1= 2o el les seuls |¢;, ¢, non nuls
élanl les suivants :

Car.

1 .
i iy ) | mod 1| (I==1.9. ... 1)

Pour avoir une base de v, il suffit d’adjoindre a ces éléments une
base de v, de sorte qu’'on est ramené aux cas examinés ci-dessous :
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c. Cas ot tous les éléments de seconde catégorie sont d’ordre mazximum
2" (avec £, > 1):

Soite, de seconde calégorie, d’ordre 2”3 soit ¢, tel que ¢, ¢, | = ;';,
on peul s'arranger pour que ¢, soit de premicre catégorie, car si ce
n’était pas le cas, on le remplacerait par ¢,=7.(¢, — ¢,), » étantchoisi
tel que

. 1 ' i
Ve 6y s )(: — ;:k;),_: a | mod 1|
ou
7._(4)‘"1 l.._.|.)z_5‘ | mOd '),A.".

ce qui est toujours possible si 4, > 1.

Tout élément ¢ de v peut s’exprimer avee ¢, ¢, et le sous-groupe v/
orthogonal & ¢, et ¢,. En effet, en retranchant de ¢ un multiple de c,,
on le rend orthogonal & ¢,, puis en lui retranchant un multiple de c.,
ce qui le laisse orthogonal a ¢, on le rend orthogonal a ¢,. On voit,
commedans u, que ¥’ est fermé ¢t que ses ¢léments sont indépendants
dec, ete,.

En opérant sur y' comme sur v, s’il contient encore des éléments de
seconde catégorie, on arrivera finalement a un groupe n’en contenant
plus et 'on achévera comme dans a.

Soit ¢, .5 ¢4, ;5 ... la base obtenue pour v; les ordres de ces élé-
ments sont 2"'=2"2=2% ..., On peul encore s’arranger pour
(que ¢, soil le seul élément de seconde calégorie; il pourrait se faire, en
eflet, si k, = k,, que ¢, par exemple soit de seconde catégorie. Il fau-
drait alors le remplacer par

S e g . ok b
L S N SR AU 4

(jui est de premicre catégorie; on a bien

) i
[P PR B
103 7y g =0 3

,

S R
f e, =0,

et en retranchant éventuellement de ¢, un multiple de «,, on obtient

(BP P p—
fea = o.

d. Cas ot il y « des éléments de seconde catégorie et oir tous les élé-
ments sont d ordre 2 :
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P , ’ . . ) §
Soit ¢, un élément de seconde catégorie, {¢,, ¢, )= -; y' le sous-
AN ) § 2

groupe des éléments orthogonaux a ¢, ; on voit u'il est fermé et qu’on
aura une base de y en adjoignant 4 ¢, une basede y'. Si y' contient des
éléments de seconde catégorie, en le traitant comme v, on arrivera a
un groupe Y'“ ne contenant pas d’élément de seconde catégorie, et qu’on
traite comme dans a.

On obtient ainsi une base formée d’une suvite de u« éléments de
seconde catégorie, ¢,, c,, ..., ¢,, et de ¢ couples d’éléments de pre-
miére catégorie,

Cuiyy Cuvyy  Cusys Cuviy o0} Cuvgumys Cuvsye

Les seuls { ¢;, ¢;{ (i£j) non nulssont

] . .
{ Cuvaioys Camat | =— | Cumat, Cupyy | = > [mod i) (i==1,2,....9).
Si 4> 2, on peul diminuer « de 2 en augmentant ¢ de 1. En effet, au

lieu de ¢,, c, et ¢; on peut mettre dans la base :
Y=y by, Cym= €y + Cy= O+ Ot 0y

c, et ¢, sont de premiére catégorie et orthogonaux a c;; on a

’

d )=

l'
2’

etc, est de seconde catégorie.

On arrivera ainsi & u =1 ou 2, et ces deux cas sont d’ailleurs irré-
ductibles 'un a 'autre, puisque dans le premier cas la base contient
un nombre impair d’éléments et dans le second cas un nombre pair.

e. Revenons au cas d’un groupe v quelconque et résumons cette
discusion :

Il en résulted’une part que le tableau d’enlacement peut étre ramené
a une forme canonique unique s'il n’y a pas d'élément de seconde
catégorie, et a une forme canonique ne dépendant (ue de % dans lecas
contraire ; d’autre part, que, sauf dans le cas ofi » = 1, les coefficients
de torsion peuvent étre répartis en couples, chaque couple en contenant
deux égaux; si z =1 il peut y avoir un couple exceptionnel contenant
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un coefficient impair égal a la moitié de 'autre ou un seul coefficient
¢gal a deux.

Convenons que z = o dans le cas a. Relativement au complexe bila-
tére A n =/ p -+ 1 dimensions, sasignification estla suivante: siz =o.
toute 2p-chaine (d’ordre fini) est enlacée un nombre entier de fois avec
une chaine homologue; si z5£0, 2” cst1’ordre minimum d’une 2p-chaine
enlacée un nombre non entier de fois avec une chaine homologue.

Nous devons alors compléter le théoréme III (§ 48) par le suivant :

Tutorime 1. — Pour que les tableaux d’enlacement attachés a deux
complexes bilatéres 4 n=4p + 1 dimensions, ayant mémes groupes v.,,,,
appartiennent & la méme classe, il faut et il suffit que le nombre . soitle
méme pour les deuzx.

Et nous avons aussi le résultat suivant :

TutoriMe [L. — Pour un tel complexe, sawf I'exception signalée, pos-
sible seulement si v. = 1, les coefficients de torsion de dimension 2p sont
deux a deux égaux (*).

CHAPITRE TII.

VARIETES. INTEGRALES MULTIPLES (*).

20. Champs d’intégration et intégrales. — Avant d’aborder les inté-
grales multiples, il est nécessaire de définir avec précision ce qu'on
doit entendre par champ d’intégration 4 4 dimensions dans 'espace
a n dimensions.

I’ensemble de n fonctions x,, ,, ..., x, des g variables ¢,, ¢,, ..., ¢,,
définies dans un polyédre convexe T de 'espace des ¢, continues et
ayant des dérivées partielles continues jusqu’au second ordre en tout

(") Dansune Note (Comptes rendus, t.186, 1928, p. 650), oi ces résultats sont
énoncés, j'ai omis de signaler les circonstances relatives au cas ot il y a des élé-
ments de seconde catégorie ; je ne sais d'ailleurs pas si ce cas peut eflectivement
se présenter,

(?) Quelques-uns des résultats obtenus dans ce chapitre ont été annoncés dans
une Note aux Comptes rendus. t. 188. p. 1651.
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point de T, représente dans |'espace des x ce que nous appellerons un
g-champ élémentuire dont T sera dit le polyidre représentatif.

Un g-champ quelconque est représenté par la réunion de plusieurs
g-champs élémentaires; cette réunion sera indiquée par le signe +.

Supposons qu’on puisse établir, entre les polyédres représentatifs
de deux ¢-champs élémentaires ¢/ et ¢/, une correspondance biuni-
voque s’exprimant par des fonctions linéaires, telle que les fonctions
gui définissent ¢/ et </ prennent en des points correspondants les
mémes valeurs; si le déterminant de la correspondance est positif, ¢/
et ¢ sont dits égaux : ' = /15 8'il est négatif, ¢/ et ¢ sont opposés :
o =c".

Ces notions s’étendent aux champs quelconques. Un ¢-champ est
nul, 8'il est formé de champs élémentaires deux a deux opposés ou s’il
peut étre rendu tel en subdivisant ses champs ¢lémentaires.

Fronti¢re. — Soient T;(i=1, 2, ...) les faces (polyvédres a ¢ — 1
dimensions) du polyédre T relatif au 4-champ élémentaire 7. Par
une substitntion linéaire a déterminant positif sur ¢,, ¢, ..., ¢,
on peut obtenir que T; soit contenu dans 'hyperplan ¢, =o0. kn
restreignant a T, les fonctions qui représentent </, on obtient un
(g — 1)-champ élémentaire ¢?™'. Soit z; =1 ou — 1 suivant que les
points intéricurs de T satisfont a ¢, < oout,>o0. La frontiire de
est alors par définition

i 1:254.,,:,/ ',
)

Par la se trouve définie la frontiére de tout g-champ; elle en dé:pend
d’une maniére linéaire et homogéne. On vérifie que la frontiére est
toujours un champ fermé ( c’est-a-dire dont la frontiére est nulle).

Il est commode de considérer aussi des o-champs, formés d’un
nombre fini de points dont chacun est affecté d’un coefficient entier.
Le polyédre représentatif d’'un 1-champ ¢' se séduit a un segment
a <t b; la frontiére de «' se compose des points correspondant i
t = aett=~h,le premier pris avec le coefficient — 1, le second avec + 1.

Intégrales multiples. — U ne expression telle que

=3\, pldride,...dc; ).
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ol les Ai, i, ... i, sont des fonctions de z,, x,, ..., x,, et ou la som-
mation s’étend i Loutes les combinaisons des nindices 1, 2, ..., npris
q 4 ¢, sera appelée ici, pour abréger, forme de degré q (*). Clest un
élément d'intégrale g-uple.

[l est commode de considérer aussi les formes de degré o : ce sont
les fonctions de point. Si w = f(p) est une Lelle forme, et si ¢” est un
o-champ formé des points p,, p., ..., p, pris avec les coefficients 7.,,
7.2+« .y 7y o0 aura par définition

f'n e 2)\;'/'([);).
“ 1

L’intégrale d’'une méme forme, étendue a des champs égaux (ou
opposés), prend des valeurs égales (ou opposées); elle dépend d’une
maniére lincaire et homogéne du champ d’intégration.

hérication extérieure. — Si les coefficients de w sont des fonctions
dérivables, on en déduit une forme de degré g+ 1, o', sa dérivée
(extérieure), par la formule

— 2-' I/:\ll(’.“/q([‘l}/'(l.ll‘/:. . "/'L'I,, I
Pour g = o, cetle opération sc réduit a la différentiation ordinaire.
Nous dirons qu’une forme est réguliére, si ses coefficients sont des
fonctions & dérivées premiéres continues et s’il en est de méme pour sa

dérivée extérieure. Toutes les formes envisagées seront supposées
réguliéres.

Formule de Stokes généralisée. — Si c’*' est un champ de frontiére

</, on a
f 'l)/:f';}.
o1 1

Avec les hypothéses faites ici, la démonstration ne présente aucune
difficulté.

(*) Ces expressions sont appelées, par M. E. Cartan, formes extérieures de dif-
ferentielles. Pour tout ce qui concerne leurs propriétés et leurs regles de caleul,
roir E. CaTAN, Lecons sur les invariants intégraux, Chap. VI et VIL
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Produit extérieur. — De deux formes de degrés p et ¢, w, et @, on
déduit, si p+ ¢<n, une forme de degré p+¢q:[w, w,], appelée le
produit (extérieur) de w, et »,. Rappelons les formules :

[my0,] =(—1)"[wym, ],
[0, ) =[]+ (—1)"[m,,],
(’I),),: 0.

21. Lemmes. — On va établir ici quelques lemmes qui seront uti-
lisés plus loin.

Lemme 1. — Un g-champ fermé ¢ (g > o) contenu dans l'intervalle |,

|xi| <1 (F=1.2.....n)

est toujours égal a la frontiére d’un (q + 1)-champ c¢'*' contenu dans 1, ;

si g = o, tl faut que la somme des cocfficients des points qui constituent
¢ soit nulle, ce qui s’exprime par

fl::n.
cU

’énoncé relatif 4 g = o est immédiat. Soit 4 > o et supposons le
lemme établi pour n — 1 dimensions (il est évident pour n = o). Soit
I._, lintersection de I, avec I'hyperplan &, = 0. Par projection sur
L., il est aisé de construire un (g + 1)-champ ¢ limité par ¢’ et par
la projection, ¢!, de ¢’ sur I, ,. ¢/ étant fermé, on peut trouver dans
dans1,_, un champ ¢’~' limité par ¢’. Alors, la frontiére du champ
AN = et — ¢’', contenu dans 1, est égale a 7.

Avant de passer au deuxiéme lemne, il convient de faire quelques
remarques.

Désignons par I, X, X< 1,_,, £.><%, , les domaines définis res-
pectivement par les inégalités suivantes :

ce | < a (i==1,2, ....n) et Z.I);"<")=:
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Pour abréger, nous appellerons du zype de |, tout domaine qui peut
étre mis en correspondance avec I'un des domaines ci-dessus, de telle
maniére que les coordonnées d’un point soient des fonctions uniformes

a dérivées premiéres et secondes continues des coordonnées du
point correspondant, qu'il soit a I'intérieur ou sur la frontiére de son
domaine. (.ela posé, on va montrer qu’on peut établir une correspon-
dance satisfaisant a4 ces mémes conditions entre un domaine quel-
conque du type de I, et un domaine A tel que :

1° A est situé dans le domaine |, | < k et contient le cylindre

k et z étant deux constantes positives.

2¢ [intersection de A avec I'byperplan x,=const. est un do-
maine T, dutypedel,_,.

I, et .1, , satisfaisant déja a ces conditions, examinons le cas
de X,.. Posons

el soit /(.r') une fonction paire définie pour |z |<;, ayant dans cet
intervalle une dérivée seconde continue et jamais posilive, égale

A 4+ VT —* pour [z | < )—:5 et a une constante /(:), son maximum,

' o v . ., . . "o
pour [z < 5+ Une telle fonction est aisée a construire. Si, sans

(778 ]

clndngvr les coordonnées x,, x,, ..., x,_,, on multipliex, par =y

” -— 4 2
Y, est transformé en un domaine défini par |x| < f(x) qui rempht
les conditions exigées pour 1A; en effet, d’une part, cette inégalité
”, . [/
équivaut pour |r|< : alx,| <k, d'autre part, elle peut sc mettre
) -

sous la forme 2* < z(x,), ce qui prouve que T, estunZ,_,.

I.e méme procédé peut itre appliqué a X, >< X, _, : on n’a qu’a poser

Journ. de Math., tome X.— Fasc. 11, 1931, 22
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alors

n—1
re1

Notre assertion est donc établie.

Lenve Il — Soit w une forme régulicre de degré p, nulle hors d’un
domaine @ du type de 1,, telle que o' =o sip net f w=0Ssip=n;
[

alors on peut trouver une forme réguliére de degré p— v, & nulle hors
de @, telle que &' = ©.

Pour faciliter 1a démonstration, nous supposerons que w dépende
d’une maniére réguliére d’un certain nombre de paramétres ¢,, ¢,, ...,
pour certaines valeurs desquels elle s’annule; ces valeurs seront indi-
quées par I'inégalité (¢) > o; & devra aussi dépendre d’une maniére
réguli¢re des ¢, s’annuler pour $(z)> o, et I'égalité &'=o devra
avoir lieu pour toutes les valeurs de ces paramétres.

Pour n=1, on n’a qu’a prendre &= ‘w. En effet, » est une

forme de degré 1, w =¢(x,, t)dz,; 9 étant nulle pour |z,|>a
I
ou L(2) > o, il en sera de méme de w puisquef w=o0,

—1
Pour passer a n quelconque, supposons le lemme établi pour moins
de n variables. D’aprés ce qui a été dit ci-dessus, on peut supposer que
@ se réduit au domaine A,

Sott d’abord p=n. — Posons » =[dz,»,] et

f = f(2,), f‘f(w,l)(/.t,,: F(zx,):
T —

Tn

f(x.) et F(x,) sont des fonctions réguliéres de x, et des ¢, nulles
pour |x,| > k ou d(t) > o, car alors o s’annule et 'on a

&
f J(zr) dx,,::fr»:o.
— I A

Soit ©. une forme réguliére de degré n — 1, indépendante de x,
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et d.,, nulle hors du domaine

~ae

oot
S<s
!
et dont l'intégrale étendue & ce domaine vaut 1. La forme de
degré n—1, w,— f(x,)m,, oa 'on considére x, comme un para-
métre, satisfait aux conditions du lemme pour (n—1) variables,
T, jouant le role de @; de plus elle s’annule pour 4(7)>o0
ou |z, | > k. On peut donc trouver une forme réguliére v, nulle hors
de T, et pour §(¢)>o0oulz,| >k, telle que o' = o, — f(x,)w. en
considérant x, comme un parametre.

Considérant o, comme une variable, on a

~ N oV =dr,m ) - [ [(rn) drym ) =» — [ dVwn,].

La forme &= |V (x,)w,]|—[dr,w] est réguliére, nulle hors de A
et pour 4(¢) >o0,etl'on a v'= .

Soit maintenant p< n. — Séparant dans o les termes qui con-
tiennent dx,, on peut écrire

=t + [dr,m,].

Si I'on considére x, comme un paramétre, o, est une forme régu-
licre satisfaisant aux conditions du lemme pour (n — 1) variables. En
effet, sip<n—1, on a bien w,=o;sip=n—r1, soit T, + S la
frontiére de I'un des domaines A, en lesquels T,, partage 3; o est
nulle sur S et 'on a

[ 'n,:f fn:[ r,,:f mw'=o0,
T, T, i Pt 3,

De plus, o, s’annule pour 4(¢)>o0 ou |x,|>4. On peut donc
trouver une forme réguliére @,, nulle hors de T.. et pour |z,|>#
ou 4(t) > o, telle que &,=w, en considérant x, comme un para-
métre.

Considérant r, comme une variable, on a

o, =m, + [(1.17,, ol ] .

D,
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’ I)U}' r_ ’ .
[.a forme (-)—ﬁ,:[dw,, (o)._.— ,)-T‘>] a sa dérivée nulle puisque
“An

c’est le cas de » ¢t 7,. Considérant o, comme un paramétre, la forme

de degrép —1, w,— 3'%, a donc sa dérivée nulle el I'on peut trouver
une forme @,, nulle hors de T, et pour 4(2) >o0 ou |x,| > #, telle
0w,

ue &, = w, — — -
q - - ()-'I;It

Considérant o, comme une variable, on a

/ L i ()w;\;
e, =[ s 222

I.a forme de degré p —1, o =&, — [ dx,®,], est réguliére, nulle
hors de A et pour §(¢) > o, et I'on a &' = . Le lemme est donc établi.

Le troisiéme lemme fait inlervenir d’autres domaines. Nous appel-
lerons du iype I,>< S, _, tout domaine qui peut étre considéré comme
I'ensemble des couples d’un point pris dans un domaine du type de I,
et d'un point pris sur une hypersphére a (n — r) dimensions S,_,. Les
couples qui correspondent a un point fixe de S, . forment un
domaine I! & » dimensions, qu’on peut considérer comme un r-champ.

Lemme III. — Soit o une forme réguliére de degré p nulle hors d’un
domaine @ du type de 1,><S,_,, satisfaisant & o'=o0, et de plus,
stp=nd f w=0, SIp=rd f ®m =03 on peut trouser une forme

® 11
réguliére de degré p — 1, &, nulle hors de @, telle que &' = .

Cet énoncé suppose implicitement que (@ est contenu dans un
espace 4 n dimensions; nous supposerons, pour fixer les idées, que
c’est 'hypercylindre défini par I’équation

dans l'espace a4 (n+ 1) dimensions de coordonnées z,, x., ..., x,
Yiy Yay oevy Yumry €t que @ est le domaine, situé sur cet hyper-
cylindre, défini par les conditions |z;| <1 (=1, 2, ..., 7). I] sera
alors défini par les conditions

Vp—rey =1, YI=Ya==.. .=V p==0.
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Si r=n, @ se compose de deux domaines du type de I, et I'on est
ramené au lemme II. Supposons < n, et raisonnons sur 1,><§,_,.
. . . [ !
(Coupons ce domaine par les hyperplans y,. .., = -~ et y,.,.,.=—:;
. , . . N . 1 .
il est partagé en Lrois parties; soit ), celle oit y, .., > =5 D, celle oi

] . . P L N . I ¢ 4
Yoo <— o et J la partie intermédiaire ou |y,. .. ;;- Il est aisé de

voir (ue chacun des domaines D,, D,, D, +J, D,+J est du type
de I,. Par contre, J, qui est défini par les conditions

[
L . . Ca, s J Jp—
750 BN ==3 TR N I R ) E yi=t,

2

estdutypedel,., S, , .
I1 est aisé de construire une fonction réguliére de y, .., ¢(¥u-r-1),

3

_ 1 . <1
nulle pour y, ,.,Z— - el égale & 1 pour y,_,.. 2 -

- La forme ¢u est
2

alors nulle hors de 1), + J et égale a » dans D,.
a. Cas de p=n. — Soit w, une forme réguliére de degré n, nulle

hors de J, et telle que
['D, :f "J”l).
U ] -4

1

La forme 20, — o, satisfaisant aux conditions du lemme Il pour le
domaine D,+-J, on peut trouver &, nulle hors de D, J, telle que

’
t.'y, g ’._’;'n -0y,

La forme o — o, satisfait aux conditions du lemme H pour le
domaine D, J; en effet, elle s’annule hors de D, + J, puisque hors
deMw=oetm,=oetdans D, &, = w; de plus,

f m-—r,-s',:.-fm---m",:fw:o.
n.+4 Io) @

On peut donc trouver &, nulle horsde D, + J et telleque &, = & — &',
La forme = = &, + @, répond alors aux conditions désirées.

b. Cas de p < n. — Lelemme étant vrai pour les domaines I, < S, _,
si ¢ = n, supposons-le établi pour ¢ >r.
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On a
Lo | =dvm].

Nous montrerons que la forme [dyw], de degré p+ 1, satisfait aux
conditions du lemme I1I pour le domaine J. Cela supposé fait, on peut
trouver o, nulle hors de J telle que w|=[d%m]. La forme 0 — o,
satisfait aux conditions du lemme 11 pour le domaine D, +J, ¢t 'on
peut trouver &, nulle hors de D,+J telle que &' = 70— w,. La
forme w — @/ satisfait aux conditions du lemme Il pour le domaine
D,+J, et Ton peut trouver @, nulle hors de D,+J telle que
m,=w—,. La forme & =®,+ m, répond alors aux conditions
désirées.

Il reste ainsi uniquement 4 montrer que | dyw | satisfait aux condi-
tions du lemme 111 pour le domaine J. Cette forme est bien nulle hors
de J, puisque w =0 hors de M et dz =o dans D, et dans D,; sa
dérivée extérieure est nulle. Ces conditions suffisent si son degré, p + 1,
est différent de n et de r+1.

Si p+ 1= n, il faut de plus que f, dew =0, SoitT, _  Tintersec-

tion de J avec 'byperplan y,_,,, = const. On a

lg
fll ’I f 1/1” /+|/)’/‘) ’l;fry ,

Sy

|~\—

\-\\—

Or, f w=uo, car, en désignant par T, + S la frontiére de
T
Yu v
I'un des domaines A en lesquels T, _ | partage @, o s’annule sur S

etl'ona
f 'l’——f 0 __f’n - 0,
T."n -re )n ro 8

Sip~+1=r—r, il faut que

| tagui=o.

L
On peut définir I, par les conditions

- —— o e —_— - —_—y . J— / .2
FI=)e = S Ve =00 V=41 v



SUR L'ANALYSIS SITUS DES VARIETES A /1 DIMENSIONS, 175
et

1
| ; ‘. . [ {
{"ciigl ({=1y,2, ..oy 1), i -/'~¢-||<;"

SoitU,, .., le domaine & r dimensions défini par les mémes condi-

]

. ’ MY I 4 4
lions que 1, sauf quel'inégalité|y, ., | < ; estremplacée par I'éga-

- . CL
lité ¥y == comst. Lorsque y,_.., varic de — A+ U,, ..,
balaie I!,,, etl'on a
1
) *r do g
l.(/?{‘).l :f (‘7,_'—)'/.)'u /'-Hf m.
. 4T J Y n--r4 Uy, .,

Or [ w = 0. En effel, soit A, le domaine balayé par L. lorsque

- Ay, .. ' ’

= varie de ¥,—,., & 13 A, est limité par U, —U, _
oli-o =03 on a donc

»
f ) :/. m' =0, d’oit j ) :f )
l:'_(’.)’n —-rat A L Us

Yo -r-y

et une portion

"

et cette dernicre intégrale est nulle par hypothése, car ll, n’est pas
autre chose que [,

22. Variéés closes a n dimensions. — Nous supposerons qu’une
variété & n dimensions, V, jouit de la propriété suivante, qu’on
pourra prendre comme définition.

V peut étre complétement recouverte par un nombre fini de
domaines ¢,, ¢,, ...; dans chacun de ces domaines ¢;, les points sont
repérés au moyen de n coordonnées x,, x,, ..., x,, qui mettent ¢; en
correspondance biunivoque avec l'intervalle I, ; dans la portion com-
mune a deux de ces domaines ¢;et v;, on passe des coordonnées de I'un
des systémes a celles de I'autre par des fonctions qui ont des dérivées
partielles continues jusqu'au second ordre.

Les définitions des champs et des formes réguliéres, données pour
'espace & n dimensions, s'étendent immédiatement & une variété telle
que V.

Un ¢-champ ¢’ est dit homologue & zéro (dans V), s’il existe
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un (g -+ 1)-champ ¢’*' ayant pour frontiére c?, et 1'on écrit

i+ = o el ¢!~ o.

Une forme réguliére de degré p, w, sera dite fermée, si sa dérivée
extérieure cst nulle : w'=o0. On dira encore que w est homologue a
séro, w ~ 0, 8'il existe une forme réguli¢re & Lelle que &'= .

La formule de Stokes montre que I'intégrale d’une forme homologue
@ zéro étendue a un champ fermé est nulle, et que I'intégrale d’une
Sforme fermée étendue a un champ homologue a séro est nulle.

Le but des paragraphes qui suivent est d’établir les réciproques de
ces théorémes. 11 sera nécessaire pour cela de faire une hypothése sup-
plémentaire sar V.

23. Subdivision polyédrale. — Disons qu'un champ élémentaire ¢,
dans la variété V, est régulier, si 'on peut trouver un systéme de
coordonnées x,, x,, ..., x,, valable dans un domaine contenant ¢, ct
tel que ¢’ soit représenté par les fonctions 2,=1¢; (1_(q), ;=0
(¢g<iZn). La fronti¢re d’un ¢-champ régulier se compose évidem-
ment de (¢ — 1)-champs élémentaires réguliers.

Une subdivision polyédrale de V est un systéme d’un nombre fini de
champs élémentaires réguliers, tel que la frontiére de tout champ du
systéme soit formée avec des champs du systime, et tel que tout point
de V soit & 'intérieur d'un champ du systéme et d'un seul. Soient «/,
a’, ... ces q-champs élémentaires (y=o, 1, ..., ). La structure de
la subdivision polycédrale est représentée par un complexe dont les
éléments sont les a’. La fronti¢re de a? est en effet unc combinaison
des «'"', et chacune des conditions [, Il et [II du paragraphe 1 est
vérifiée.

Nous admettons encore que, pour tout élément «’, on peut trouver
un systéme de coordonnées, soit x,, x,, ..., z,, valable dans un
domaine contenant le domaine A rempli par les n-champs qui ont «;
sur leur fronticre, ayant son origine en un point de a’, et tel que la
ligne représentée par les équations

(1) xry=d,t, T, = a,l, ey Zp=d,t,
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les « étant des constantes et ¢ un parameétre positif, ne coupe la fron-
tiére de A qu’en un seul point.

On peut alors établir la proposition suivante : Soit (D un domaine
intérieur ¢ A; on peut construire un domaine du type de 1, intérieur ¢ A
et contenant @, En effet, soit  la distance a I'origine du point ot la
ligne (1) coupe la frontiére de A; 7 est fonction uniforme et continue
de a,, a., ..., a,; on peut trouver une fonction positive ¢ des a, infé-
rieure & r, continue et a4 dérivées continues jusqu'au second ordre,
telle que le domaine X2} < z* (qui est du type de I,) satisfasse aux
conditions désirées.

Dans la suile, on admettra toujours que la variété considérée admet
une subdivision polyédrale, sans chercher aremplacer celte hypothise
par une autre d’apparence plus générale.

24. Formes élémentaires. — Soient A le complexe d’éléments / défini
par une subdivision polyédrale de la variété V, et B le complexe réci-
proque de A, 1'élément 67" correspondant toujours 4 «/. On va cons-
truire, dans V, un systéme de domaines G)(6?) en correspondance
biunivoque avec les éléments de B et jouissant des propriétés sui-
vantes :

1° Chacun de ces domaines est du type de 1.

2° M(H!) est alintérieur du domaine A rempli par les n-champs
élémentaires qui ont &} sur leur frontiére.

3o Si b%7' est sur la fronticre de 67, M(H?™') est 4 D'intérieur
de D(T).

La construction des ®(b) nc¢ présent: aucune difficulté : on n’a
qu’a prendre un domaine du type de [, 4 l'intérieur de «}. Supposons
construits les domaines (47) pour p<g et passons a M(b!).
[ensemble des D(577") tels que 677" soit sur la fronticre de 4] forme
un domaine () intérieur a A; en effet, ()%™ ) est par hypothése inté-
rieur au domaine A’ rempli par les n-champs qui ont a;™*' sur leur
fronticre, et si 6% est sur la frontiére de b7, ;™" est sur celle de "'
el A’ fait partie de A. Nous savons alors construire un domaine, du
type de 1,, contenu dans A et contenant @ (§ 23), qu'on pourra
prendre pour M (7). ‘

Journ. de Math., tome X. — Fase. 11, 1931. 23
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Au moyen de ces domaines, on va construire, dans V, un systéme
de formes régulicres, w(6?), en correspondance biunivoque avec les
éléments dc B, et jouissant des propriétés suivantes :

1° w(0?) est une forme de degré (n— ¢), nulle hors de (D(b’,.’).

2° Si
3= 3y,
! P
Zw‘-o)’( L) :2)’1"’([’7_' ).
i i

$ifz2k,

3 [ own={" "
It st L= /.

'l
I

Tout d’abord, la construction des formes de degré n ne présente
aucune difficulté : il est aisé de construire w(0}) régulicre et nulle hors

de D(H?) telle que
j (b)) =1.
L)

@ (L?) étant contenu dans «;, I'intégrale ne change pas si on I'étend
a «}, ct les trois conditions sont remplies.
Supposons construites les formes de degré supérieur a n— ¢, ct
passons a celles de degré n — ¢.
Soit E: ;07" la frontiére de 6!, et considérons la forme de
/

degré n—qg+1, szw(b’j’."). Elle satisfait aux conditions du

lemme 11 (§21) pou’r le domaine @M(h?); en effet, elle est nulle hors
de @(/?), puisque chacune des formes qui la composent est nulle hors
d’un domaine contenu dans @M(/?); sa dérivée extérieure est nulle en
vertu de 2°, car la fronti¢re de b7 est fermée. Cela suffitsin—gq + 1 <n.
Sin—gqg+1=n, oug=1, il faut de plus que son intégrale étendue
a @(b}) soit nulle. Soit b}= b} <'b;; notre forme se réduit
a (b)) + 2 o(b;) et D(b}) est intérieur a I'ensemble de a} et a;. On
pourra donc remplacer, dans l'intégrale, @(b)) par un champ tel
que == ¢/ == aj, en choisissant les signes de maniére que a;~' ne figure
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pas dans sa frontiére. Or, puisque b; =zebj+ &'bj, a}™’ figure avec le
signe ¢ dans la fronti¢re de «] et avec le signe ¢’ dans cclle de a}. On
peut alors prendre le champ za] — &'aj, et intégrale devient

f enlhiy v e'm(l;',f)::.—a’fm(//;!y---- e”j (b)),
zal”—z'u;‘

af “

et comme ¢?=2¢' =, elle est bien nulle.

Appliquant le lemme 11 (§ 21), on obtient une forme v (4?), régu-
licre, nulle hors de M(4?), et telle que

w'(b7) :E;j,,,([/j/,~t ).
J

Ces formes w(/?) salisfont, par construction, aux conditions 1°
el 2°. La premicre partie de 3" résulte de 1*. Pour vérifier Ja seconde

partie, prenons un élément «; """ en relation positive avec ¢;™’; on
aura
a;: Yot == a:.““7+ ron -//,

¢*~" ne contenant pas «;”.

i

h;~' sera en relation positive avec /7 et I'on aura
' (b)Y = (b} )+ oy,

o, élant nulle sur @)™, La formule de Stokes donne

vl
f ﬁ)(//’,l) pnet , 'J)'(/I'll),
ap Tl —q CapTrt

Comme o, s’annule sur «; ”"', le second membre se réduit

a f w(b; "), cest-a-dire 1. Comme (b?) est nulle sur ¢, le

noey ot
T

premier membre se réduit a f w(677"). La condition 3° est bhien
al=1

remplie.

23. Deux théorémes. — L’emploi des formes élémentaires et de la
subdivision polyédrale pour I’étude des propriélés générales de V
repose sur deux théorémes (ui seront établis ici. Ils permettront, dans
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certaines conditions, de remplacer une forme cuelconque par une
combinaison des formes élémentaires et un ¢-champ quelconque par
une combinaison des a’.

TutoriMe 1. — Toute forme fermée réguli¢re est homologue a une
combinaison linéaire a coefficients constants des formes ¢lémentaires.

La démonstration comprend deux parties : réduction a un théorme
auxiliaire, et démonstration de ce théorime auxiliaire.

THEOREME AUXILIAIRE. — Soit « une forme réguliére de degré p nulle
dans un domaine contenant les éléements de A de dimension inférieure
a q, et dont la dérivée ' est nulle dans un domaine contenant «; on peut
construire une forme o, réguliére, de degré p—1, nulle dans un
domaine contenant tous les éléments de A qui n’ont pas a! sur leur fron-
tiére, et telle que U'on ait dans un domaine contenant o :

si PZY: o= s pP=q, W=t — ko b=,
/t. étant une constante.

a. Réduction au théorme auxiliaire. — Soit donc « une forme
fermée de degré p. D’aprés le théoréme auxiliaire, on peut construire
une forme & telle que = o dans un domaine contenant «}. Cela
revient & dire que w est homologue 4 une forme (w — &) nulle dans
un domaine contenant a|.

Supposons démontré que » est homologue 4 une forme «, nulle
dans un domaine contenant les éléments de dimension inférieure a g
et les (i — 1) premiers éléments de dimension ¢ : o, «’, ..., a?_, et
montrons qu'elle est homologue a une forme nulle dans un domaine
contenant en plus «, en supposant ¢ £ p. En vertu du théoréme auxi-
liaire, on peut construire une forme o, nulle dans un domaine contenant
en particulier les ¢léments de dimension inféricurc ageta’, ..., a’ |
telle que &', =, dans un domaine contenant «?. On a donc

W~ ey~ — 8.

la derniére forme s’annulant bien dans un domaine qui contient les
éléments de dimension inférieure a g et les ¢ premiers de dimension g.
On tire de la deux conclusions :



SUR L’ANALYSIS SITUS DES VARIETES A 7 DIMENSIONS. 181

1 o est homologue a une forme nulle dans un domaine contenant
les éléments de dimension inféricure a p.

2" Si o est nulle dans un domaine contenant les éléments de dimen-
sion p, elle est homologue 4 zéro.

Partant de 1°, supposons « elle-méme nulle sur les éléments de
dimension inférieure & p. D’apris le théoréme auxiliaire, on peut
trouver une forme réguliére ; et une constante £; telles que I’on ait

(1) w,=w — kin(b!")

dans un domaine contenant «’.
On aura, en conséquence,

(‘).) .‘.Im', === -— 2/:, ’ﬂ(’,‘,”—l')

dans un domaine contenant tous les éléments de A de dimension p. En
elfet, dans un domaine convenable contenant o, (2) se réduit a (1),
puisque les &, et w(5H;77) s’annulent dans ce domaine si 3£ k.

Montrons que Ek;w(b") est fermée. Comme c’est une combi-
naison des formes ¢lémentaires, il suffit de montrer que son intégrale
est nulle lorsqu’on I'étend a la frontiére de n’importe quel élément de
A a(p—+r1) dimensions ('); sur tel champ, (2) a lieu; les intégrales du
premier membre ct de w sont nulles, parce (ue ce sont des formes fer-
mées et que le champ est homologue a zéro; 'intégrale de Xk (0;7")
sera donc nulle aussi.

La forme & — XZk,w(b;7") est donc fermée, elle est nulle dans un
domaine contenant les éléments de dimension p; d’aprés 2°, elle est

homologuc & zéro :
o~ Zhim( b1,

b. Démonstration du théorime auxiliaire. — P’renons, pour repérer
les points d'un domaine contenant «/, des coordonnées x,, z,, . ..,x,
telles que a7 soit contenu dans ’hyperplan P, :

Ly = Lyyz ==+ . =Ly == 0,

(") Car ces intégrales sont égales aux coefficients /; de la dérivée extérieure,
2ljm(byrery, de Zhim(byP).
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Soit, dans I'espace des z, Cle cylindre engendré par les hyperplans
a n — g dimensions perpendiculaires & P, et passant par un point dela
frontiére de a.

D’aprés la définition des g-champs ¢lémentaires réguliers tels que a!
(§ 23), il st aisé de trouver g fonction y,, y,, ..., y, dez,, x,, ...,
x,, 4 dérivées premicres continues ct 4 jacobien non nul & lintérieur
de af, qui représentent «f sur la sphére

v

.1 l)/

1

Comme w s’annule dans un domaine contenant la frontiére de af, on
peut trouver deux nombres positifs, el z,, assez petits pour que o soit
nulle dans le domaine défini par

1—elri. o7E,.

en pOSﬂﬂl

ce domaine tend en effet vers la frontiére de a/ lorsque ¢ et ¢, tendent
vers zéro. On peut encore supposer z ct ¢, assez pctits pour que le
domaine D,, défini par r<1—z et ¢ Sz, conlienne tous les points de
al intérieurs & M(b/™) et ne conlicnne aucun point des domaines
@(b,) tels que a;~' n’a pas 4] sur sa frontiére; en effet, la frontiére de
a! est extérieure & D (b!™") et a! est al’extérieur des M (b)) considérés.

Soient ¢, un nombre positif inférieur a ¢, et D, le domaine qui se
déduit de D, en substituant ¢, a ¢,.

La frontiére de D, se compose de deux parties adjacentes :

Fi: r=1—e o0Zge. et @, : rii—e p=g¢,.

La frontiére de D, se compose de deux parties analogues, I', et ®,.
F, est située sur I, @, est 4 'intérieur de D,. o s’annule sur F,.
Cela posé, pour établir le théoréme auxiliaire, il suffira de cons-

truire une forme réguli¢re o, nulle hors de D, et telle que l'on ait dans
D,: ’

’

v'=n sipHyg
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et
w'=un=ko(b}7) sip=q.

En effet, cette égalité aura bien lieu dans un domaine contenant a7,
puisque la portion de a7 extérieure a D, peut étre enfermée dans un
domaine ol G =w=o[et w(b/*)=o0si p=gq].

Liquidons tout d’abord /e cas de g=n. Alors, ¢ n’a plus de signi-
fication, D, est identique a4 D,, qui est un domaine du type de I,,
intéricur a a} et contenant A(b;). D’aprés le lemme II (§ 21), on
peut trouver une forme & nulle hors de D, et telle que I’on ait dans D,

B=m sipn et w'=m — ko (b)) sip=n,

enposant k= | .
a/

Supposons maintenant que g < n.
Le domaine D =D, — D,, défini par

ris—ze et g2

HA

nZe,.
estdutypel,_,>S, ,_,. Lechamp I}, peut étre défini par

7
ris—ez. z,

I\

2 E&. Lyt == Lyyesy ==+ o e = Lp—y—0O0. Tn=20.

D est limité par ®,, P, et F, —F,.

Soit 5(;) une fonction réguliére de ;, nulle pour ¢ > ¢, et égale a 1
pour z < z,. La forme [ ] s’annule hors de D,, car sur F,w =o et
sur ®,2 =o0. La forme | 3] =[d7»] s’annule en plus dans D, ot
dy =o0; elle est donc nulle hors de D, et sa dérivée extérieure est
nulle. D’aprés le lemme III (§ 21), cela suffit pour que I'on puisse
trouver une forme réguliére ,, nulle hors de D, telle que w, =[dzw],
lorsque le degré, p+ 1, de [d7 ] est différent de g+ 1 et de n.

Si p + 1= n, il faut que la condition supplémentaire f [dzw]=0
]

soit vérifiée. Soit T, I'intersection de D avec I'hypersurface ¢ = const.

Ona
& rds
dzow :f ((——‘)d‘afm.
>/l:[ ] A d? ‘l”?

Or f w=o0, car si A est la portion de D, limitée par T, et ®,
T,
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(définie parrZ1 — z, z Zconst.), w s'annulant sur #,, on a

f’n::f'n'::n.
1, A

La condition supplémentaire est bien vérifiée.

La forme [z ]— o, est nulle hors de D,, égale 4 » dans D,, et sa
dérivée est nulle. D’aprés le lemme Il (§ 21), on peut trouver une
forme réguliére &, nulle hors de D, telle que &' =[zm]—w,. Le
théoréme auxiliaire est donc établi pour p £ q.

Supposons maintenant p = 4.

Soit ¢, le champ défini par

r’y -z Sy TT TS Ly IO, L == const,

t, se réduit a I'intersection de 1), avec «/, de sorte que

e d
f'n: | / w.o b Ty,

e’y al

car (/;7) s’annule dans la partie de «/ extérieure a z,. On voit

d’ailleurs que f w (") ne dépend pas de r, pour z, <z, carle
t,”"

champ balayé par ¢, lorsque x, part de o est limité par ¢, — 1, et une

partie ol » (/") est nulle, et o (b7=") a sa dérivée nulledans D,. Pour

les mémes raisons, f

Liy

» ne dépend pas de x,. En posant [ w=1k, on
LS [

f w — hai ’l;‘_ll j—o.
L.,

Considérons la forme | z; 0 — key(4777)!]. Sa dérivée,

aura donc

EII’):’n — /."ﬂ(ll:’ o !:-Y,

est une forme de degré p+ 1=g¢g -1, nulle hors de D, et dont la
dérivée est nulle. D’ailleurs

oz

f Fdoym — ki bp=1): 1=
U : <1,
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en vertu de 1'égalité précédente et parce que, quand x, variedec, a ¢,
t, balaie I .
D’aprés le lemme III (§ 21), on peut trouver (') une forme w,

nulle hors de D, telle que

o, ==|doim — k(b)) ].

La forme [7{w —kw(h;™")]—®, est nulle hors de D,, égale a
w — kw(bi™") dans D,, et sa dérivée est nulle. D’aprés le lemme II
(§21) on peut trouver une forme @ nulle hors de D, et telle que

TD'/:| Y Ly — /-"u(//f""/ )i ].
I.e théoréme auxiliaire est complétement établi.

Turorime II. — Tout champ fermé est homologue i une combinaison
des champs élémentaires.

Ce théoréme pourrait étre établi par une marche analogue & celle
suivie pour le théoréme I, ¢n utilisant, outre le lemme I (§ 21), un
lemme analogue au lemme 111 (§ 21). Mais il a déja été établi, d’une
autre maniére, par M. J. W. Alexander (*); il est vrai que l'illustre
auteur se base sur des définitions un peu différentes des notres, en ce
qu’iln’introduit aucune condition de dérivabilité ; mais leraisonnement
subsiste sans aucune modification si I'on introduit ces conditions.

26. Théorémes généraux (*). — On appelle périodes d’une forme
fermée les valeurs de son intégrale étendue a des champs fermés.

Tueonkne I. — Une forme fermée dont toutes les périodes sont nulles st
homologue a zéro.

D’aprés le théoréme I (§ 25), une telle forme est homologue a une
combinaison des formes élémentaires, Zy;w(b;"), qui sera évidem-

(') Si p4+1=nr=¢y +1.il y a une seconde condition supplémentaire, qui
est celle qui a été vérifiée plus haut.

(*) J. W. Avexasoer, A Proof of the invariance of certain constantsof Ana-
lysis situs (Trans. of the am. math. Soc., 1913, p. 148).

(*) Voir les Mémoires de M. E. Cartan cités dans I'Introduction.

Journ. de Math., tome X. — Fasc. 11, 1g3r. 23
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ment fermée, et que nous désignerons par w(d"~*) en posant
d"—1=Zy;b}~1.0(d"-") a toules scs périodes nulles, et il suffit de
montrer (u’ellc est homologue a zéro. Or on va voir que c’est la
dérivée extérieure d'unc combinaison des formes ¢lémentaires, ou, ce
(jui revient au méme, que la chaine ¢~ est homologue a zéro dans le
complexe B. En effct, si elle ne ’était pas, on pourrait, en vertu du
théoréme de Poincaré du paragraphe 16, trouver une chaine fermée
de A, c'=Zx;a!, telle que Zx;y;5£ 0; on en déduit

f wld"=1) /o
-

et notre forme aurait une période non nulle, contre I’hypothése.

Tusoréwe II. — Etant donnés P champs d'intégration fermés, a
q dimensions, entre lesquels n’existe aucune homologie, on peut troucer
une forme fermée de degré q, prenant, intégrée sur ces I’ champs,
P valeurs données a 'avance.

D’apréss le théoréme Il (§ 28) et d’aprés le paragraphe 14, les
champs donnés sont homologues avec division a des combinaisons des
champs A7_, _.(i=1,2, ..., P,)). Supposons donc que le /"

champ consnderé soit

(1) Ze/‘"‘\;,,,—'—h,-.w (h=1.2.....P).

{

Dcslgnons par m(B;"_”,Tﬂ_,) la combinaison des formes élémentaires

qui se déduit de By~ . C’est une forme fermée, qui, intégrée sur
Al - prend la valeur 1sii=k osiizh (§ 15 et 16) Cela
posé, si 'on cherche a déterminer les nombres x; de manicre que la
forme

oI, )
prenne, intégrée sur les champs (1), les valeurs données /,, [,, ...,
l,, on est conduit au systéme

Zek,,xi:lk (k=1.2,....P).

i
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Ce systéme est toujours possible, car, les champs (1) n’étant liés
par aucune homologic (dans V et a fortiori dans A), le rang du
tableau | ¢,,|| est ¢gal a I,

I.a condition que les champs donnés ne sont liés par aucune homo-
logie est évidemment nécessaire. De la résulte que les P, champs
A7 ., ..« me sont liés par aucune homologie (da.ns V), et P, est
le nombre maximum de tels champs. On peut faire une remarque
analogue sur les o (B;7% ./). D'ot :

Tuconexe II. — Si P, est le ¢ nombre de Betti du complexe A,
P, le nombre mazimum de q-champs fermés de N lics par aucune homo-
logie (dans N'), P, le nombre analogue relatif aux formes fermées de

degré q, on a ’ )
l’,/: P,/ = P,,.

27. Produits extérieurs et intersections. — De deux formes fermées de
degrés p et ¢, w, et w,, on déduit, si p+ gZ<n, une forme fermée de
degré p+ g, leur produit extérieur [, w,]. Si 'un des facteurs est
homologue a zéro, le produit I'est aussi. Il est alors naturel de se poser
le probléme suivant : Calculer les périodes de [ w, w, |, connaissant celles
de w, et ©,.

Sans changer les périodes d’un produit ni des facleurs, on peut
remplacer ceux-ci par des combinaisons des formes élémentaires,
w(c" ") et w(e"~), correspondant aux chaines ¢ et ¢"~ de B(").
Nous supposerons qu’on peut les choisir de maniére que ¢~ et ¢~
n'aient ¢cn commun que des éléments de dimension n — p — 4 au plus.

Remarquons ici que le complexe A est régulier; en effet, si I'on
cherche a établir cela par récurrence, on est ramené a prouver que les
fronti¢res d’éléments el les asters de A jouissent de la propriété 1° du
paragraphe 4; or ccla résulte, comme on sait, de ce que ces complexes
correspondent a des subdivisions polyédrales d’hypersphéres. B sera
donc aussi régulier. S1 'V est d’un seul tenant, A et B sont connexes.
S1V est bilatére, il en est de méme de A et B; si 'V est unilatére, A est
unilatére de premiére espéce et B de seconde espéce.

(") Ce ne sont plus nécessairement des chaines entiéres : les coefficients
peuvent étre des nombres réels quelconques.
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Ces remarques faites, les deux chaines ¢*~ et ¢*~* ont une intersec-
tion bien déterminée c¢'~. ¢"~” (les définitions du paragraphe 10
s’étendent d’elles-mémes au cas des chaines non entiéres), et le pro-
bléme posé sera complétement résolu par le théoréme suivant.

Tutoneme ;
[ o (,,n—-/;) " (cll—l/) ] ~ 1) (cll—-l/ 3 (I.I/«_//)’

LEmye. — L’intégrale

I = [ fs) ( C”—/’) ) ((,'”’"/ ) |
a//’+’/
4

est égale au nombre de fois que ;™" figure dans ¢, ¢"~.

Ce lemme admis, le théoréme est immédiat : les intégrales des deux
formes qui figurent dans son énoncé auront la méme valeur pour les
champs d'intégration formés d’éléments de la subdivision, clles auront
donc mémes périodes et seront homologues.

Démonstration du lemme. — 11 n’est pas nécessaire que "7 et ¢
soient fermées; nous supposerons seulement, dans I’énoncé du lemme,
que b} " ne figure pas dans la frontiére de ¢~/ ou ¢" et n'est pas sur
la frontiére d’un ¢lément commun & ¢~ et ¢"~”. Soit 7. le nombre d¢
fois que /4~ figure dans ¢"~.¢”; il s’agit de prouver que

(1) H=2.

Dans le cas ot 4; " ne figure pas dans ¢ (ou ¢~), (1) est évi-
dent, car A=0 et H=o0 parce que w(c"*") [ou w(c" )] est nulle
sur a/,".

Laissant ce cas, supposons d’abord p = o. Soit /// un élément ayant
by sur sa frontiére. Si b; figure u. fois dans ¢"~7, et b, v fois
dans ¢", on a par définition A = u.v (§ 10). Mais alors

f n(em1)=y (§24).
al™

et w(c¢"") est une fonction égale a u. en « et dont la différenticlle
s’annule sur &/’ (parce que 4;7 " n’est pas sur la frontiére de ¢”).
o (c"~") est done égale a w sur «;, d’od H=u.v =7.
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Procédant par récurrence, supposons le lemme établi lorsque la
chatne qui joue le role de ¢*~” a une dimension supérieure a n — p.

Soit ¢ +' une chaine de B telle que I'on ait, dans I'aster de centre
by v, e"rt=c*r, et n’ayant, dans cct aster, que des éléments de
dimension n —p — g+ 1 au plus en commun avec ¢“~". Nous admet-
trons Uexistence d'une telle chaine; il resterait a s’affranchir de cette
restriction, ce qui ne sera pas fait ici.

Soit Zwiaf’*"/" la frontiére de «;~". Si b} 7" figure 7.; fois dans

]

¢'=1.¢" "', on aura

A :Z.Lﬂ.l,
{

parce que, dans I'aster de centre 47, on a

= s ) = (A ey,

D’aprés le lemme appliqué i ¢"~7 et ¢+,

f |’ “w ( oh—p+ ') o =1 ) 'l: )'ie

vy ”él-g-,,'_| X

d’ou, par addition
’ ?
(2) j [ m(er—rstym(en—r) | =2 =).
p g wlt - =)
4
Mais sur ;™ on a
(e Ty=ao et | (Y y = gy (en=r),

d’on
[ (en=r=tym(em=1) ) =[o(A=PYm(c=7)].

La formule de Stokes montre alors que l'intégrale au premier
membre de (2) est égale a H. Sous réserve de I'hypothése faite, le
lemme et le théoréme sont établis.

~ Ce théoréme nous montre ue le probléme posé au début, déter-
miner les périodes de [, »,] connaissant celles de o, et «,, ne néces-
site que la connaissance ‘des tableaux d’intersections de Bj; inverse-
ment, la connaissance des périodes de produits extérieurs pourra servir
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a déterminer ces tableaux, ou du moins la partie de ces tableaux qui
subsiste lorsqu'on se borne 4 I'homologie avec division.

Signalons quelques conséquences. Le produit dc deux formes a
périodes entiéres a aussi ses périodes entiéres. Si V est bilatérc et si
est une forme fermée 4 périodes non toutes nulles, de degré p, on peut
trouver une forme fermée de degré n — p, w, telle que

fl())m‘l:l.
v

28. /loméomorphie et équivalence. -— Soient V, et V, deux variétés
donnant naissance, par subdivision, aux complexes A, et A,. Il peut
arriver que A, et A, soient équivalents sans que V, et V, soient
homéomorphes; cela résulte de I'existence, établie par Poincaré ('), de
variétés a trois dimensions ayant les mémes groupes ¢§, (¢ =o, 1, 2, 3)
que I'hypersphére et non homéomorphes a celle-ci.

Par contre, il semble trés probable, bien (jue ce ne soit pas prouvé,
que si V, et V, sont homéomorphes, alors A, et A, sont équivalents.
11 y aurait lieu de prouver directement que les conditions nécessaires
pour I'équivalence de A, et A,, formulées au Chapitre 1I, sont aussi
nécessaires pour I'homéomorphicde V, et V,. Cette preuve a été faite,
en ce qui concerne les nombres de Betti et les coefficients de torsion,
par M. J. W. Alexander (?). En ce qui concerne les tableaux d’inter-
scctions des chaines d’ordre infini, et si I'on se restreint aux homéo-
morphies satisfaisant a4 des conditions de dérivabilité, une preuve est
implicitement contenue dans le théoréme du paragraphe 27. Pour le
cas général, on pourra consulter le mémoire cité de M. Lefschetz.

(') M. Poincare, Cinquiéme complément a l'Analysis situs (Palermo
Rendic., 1go}).
(*) Loc. cit., § 25 (1).



SUR L'ANALYSIS SITUS DES VARIETES A N DIMENSIONS. 191

CHAPITRE IV.

CONSTRUCTION DES COMPLEXES.

29. Produit de deux complexes. — Le produit, A < A, de deux
complexes A et A, 4 m et n dimensions, est un complexe 4 m~+n
dimensions, dont les ¢léments sont en correspondance hiunivoque
avec les couples formés d’un élément de A et d’un élément de A5 celui
qui correspond au couple («/, @) a p 44 dimensions et sera désigné
par @< a.

Si

— . ol e ol
ﬂ,l’_z.l,,r./., et W= E,) 4G
j i

nous conviendrons d’écrire

ar s al :Zd;g y;(a’,-’ x a})
1’;

Pour définir la frontiére des chaines de A >< A, nous conviendrons
que, si L
al =z oh et at == qi,

on a

ar K al =z ol K al 4 ()Tt K al.

Les trois conditions du paragraphe 1 sont bien vérifices.
Pour déterminer la structure des groupes ¢, du produit, réduisons

les schémas de A et A comme au paragraphe 14. Leschéma de A >< A
devient alors

A N =l M AL (=, AT <N (i1, j21),

A< M=l M= N (i<t j5t,),
AU _\-} =S (— l')'/r»,’f,'.,,,, . .~\§Zf’,__,, p2d T\J/ (ig L, ]> 2,, )
AY < ‘35 0 (i> Laf> L,).
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Cherchons un systéme fondamental de chaines fermées. On a
d’abord les chaines & un terme, produits de deux chaines fermées, qui
se trouvent dans la quatriéme ligne de notre schéma. Reste a déter-
miner les chaines formdées de plusieurs termes, dont les frontiéres se
détruisent.

Les chaines du second membre de la premiére ligne, produits d'une
chaine d’ordre fini avec une chaine limitée, ne figurant que dans un
seul second membre, une chainc fermée ne peut contenir de Lerme qui
se trouve au premier membre de la premiére ligne.

Une chaine dans le second membre des lignes deux et trois s’y
trouve exactement une fois ou deux fois, suivant qu'un seul de ses fac-
teurs ou les deux sont d’ordre fini. De larésulte qu’on aura un systéme
fondamental de chaines fermées en adjoignant aux chaines 4 un terme
des chaines 4 deux termes seulement; ces derniéres sont les mémes, a
un facteur prés, qui se trouvent dans les seconds membres de la pre-
miére ligne : elles sont donc d’ordre fini. l.es homologies se lisent
directement sur le schéma.

On aura une base pour les chaines d’ordre infini, c¢'est-a-dire pour

les groupes g, de A >< A, en faisant tous les produits de chaines prises
dans des bases des groupes g, de A et A. En désignant par P, P/, P,
les nombres de Bettide A >< A, A ct A,ona

(1) P,= Z PP
7

[+ k=

Notre schéma fournit aussi aisément des bases pour les groupes v,
de A >< A. Désignons par =, (x), =,(x) et = (x) les nombres des
g-chaines d’ordre & dans les bases des groupes v, de A > A, A et A.
Dans la base du groupe Y, de A >< A, on a d'abord les produits d’unc
chaine d’ordre infini par une chaine d’ordre fini; 'ordre est égal &
Pordre de cettc derniére. Ensuite, il y a les produits de deux chaines
d’ordre fini;’ordre est égal au plus grand commun diviseur des ordres
de ces derniéres. Enfin, 4 chacun de ces derniers produits correspond
une chaine 4 deux termes, de méme ordre et de dimension d’une
unité supérieure. En désignant par (u, ¢) le plus grand commun
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diviseur de u et ¢, on peut résumer cela dans la formule suivante (') ¢

()= 2 Pir () + m () P+ 2 () m(v).
ivk=gq f+hz=q,q—1
(e, 3= !

Remarquons ue, d’aprés la maniére dont on a choisi les bases des
groupes v,, 7, (x) et =, (x) sont les nombres des coeflicients de torsion
4 ¢ dimensions égaux 4 2 pour A et Aj mais en général il n’cn est
plus de méme de =, (x) relativement a A > A. Ces nombres-n’en
déterminent pas moins la structure du groupe v, de A >< A et il est
ais¢ d’en déduire les coefficients de torsion.

Les résultats obtenus conticnnent le suivant :

Tueonexe 1. — Si A et A sont sans torsion, A >< A est ausst sans
torsion, et ses nombres de Bettl sont déterminés par la formule (1).
9 «

Je mc bornerai & énoncer les deux théorémes suivants, dont les
démonstrations, un peu longues, ne présentent pas de difficulté.

Tukoneme 1. — SE A et A sont deuzx complexes réguliers
ausst un complexe régulier.

, A< A est

Tukorine 1, — Sotent A, et \, deux chaines a p, et p, dimensions
ayant unc intersection bien déterminée, N .A,, dans le complexe régu-
lier A, mdimensions ; soient A, et A, des chaines analogues, de dimen-
sions q, et «f,, dans le complexe régulier A & n dimensions; alors, dans
le compleze \ >< A\, on a

(A< ). (0 X)) =(— nym=ranrmaf (8,0, ) < (X,.X,)].

30. Somme de¢ deux complexcs. — Soient A et A deux complexes
bilatéres, orientés, a un méme nombre de dimensions n; ¢n les subdi-
visant au besoin, on peut toujours trouver deux éléments de dimen-

sion n, « dans A et « dans A, entre les frontiéres desquels existe un
isomorphisme tel que, si «® (resp. «°) et a*~' (resp. ") sont les

(1) Cette formule et la précédente ont été déja établies par M. Kiinneth
(Math. Annalen, t. 90, p. 65-85; t. 91, p. 125-134).

Journ. de Math., tome X. — Fasc, 11, 1931, 25
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bases des groupes ¢, et &, de la frontiére de « (resp. u) orientée
naturellement, «" corresponde & w” et «~' a — «'. En identifiant les
éléments correspondants de ces frontiéres el supprimant « el «, on
déduit de A et A un nouveau complexe qui sera désigné par A + A.
Celle opération est analogue 4 la subdivision élémentaire (§6) et se
confond avee elle si 'un des complexes A ou A est planoide.

A+ A est un complexe bilatére, dont Poricntation se déduit de
celles de A et A5 on aura une base pour sex groupes ¢, (0 <y < n)en
juxtaposant les bases des groupes ¢, de A ¢t A, et ses tableaux d’in-
tersections s'ohtiennent simplement en réunissant cenx relatifs i A
et A

al. Construction des exemples annonces au paragraphe 12, — 1)ési-
gnons par S, un complexe planoide i .x dimensionss s et S seront
les bases de ses groupes ¢, et G .

Y

a. Considérons le complexe (S,_,.-2S, ) = 8,. Cest un complexe
bilutére, suns torsion, a n==p ¢ —r dimensions. Dapres le para-
sraphe 21, les chaines suivantes formeront des bases pour ses groupes

raphe 29, les chaines suivantes formeront des | Ir $Cs Erou|

G.(o< e <n)

=S, K Sty N,
o = (Sr g ‘,‘,' ;) S,A’

=N b A S A W
Coog== (SPTK S0 K S),
Pz (80 K ST A s
s, RS, A

Les intersections de ces chaines s’obtiennent aisément au moven duo
théoréme HI(§29). On trouve que celles de dimension positive qui
ne sont pas nulles sont les suivantes :

Ml == l)/"'l,"', o, o= §)reed e, N S U B Y T

Si les entiers p, 4, r, n—p, n—q el n—r sont tous distinets, le
nombre de Betti (o < e < n) de notre complexe est égal it oun do,
suivant que x est ¢gal a 'un de ces entiers ou non; les sculs tableaux
T:.(:>0)non nuls sont T, ,_,, T,_,,etT, ,,.,, qui conticnnent
chacun un seul nombre égal 4 *=1.

. <

N



SUR L'ANALYSIS SITUS DES VARIETES A 7o DIMENSIONS. 195

h. Considérons maintenant le complexe
(S;,5¢ Su—p) + (S, %< S,-)) -+ (S, < S, )

P, ¢, I ¢l n ayant les mémes valeurs cue dans «.

Comimne le précédent, ce complexe est régulier, hilalére et sans tor-
sion, il y a encore les mémes nombres de Betti. Mais ses tableaux
T; .(i > 0) sont tous nuls (car il en est ainsi pour ses parties constitu-
tives). Nos deux complexes ne sont donc pas équivalents, hien qu’ils
aient les mémes groupes . : c’est ’exemple annoncé au para-
graphe 12.

L’hypothése que les entiers p, ¢, 7, 2—p, n— ¢ et n—r sont dis-
tincts n'a rien d’essentiel. Si par exemple n=23, p=¢g=2,r=r1,0n
obtient deux complexes dont les nombres de Betti sont Py=P,=1,
P, ="P,=3; le seul tableau & considérer, T, ,, a trois lignes et trois
colonnes; Lous ses éléments sont nuls pour le second complexe, tandis
(que pour le premier, avee les bases choisies, les éléments de la diago-
nale principale sont 1, 1, —1 et les autres 0. Ce dernier exemple est
celui qui a été signalé par M. J. W. Alexander (').

32. Construction des exemples annoncés au paragraphe 17. — Con-
sidérons la variété close & 2 n dimensions représentée par 1'espace pro-
jectif ponctuel complexe E, 4 n dimensions complexes. 11 est aisé de
prouver qu’elle admet une subdivision polyédrale, qui engendre un
complexe régulier A. Ensuite, on peut voir que A est sans torsion et
(ue ses nombres de Betli non nuls sont

P=P,=...=P,=...=P,,—1,

en raisonnant directement sur IS, de la maniére suivante.

D’abord, on a P,=P,,=1, parce -que la variété est connexe et
bilatére. Ensuite, si ¢ < 2n, on peut voir que tout champ ¢’ fermé ou
dont la fronti¢re est contenue dans I'hyperplan de linfini E,_, cst
homologue & un champ contenu dans E,_,, en projetant ¢7 sur E,_,
d'un point de E, non situé sur ¢’ ni sur E,_,. Il en résulte que les
nombres de Betti P,(g < 2n) sont les mémes pour E, et pour E,_,.

(') Proc. of the Nat. Acad. of Sciences, vol. 10, 1924, p. 101.
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On est donc ramené de E, 4 E,_,; comme notre assertion est vraie
pour n=1 (car E_ est la sphére), clle est établie.

Choisissons n pair : n=2p. Le complexe A, & 4p dimensions, a
son nombre de Betti P,, égal 4 1 la forme quadratique attachée i A,
ne contenant qu’unc variable et ayant d’ailleurs un déterminant égal
a +1, se réduit 4 x* ou — x*. Le signe dépend de I'orientation de A.
En vertu du théoréme IV (§17), A (et par suile E,,) n’admet pas de
transformation en lui-méme qui renverse 'orientation.

Prenons quatre exemplaires de A, A,, A,, A, et A,, orientés de
maniére .que leurs formes (uadratiques attachées soient z%, xi, x}
et —a7. Les complexes A, + A, et A, -+ A, sont sans torsion et ontles
mémes nombres de Betti; la forme attachée au premier est = 2% + 22
et celle attachée au second est 9’ =z} — x;. Comme @' n’appartient
pas a la méme classe que ® ou — @, nos deux complexes ne sont pas
équivalents : c’est 'application annoncée du théoréme 111 (§17).

33. Construction des exemples annoncés au paragraphe 18. — On
va commencer par construire un complexe & un nombre impair de
dimensions, dont les nombres de Betti P, (o <<q<nr) sont nuls, et
qui a un coefficient de torsion, el un seul, égal & p, dans chaque
dimension impaire, et aucun dans les dimensions paires.

Considérons le complexe A, qui contient p éléments dans chaque
dimension, 4! (i =1, ..., p),défini par le schéma suivant (on convient

g — UM
que 4; ,=a;)
S,:-—+ (i=1,%, ....p) pour q pair,
14
(1) P y . . .
'”1’ :2//‘/ (r==1y, 2, ....p) pourimpair.
. i=

Il admet visiblement 'automorphisme J qui change «’en o’ |, et I'on
peut vérifier qu'il est planoide.

On peut d'ailleurs déduire A d’une snbdivision convenable de
I’hypersphére

(2) xi=1,
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'automorphisme J correspondant & la transformation

Loyy | == Ly cos-—g - — X, 51N el
2 £ Loy S 9
2¢—1 2l—1 ) a2l I

(3

' . 2T 2T
Xo;== Tyt—y SIN — ~+ Z»;COS —
r r

., n—+1
L= 0,2 o0 ey > ’

qui engendre, comme J, un groupe cyclique d’ordre p.

L’automorphisme J s’étend évidemment a la subdivision normale C
de A. Les éléments de C se répartissent en systémes contenant chacun
les p ¢léments qui se déduisent de I'un d’eux par J et ses puissances;
deux éléments d’un méme systéme ne peuvent étre sur la frontiére
d’un méme élément, ni dans un méme aster. Appelons chaine inva-
riante ¢lémentaire la somme des éléments d’un méme systéme.

Cela posé, les chaines invariantes élémentaires peuvent étre considérées
comme les éléments d’un nouveau complexe C. A toute chaine ¢/ de C,
correspond une chaine ¢’ de C, invariante par J; on dira que ¢’

recouvre ¢. Si ¢ =ci', ¢ et ¢’ tant recouvertes par ¢’ et ¢',
onaci=c''.

Cest un complexe régulier; chacun de ses ¢léments est recouvert
par p éléments de €, dont les fronticres ne se touchent pas et qui sont
centres d’asters ne se touchant pas; il en résulte que la fronticre de
tout élément de C est isomorphe # la frontiére d'un élément de C
ct tout aster de C i un aster de C. La régularité de C entraine donc
celle de C.

On remarquera d’ailleurs que C représente la variété, dont les
points correspondent aux syst¢mes de points de I'hypersphire (2),
qui se déduisent de I'un d’eux en répétant la transformation (3).

Pour déterminer le groupe ¢, de C, remarquons qu’en vertu de la
relation entre C et C, G, est le groupe formé par les g-chaines fermées
invariantes de C lorsqu’on assimile & zéro celles qui limitent une
(¢ =+ 1)-chaine invariante.

On peut méme remplacer C par A, et alors on constate direc-
tement sur le schéma (1) que pour ¢ pair et positif, il n’y a aucune
chaine fermée invariante, dans ce cas, G, se réduit a 1’élément zéro;
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pour ¢ impair, toutes les chalnes fermées invariantes sont les mul-
/)
tiples de Za’;, et si ¢ <n, les p"** de cette chalne sont les seuls qui
j=1
limitent une chaine invariante, en sorte que ¢, est cyclique d’ordre p.
G, et G, sont cycliques d’ordre infini.
Creprésente done bien le complexe qu’on voulait obtenir.
Faisons n=4/k+3 et p=13. Le groupe ¥.,., deC étantcyclique
d’ordre p =3, le tableau d’enlacement nc conticnt qu’un nombre :

) —
{""*5—'7”

¢ étant une base de v, , (qui ne contient que les éléments o, ¢ ¢t 2¢);
@ ne peut étre nul en vertu du corollaire du théoréme 11 (§ 18); il est
donc égal it 1 ou 2. Il ne change pas si I'on change la base de y.,..,, car

4L op Ly
R .
120,210 § = T = ';); Irln()(ll],

mais 1l change si I'on change l'orientation de C. De Iii résulte que C
n’admet pas de transformation en lui-méme qui renverse 'orientation.

Prenons quatre exemplaires de C: C,, C,, C, et C,, orientés de

.y . . 1
manicre que leurs tableaux d’enlacement contiennent respeclivement 37

%s % et % Les complexes C,+ C, et C,+ C, onl mémes nombres de

Betti et mémes coefficients de torsion (deux égaux i trois dans chaque
dimension impaire). Leurs tableaux d’enlacement sont respecti-

vement :
O I [s A
1 el T’:.;: 3 9 .
o 3 o 3

Soient ¢, ¢, et ¢, ¢, les bases correspondantes des groupes ¥,..,. Le
seul élément ¢ = x¢, + yc, du premier pourlequel {¢,c}{=o0cstc =o,
car

ol v

T=

x*—+ y?
{I:,I:}Z“"—:;"l =0 [modi]

entraine
rz=y=o0 [mod}].
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Il n’en est pas de méme dans le sccond; ¢ =c¢,+ ¢, n'est pas nul,
bien que { ¢/, ¢’ j=o0. De lia résulte que le tableau ' n’appartient pas
it la méme classe que T ou — T et nos deux complexes ne sont pas
¢quivalents : c’est I'application annoncée du théoréme 111 (§ 18).

34. Citons, pour terminer, d’autres exemples (ui se rattachent aun
précédent,

Le complexe A considéré au début du paragraphe 33, de dimension
n==2v -1, admel encore I'automorphisme qui change «;"' et a}" ¢n
ailetdi; Ly L, ..., L, étant des entiers premiers avec p.

Commeci-dessus, onen déduituncomplexerégulierC(/,, {,, ..., 1),
(ui a toujours les mémes nombres de Betti el coefficients de torsion.

Si e, cst une base de v,.,..,, ¢,¢,, e,e,¢, ... sont des éléments de
Vau—sy Yar-sy - -+, Ct T'on peut prouver qu'ils peuvent servir de hases
pour ces groupes. De cette manicre, les tableaux d’intersections sont
ramenés i une forme canoniquic : ceux qui ne sont pas nuls contiennent
le scul nombre 1. Inversement, e, étant fixé, c’est la seule maniére de
choisir les bases (qui raméne les tableaux i cette forme.

En ce «ui concerne les tableaux d’enlacement, on peut constater
que lorsque les bases sont choisies de la manicre indiquée, ils con-
ticnnent tous le méme nombre (déterminé [mod1]). Pour une orien-
tation particuli¢re et un choix particulier de e,, ce nombre est

14,0, . .1,
P

Si 'on change 'orientation, il change de signe; si I'on change e,
en /me,, m élant premier avec p (ce gni est la base la plus générale
de v.,.), il est multiplié par »e ',

Coxcrusiox. — Pour que les deux complexes

C=Cily by ... )y e C=CL,. 0, ..., 1)

sotent équivalents, il est nécessuire que Uéquation a une inconnue
enliére m

(1) ldy oo ly= = ne 'L [modp|

admette au moins une solution.
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Ainsiy pour n=3, v=1, p=5, Lh=l=1,{,=1 et =2, les
deux complexes i trois dimensions C ct C' ne sont pas équivalents, car
la congruence

1= = m*a [ modi ]

n’a aucune solution enticre; cct exemple est celui qui a été signalé par
M. Alexander ().

On voit ici la nécessité de considérer simultanément les tableaux
d’enlacement et les tableaux d’intersections. Pour v pair, en parti-
culier, les tableaux d'enlacements peuvent étre ramenés i une forme
canonique; mais ils ne peuvent pas I’étrc en méme temps que les
tableaux d’intersections.

On peut se demander s'il suffit, pour 'équivalence de C et ', que (5)
ait une solution. Désignons par /\, f,, ..., f,., les fonctions symé-
triques élémentaires de /,, /,, ..., £, f; étant celle de degré 7
soient f, les fonctions analogues des /, et considérons le syst®me

Ji=emlf] (F==1,0. .. .,v--1),

”
et =1,

(2)

Il est aisé de prouver que lu condition que le systéme (2) admette une
solution m enticre est suffisante pour I’ équivalence de C et C'. 11 semble
que cette derniére condition soit aussi nécessaire ct «ue la premicre
soit insuffisante, mais la question n’est pas résolue.

(') Trans. Am. Math. Soc., L. 20, 1919, p. 33g-344, et Proc. of the Nat. A¢.
of Sc., 1. 10, 1924, p. 99.



