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ESPACES METRIQUES COMPLETS. . 377

Sur les espuces inétriques complets (*);

Par N. WEDENISSOFF.

(Moscou, ) -

Dans une Note publiée dans les Comptes rendus (1. 178, 1924, p. 185),
M. P. Alexandroff a caractérisé au point de vue topologique les espaces
métriques séparables complets de M. Fréchet (*). 11 a donné aussi une
définition topologique intrinscque des ensembles G; situés dans de tels
espaces. Ces résultals sonl contenus dans les théorémes suivants :

Tuéorene |. — Pour r/u’un espace métrique séparable soit complet, il
Jautet il suffit que Uon puisse extraire de tout systéme (letel'mmant(
de cet espace un systeme déterminant clos (*).

(') Aprés avoir achevé la démonstration des résultats ci-dessous (dont I'exposé a
été lu au Séminaire topologique de M. Alexandroff en décembre 1926) j'apprends que
M. Hausdor(f est parvenu aux mémes résultats en octobre 1926, sans les avoir publiés. Je
tiens & mentionner en outre que M. Sierpinski a, Jui aussi, obtenu des résultats équi-
valents (4 paraitre dans les Fundamenta Mathematicee, ¢ XI).

(%) On trouvera dans la Note citéc de M. Alexandroﬂ'les définitions de toutcs les
notions élémentaires dont nous faisons usage dans le présent travail,

(%) Le systéme ¥ = | V| de sous-ensembles ouverts de I'espace (ou de I'ensemble)
[ est dit systéme :lele//nmant de l'espace (ou de VFensemble) E, si tout ensemble
ouvert dans E peut étre obtenu par réunion de certains ensembles du systéme .

(*) Un systéme déterminant de I'espace E est appelé clos si, quelle que soit la suite
décroissante de ce systtme : VDV, D> V; ..., il vy a des points communs i tous
les V,, (oi1 V, désigne 'ensemble V,, augmenté: de tous ses points d'accumulation). De
méme un systeme déterminant. d'un ensemble M est clos, si pour toute suite décrois-
saute d'ensembles de ce systéme : V, D Vo> Vy ... ona

M ]i[v‘,, o,

n=1
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Tutoneme 1. — Pour qu’un ensemble M situé dans un espace
métrique séparable complet soit un ensemble G, il faut et i suffit que
Uon puisse extrarre de tout systéme déterminant de cet ensemble un sys-
teme déterninant clos.

Ces deux théorémes onl pour conséquence le suivant :

~

Turonime 1. — Soit M un ensemble G quelconque siteé dans un
espace séparable complet 125 si ['on considére M comme espace relatif
(parrapport a ), cet espace est nécessairement complet.

La réciproque de celle proposition subsiste clle aussi; on a méme
plus : tout ensemble M (situé dans n’importe quel espace séparable E)
est un G; dans E, si M considéré comme espace relatif est complet.

M. Hausdorff (') a généralisé par un raisonnement direct le théo-
réme 1115 il le démontre notamment sans supposer que Pespace est
séparable.

Dans la présente Note je me propose d'élendre au cas des espaces
métriques quelconques les théorémes | et 115 je remplace en outre le
crilére caractéristique qui ligure dans ces théorémes par unc condition
motins restrictive, J'obticns ainsi les théorémes suivants :

Taeorime L. — Pour qu’un espace métrique ¥ soit complet, il faut et
tsuffit qutl posséde au moins un systéme déterminant clos.

Tutoreme 1. — Pour qu’un ensemble M situé dans un espace métrique B
sott un G, 1l faut et il suffit qu'tl posséde un sysiéme déterminant clos.

Nous démontrerons la suffisance de notre condition pour les
ensembles G; en reproduisant avec de légéres modifications un raison-
nement de M. Sierpinski ().

Soit M un ensemble possédant un systéme déterminant closy=1{V |,
enscinble situé dans un espace métrique quelconque F. Nous prou-
verons «ue M est un G dans E.

Quels que soient le point z CM el le nombre naturel », il existe

(") Fund. Math., v. VI, p. 116,
(%) Fund. Math., . VI, p. 106,



ESPACES METRIQUES COMPLETS., 379

o » . . \/ K A ]_ ] ,
un ensemble du systéme vy, V,(x) tel que o V,(2)] <~ ("). V.(@)
étant onvert dans M, il existe une sphére S,(ax, 8,) de rayon ¢, infé-

. C1 . ) -
rieur i - el telle que S, (2, 2,). M C V,(x). En posant:

Gy = 2 Su( A 6/1 )

oM

on voil que G, est un ensemble ouvert dans E. Démontrons qu’on a

”

W =[] 6w
noit

Comme on a évidemment MC G, (n=1, 2,3, ...), dm’l(:MC]].(i,,,
n—l

il suffit de démontrer que MD]] Gi,. Soit en effel y un point de

n==\
Tensemble .r[(i,,. Le point y faisant partic de (i), il existe un
=)

point 2, C M, tel que S,(x,, ¢,) Dy. Soient 5, la distance ¢(y, x,),

n, un nombre naturel supéricur a

61 — ¢7|' _Le p(;ll’]t y appartena”t

a G, , on voit qu'il existe un point 2, C M, tel que S, (2,,5,) Dy.
Pour tout point =V, () on a

. 2 -
oz, ) Sp(r. )+ o)y, &) +p(5, 0,) <o+ 5 < O

”

Il s’ensnil que
Vo () € S(ary, 8,).MC V().

- .. 2
Posons 6,=5(y, 2,) < 3,, et choisissons n, > T

]

Il existe un pointa, dans M, tel que S, (24,2,,) Dy, etl'on voit que
Vo (7)) T8S,.(2y, 0,) .M TV, ().

In procédant ainsi de suitc on finit par obtenir une suite infinie
d’ensembles : '
\'l (‘.77') D \'”E(',I,'-'-) D vn;,(_:v‘.:) ) ce e

(1) a(P) désignant Je diamétre de Pensemble P.
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Le systéme y étant clos, il existe un point

xr oM |7| \',,L(.l’/.~)

k=1

et, comme les rayonsdessphéres S (@), 8)), S, (24, 2,), S, (%1, 2,y « .
tendent vers zéro, le pointa coincideavee y. On voil ainsi que y C M.
' C. Q. F. b,
Soit maintenant E un espace métrique possédant un systéme déter-
minant clos. D’aprés un résuliat fondamental de M. Hausdorfl ('),
Pespace E peut dtre envisagé comme un sous-ensemble dense d’un

espace méltrigue complet E.

Notre condition (pour les ensembles (i) étant sufﬁsantv on voit
. que E cst un G; dans £ il en résulte |d’aprés le vésultat de M. Ilans-
dorff cité p. 378 sous ()] que I est lui-méme un espace complet.

La suffisance de la condition du théorérme | (pour les espaces
complets) se trouve ainsi démontrée.

Soit maintenant y=1_V | un systéme détecrminant cuelcongue d’un
espace complet E. :

La démonstration des deux théorémes sera achevée si nous prou-
vons que de y on peut c¢xtraire un systéme déterninant clos.

- Or cette dermiére assertion est une conséquence immédiate du
lemme suivant :

Quel que soit le systéme déterminant y={V | d'un espace
métrique E, on peut cxtraire de v un sysiéme déterminant y'=/§ V*},
vérifiant la condition suivante :

Si

YiD V] MY

est une suite décroissante formée par des ensembles (uelconques
de y*, on a nécessairement

lim a(V)) =o.
N>

Soit en effet y,=| Y | I’ensemble dc tous les ensembles ouverts du

(V) F. ausoorrr, Grundziige der Mengelehre, Leiprig, Yeit, 1914, Chap. VIII,
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systéme v tels que

Lo(Vmy < L.
N -1 . n

Fn vertu du théoréme de M. Zermelo on peut ranger les ensenibles
de v, en une suite bien ordonnée

(1) VLN N NS L N L 2

Soit maintenant y; le systéme ’ensembles ouverts (u’on obtient
en enlevant de y, tous les ensembles V' vérifiant la condition

Vi 2 \4:-5"'.

B<a

[e systéme y*={V*| obtenu par réunion de tous les v, est évi-
demment un systéme déterminant.

Soit de plus .
VioViDoVio...DoV, ...

une suile (’ensembles ouverts faisanl partic de v*. 1] est impossible
que tous les ensembles de cetle suite appartiennent 4 un méme v,. En
eflet supposons par impossible queles Vi(k=1, 2, 3, .. .) se trouvent
tous parmi les V", n ayant une valeur fixe, d’ailleurs (uelconque.
Soient alors «,, o, ..., %, ... les indices respectifsde Vi, Vi, ...V}, ...
dans (1).

Il résulte de notre construction que les «, vont en décroissant, ce qui
est impossible, loute suite décroissante de nombres ordinaux étant
nécessairement finie. '

Il résulte dn raisonnement précédent qu'un systéme vy, quelconque
ne contient qu'un nombre fini (peut-¢ire nul) de V;; les diamétres de
ces derniers ensembles deviennent par conséquence infiniment petits

I
avec -/j~ ) C. 0. F. b,



