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INTEGRALES QUADRATIQUES. 333

Intégrales (/wadrazique,v de l’(e'(/uatiou

JY " 6 a0

—_— ] — S+ — |
du v o tu— ) (4 e)t |7

Par Bertrano GAMBIER.

A. Introduction. — On dit que lessolutions @, 6,, ..., 0,del"équa-
~tion de Moutard
J%0

(M) Jdu dy

- /-'6:0

sont quadratiques, si elles vérifient identiquement la relation
(1) B+ o+ 0=U+V,

ot U dépend de « seul, V de ¢ seul. Cette terminologie est due a Gui-
chard | Sur les systémes orthogonaux et les systemes cycliques (-Annales
de UEcole Normale supérieure, 1903)]. Si les intégrales 0,, ..., 8,
ne sont pas linéairement distinctes, elles s’expriment linéairement au
moyen de ¢ < p intégrales 6, 0,, ..., 0, : le premier membre de (1)
devient une forme quadratique en 0, 0,, ...,6, que 'on décompose
en une somme de (S ¢) carrés indépendants et il y a lieu de ne parler
que de r intégrales quadratiques.

La déformation continue d’une surface de I'espace a 3 dimensions
avec réseau conjugué permanent revienl a trouver une équation (M)
_.qui posséde trots intégrales quadratiques. La recherche de surfaces a
lignes de courbures sphériques dans un ou deux systémes revient &
une recherche analogue (avec, en particulier, p=6); la recherche de
certains systémes cycliques conduit également a la recherche d'inté-
grales quadraliques : je renvoie le lecleur a divers Mémoires de
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M. Demoulin (Bulletins de la Classe des Sciences de Belgique, 1919,
1920, 1921). J'ai indiqué moi-méme aux Comptes rendus de ’Académie
des Sciences (1929, 1% semestre) comment on détermine les inlégrales
quadratiques de |'équation particuliére (n entier) :
. 0z n(n+1)s
TR Qudv T (- e)?

ou l'on peut, sans restreindre, supposer n positif. Cette équation
avait déja été étudiée, pour n =1, par M. Drach (Anrnales de Toulouse,
1898). L’équation E, posséde en particulier deua intégrales quadra-
tiques déduites aussitot des solutions

1
. R Y/ IS - e - ,,
(=) y=z (e — et 5= ,Wp)n’ S F, = U — 8,

Ces solutions quadratiques sont

(3) ’),:%(;,—*- 3, o= = (5, 33), B+ i=u—v,

J’al montré comment on peut obtenir tous les systémes quadratiques
de E,; c’est I'objet d’'un Mémoire publié aux Annales scientifiques de
I’Université de Jassy, t. XV1, 1929, p. 301-338; on voit aussitét, sans
discussion, a partir des formules obtenues, que pour n =1, le nombre p
peut prendre toutes les valeurs 2, 3, ... successives, que pour n2>2,
le nombre p peut prendre toutes les valeurs n+ 2, n+ 3, ... succes-
sives ; une discussion plus compléte, cmpruntant les résultats spéciaux
obtenus par M. Demoulin (lec. cit., 1921, p. 18 et suiv.) montre
que pour n22 toutes les valeurs paires 2, 4, 6, ... de p sont accep-
tables, de sorte que 'entier p n’a comme valeurs défaillantes que les
nombres impairs 1, 3, 5, ... inférieurs (sans égalité) a n+ 2 :

-pour p =2, on obtient outre le couple (3) donné plus haut les couples

n+ _ﬁz_"__ .
g9-~(“‘“) ’ourzaun(m)’

/
(4) ? 5 M(u _ v)n-H gen v,
A ouwidvi\u—yvp)’

ot ’on prend

(5) uy=yus, O, =iVP?  (g==2n—1o0u2n+1).
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Pour 2= 1 on peut d’ailleurs prendre plus généralement u, = \/F,—(Jj
et ¢ =y = P,(¥) ot P, est un polynome de degré quatre.

Ces couplessont précieux, car les méthodes de Bianchi et M. Demou-
lin font correspondre & chacun une équation nouvelle (M) qui admet
trois solutions quadratiques et par suite donne une déformation avec
réseau conjugué permanent.

Ce qui précéde suffit & montrer l'intérét du probléme qui consiste :

1° & trouver les équations (M) qui ont des intégrales quadratiques;

a2¢ & trouver les systémes quadratiques de ces équalions.

Une équation de Moutard intéressante est, en dehors de E,, I'équa-
tion A, ,,:

f=o.

A moan =

J25 F'm(m.—l) n(n—u)
du dy (et — )2 (v —+ v)?

" ot nous supposons /, n entiers. On peul remplacer m par 1 — m, de
sorte que m peut étre supposé positif; de méme on peut remplacer »
par 1 — n el supposer n positif.

Le cas m = nn’est pas intéressant, car

- 2?4 ’;/n(m——l)uvo_o
ST du e (12— )2 -

et il suffit de prendre u*= L, ¢*=V comme nouvelles variables indé-
pendantes pour obtenir E,,_,. D’autre part changer ¢ en — ¢remplace
A, par A, ,, de sorte que I'on peut snpposer m > n. L’équation A, ,,
admet la solution particuliére (« — ¢)'~"(u + ¢)'" et la transformée
de A, . par cette solution est A, _, ,_,, de sorte que de proche en
proche on raméne la résolution de A, , a celle de A,,_,..,,, ou E, .3
A, . est donc complétement intégrable (m, n étant entiers hien
entendu). Darboux, au tome 2 de la Théorie des Surfaces (2° édition,
p. 163 et suiv.), indique qu'en écrivant

(6) (u_‘;)ﬁ’:a’ (U‘{’*V)::@'_ :(u——p)m(u -!—~V)""/‘
I'inconnue v vérifie I’équation

Ny Lo 1\ 9y Ca\dy
(7) Qtj—ozz—ﬁd——a_,—k(m-i—5)(7&—(/1—'—5)0——5_0,

Journ. de Math., tome [X, — Fasc. 1V, 1930. ' 43
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dont I'intégrale générale est

. _
(8) 72-5%:,,—’3”|?(\/a+\"5)+'¥(\f5-\/@)l-

On remarquera d’ailleurs quel'intégrale générale de E,,., fait inter-
venir une fonction arbitraire de u et une fonction arbitraire de ¢ avec
leurs dérivées jusqu'a l'ordre m—n inclus; on passe de E, , ou
A & A, par (n—1) transformations de Moutard, de sorte que
I'intégrale générale de A, , fait intervenir une fonction arbitraire de u,
une fonction arhitraire de ¢ avec leurs dérivées jusqu’a I'ordre n—
inclus, tandis que la formule de Darboux, théoriquement simple, a
Vinconvénient de faire apparailre des dérivées jusqu’a I'ordre n+- 1.

[’équation A,, , admet un couple quadratique déduit des solutions
particuliéres '

(o) ( O=(u—voy" (1)
: D Gy (1 — )" 7 (11 = ¢ )1~

et un autre couple déduil de

Gy = (. — V" + v,
y= (1w — e (u+ )",

Je vais déterminer tous les systémes quadratiques de A, , ou

A= okl —i—[ +0 2 ]9:0.

2T du e (1—v) - (o)

Elles admet des systémes de 2, 4, 5, 6, 7, ... solutions quadra-
tiques, la valeur zrois étant exclue.

Q. FEquation A, ,. Intégrales quadratiques. — D'apreés ce qui a été
dit plus haut, A , est transformée de '

Jd%3 25

P
Jude ' (u—vo)

A, =k =

=0

par la solution particuliére w =(u — v)*(u +¢). Lasolution générale
de E, est

. s 2y — oy
L =t ¢, — 22 1
() ] i u__v
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[La solution générale de A, , est donc O donnée par la quadrature

f dw ds duw  Js '
(.2) fuéx._.'/ (\.. (—)7’ - ();; 0J> //H'—'<.~ ()7' — Z)"“OJ) dt,

et un calcul facile conduit & écrire, pour faive disparaitre les signes
('intégration

) o L, o oV,
B = e W= ——
! i’ : i’
. 4 o Y
" . - . A= (20 5=¢) 4] — (2 4w
) ,/._}‘\‘--—\I wliy — U IR b )
" - ¢ ”n? ' (0 — Y~ v)
sV, —U))

T e— )+ )

formules ot 1), V, (ou u,, v,) désignent des fonctions arbitraires de «
ou v seul.

Nous rencontrerons plus loin des équations fonclionnelles telles
que :
(9 fh =0,

ou 0 est I'expression (4). Jindique, et ce sera utile pour la suite, un
moyen simple de résoudre celle équation, sans emprunt a la théorie
des équations de Laplace ou de Moulard. In faisant « = ¢, on a néces-

sairement
V() = U (),

de sorte que V, et [J, sont la méme fonction; en faisant ¢ =— u, on a
I'identité
(6) wf J'u) + [ ()] =3[ fu) — [i—u)].

ou f désigne U, (u); en posant

(7) Sy =Fue) + a Gu?),
Pidentité (6) devient

(8) ‘ rG(x)=Glo), Glr)y=huw,
ou 7. est une constante. On a donc

(7" Jlu) = F(u?y + hu?,
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et I'on constate, comme vérification, (ue » disparail de (5); il reste
simplement
(9) ¢F" () — uF'(n?)

s F'(ut) 2w+ o)+ o P (8 (a0 +a)  6[F(e*)—F(u?)]
-+ - - — - =0
(10— 9) ta -+ 1) o~ 0¥+ )

Changeons dans (9) v en — ¢ el soit (9') le résultal obtenu: (g) est
équivalente aux deux équations que j'écris schématiquement

' ’ ' —al
(9) + (9 o, (9)—(9) _ |

EX( a8

ou, en remplagant «* par x, ¢* pary,

AF () 4 2 1)) 4 OO — Feo] |

. — P '
(10) () + e T
o P (2 A ( y— I
(11) l"”(.y‘)+’l (2)+ 41 (_)) )||(1 (1,'
gy (- )

D’ailleurs (10) et (11) se réduisent & une seule, car on passe de I'une a
I'autre en échangeant les nowms dea ety ; oron voit sans peine que (10)
et (11) s’écrivent

; P“'W')+r"(.m ’l‘~m~l'u”l|

o (= )? (72— y)

(12) . -
O [F )+ ol L] —.
dy (r — ) (o —y) o

On a donc, A étant constant, ainsi que B et G,
(13)  2[F(a)—=F(y)]— (o — 1) [ Fi(z) + FON = Ale — y)-
En dérivant en z, puis ¥, on a

F'(z)—~F'(y)=6A(x— y),
F'(z)=6Az + 2B,
F'(z)=3Ax*4- 2Bz + C,
F(ry=Az*+ Ba’+ Cx + D,

(14)

et 'on vérifie aussitot que (13) est satisfaite, donc (10), (1 1), puis (9)
et (5). De la sorte 8 = o entraine

{ Uy=Au+ Bu'+ Cu+ D+ Eut,

(15) I V,=Av 4+ Beit Cotp D4 Eo3,
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Un autre moyen est de remarquer que 6 =o entraine nécessaire-
ment z=hiw; or u,=u", ¢,=¢" donne 5= 2w; d’autre part aug-
menter u, et ¢, du méme polynome de degré 2 (en w« ou ¢) ne change
pas l'intégrale 53 donc prendre (1, 1., v, ¢ constants)

(0= A Ut v - o,
( 16) \ i i
Doy dot o 02 - v+

. i N i D o
entrainez = 220,06 = = ot K est constant;onaalors(A,B,C,D,E, F
s .
constanls)

1

{ Uy==Aut-- But+ Cu?4- D + -
(171) . . i .
- l V== Avb 4~ Be¥ - Co? - D 4 I5 03,

Pour I =0 on retrouve § == o; pour ' £ 0 ona

Si 'on a des intégrales 0,, 0,, ..., 0,, chacune correspond a4 un
couple (1};, V;)indéterminé a un polynome (15) prés. Le polynome U,
défini par (15) est intégrale générale de équation

TS AN
1IN //<-l»'--'> (Eﬂ) = 0.
") -

D’autre part le changement de « et ¢ en 4w, 7.¢ ne modifie pas I'équa-
lion A, 5 ni équation différentielle (18); de la sorte si I'on a une
relation
(19) O3 ei- 3=+ 95 =1 4 ¥,
celle relation n'est pas modifiée :

1° si 'on remplace «, ¢ par 7u, 7.¢;

2° si l'on soumet I’ ensemhle des U; a une substitution ortllogonale
et les V i la méme substitution orthogonale;

3" si I'on augmente U; d’un polynome (15) (en «) et V,; du méme
polynome (en ¢), ces pol)nomes variant avec 'indice ¢.
Or dans ces diverses opérations, I'expression
p

., N () (LY (M) (Y
o =X =GR ()

1
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est un invariant différentiel : il ne peut manifestement exister d’inva--
riant différentiel plus simple. Or nous allons constater que 1=o et
certaines équations complémentaires forment un ensemble suffisant
pour que les intégrales 0,, ..., 0, soient quadratiques; d’antre part
p intégrales, choisies au hasard, ne sont pas quadratiques : I'ensemble
de ces remarques et I'analogie avec I'équation E, (pour laquelle je
renvoic 8 mon Mémoire des Annalesde Jassy ) permettent de considérer
comme plus que vraisemblable que cet ensemble est non seulement
-suffisant, mais nécessaire.

3. Premier type de solutions. — Supposons réalisée I'équation | = o
(ue j'écrirai
p

(1) 2 U, = o.

1

Les quantités L; ou U;, ou V;ou ; peuvent étre soumises i la méme
substitution orthogonale; la relation (1) entraine /4 relations linéaires
et homogénes entre les ; et p— A entre les U; (0S/h<p): le point
(U, WUy ...y U,) décrit donc une variété linéaife 4 / dimensions
plongée dans I'espace a p diensions; par la substitution orthogonale
annoncée on peut réduire le tableau des U;, V; al'une des deux formes
canoniques

, aA, U, Uy, 1l 0 0
(2} , . .
0O () 8] \II:I \’/[ > \’/4
ou
3 a, M, Uy AUy e WUgey (Uspy Wby - Wp o 10 o .. 0 i
(2) . . . v .
R, IV, NV, iV e Vg, (Vg 0 0 W, Vpy e R,

Occupons-nous du premier type : on voit que V, égal a
Avt4 Bot4 Go2 D 4 Eo?

peut étre réduit & zéro (en retranchant Au®+. ..+ Eu* de U,); on a
donc le tableau canonique suivant pour les [J;, V,:

2

U, Uy oo Uy, n n

o o ... o Vo Vi ...V

3
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lerivons maintenant
(" 2402+ +=U+V
et remplacons chaque fonction 6; par son expression [formule (4) du
paragraphe 2] : la relation (5) fournit une équation

A Vi 4. ViUt - UR

=
(4 (00— ) (1L 41)?

4= UV,

~ les termes non écrits conlenant en dénominateur u — ¢ a la puissance 3
au plus : donc, en faisant « = v, on obtient immédiatement

(6) Vi = V2= e, U e - U =— f(1),

oi1 f esl une fonction inconnue; I'équation (5) devient

N Y R ey 7 )u-!—v'
"'l[./'(") + 0=

|/U)—/(1/1|

(it -— ) 4= )* (u——v,“(‘u—kvﬁ

NI " o+ e\t L, ]
1(1'(_)._>‘\/,,,—l— Y '_1-< ” ) ,’ll,‘-%...»{—h,,(l
g {

..\
Lt — Y 1+ 02

F AR A R V72 N A V73 B ) ' . )
AN —— — = VR A RNl AL SR BN
! o YE a0 00t ("\ = \"'*-//’l'_"1 A l"'!
_l. - o _{_

- (rt— )t 4 0)?

On voit aussilol que

_ . I 2
W R AN S P A TR ./'("’”—'—'"_/ = ],

si 'on pose ¢ = 1 +- (v — u) et si 'on développe suivant les puissances
croissantes de v — u, contient (¢ — «)* en facteur : donc dans (5") les
seuls termes contenant en dénominateur (¢ — «)* sont le produit de
(u—¢)~* par ‘
BT E N A
6| —
< v > . 48

‘\ - N2 —
e
I r (rt—+¢)* vt -+ )

1o ' 21t 2 4 I
+ U U ’[.6< -*-")__ 48___J,~
‘ ’ \ u win—+¢

de sorte qu’en faisant u =v onohtient la condition

7) Vit + oo V== g (), U oa- U =g (),

/

L=U+V.
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ou ¢ est une nouvelle fonction inconnue; ’équation (5) s’écrit défini-
tivement

o ] ey 2Ry R
2R — g0 )I|j = [ "
y — + = . ;

(1t = ¢ (1~ ) (1= )' (0 + )}

WEIE AL 2 --e\?
i6 ) oele)— g (1)

7 T o |

(0 — 02 (104~ ¢)2

T/ (e Ty ¢ " (e o (1)

%[. (v) I AL USRI ] )l‘

(8)

o o 2 . o 2 u?

(0~ )20+ )
s,l'fw—i—u‘w’ AR TG R A ) clo(u,))'l
Dy | T Ty e s

e T2 Ll

9 ¢ Wt 7
cu o) (e 4= )

— ' U T\ 2
s Uizl - < “—7,?2'_'.'"—‘) ,
i V\” \/ 2

STV,

en posant

1

(9)

\

On remarque que 'équation fonctionnelle (8) est indépendante de p
et h; elle sert a déterminer [ et . D'ailleurs si =0 ou p, on a évi-
demment /== o (je rappelle que remplacer /. par p — / revient &
échanger les noms de 1 el v); dans ce cas, si p=3 avec h=173, on a

(ENE U2 4 U2z o, R LI5 R PN}

équations qui entrainent que la direction (U,, U, U, ) soit une géné-
ratrice fixe du coOne isotrope x*—+ y* +s-=n, mais alors les trois

intégrales sont égales au produit de = j par trois nombres

)“(u+ v
a,b,c tels que a* 404 c*=o0 et ce cas n'a aucun intérét (meme
resullat sl p=2 avec h=12).

L’ cquauon (8), s1 1'on fait n=—¢ donne aussitt en prenant les
termes qui contiennent (& + ¢) en dénominateur

(1) 9Lf(¢)— fi—e)] =3¢l U) /(-')|+“21<?(")“°“")]~°
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Cetle égalité permet d'écrire :
( Sy = F(a?) + 2 G(a?),
o) =TF(at) 4+ cG(x?),

G () mm— 9:, G(2?) + 6 G'(2?),
(1e) v
o(£) =T (&%) — gG(..:;‘-’) + 6. G'(2?),

2y ) (‘,‘L‘_} -+ % G(2?) — 9 G'(2?) + 622 G"(«?).

On vérifie aisément que le premier membre de (8), multiplié
par (&« — ¢)', contient (¢v — u)* en facteur quelles que soient les fonc-
tions f et o ou I, &, Gy de méme mualliplié par (¢~ ¢)* il conlient
(¢ u)? en facteur; le premicr membre de (8) n’admet donc ni le
pole ¢ = u ni le pole v =— u. :

Désignons maintenant, pour abréger, (8) par E. Dans E je change «
et v simultanément de signe: le résultat obtenu, ajouté a I%, donne
une équation E,; retranché, il donne une équation E|; il est clair que
£ peut étre remplacée par E, et E|. J’écris maintenant E,, réservant
I£, pour plus tard. On a

(E,) 22 F(02) - Fraty| N Sof[F (e (20 4+ w) - F'(a?) (20 + )]
“1

(te— YU =) (60— v) (0 )?
A2 AaN AT
(e e (22
+ (1t — o1
.’.8[:».«' Fr(ety —ae F'(u?) — ) (((,)2) + :F(:z)}
- ,

(1> — 2y (1 —~ )

ov—4wu_, . 20w _ ., oud¢ _ Q-0 _
b[ T T — F(¢¥) 4 F(u?)— — F(u*)
4 "' 1A ({2

~+

____6(1{)+U(— W, Ni(e)+ V(—r)'

4 2

Dans cctte identité (E,) je change ¢ de signe, scul; on obtient une
équation (E.); (E,) peut étre remplacée par (E, )+ (E,) et (E,)— (E,).

Journ. de Math., tome IX, — Fasc. 1V, 1930. [I»/l
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- On a aussitot
(F)) A= (1y) 360z [Fiy) - Fran] 12 Frovy(a—i-op) 4 F'e) (200
(‘)'——-'l.v'_)i ")'-—-.'l')”

. o ) ) . . _ -
F) (,)‘, =i '~/l> () (7 -t '1) 4+ 3o By Ky 00 - T |

(V- .r)

+

:F(.“) Gy Fa G
_—T.. N3 (_'l ' } -—_ -'T.‘ B ] a ,
oo i =:\

.1, =
ou I'on a posé

Ty U Ve Ve e

12) wi==.r, pizz=y, N —_— )
(r2) ' e 30 ' 30

On simplifie beaucoup la forme de cette équation en faisant passer
F()) F(x)] -
le groupe [ T Hl e

X
mier membre, dans le troisicme lerme. On obtient ainsi

I o .4
—> qui figure au quatriéme terme du pre-

. I e L e N L I L G R e G L )
(}“l) +("2) (..V . ',4)\ . () — .I,')“

L F e BT | LT ) = S )] ) 4

: (¥ — ) O =t Vo

=N ).

Un peu d'imagination suggére d’écrire

{ J(orA4-0) e gy y —
NN~ i , AT A ,
) 2 P . o P
(13)
3(x+) Ay =y a— )
? eV ( X! ) & o ——4}—)
- P! 2 o 9

et nous avons la forme définitive

: 124 F(y)— F(x) ! 6)F' () + F'(z)! 70y — F )
(L o §o i i Fo) (1)
(Ei) -+ (L'z) 3(‘L +.) )[ ('1,___11,)/. (.’ - ):; ! () —)? J

[P =Fa) 1 B+ F(a)
(y—a)* I :
F'(y)+F'(2)

-9 w _—— . —— S '_—_:X._‘_Y’
(v—ax) 2 y—x

Wl -

%
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cui ne fait intervenir (ue des expressions, de forme remarquable, déja
rencontrées ici ou dans'élude del’équation E,. L'équation (E,) — (E,)
prend immédiatement la forme beaucoup plus simple, qui ne fait
d’ailleurs encore intervenir que des cxpressions de méme forme :

, ‘ T F Oy - Fran 6310 ) A l."’(';p)" Fr vy — B
(ko) — () gn L= Voo - . { = ()) ()

i (v —.) () )? (1y-—.r)?
js.‘f(‘j') T F)) "! F(w)\'
0oy x ) x
- . > — = . HENTR
(v —.)? y—u

[’équation (I,) —(E.) est la clé de la question étudiée ici : nous
savons, d'aprés une remarque quia été faite précédemment [disparition
automatique des poles ¢ === u de (8) ou (E)] que (E,) — (E,) ne con-
tient qu’en apparence le pole y =a; remplagons y par 2 +(y —x) el
développons le premier membre de (E,) — (E.,) suivant les puissances

. . - F I
croissantes de y — &3 posons, pour abréger, —(JQ/—) ={(y); les termes

en (y —ax)y™, (y—x)*, (y —2)?, (y —x)"' disparaissent ; le terme
_en (y—ax)" disparait aussi; le terme en y — . doit étre nul, guel que
s0il @, ce qui doune

i O
s @y oz g Fea.
bY
() V7 )
N y ’ a - .
( (o) Py 4 Py

P b}

<

ot P,(2) est un polynome acbitraire de degré 2 en 2; en remplacant
7 ()

T
automatiquement ; il reste une équation ne contenant plus que I avec
ses dérivées jusqu’a I'ordre 3 :

par cette expression dans (E,) — (E,), le polynome P, disparait

(18)  144[F () F(x)) — 520y — ) [F(y)+ Fix)]

72 S . 6 ) o, o
-+ i%—— (v E" ) —Flia)]— g0 P [F" () -+ F"(x1]= 0.

Par double dérivation en x el y, cette équation devient

(16) 12 F/(y) —F'i2)] -
—6[F"(v)+F o) —uy - (B —Fr(ey ] O —a)P=o.
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Une double dérivation fournit de nouveau
(17) 2| PR () — B ()] — [ F* () - () ((y — ) =0
et une double dérivation fournit
(18) Fi(y)— I (x)=o.

Nous avons ainsi retrouvé les expressions remarquables (16), (17)
déja signalées; I'équation (18) entraine que F soit un polynome de
degré 6; en raison de la formelinéaire de (15), si I' (@) esl une solution,
le changement de @ en @ + @ donne une nouvelle solution F(z 4+ a),
Flx+a)— F(2)

a
vérifie (15) pour éire certain que le polynome arbitraire de degré 6 en
esl solution de (15) : c’est la solution générale. On peul remarquer
que I'on aurait pu, dans (15), donner a y une valeur arbitraire y,, et
I'on aurait obtenu une équation dilférentielle linéaire en F(z), qui
s'intégre sans difficulté et conduit au résultal déja trouvé.

Cela posé nous devons revenir a 'équation (E,) 4~ (E,) qui pourrait
s'intégrer dircclement; mais il y a lieu de tenir compte des résullats
déja obtenus. Puisque I est un polynome de degré 6, I’équation (15)
nous donne

puis

» puis /() : il suffit donc de vérifier (que I =2"

[ F() — ()] 8[F() +Fir] | Fy) —Fz)
(y —ax) (y —x)? (y—x)
o [F”()") — F"(a) 5( F"(y) -+ F"(2) Z }
D S A R T

(r9)

o -

et puisque F” est un poljnome de degré 4, I’équation (16) nous donne

F”()’) . Fﬂ(gl‘) B l FI/(.),') + ]?//(‘1,‘)

(y —a) 2 —

(20) = l’]’,,“:"“)_F['(”)]

I.e multiplicateur de 3(z+ y) dans (J,) +- (E,) est donc égal a
(21) 6% [ () — B (e ).

Les équations fonctionnelles déja obtenues nous ont appris que

Vexpression

) — . ey o

(22) e —Ox) 1)) + O(2)
(y—ax)* . 2 y-
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est nulle si @ est un polynome de degré 2, égale 4

(9) — L) — ()]

si ® est un polynome de'degré 4 ou 3, et i

(24) - ;LO [P7()) —~ D" ()] + ;;—O()’— ) [®"(y) 4+ 0"(2)]

si @ est un polynome de degré 6 (ou 5).
De la sorte, en remplacant dans (E,) 4 (E,), () par

ng”(w)—f—xP._,(x),

on voit que le terme P, n’intervient que par son terme en z* et que F
n’intervient que par les termes en z*, 2%, 2*. Si P, élait réduit au
terme 2?, on obliendrait d’aprés le résultat (23), appliqué a I'expres-
sion (22) pour @ de degré 3, comme partie contributive de P,=x*
dans (E,) 4+ (E,) : —(y —x) ou

(25) — :[PL () = Py(@)]

Cette expression (25) représente, quel que soit le polynome P, de
degré 2, la part contributive de P, au premier membre de (E,) + (1)
Ensuite en réduisant F d’abord & 2°, puis 2*, puis 2*, on trouve aisé-
ment par les formules (21), (22), (23), (24) la part contributive de .
Sil'on a écrit :

(26) TF=Ax®+6A, 27+ 15A, 2"+ 20,27 - 19A, 22+ 6 A 2 + Ay,

on trouve sans difficulté

(27) X+Y=—36A,(p—2%) — 72A,()*—2*) — 36 A,(y — =)
— 2 [PL() — Py ()

Cette formule peut s’écrire

(37 X +Y=— [y Ri(y) — s Fi(a)] — L [Po(y) — Pi(a)]
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Nous avons ainsi complétement résolu'équation (E,). Il reste a former
I/, obtenue en retranchant de (E) oa (8) le résultat obtenu dans (E).
en changeant « et ¢ de signe. Cette équalion est

Co¢ 4w ., ., 20 4+ ¢ 7
o W =Gty a0t Gty e = Gl ) et Gl l
i =o[ 0 Get) —u Gla?y] ‘ R o
‘) (g — o) (04 ¢) (i — P (1 =)
o Nty ) 6 .. N T U 6.
2 (——-—-) »’()V(r’(v'-')w ~(.r(c"-')’w M«L—«) )()//,G’(u'-‘;—~ — (rtu‘-)(
N A ! X A i | N7 !
) e N L N S A
) Ge? y (SIQTAN ’
| P GOy '{"'I““,"”N‘JI“"") G ) -1y (u NG e ‘
e :
" o T =+ )
G AU Y . R WAy ¢ ’
-—-T-—-)—"—,Lruv" (j(JH') bt Gty | -—-"——‘ )(J'(/l)*‘)(J(Ul{—GLC }'(u)
PR WP { w* b ‘ ‘
l (u—v]fu—e-(')
Uin —«l (=) N Vig)— Vi—vy
. a6 16 ’

K, entraine I'équation li'z, obtenue en changeant ¢ de signe, puis
I, +E,et B — I, Orld, 4 15,, en divisant par 24, et posant encore
y:", - (r dcvncnl. :

. .. . ) 3G A6y Gy e e 2D Gy e G e
K b, sul v Goyy — e vy G ] : ‘ : ! A
Y Ly eyt R
"o vl I
(;(.(n—»—hu) ‘(‘\4—‘&"—) GGy =G
R ‘ a r
e b ) e A
() =.)®

I A I 1
.’.‘ GGy —=8G(y) + l)— Giy) —4e@" () +8G (&) — TGIJ')l

{y e y?

bor?
(Ve

9 O 9 . O )
[—)‘){G()’)-»—;—f(;(ﬂ«khh () =+ 'a"—',,(,-[,r;»-- ;{(. () 460G (.r;”

Loy U=y
= ——— =3\ ,.

b

, —F, | D O
I cquallon “L__zg¢oblienten u'mpla(,dnl, dans <L--2, p pary et
24 20

~ ~ .

. - xF . , . E, + I,
inversement, et U par(— V), ajoutons donc les deux équations —i%——
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i, —E,

et ———, en divisant tout par 3. On a le résultat
G(.)’) G( 2
o G =6l) Ty Oy (#)
(28) 2 — 4
(v —a) (,)~—a)-
- ’,7 G ()= 4G )+ /,)_’_ GO+ 2 Ga)
' (7'-—3’)‘-’
2
:—G(l) (J())—i— i’(1)~-~— (:(1)——0(;”()/)~+— 9 G'(x)
) 1,—_.,1.
h_l((()wl(«(/) \("}—“\(———t)
B 48u _ Y =Ny

équation ol I'on peut remplacer le second et le troisiéme terme par

152 90) et (3)ou]

V- (y——:l")“-'

Klle s’écril donc

o o .

b D) G (o ey

LG Gl ,[< ' ,,-) el \)+." G(J)—I
b

(a8") 2} .
' (- (y—-.r)?
G0 — GG |
K Rtd
Guey o 3, TGOy 3,
Gl SG ) | (’)U )k ? G’(J,)]
i - & =X,—-Y

Yo

ou encore, de fa¢on & faire intervenir les combinaisons remarquables
déja rencontrées,

(287 %G(‘y) — Gy . (; Ly =+ GOy N 2[G"(y) — G" ()]

(y — )’ (y —ay ¥ o—r
Gt Gy G'(.z;) (;( Z) .
PR 38 od v =X,—Y,.
‘A“—_‘ ‘I‘

Désignons par K(x) la fonction
G/( 1y )

)

[ A

(29) K(xyz 26" (2) + —
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et dérivons deux fois en y, puis 2 I'équation (28") de facon & faire dis-
paraitre X, — Y, : on a

3 u‘G())—G(z (,‘(;(1)-{— Y Gy — G )
(30) 24 (y —.r)y (v —.r - (y — 1)
Ll\(a)--I\(,) 1 NCy) = R z)l
“4-a]. L AN— — T 0.
(y —ax) s (y —ax)?

Nous reconnaissons I’équation qui a été résolur~ slus haut & propos
jroj

de (E,)—(E.) : I¥ est remplacé par 2(s, et ” p«nr K(z);o0na

K"(ary -~ 1_,)2 Go(.r),
(31) o
K(x):= -‘r)z G" () -+ T (),

oti II, est un polynome arbitraire en & de degré 2. Si nous remplacons
dans (30) K par cette expression, le polynome 11, disparait antomati-
quement, ct il reste I'équalion

121G —Gla)) 616 () + Gl

39) Lo - !
( ) (y ) -z
6G" () -G 0 G (J”’(:)M(
s Ty =y 10 (y — ) -

qui n’est autre que I’équation (15) rencontrée plus haut : G(x) est un
polynome de degré 6 ou inféricur; il faut maintenant tenir compte de
la seconde équation (31) en se rappelant la valeur (29) de K(z):

R G(z) 2 — d .
(33) (ll[ =z ]"“:)G (J)Anz(x)v‘zz‘iuu(m)-

I, représente un polynome arhitraire de degré 3; on remplace (33)

par

(34) ‘i(i’- 26/(a ) =1L, ().

Comme il existe un polynome P,(z) de degré 3 tel que

(35) Pua) — 3 S [aPy(2)] =),
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I'intégrale générale de (34) est
(36) G(r) = (,'.1,'2’44~ x Py ().

Comme G () doit étre un polynome de degré inférieur ou égal a 6,
il n’y a d’autre solution acceptable ici que

(3= G(zy=.rP,;(a),
o1 I, est un polynome arbitraire de degré 3 en x. Si donc nous nous
reportons 4 I'équation (28"), nous voyons, d’aprés ce qui a été dit sur

les expressions remarquables déja trouvées, que

: P, — Pyt

..‘, .

(38) Xy=Ye = ;';["fi (y) -+ Pi(2)],

puisque z P, est de degré 4 et que P, est de degré .
On peut donc prendre

X, = { P! () + C.

Pi(r)+C.

N} -

(DA

ot C est une constante. Or 'équation —= donne X, sans constante

arbitraire. D’aprés ce qui a été expliqué plus haut, si I'on échange
, - E+E, .
dans I’équation ;:t—- les variables x et y, le second membre 3X, est

V() +V(—9)
16¢
sont égaux et de signe contraire, de sorte que C est nul.
On a donc i

remplacé par ou(—3Y,):doncpourr=y,X,etY,

I_J(_u)——-ﬁ(—- u)

— = SPi(w),
(40) V(o) —V
V) — —_ "
'—"%—)Z—%Ps(")%

Journ. de Math., tome IX.— Fasc. 1V, 1g93o0. 45
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Il reste a voir si I'équation E, est vérifiée : nous le constatons immé-

-diatement de la facon suivante. Si nous nous rappelons que I'intégrale

générale 8 de A, ,, donnée par la formule (4) du paragraphe 2, est
nulle identiquement pour

(1) { U=Au + Bier4- Cr2+ D + B,
N Vi=Ao+Bei+ Cot D E o5,

nous voyons aussitot que les deux intégrales 0,, 6, correspondant a

(Uy=i(Au -+ Bic -+ Cur 4 D 4- Eu?)y,

R V1:0v
2 !
(42) U,=o.
{ Vo= A vt Bor - Cot- D 4- Eo¥,

donnent manifestement

(4% B A NN D% - 63z 0.

On a donc deux intégrales quadratiques particuliéres 0, 0, par ce
procédé, qui rentrent dans le type canonique (2) de ce paragraphe
avec p== 2, h=1: elles ne sont pas intéressantes parce que non linéai-
rement distinctes, mais elles sont précieuses pour vérifier tous nos cal-
culs : avec elles U=V = o, puis

- f(v)=( Avi- Betg- Gt Doy Eed),
¢(¢v)=(6Av* 4 4Bet+2Cy 4+ 3Ee?),
F(z)=(Ax*4- Ba?+ Ce + D )*+ E*a,

( G(ryz=z2Bx(Ax?+ Ba2- Cr -+ D)

<=~
=

[y
P

et la fonction G (x) correspondant & ce cas trés particulier coincide
avec celle que nous avons obtenue, de sorte que la vérification est
faite.

I n’y a plus qu’a récapituler les formules définitives : P,, P,, P,
sont des polynomes arbitraires de degré égal a leur indice et C. est
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une constanle
Vi ... = VE = Pooty 4 ¢35 P, (),

O ... - UF = | Pylety - u? Py(n*y].

- N

s

h

Lo ‘*2 (‘L‘T:E_f) .G
VoV ~Z("V': Ve ) - C.

=1

formules oblenues ¢n se rappelant que 'on a écrit

Jra - Frery 4o Glad) == Pyia?) 4- 0% Py,

0 , SO
Sl s gt EE ety et Pty - Gty G Gl o),
; z T

X:_.L”” Lt-i)’ \.:\n)-&\t-—v;
39 30

U lu)~-Ll—~u)
JRu

\UJ-—\(-—V

"9 Y, = e )

(/6*) X,;_-

. " Uy

N Pl - =P,
1o 2
[T [ .,

\ s P ey - = PL,
10 2 G

\ L pre

Ny > JL17),

.
_ v
Yo = PO,

. (3} N L, . Ty '

Vid e ViEe L PPt e e PO et 4 G et P2,
) -

U .- U= - [ w Pty 4= iz Py - 6ud Py (1e%)

/1-P Fruty - 8P, (ur) 12w P,

\ oo P e = 8P et - 20 PLoe?)
B

L 6 oy w
Giay.zu Py, GGty - = Grat)y . s 6ut P {a®).
Sl

353
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Les deux intégrales particuliéres que nous avons obtenues précé-
demment [ formules (42)et (43)]fournissent une vérification précieuse
des résultats (45). 4

Quand on a choisi les polynomes P,(z), P,(x), P(2), il faut ¢n
général que h soil au moins égal a 2, ainsi que p — h, car on a deux
équations pour déterminer U,, ..., U, etdeux pourV,, , V,.., ..., V,.
Nous avons, par 'exemple (42), obtenu un choix particulier de P,,
P,, P, pour lequel on peut prendre p — A =1, l'unique fonclion V,__,
ou V, étant égale & A¢®+ Bo*+ Co*4 D + E¢? : mais nous savons
alors que I'on peut remplacer le couple (U,,,= o0, V,.,) en jeu par

{(—~Au'~Bu?— Cu*—D —Du*, V,, ,=0),

de sorte que l'on est ramené au cas o tous les V; sont nuls (et alors
Ji=1 ou 2 n'est pas intéressant).
D’ailleurs si les équations en V,_,

s Vin= ])G(V” - 3 Py (02),
([l S 6 , N » o
7) eV;%«o-lzgvgpo(v?)+V'P._,(v-)+6pspa(‘,,)

ont une solution commune, on remarque que 4~ =1 donne pour 'uniquc
fonction U, la solution

U () ===V, (1)
faire h= 2 donnerait smplement

‘ U, () =1iV,;(u)cosa,
U,(u)=1iV,(u)sine,

ol « est une constante, de sorte que les deux intégrales 0,, 6, ne
seraient pas indépendantes : donc le nombre d’intégrales quadratiques
données par ce premier type peut étre 2,4, 5,6, ..., les valeurs 1 et 3
étant exclues (en écartant le cas d'intégrales non linéairement dis-
tinctes). D’ailleurs si les deux équations (47) ont une solution com-
mune ou bien V., est rationnel en ¢ et I'on retombe sur la solution

Avi 4+ Bot4+ Coe' D + Eo
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3
ou bien cette solution est de la forme (¢ —a)*P(¢) ou P(¢) est un
polynome en ¢ de degré 3 : or on constate aisément qu'il ne peut
exister de telle solution commune, donc 2 aussi est a écarter. Ce type
donne donc 4, 5, 6, ... intégrales quadratiques, 1, 2, 3 élant exclues.
On peut encore écrire pour U et V

6
Lo 2.4, = »ym - " o
= EL : L,u[, () + } o (u?).+ VR P (u?)

l’.,u,'-') 12
10 PL(e®) - e 4 2ju P () + — Py (u?) + G,

(68) \ "- U

I N 8 WA e 12 gm u

V- v/}_‘ Vit = 2 P — PRt — g Pi(%)
(RN
.\ ——u:)l"._,(v'-’)—-——(i—~) v ;(ﬁ)—-?P;(V?)——C
A. Second type de solutions. — Nous allons maintenant supposer

¢ue les fonctions

JERNEY) TON M /' 14) CVINY
U, = u<[i'> m((i‘> et v,=¢z<\ > —(!‘>
1 \ U v, v.

admettant la réduction canonique (3) du paragraphe qui précéde, les
fonctions U; et V; admettent la réduction canonique

U, (U, +Net =B +Coura-D,+Ew) o0 Uy {(Usppey + Attt 4.0y Uy
IV, vV, oo Vo, iV o

Nous allons sans difficulté déduire les nouvelles formules de celles
(qui conviennent au cas

U, WU a-Aef=00 Uy Ay(Ug+Ayeb+.00 oo Uy, o0 Uy o
(2) : v A% 4
; ! / 32 '

\ \ /l,‘ ‘3 h“ e (o] e o v}+1

hi, hy, ... étant des constantes dont aucune n’est égale a 4 ou — 7.

4
Y,.
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Je pose
C,=U,4au i bt c uta-d, + e ud,
)] 1 | 1 ! 1 1
3) T,: A AN L R PR S A R
Upz Uy 2 0% 4= Sy 4o i 3 1 g0,

{ Vo= Voo 0% By 00 ey 024 B - g 008,

de sorte que les intégrales (), et 0, ne sont pas changées; | , signifie

hotUy = Ayt o= Boat - Gt - Dy 1 0@y
I I 1 I 1 1

T | . .
et V,signifie —-—: ondélermine les constantesa,, b
g 3 P
par les équations

, A, fy A, , hiB, . I B,
A EUESD i B Il » el by 5 175 gty
S| f% 4y fi+1 i
de facon a avoir
. — — — v,
(9) U.-= i, U, Voo o
I,

avec un calcul semblable pour chaque svstéme

KRLDPYIR PUNNE RPN W) [0 e Vo (U Vo)

on a transformé le tableau (2) en le nouveau tableau

Tj, }‘1 D, t /'»::Eu 'Irk--l feap, Tjg[-_l Ui .. Uip 0
{6) £y V| kv —\_ et _\‘ 3
A N YA ) Tpo o Ve ‘ t
\r 1 hl ‘ 5 /L;; \ ———-/"M“‘ ) PR [ \ Iy

.,
ey €y Koy s

g}

r

qui ne différe pas essentiellement du tableau canonique donné au para-
graphe précédent, car par une substitution orthogonale sur [(T,,T,),

(V,, V,)] on réduit ce systéme a [(\/1 +#T,,0), (o, \/1 +

; 3
et de méme pour chaque groupe

[Usy UL)' ‘,V:n V&)]y [(Uzk-——v Uzk)» (Vzk-h v:‘kb)]- .

o)
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On a donc le résultat suivant :

v I v 1 o I, o -1 9 " 2
\';(1 -+ 7£?> + Vi (l -4 }l::> evami- Vi ,(1 +- /MI.‘ '> =4 V7. Vi [Poie) 4¢3 Py eh)],

U2 (0= 02y =02 (e 22y e+ Uiy (1 )+ Ui 4= U == — [Py 08 Py(ut),

T 1 ~n | | b
\ r(|+ /’—> - VY 1( + >+ Vidy b= N = g""' (0f) 02 P e -6 03 P e,
K { i 2 e '
Sy o T/ o “re C1r0 l; PR Y4 " " » ey o )
' U oAt - U o+l - UG - U= [5“' ety - Pty 160 Pty |
(7)1 B

. ! y e o e ) “
l;:,.:u——_ll’-(w—/r,;).;, 4 U ,ll+/l,‘-.) UG- - U |+gu-l"lu ) -

6 . p (P .
—Poiuy 0Pt 4 0(, A= Pyt - == Pty 4=
1= : - K

-1

b P, (s ., 1 .
= e Pl o Pret) — 2 a0ty — - Py e -
B IS o2 "

v

Remplacons dans ces formules U, U, ..., Loy, Vy, o0, Vi

par les valeurs (3) et analogues. e terme L *(1+ A?) donne le total
| seconde ¢quation (7)]

() U (e 3y a2 A Bt 0 Conr e Dy Bt U
h ; ST c e
e | Aty Bt G- Dy - B et
" |-

De méme, dans la quatriéme équation (7) le terme [T
donne le total

(91 U= 23y - o316 A 018 - 4B 4-0C 0 - 31 2],
+ hi o [6A i 4B oG BE

/L+

el enfin dans la cinquiéme équation (7) le Lerme ,:— U * (14 h})donne
le total

Loirs e 9 A o ~ . i
(10) -l—l;’lU,"U-ﬁ—h;)+2hf|_5oA,u'—;—mBlu-+ 2G4+ 6L, u [UY ¢
&

h \ . L
+ -I;,i,'T_I-[E"o,A\1 w+12But+ 2C + 6E u]? =

) 4_,"'.’ ' ! . ez ! 1y . . 8 2 a L2
':;.Fz[h <l+7’—|> N 7_.+|<|+T_,-) 4+ Vi, 4, .-x-\}’,-J SR LA

PW( "t

—_— ')“'( [t |

5
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Or nous savons, d’aprés la lin du paragraphe précédent, que I'on
peut poser avec certains polynomes p, .3 pa,ij pa.

: 4
fh'-’h—;-l[ A+ Bt Couro+ Dy Bpd P = o[ poy (12) - 10 py ()]
1
P (6wt 4B, w0 +2Cyu + 3B,
hf—;-x[ qub 4 4B, 0w +2Cu + 3E, 2]
| = [g wr i (UP) 0 poy (02) + 6.0 pi (ltz)].
(11) i
. ht

1
h3+1

A ]
[30A,u*+12Bw*+ 2C+ 6L, 1} pr

w

8 . 12 . 6 v,, .
— [5 1t pik (1*) + g‘p.-,,,(u-) - 5721).-,_,((1-)

Il

, g (103 v o,
10y, (17 ) - (_;+_) “+ 24 u Pip ) - " P ) | -+ consl.

Résultats analogues pour les termes

Vta+hd), ..o Cioo+ k3. GRa—+h2y, ...,

U (14 h3).

Mais alors, nous pouvons dans la seconde et la quatriéme équa-
tion (7) faire passer au second membre les termes écrils en seconde
ligne dans (g), (10), (et analogues) ct en posant

( W=D, e e e Pk s
(12) WL=P,— Lo = Pas e Pask .
2 Wozz Py~ poy = pos=r oo = Posken

nous remarquons que Ilg, Iy, 1I, sont des polynomes arbiiraires, de
degré 6, 3, 2 respectivement, au méme litre que P, P,, P, : les équa-
tionsobtenues necontiennent plusle dénominateur 4} 41, 0u b +1, ...,
I, 1 : nous pouvons donc faire tendre /,, fy, ..., ooy Vers £ oct
nous avons le résultant suivant [en ¥y adjoignant la cinquiéme équa-
tion (7) olt l'on a, ausecond membre, utilisé la troisiéme équation (11)]
obtenu en supposant /i, = by =. . .=y, = 1:

(13) —2U, (A, b+ But+ Cut+ D, + E u?)
—aUy(Ayuer +.. ) — .. — 2 Up  (Agi 18 +..) = Uy +. .- U
= — [ (e?) + u? Mg (u?)]
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el

(1) —aU, (6A "+ 4Bu*+2C u+ 3E,u?)
— 2 U (6A i 4-...) —...—2 Uy (Ao 0 +.00) + Uil +...+ U2

= [g w2 I (ee?) + @ Wy () +- 63 I1 (u'-')J;
(1) U= ZlZi [— 2U) (BoA, ut+19B 0+ 2C + 65, u)
—2U% (oA b +..)— 2 Us (30A 0t +..) + Ui +...+ U]

e .
A+ g I () e I () + s 1T ()

< oo

’ 9 2 u:: . " P 12 ' o .
+ 101l (n?) + I_L'(‘Tl%_ afu g (n?) + —l;l]3(u-) + G,

en appelant C une constante.
Prenons maintenant les termes Vf (1 -+ hi> et analogues : le terme
]

explicité donne le total

(16) \f(; + /:~> +2[A 0+ B vt G- D+ E e ]V,
\ ]
- h3 ,
i Rl
Or en écrivant
h? . I
%41 L RE 4

on met |'expression (16) sous la forme

(15) V2 (1 + /Tl> 1 9[ A, 0 4 By ¢t Cy 02k Dy 4 B, 03]V, -+ A2[A, 05 4. ]

h4 A .
— /T,f-_:-_-;[Alv“«f» B v+ C, 02+ D, + E ¢ ]2,
el 'on voit aisément que le calcul précédent s’applique avec une trés
légére différence : on obtient les formules définitives
(18) 2V AW+ B ot 4+ G2 D+ E v3) + 2V (Agef4-.. ) +...
+ 2V (Age, 98 . ) — [A, 00+ B, ot + C vt + D, + E 03]
— A+ P— —[Ay P VR A V2
=L, (v?) + o IL, (v2)
Journ. de Math., tome IX. — Fasc, 1V, 1g30. '

46



360 BERTRAND GAMBIER.

et

(1) 2V (6A, "+ 48,084 2C,o 4 31, 0%) + aVy(BA, 05 4+.. ) ...
A2 Vi (6A g P L) — (6A 0P+ 4B 03 2Cpw 4+ 3, ¢2)?
e (B Yo (B Aoy 05 Yo Ve V2
6

= g o T (1) + ot (o) + 697 T, (2);

(20) V= ;IT_,[Q Vi(3oA v+ 1aB ¢* 4+ 0C + 6K, v)
+aViBoA, 4. )+ o+ 2V BoA e i)
— (30A, '+ 128, >4+ 2C, + 6, )2
—(B0A ¢ ) — = (B0 A ) YV - V]
8 o(‘ i o 2 "m 9 6 " o
— '5 ¢ Hl} )(V')— -;,.)7 ."“-((") — 'a—;)f_,[lﬁ (',.2)

I, (¢v?)

§*

—10Il, (¢?) — ——240“;(0'-')*i‘?ﬂ':,(("-’)~—(l.

Les formules (2), (13), (14), (15), (18), (19), (20) épuisenl ce qui
est relatif 4 ce second type de solutions.

On démontre exactement, comme je I'ai fail pour Iéquation IZ,,
qu’on ne peut obtenir par ce procédé urois intégrales quadratiques.
Nous savons «a priori qu'il existe deux couples quadratiques déduits de

(21) 5= (—v¢)* (u~+ v, Sy== (0 — ) (u + o)
et
(22) = (t— ) (u~+ ) sy= (Ut — ¢y (u+ o).

Nous allons indiquer les solutions U;, V; correspondantes. La fonc-
tion z, correspond au couple

8 8
U,:—u—g, \'1:~—%’

et la fonetion z, au couple

Uy=— = V,=o,

24’ 2
de sorte que les deux intégrales quadratiques

2+ 2 LBy By . .
(23) 0, = —'—2——2, §,—=i= — 3+ Bl = — ¢*
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correspondent aux fonctions

u? L ’ . 0
/ g U= % — o Uz_—:l(u,-k 37.)’
(21 - o o0
N ( V== — 6’ V.=1:(V,,

et 'on a une solution des équations (13), (14), (15), (18), (19), (20)
ohlenue en supposant £=1,

. ‘/L»’n 1 3
23 () = oy — — Il,=o, ()= ~a”
(2‘)) “h( ) 8-3-/I 24-_,’ ] : .( ) ./|()
La lonction 3| correspond au couple
”3 (2%
o= / -
U 6’ T
ou encore au couple
- "W .
U=— 5 Vi=o0
s, au couple
U,=u?, V,= %,
sl nous prenons .
(20) ‘J,:-—————-""'—l:“', f)._.:i"——~—-""—~;', G4+ 02 = 12— v*,
2 2 -

. wh 1A . o
UI:;_G”’ IJ.;:t(U]‘I" ’§>’
(27) "
V,= ‘j-)—, V,=iV,.
Cette fois on a
(28) 11‘.,5‘%'_%, , n.ls‘%’_g, I, =o.

On verrait sans peine que I’équation générale A, , admet aussi des
intégrales quadratiques, avec deux tableaux canoniques; les formules

s'obtiendraient par des procédés analogues; la seule difficulté réside
en la longueur des calculs.



