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Sur la forme des fonctions hypergéométriques
de plusieurs variables;

Par Oyxstein ORE.

Yale University, New Haven (Conn.).

Une fonction hypergéométrique générale de deux variables est défi-
nie d’aprés Horn (') par une série double

(' ) F (.’E, .)’) — Z amtwl./u.:’,n,

m, n==0

dont les coefficients vérifient les conditions

(2) “;:;-%;":R,(m, n, EL:l‘—,',:‘.?:lig(m, n),

ot R,(m, n) et R,(m, n)sont des fonctions rationnelles fizesde metn.
Pour les fonclions hypergéométriques de plus de deux variables on a
des définitions correspondantes. Les résultats obtenus dans la suite
pour des fonctions de deux variables pourront étre généralisés sans
difficulté a des fonctions de plusieurs variables.

On a évidemment toujours a, (5% 0, et nous allons supposer que

(3) . o= 1.

(1) . Hony, Ueher die Konvergens der hypergeometrischen Reihen zweier und
dreier Verdnderlichen (Math. Ann., t. 3%, 1889, p. 544-600).

La méme définition a été adoptée par MM. BirgrrAND, KameE v Finier et MeuN.
Voir par exemple P. Aepert et J. Kampk i FErier, Fonctions hypergéométriques
et hypersphériques, § 37 (Paris, 1926).

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. IV, 1g50. 4o



312 OYSTEIN ORE.

On observe aussi qu'une transformation de similitude
(4) z=ax', y==0y

donne encore une fonction hypergéométrique dont les fonctions carac-
téristiques R, (m, n) et R,(m, n) sont multipliées par a et b respec-
tivement.

Les fonctions R, (m, n) et R,(m, n) ne sont pas indépendantes; en
effet, on a

4] « [4) .
i+t _ Cmianer @omnd Ry (my 1 -+ 1) Ry, m),
A, (LT [
a ,a a
m--1,n+1 P /A m+=1.n —_ |{z(’,l + [’ ") ]{I ‘ "l‘ n /““
Aneyn isrn Ameyn

et par conséquent (')

(5 Ry(m, mYRyim 4, n)y=R,(m, n)Ro(m. e+,

On peut aussi donner une illustration géométrique de la relation (5).
On voit facilement que le coefficient général a,, , de la série (1) est
exprimé par la formule

mo -1

(6) o == I I Re, (ntpy 1)) (M, == 1),

r=n

ou les points de grillage (m,, n,) traversent un chemin ascendant de
l'origine au point (m, n) et I'on a ,.=1 ou &= 2 suivant la forme
du chemin choisi. L'équation (5) montre alors que la valeur de a,,,
ne dépend pas de la voie suivie, parce que les valeurs obtenues en par-
courant un carré unitaire en deux directions opposées sont égales.
Les coefficients a,, , peuvent étre considérés comme une généralisa-

tion du produit .
SO fla)... f(n)

pour des fonctions d’une seule variable.

L'objet de ce Mémoire est de donner une méthode pour trouver
la solution générale de I'équation fonctionnelle (5) en fonctions ration-
nelles R,(m, n) et R,(m, n). 1l résulte de cette solution 1'expression

(1) Honn, loc. cit., § 2.
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explicile de toutes les formes possibles pour des fonctions hypergéo-
métriques générales.

‘M. Birkeland (') a étudi¢ naguére la condition (5) et il a énoncé le
théoréme suivant : « Siles fonctions rationnelles (2 ) satisfont a(5), les
numérateurs et les dénominateurs de ces fonctions sont des prodmts de
facteurs linéaires en m et n. »

Le théoréme de M. Birkeland n'est pas, comme je [ai de‘]d fait .
remarquer (*), correct cu général. Mais il résulte néanmoins de la
solution générale de (5), que les cas, dans lesquels le théoréme de
M. Birkeland n’est pas vrai, sont, & un certain point vue, des cas
spéciaux.

I

Nous allons étudier dans la suite dans qucls cas une relation (5) peut
exister entre deux fonetions rationnelles R, (m, n) et R,(m, n). Pour
le momenl nous ne ferons aucune supposition sur la convergence des
séries hypergéométriques correspondantes.

La relation (5) est seulement établie pour des nombres entiers m
el », mais pour des fonctions rationnelles il s’ensuil que les deux cotés
de (5) sont nécessairement identiques.

Il est évident que si R,(m, n) et Ry(m, n) ainsi que R,(m, n)
et R,(m, n) sont deux solutions de (5), alors

lT,(m, 1) I’n.ét ny, )
K m, 10y’ R, cm, 1)

et
Ry, R, (m, n)y, R,cm. ny i'{._,(m, n

auront la méme propriété.
Mettons maintenant
g Rym, n)y= M
' fi{m, n)’
‘ &y, )
gi(m.n)

(=)

/

Rl n) =

(') R. BiRkELAND, Une proposition générale sur les fonctions hypergéométriques
de plusieurs variables (Comples rendus, v. 185, 1927, p. 923).

(2) Ovsresy Ore, Sur-les fonctions hypergéométriques de plusieurs variables
(Comptes rendus, t.” 184, 192y, p. i238).
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(8) flm, ), fi(m,n), gim,n), g{mn)

sont des polynomes en m et n. On peut en outre supposer que f(m, n)
et f,(m, n) ainsi que g(m, n) et g,(m, n) n’onl pas des facteurs
communs.

En substituant () dans (5) on ohtient

(9) Jlmyn) glm -1, n) fyCm, n41) g (m, n)
=gl ) f(m, n—+1) fi(m, n) g (m-+1,n),

et celte relation sera 'objet des recherches suivantes.

Nous allons, premi¢rement, simplifier & un certain point la forme
des polynomes (8). On représente ces polynomes comme des produits
des facleurs irréductibles, et en assemblant les facteurs contenant n
el n seulement, on obtient

J (myny=A (m)B (n)F (m, ny,
Sfilm, n)=A,(m)B;(n)F,(m, n),
glm, n)y=C (m)D (n)G (m, n),
g(m, n)=C,(m)D,(n) G, (m, n).

De I'équation (9) il s’ensuit immédiatement les relalions suivantes :

(10)  A(m)YCm+0A(m)C(m)=C(m)A(m)A,(m)C, (m +1),
(1) B D) By(n +1)D,(n)=D(r) B(r+1)B,(n) D, (),
F(m,n)G(m—+1,n)F (m.n+1)G (. n
=G(m, RYE(m, n4-1)Fy(m, )G, (m 41, n).

En abrégeant I'équation (10) du produit A(m)A,(m), on voit que
ces polynomes ne sont plus contenus dans ces équations, et il résulte
que deux polynomes f(m, n) et f,(m, n) satisfaisant a (9) peuvent
conlenir des facteurs arbitraires ui sont des fonctions de m sculement.
On fait les mémes observations pour les facteurs D(n) et D,(n)
de g(m, n) et g,(m, n).

De (10) on tire

Cm—+1)C(m)=C(m)Cy(m+1);

d'aprés notre supposition C,(m) est relative prime a C(m) et I'on
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conclut que
Cim)y=Cy(m)=1.

Tucorime 1. — Si les polynomes (8) vérifient la condition (9), les
polynomes f(m, n) et f,(m, n) peuvent contenir des facteurs arbitraires
dépendant de m seulement, mais aucun facteur contenant n seulement.
Dans la méme maniére g(m, n) et g, (m, n) peuvent contenir des facteurs
arbitraires de n, mais aucun facteur contenant m seulement.

La relation (12) ayant la méme forme que (g), on peut loujours
supposer que les polynomes (8), vérifiant (9), ne contiennent que des
facteurs dépendant en méme temps de m et n.

II.

Nous représenterons maintenant f(x)comme un produit de facteurs
absolument irréductibles; soit, en outre, d(m, n) le P. G. F. C.
de f(my,n)et f(m, n+1). Alorsona

(13) [(m, )y =FY(m, n)y.., Fr(m, n)d(m, n).

ol les F'"(m, n) sont des facteurs irréductibles. Dans la suite, nous les
appellerons les facteurs réduits de f(m, n).

Déterminons encore la forme de f/(m, n+1) 4 l'aide des facteurs
réduits. Le polynome F'''{m, n—4-1) est évidemment un diviseur
de f(m, n41). S'il est aussi un diviseur de f(m, n) il doit étre con-
tenu dans d(m, n). Dans ce cas F'"'(m, n+ 2) est aussi un facteur
de /(m, n+1), etc., et parce que le polynome f(m, n) ne contient
gu’an nombre fini de facteurs, on trouvera a la fin un nombre a, de
sorte que F'V(m, n+a,) est un diviseur de /(m, n—+4 1), mais non
de f(m, n). De cette maniére, on obtient pour f(m, n+1) la repré-
sentation suivante :

(14) flm,n+0)=FYm, n+a))...F20m, n+a.)d(m, n).
Nous appellerons les nombres
(15) e oy ooy Ap

les longueurs des facteurs réduits correspondants,
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Turoremr II. — S¢
Foim,nm), ..., F.m n)

sont les facteurs réduits de [(m, n) et st les longueurs correspondantes
sont données par (15) le polynome [(m, n) peut éire représenté dans la
forme

r =1

(16) : Sl :—_l_[ II Fitm, ==y,

IR B AR |

Nous traitons /,(n, n -+ 1) dans une maniére correspondante, mais.
en choisissant une notation légérement différente. Nous mettons

(17} Lot n 4= 0=y o G n Y e G,

ol d(m, n) cst le P. G. D. €. de f,(m, n) et f,(m, n41).
Les ¥ (1, n) seront appelés les facteurs réduits de f\ (i, n) el I'on
obtient pour ce polynome la représentation

(18 focmeny = Bt - Y ooV Gy d il i,
ou bien

A u,’~
(19) ‘ Jivm, Ni:[l ll]",’v'(/u./z -/

{1z f=m

La fonction rationnelle R (m, n) est le quotient des deux poly-
nomes (16) et (19). On peut alors donner une représentation différente
pour R,(m, n), ce qui sera trés commode pour les applications sui-
vantes. Soient en effet

(20) Dy(m, 0y, Oy(mony, .o, Opimen) (h=r--r")

les factenrs réduits de /'(mi, n)et /', (m, n)pris dans un ordre arbitraire
et-soient en outre

(21) Ao\ Ni=n; ou \i=—a;

les longueurs correspondantes, les «; munis d'un signe négatif. Pour
des valenrs négatives de A; nous définissons

Ai—) 1A
(22) l‘I Qicne. v+ =g §O:(m.n -y

J=n j=1
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Alors on voit sans difficulté que

koA=L

(23) R, tm, n) :—.H IId’,(m. n +,;).

I=t1 j=0

Par des considérations analogues on obtient des expressions corres-
pondantes pour les polynomes g(m, n) et g,(m, n). On a

& b;—1
Al n) :_[I [1 GO (- ni
.i:l j=0
el
§
2lm, n) =d(m. n)II GO (m, n),
=1

gl 1,y =d(m, n)l l G@(m—+0b;, n),

i

ou d(m,n)estle P, G.D. C. de g(m, n)et g(m + 1, r). Pour g, (m, n)

on ohtient
K4 bi
gi(m, u):H HG‘-{’ (m 4, n)

=1 j=p

el

gm0y =d(m, n)H G (m — b}, n),

=1

o

gi(m—+1, n)=d,(m, n)l I Gi(m, n),

=i
~oud,(m,n)estleP.G.D.C.deg (mn)etg (m+1,n).
Finalement, soient
W (m,n)y ..y Welmom (by=s+5")
les facteurs réduits de g(m, n) et g,(m, n) arrangés dans un ordre
arbitraire et solent '

P’l' B.. TN R/; ’ B;: [)j ol I);

les longueurs correspondautes. Avec les mémes conventions qu’aupa-
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ravant, on aura
by Bi—

(24) TRy ('m,, n):n ]—[ Wi(m /7, n).

l==t j=0

II.

Par les représentations ainsi obtenues pour les polynomes (8) on

peut réduire le probléme proposé & 1'étude des facteurs réduits. En
effet :

Nous remplagons ces polynomes par leurs expressions en factcurs

réduits et nous abhrégeons I'éqnation (q) par le produit des facteurs
communs

d(m,n)d,(m.n)d(m. n)d,(m, n).

On obtient alors la relation suivante entre les facteurs réduils

(25) n Fd(m, n)ﬁ I (m, n)lll GO (m—+ 0y, 11.)]1 Gl (m—bi, n)
!

i=1 izz

i= i=1
r r 5 5"
:]_[ ¥ (na, n + r/i)rl Fi(m, e — aj) [l GO (m, n )An Gi(m, 1)
i=1 i=1 i=1 i=1

ou, plus simplement,

k 3 k

ky : 1
(26) H D (m, n)H Wi(m + By, n):]] O (m, n+ /\,-)]I W, n).

1=1 1=1 i=1 iz=1

Un facteur arbitraire F"(m, n) du coté gauche de 'identité (25)ne
peut diviser, d’aprés nos suppositions, aucun des produits

r r

I I Fi(m, n +a), I I Bi(m, n — ap);

1=1 =1

le méme fait est vrai pour un facteur F\"(m, n). Il s’ensuit alors que
le produit

(27) H i (m, ) || 0 0m, 2
. i=t

i=1
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est un diviseur du produit

(28) fIG‘”(ﬂl. n)li[ G (m, n).

=1 i=1

Mais ¢n considérant le coté droit de (25) on déduit, par le mé¢me
procédé, que (28) est un diviseur de (27) et les deux expressions sont
par conséquent égales. En divisant (25) par (27) ou (28)on voit que
les facteurs restants sont aussi identiques.

Tuionine LI, — Pour que les polynomes (8) satisfassent a la rela-
tion (9) il faut et il suffit que les facteurs réduits sotent liés par les
relations ’

(29) v 11 Fé(m, n )ﬁ I (mon)

i=1 i—=1

:I[ Gir( mon ) ]V\l Girtons )y

i=i iz

”

(30) I] T (m,n+ m)'l—[ Fa(m, n—aj)

1=\ i=1

:[] G (m ~+ 0y, ")ls] Gl (m — bl ).

i=1 i==t
De ce théoréme on tire le corollaire immédiat :

Takorime 1V. — Le nombre total I des facteurs réduits de R,(m, n)
est égal au nombre total &, des facteurs réduits de R,(m, n), c’est-a-dire

(31) rr'=s+s.

Les égalités (29) et (30) peuvent étre écrites

& k
(32) H D;(m, n) :H W;(m, n),
1= i=1
& 13 ’
(33) II D; (e, n 4+ A\ :H W¥i(n <+ B; m).
=1 i=1

Journ. de Math., tome IN, — Fasc, 1V, 1930, [ll
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Iv.

L’énumération des facteurs réduits ®;(m, n) et W;(m. n) a été jus-
qu’a présent parfailement arbitraire. L'égalité (32) nous montre que
I'ordre de ces facteurs peut étre choisi de maniére & faire

(34) d(m, =W, (m, n) (i==1,9,..., k).

1.’équation (33) se réduit alors a une identité

A A
(35) Hd’,(/n.n—f-A,‘):—_:l]d),(m -+ By
’ i=1 1—=1

entre les facteurs réduits de B, (m, n).
Dans cette identité un facteur arbitraire, par exemple ®(m, n+A ),
doit étre égal & un des facteurs du coté droit, par exemple

O (mon--A)Y=®,0m -+ By, n).

Nous abrégeons I’équation (35) par ce facteur et 'on ohtient ensuite
de la méme maniére

D e, - NY =Dy G - B0,
Cette série finira par une identité
O, (m.n+ A)=®d,(m + By, n).
De ce systéme d'identités on dédut facilement
(36) O (m.n)y=@[m 4+ B +. .. +-Bon—1A+...—~A)]

Mettons alors _
: A=A+ A+ Ay
(37) .
. PB=B,4 By+...+ B,.
A la suite, 1l faut considérer des cas différents. 4
1° Soient A 7 0, B=£0. — Dans ce cas on a, d'aprés (36),
®,(m, ny=@,(m+ B. n — \),

et parce que ®(m, ») est un polynome, il s’ensuit que ce polynome



FONCTIONS HYPERGI:IOMI:ITRIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. 32t

est une fonction de Am + Bn seulement. Mais ®,(m, n) était par
supposition un polynome irréductible,-on aura par conséquent

o my = F i )y =K (Am 4 Bn 4 ),
oll K et (C sont des constantes arbitraires. Par une substitution de la

forme (1) on peut toujours faire K =1, ce que nous allons supposer
dans la snite. On aura alors

Fomomy=\m+ Bnu + €

el pour les antres facteurs réduits on dérive facilement les formules
Oinm. ny=F(m, mr+T,

ot Ty =o, et poure >

(38) Tim (A .- A B (B ok BOA.

Pour les facteurs réduits W,(m, n) de R,(m, n) on obtient, d'aprés
(34), les mémes formules et les formes de R, (m, n) et Ry,(m, n) sont
déterminées par (23) et (24).

TutonkMe V. — Soient A = o et B 3£ 0 deux nomdbres entiers et soient

N= N 4 A N o (F==1 0, .0 1),

B=0B4...4 B, B2 o (F==1.2. .... 1)

des décompositions de ces nombres en somimes de nombres entiers. Alors
les fonctions rationnelles

I3 Ap—1

R, (m. n):II ].I[F(/n. ny - T+ f B

=1 j=0
t B;—1

R, (#e, /1)=H II[F(m. ny 4T g A7

1= j=o

3 9)

sont des-solutions de Uéquation fonctionnelle (5). Dans (39) les T, sont
définus par (38 ) et :

F(m, n)y==Am—+Bn -+ C,

ot C est une constante arbitraire.
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Je répéte ici que quand A; ou B, sont négatifs, on a, par définition,

Ai—1 l'\tl

H [F(m, n)+ T,—+-,]'B]:.]:l [F(m,n)+T)— B},
1=0‘ /’:l.

By—1 1B;]

II [F(m, n)+T+/A) :H [F(m, n)+Ti—fA]".
j=0 : =1 '

On vérifie sans difficulté que les fonctions (39) réellement satisfont
a I'équation (5). Dans ce cas on observe que R,(m, n) et Ro(m, n)
ont des décompositions en facteurs linéaires.

Le théoréme V nous permet déja de donner la solution générale de
notre problémedansun cas spécial important, savoir quand les R, (12, n)
et R,(rm, n) sont des polynomes.

Dans ce cas, on voit d’aprés le paragraphe 2, que tous les A; et B;
sont des nombres positifs, et I'on aura par conséquent toujours A >>o,
B>o0. R,(m, n)et Ry(m, n) seront donc des produits de facteurs de
la forme (39). R,(m, n) peut en outrecontenir comme facleur, comme
nous 'avons. mentionné dans le théoréme I, un polynome arbitraire
dépendant de m seulement. Ce polynome peut évidemment étre repré-
senté comme un produit des facteurs linéaires Km + C, oubien, aune
constante multiplicative prés, égal & un produit de facteurs m + C.
Pour R,(m, n) on a un résultat analogue.

Tucoreme VI. — Soient A et B deux nombres entiers positifs et (37)
une décomposition de ces nombres en addendes entiéres et positives. La
solution la plus générale de léquation fonctionnelle (5) en poly-
nomes R, (m, n) et R,(m, n) est alors un produitde facteursdela forme
(39). R,(m, n) peut en outre contenir une constante arbitraire et un
nombre arbitraire de facteurs de la forme m + C. R,(m, n)contient dans
la méme maniére une constante et facteursn + C.

Dans ce cas spécial, I’énoncé de M. Birkeland (') est donc vrai :
R,(m, n) et R,(m, n) sont tous les deux des produits de facteurs
linéaires en m et n. Nous allons voir cependant qu'il n’en est pas ainsi
dans le cas général.

(1) Loe, cit.
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Quand on suppose t =1 dans (37), on obtiendra le plus simple cas

du théoréme VI, savoir
A—1

R, (m, n)——n[F(m n) -+ j B,

=0

B—1 It

R, (m, Il)_I[[]‘(IIL n)-+JA).

j=o0

l.a fonction hypergéométrique correspondant a des poly-
nomes R, (m, n) et R,(m, n) est évidemment dwergente dans tout le
plan, sauf pour =0, y =o0. Les valcurs réciproques de R, (m, n)
et R.(m, n) deﬁmsscnt cecpendant une fonction hypergéométrique
convergente pour toutes valeurs de z et y.

V.
Nous allons maintenant traiter les cas restants, savoir premiére-
ment le cas:

2° A=o0,Bz0, 0u B=o, As£0. — D'aprés (36) et (37) ona

alors .
o, (m, n)==®,(m + B, n)

ou bien
(I),(m, n):(pi(my n'—'A)s

el ®(/m, n) est évidemment une fonction de m ou de n seulement. Ces
cas sont déja exclus par supposition.

3° A=B=0.— Dans ce cas exceptionnel intéressant, l'identité (36)
est satisfaile pour un polynome arbitraire H(m, 2) de m et n, et

I'on a
b(m,ny=H(m—B,—...— B, n+ A, +...+ A,

Par des considérations simples on est alors conduit au théoréme
suivant :

Tutorime VII. — Soient

AisZo, Bis#o - (i:],é....,t)
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des nombres entiers et
A+ A4+ Aj=o,

By,-~ B, ... B,=—=o.

Soit davantage H(m, n) un polynome arbitraire. Alors les fonctions
rationnelles '

£ A=

R,(m,n):” ”H(in =B, ... -B. e N R A\ YA A A B

lzzl  j=u

(40) .

Rg(m, n) :[I I l Hinme - By— oo =B Jon - Nyt a- N )

sont des solutions de I'équation (5).

Je répéte encore une fois que pour des valeurs négatives de A; el B;
on a la méme définition des produits
L ]

A= B;—1

II- 11

jo=0 j=0

‘(qu’auparavant. En outre, pour i =1, le premier facteur de R, (i, n)
et R,(m, n) est H(m, n).
Pour illustrer 'application de la formule (40) )’y prends t=2 1

A=B,=1. A,=B, =1,

La solution correspondante de (5) est

R, (m. n) n, m

2 M) T
! YT m L, 0
. ) Him, 1)
Ry(m, ny== —

T HOm, )

- et le coefficient général a,, , sera une fonction rationnelle de m et n. De
cet exemple, il est évident que le théoréme de M. Birkeland n’est pas,
en général, vrai.

I’analyse précédente contient clairement la solution compléte du
probléme proposé. On voit en effet :

Tatoreme VIII. — La solution générale de U'équation (5) en fonctions
rationnelles R, (m, n) et R,(mn, n) est le produit d’un nombre arbitraire
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de facteurs des types(34)et(40). R, (m, n) peut en outre contenircomme
Jacteur une fonction rationnelle arbitraire de m seulement, et R,(m, n)
peut, dans une maniére analogue, conterir une fonclionrationnelle quel-
conque de n seulement.

M.

Le théoreme VIII nous permet de construire toutes les fonclions
hypergéométriques possibles de deux variables. On peut établir des
résultats analogues pour un nombre arbitraire de variables.

[1 faut d’abord remarquer que les solutions R,(m, n) et R,(m, n)
de (5) ne correspondent pas toutes a des fonctions hypergéométriques
En effet, il faut nécessairement que les coefficients a,, , de la série cor-
respondante soient tous finis. Cette condition est évidemment satisfaite
si R, (1, n) et R,(m, n) sont finis pour toutes valeurs entiéres positives
de m et n, c'est-a-dire siles dénominateurs de ces fonctions rationnelles
n'ont pas de zéros pour ces valeurs. Je fais d’abord remarquer qu'on
peut obtenir des fonctions hypergéométriques bien définies méme dans
le cas ot R, (1, n) et R,y (1, n) sont infinis pour quelques valeursden
et n. En eflet, considérons un exemple spécial

’
Fry= E (1 — )L

n=o

Cette fonction est évidemment une fonction hypergéométrique d’une
seule variable et I'on a

Uy . n— 1
— I T ? -=
A

n—2

On voit que f(1) =0, f(2)=w, et f(n) correspond néanmoins a
une série bien définie. On trouvera sans difficulté la condition néces-
saire et suffisante pour que f(7) ou plus généralement R, (m, n) et
R.(m, n) représentent desséries hypergéométriques. Jen'y insiste pas.

On doit & Horn (') des recherches trés complétes sur le domaine de
convergence des séries hypergéométriques de deux variables. Ses

(1) Loc. cit,
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résultats dépendent seulement des fonctions

O, (m, n) ::llim R, (me, nt),
(41) ®,(m, /z):llim R,(mt, nt).

A l'aide des expressions obtenues pour R,(m, n) et R,(m, n) on
peut facilement déduire les fonctions (41). R,(mn, n) consiste, comme
nous I'avons déja vu, en facteurs des trois types :

1° Facteurs contenant m seulement. On peut toujonrs les représenter
sous la forme m + C ou (m <+ C)~'. Dans ce cas nous mettons A =1
ouA=—1etB=o.

2° Facteurs du type (39). On voit que A cst le degré total de ce
facteur considéré comme fonction de Am + Bn.

3° Facteurs du type (40). Dans ce cas A = o, et le dénominatcur et
le numérateur ont le méme degré en m aussi bien qu'en n.

On obtient alors facilement

@, (m, ”):—I-_[(Arn -+ Bnr)t,
A
D, (m, /l):I_I(Am-g_ Bn)®,

ou le produit est formé pour tout A et B. Ce résultat correspond au
résultat obtenu d’une maniére différente par Horn.



