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SUR UN PROBLEME DE LA THEORIE DES SURFACES. 207

Sur un /)rol)lc"me de la théorie des surfaces (')

(SECOND MEMOIRE )

Par E. GOURSAT

. ..Qe’n’(l)uvcau Mémoire qui fail suite au Mémoire publié antérieure-
" menl dans ce méme Journal est divisé en deux parties dislinctes. Dans
la premiére parlie, je discute complétement le cas particulier du
probléme traité par (i. Darboux, ct je montre que ce probléme
n'admet pas d’autre solution (ue celle qui avait été obtenue a I'aide de
considérations géométriques. Dans la seconde partie, je reprends le
probléme traité dans le premier Mémoire pour le compléter sur
certains points, el cxaminer quelques cas particulicrs intéressants.

12. Je reprends d’abord la formule générale de Darboux (8) (p. 4)

Ny zl)"lnu.. 4+ D" p2
16

AN = Q 4~ (D elez 4 2D e dor + D" ddp?),

ot Q est une forme quadralique en du, de, dont les coefficients ne
dépendent que de E, I, G et de leurs dérivées, dont la formation a é1é
expliquée. Il résulte des notes de (i. Darboux que I'on peut, pour cer-
Laines formes spéciales de I'élément linéaire EE du* + o F du de + G dv?,
déterminer % et u. de facon que les trois coefficients de la forme Q
soient nuls. Pour traiter la question d’une maniére générale, il est

(1y Yoir Journal de Mathéimatiques pures el appliquées, t. 7. 1928, p. 1-27.
Fai conservé. pour plus de commodité, le numdérotage des formules et des para-
graphes.
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208 E. GOURSAT.

nécessaire de calculer explicitement les coefficients de la forme Q.
Afin de simplifier les formules, nous prendrons pour courbes coor-
données les courbes minima de (0), et nous écrirons I'élément lindaire

(33) dst=12¢" du oy

les formules (2) el (3) deviennent alors

or\? e dr X NN
S<-()—”> =0, S()—’; -('); =", S(;T(’) =0,

Ldr drw 7 SO ST
du 9w 0V ou duoe =@
Ldr o )r
do dwan = S g =0
dr 00 ’ LOr R I
Sou o T o o det = on’

et I'on en déduil aisément les expressions des dérivées du second ordre

Az dw dr D Se D Pr __ dw dr D

—_—— e — _— = e, — +
dut Jdu Ju i’ du v i’ o2 de oy "’

les dérivées de y et de = se déduisant aisément de celles-la, en rem-
placant & par y, ou par 3, ¢ par ¢ ou ¢”. On tire de ces formules

JX Jdh. oo\ dr  dp dr 1D -+uly
T :( = on T m) de Touoe T T O
JdX  Jk dx Jdy. do\ dr 1D+ p D"
v = v du +<'+ o +1’-7);> T
512‘1:8(/ A du + X dv>- .
\ i dy

En développant les calculs, et lenant cbmpte des relalions précé-
dentes, on Lrouve

N2 50 f)_)i b {z_") _()_1{' 4
dxr=2c (l + du “du ) du dlu ‘
o - ()). 7‘()h) + i)lf . gi) N f)z i)ﬁ‘ (/" {l"
- 2e¢ 1 = (-)—I-l+ ‘Tu i ()" [.()"‘ ‘i()() ()“),_. 4

t ': /:_ Vi N
. i )> Ji /o D 131} (g — 7.divy:

€0 I | —— 2
-+ 2¢ <| ~ 0 -+ oo

e T
D224 o Do+ D" p?
e

(Ddw+2D" dide—+D"do?).
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Dans le cas actuel, on a d’aprés les formules générales de la théorie
des surfaces ('),
0 DIER DIDK rw e

D" — Dt ==t 2= 20, —— e 0 ,
i e

du o’ ! [1E -

et I'on obtient pour Q la forme suivaute :

ar Q—em} IJ — f).’_ '/gi” —_ 2_’)1:(.)» Jut’
S - _)()IK 0w T aw) T awoe |1

o 2()/. A o e P o
e\ Toae PR ) T T o |
y ot . ; ()(.n l . i L/_)m ar. dp. ey )
A R PR R Rl e A W R o

Cette forme sera 1dent1quemenl nulle pourvu que 7, p., @ vérifient
les trois relations

o ()1 ( Jr. 4 -/()'l) . ” () )
“ou t gn T hon )T onan?

. r)p dw > . 2w

\v

(43) ) 2-)“( 't ae TG .()u o’
. ;) da . dw Jdi. dp. ; 2
\ " an T on )T 00 TG )T de 9 =T Mgt
(e systéme parait difficile 4 intégrer, mais on peut en déduire une

conséquence imporlante, qui permet de le mettre sous une forme inté-
grable.

).}
En effet, si le produit 7y —- n’est pas nul, les équations (3.))

. )7 - (] ) )’
prouvent u'il en est de méme de 1+ 5= + 7. ')”, P Ji? et ces
du. Jdu Jv

équations résolues donnent immédiatement les relations sulvdntes :

’ {)7_. vl Jt. ; o dn\
e " du o )=

. . < m O >
e e AN e e i =t
‘ d dv

.

d’oti 'on déduit aussi

36 ; dp. ok e dn 1y Jdin '/’-'()'U' Lo
v oo T au o TR 0u T o I

(') G. Darsoux, t. I, p. 246,
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"Pour interpréter cette condition, considérons sur la surface (0) les
courbes (I') dont la tangente en chaque point m coincide avec la droite
mM+qui joint le point m de (©) au point correspondant M de (X).
Ces courbes sont définies par I'équation diflférenticlle
e
Aol
da .

(37) =
d’oti 'on tire
. , 7. ; du. . .
e i Coe T Py .

-l- < -

duz ™ 12 K

et la relation (36) exprime prcécisément que les courbes intégrales de
I'équation (14) satisfont & I'équation différentielle des lignes géodé-
siqucs de () .

d*e dwode dw (r/r >‘

Au* " du du ik

(38)

du

l.es courbes (I") forment donc une famille de géodésiques de la sur-

face (0).

13. P’our achever la résolution du probleme, il est tout indiqué de
prendre maintenant un aulre systéme de courbes coordonnées, les
courbes (1) elles-mémes et leurs trajectoires orthogonales. On peut
supposer 1'élément linéaire de (@) mis sous la forme

) ds*=du*+ G ds?,

et les formules (5) qui définissaient la surface (X) deviennent elles-
mémes
. . Ox v . dy . U3
N=r—+1-) Y:y—;—/.—l, 7=z + b~
. du ' Ju
On a dans ce cas, comme il résulte des formules générales de la

théoric des surfaces,

i{' . 2 ' e 1 2logG o D ,)_2_,‘ D y
du H(,’ duode o Ju_ O -+ m 'y T caoey

D:—DD’ 102G 1 \ow

112 T2 dur 5 G ’
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et
oxX A\ de Dl
Ju —*(‘ * 90 ) gn AT
OX _ Ji dr ,'I 1d Io;:G] de D)

= et Bty [ I
v ¢ deu 2 du oo 1|

in cffectuant les calculs, on trouve, pour expression de ,

(39) Q—«(l-‘} ()”> du +o \l+ o du ds

J1.\* .- 0G 3G
+l (5] +G+25- + = — |2
<()v) du 2 du?
Pour que cette forme soil identiquement nulle, il faut et il suffit
que Pon ait & la fois

l—{—(—)ﬁ::o, <2zy+Glr—+—7.<£‘r>—i—)'2 l)iG“:o

Ju X Jdu 9 du?

/ B

De la premiére condition, on conclut que 7. estde laforme h =V — u,
V étant une fonction arbitraire de ¢, et la seconde montre que G est
une intégrale particuli¢re de I'équation différentielle linéaire

(v — VY 2 G . oG

(40 S gt ((I_\)W+G+ 2==0

donl Pintégrale générale est
G=V (0 = V)4 V(0 — V) — ¥,

V, el V, étant deux fonctions arhitraires de ¢. Le coefficient (i est
donc un binome du second degré en u :

(40 G=au*+ bu—+r,
[ 2

a, b, c étant des fonctions de ¢. Inversement, quclles que soient ces
trois fonctions de v, les trois coefficients de la forme € sont nuls,
quand on prend 7. =V —u, V étant une fonction de ¢ seulement, qui
satisfait a 'équation dillérentielle

(42) ' Vi34 a N2 OV =m0,

L.a solution ainsi obtenue est identique a la solution donnée par
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Darboux. Remarquons en effet que 'élément linéaire
At~ (i 4 b + ) de?,

ol 1, b, ¢, sont des fonetions quelconques de ¢, convient 4 une infinité
de snrfaces réglées dont les courbes (v) sont les génératrices. En
cherchant & déterminer V de fagon que la ligne 1=V (v) soit une
ligne de longueur nulle, on est conduit précisément i I'équation (42).
Les courbes minima d'une surface réglée intervicnnent donc dans la
solution du probléme.

[)’une facon générale, considérons sur une surface réglée (R) une
courbe (C), autre qu'une génératrice, ¢l soit M le, point de rencontre
de cette courbe (C) avec une génératrice rectiligne (4). Ce point M
est situé dans le plan tangent a (R) en un point quelconque m de (4);
on peut donc associer ce point M & un point quelconque de la généra-
trice qui passe par ce point, Cela posé, soil (@) une surface non
réglée applicable sur (R), et soit (g) la géodésique de (@), yui corres-
pond & la génératrice (4) de (R). Si la surface réglée () roule sur la
surface () de fagon que la génératrice rectiligne (A) roule sur la géo-
désique correspondante (g), le point M déerit une développante de (g).
Chaque point M de (C) engendre done une développante d’une géo-
désique de (0). '

Quand on passe e la surface réglée (R) & la surface (@) applicable
sur (R), la construction expliquée antérieurement (n® 2) remplace
donc la courbe (C) par une surface (¥), engendrée pur des dévelop-
pantes des géodésiques de (©) qui sont les images des génératrices
vectilignes de (R).

Soient (2, y, 3) les coordonnées rectangulaires d’un point de (0)
exprimées au moyen des coordonnées curvilignes orthogonales u el ¢,
oii les courbes (¢) sont les géodésiques (g). L'clément linéaire de 6 étant
mis sous la forme du®+ (au* + bu + ¢) dv*, les formules

v , e
Sx_.l 4+ (\ —”)7/_/’
r9 L :__ EZ‘_)_/
(15 Y=y -+ (\ ”)()u’
'Z =3+ () - u’)’)—;
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définissent une surface (X), obtenue par la construction précédente.
LLa fonction V de ¢ définit la courbe (G) de (R) d’olt Yon déduit’(X).

Soient
w3y =y - By, ==, -(-ﬁ "

les éqnations qui représentent une surface réglée (H) admettant
Iélément linéaire dut + (au 4 b ) dh*5 2y, oy 2y, 505 94,y Py sONL
des fonclions de ¢ satisfaisant aux relations

: . . 4
Sot=a, X 3; == 0, Sult=n, 2 X B=b, MY N

Les formules (43) deviennent, quand on remplace la surface (@)
par (i),
XK=,V 8y, Ye=a,V Py Zz=a, V- b,

Ce sont les dquations de la courbe ((0), ¢t le carré de Pélément
linéaire ds de (C)a pour expressions, d’aprés les relations précédentes,

s (N a Ve OV ] e,

Dans le cas particulier que nous étudions, la fonction V est une
intégrale de I'équation (42), el par suite la courbe (C) est une ligne de
longueur nulle de la surface réglée (V). Nous retrouvons ici le résultat
oblenu par Darboux 4 'aide de quelques considérations qui rendent
le résultal presque intuitif.

Soit en effet (X) une surface déduite de cette facon d’une surface (0)
applicablesurunesurfacerégléc(IR). Ona, avecles courbes coordonnées
choisies, '

A3t =Q + 2—: (Ddez 4= 2D du dv - D" dit),

les coefficients de la forme Q ne dépendent que de G et de 7. Si en
particulier la surface (0) se réduit 4 la surface réglée clle-méme, on
a D =o, puisque les génératrices (¢) sont aussi des asymptotiques.
D’ailleurs la surface (2) se réduisant i une courbe (C) de longueur
nulle, on a /X =0 pour celle valeur de D. La forme Q, qui reste la
méme quand on fait subir a (@) une déformation quclconque, est donce
identiquement nulle.

Ce raisonnement ne différe pas au fond de celui de Darboux, mais
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le caleul qui a éé fait plus haut prouve (sauf les restrictions qui
" seroit examinées plus loin) que ¢'est la seule solulion.

En résumé, si x, y, 5 sont les coordonnées rectangulaires d’un point
d’une surface (O) dont I'élément linéaire a la forme

ds?=dn? - (a2 - b - o) dv?,
oit a, b, ¢ sont des fonctions quelconques de lu seule variable v, et st V

est aussi une intégrale de Uéquation (A42), indépendante de u, les for-
mules (43) représentent une surface (X) pour lagquelle on a

(4D AXr—= .---.—ﬁ:—ﬂ: (Ddirz =21 clie ddo - D" dlo).

En remplacant dans les formules (44) V par une autre intégrale V',
de I'équation (42), on obtient une nouvelle surface (X,) pour laquelle

(447 dii= TER (D dut-4- 21 dre dy 4 1" dety,
On a donce
dx, | Vy—u
dX I vV=u

de sorte que ces deux surfaces sc correspondent avec similitude des
éléments infliniment petits, el le rapport de similitude sc conserve
quand on remplace la surface (0) par une autre surface applicable
sur (0). ‘

Quoique le raisonnement fasse intervenir des éléments imaginaires,
les surfaces (X) ne sonl pas nécessairement imaginaires. Sil’on a, par
exemple, pour la surface (), ds* = du* + (u*—I*)d¢*, | éLant constant,
Péquation (42) admet les deux intégrales V ===/ Les deux sur-
faces (X), (X,) correspondantes a ces deux valeurs de V, sont nor-
males, comme le prouve un calcul facile, a la droite MM,. Elles sont
donc paralléles et, comme elles s¢ correspondent avec similitude des
éléments infiniment pelits, ce sont des surfaces 4 courbure moyenne
constante (').

14. Lorsque la surface (0) n’esl pas applicable sur une quadrique,

(') G. Dagsoux, t. IE p. 295,
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le ds* ne peut élre mis sous la forme du*+ (au*+ bu4-¢)dv* que
d’unc seule fagon, et I'intégration de I’équation (42) donne toutes les
valeurs de V. Les points correspondants M, M, de deux surfaces (2),
¥, ) sont en ligne droite avec le point m, et le rapport de similitude se
conserve dans une déformation de (0).

Si la surface (@) est apphicable sur une quadrique (Q), sans étre-
une surface développable, le ds* peut étre ramené de deux facons dif-
férentes & la forme du* + (au* + bu +c) de*, et il y a deux familles de
surfaces (X), correspondant aux deux systémes de géncrations de (Q).
les points correspondants M, M' de deux surfaces (X), (¥'), appar-
tenant a deux familles différentes; ne sont pas situés sur la méme tan-
gente en e 4 (). Chaque courbe minima de (Q) fournit deux sur-
laces (X), pour toute surface (@) applicable sur (Q).

IEn particulier, les généralrices isotropes de (Q) donnent naissance
i des surfaces isothermicques, comme le prouve le raisonnement géo-
métrique de Darboux.

Dans le cas plus particulier ot la surface (0)est développable,
le ds* peut étre ramené d’une infinité de fagons & la forme

dir [+ f()J det,

On peut supposer que la surface (R) est un plan, et les courbes
minima sont les droites isotropes de ce plan. Les surfaces (X) sont
engendrdes p'ar le déplacement d’une de ces droites isotropes quand le
plan roule sur une développable. Il est évident, d’aprés ce (ui précéde,
que ces surfaces sont des développables isotropes. En effet, onaQ =o,
et D”*— D" = o, puisque la surface (O) est developpable Le dX* esl
donc un carré p(xrtcnt

Ce résultal se vérifie facilement en partant des formules (35). Si la

surface (©) est développable, on a =0, ct U'on peut mettre le ds*

%o
Ju dv
sous la forme du dv, ¢’est-a-dire supposcr w = o0. Les condilions (35)

deviennent

9, r)/ [/ Lo . Lo O o du
w\' o )T ()c'\ Ju )’“0’ Y n )T 0 da T

WOh ()7\ — o op op
on y satisfait en posant : 05, =0, 1+ o 320 5o =0, 1+ o = 0.

Journ. de Math., tome IX, — Fasc. IIf, 1930. 28
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La seconde solution se déduisant de la premiére en permettant « et ¢,
A et ., 1l suffit de considérer la premiére solution, qui donne

h=C—u, p.:"/'(u, ).
La surface (0) étant appliquée sur un plan, au point 1 de (0) corres-

pond le point de coordonnées & +iy =u, x—iy =y au point M
de (Z) correspond de méme un point P du plan de coordonnées

L r or o 0y dy .
R Pl L e et el it
on en déduit
Nk iY=ma iyt e +iy) o

du s

Le lieu de ce poiut P est donc une droite isotrope.

15. Pour achever I'étude du systéme (35) il nous reste & examiner
. . ) . ‘
le cas ou le produit 7.y est nul, sans que - soit nul. Supposons par
exemple u.= 0, le systétme (35) se réduit & deux équations

oy )4)'/. . Mo g i, - oy
) I R T P = —- == 0.
X i I’ du dut ’

La condition d'intégrabilité de I'équation

_ ) P LT5Y
R (T A e e ey,
ol <l - {)H>r/u F e
est
o doy w

du* do du dude

Cette équation du troisiéme ordre admet une intégrale intermédiaire
du second ordre
Pw
et — (¢
du do (),
qui sc raméne a I'équation classique de Liouaville. Aprés un calcul bien

facile, on trouve pour déterminer o une relation de la forme

u'y,
(T V)

o —



SUR UN PROBLEME DE LA THEORIE DES SURFACES. 217
U étant une fonclion arbitraire de «, V, V, deux fonctions arbitraires
de¢. En prenant pour paramélires 1 et [V,(lv ala place de v et de,

I’élément linéaire de (@) a pour expression

. . addudy
(45 st =

V)’

on a, avee ce choix des paramétres, o =—2log(u+ V), et 'inté-
grale générale du systéme (35) est

. (// V(e C)

(16 T

~

C désignant une conslante arbitraire. La forme (45) de I'élément
linéaire convient & une infinité de surfaces réglées @ géndratrices iso-
tropes. Soit en effet (R) la surface représentée pardmeu'lquemcut par
les formules

("
w—+Y

-+ b:::

a,
(47 oI e e ) )= 7 by v =

dyy oy i1y, byy by, b, élant des fonctions de ¢. Le carré de I'élément
linéaire est donné par 'expression (45), pourvu que on ait

Sa?=o, S <’)a'> =2\, %a,‘”’f =1,

(18 s
i S ()_/_’l Q!’i e S ()/); "’__ 3
{ Co0 o0 ' 7);—> =o.

Les denx premicres relations ne renferment que a,, a,, a,; on
peut donc choisir 'une d’elles arbitrairement. Les trois derniéres

My, Db, O
équations donnent ensuite ‘ ', ’():) 2%, ¢t P'on aura ensuite b, by, b,

par des quadratures ().

(1) Inversement. '¢lément linéaire de toute surface réglée 4 génératrices isotropes
peut étre ramené a la forme (43). Soieat en effet

r=al -3, Y=o, -~ 5, s = 23l - 3y,

les équations paramétriques de cetle surface x;, x., z1. 3. 3., %z étant des fonctions

el

de v qui satisfont 3 la condition 22+ 22— 2% =0, Le carré de [’élément linéaire a
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Soit (R) unc de ces surfaces réglées. Si dans les formules générales

.o o Ly f—z 3
)\_.Lq—/.lﬁ, Y=p-) du’ 7=z+ S o

on remplace x, y, = par les expressions (47), 4 par la valeur (40), il
reste '

a,

v—C'

t,

, N=10, + T

Y=10,+

Ay i{_(_

Le point (X, Y, Z) décrit donc une courbe située sur (R) el, en
tenant compte des relations (48), on vérifie immédiatement que c’est
une courbe minima.

Le résultat est donc le méne que pour les surfaces réglées a généra-
trices non isotropes et se démontre « priori de la méme facon.
::—/’%—:/)L, la surface est appli-
cable sur une spliére, et le probléme admel encore deux familles de
solutions.

Dans le cas particulier ot l'on a ds* =

If.

16. Les formules (24) et (27) font connaitre toutes les solutions des
équations (14), (15), (106) et par suite donnent la solution du probléme
étudié dans le premier Mémoire. Mais on peat sc¢ proposer bien
d’autres questions. Par exemple, étant donné a prior: 1'élément
linéaire d’une surface, que nous écrirons, pour éviter Loute confusion,

4 A =& dp* + 2T dp dy + G 2,
(49) / Paq -+ g dy

jour expression
X NP PAY
ds?== 28z, (—)'E,—'cll o -~ S <I 9% I‘J) i,
{

e Jo

La seconde famille de courbes miniina est donnée par I'intégration d'une équation

de Riccati .
el Hmodt Ay ETR
wSu T s ) =

C == fuly oS Sy
——————.f‘(‘ ) =/ ); en posant { = A VARE
Csi(e) - 2a(v) ET
I'éi¢ment linéaire ds? est ramené a la forme (45). ’

dont l'intégrale générale est de la forme ( =
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o1 &, F, ¢ sont des fonctions connues des paramétres p et ¢, on peut
se proposer de trouver, sur unc surface (S) admettant I'élément
linéaire, un réseau de courbes orthogonales (u) et (¢) pouvant jouer
le role des courbes coordonnées dans les formules (ue nous venons
d’obtenir. En d’autres termes, 1l s’agit de ramence par-unchangement
de variables I’élément linéaire donné¢ (49) a 'une des formes

e 1 [ 2
208 e 9%
o /s du It 2 Ay /o
) st =] - . i - 57 T TE s
: sh sh*f3 shf !
a(ty ), B, v) vérifiant la relation (23), ou
o 'j“ : e f))y i
it de
(1 e du? - 2%t — e,

chf shf

a(, ), 3(u, ¢) satisfaisant & la relation (26). Dans le premier cas,
nous avons vu (n° 8) que la forme (1) du ds* peut aussi s’écrire

. dev?+ d% d-
(Do) L i— ——i-TrlJ*/,
sh*5
ou

Nous pouvons supposer que les fonctions {3 et y sont distinctes.

. _— . . 7.6
Pour u’elles ne soient pas distinctes, il faudrait que I'on et D%’ =0,

. . . . Oz .
ct la relation (23) prouve que 'on aurait aussi - = o; les coefficients

de I'élément linéairc ne dépendraient que de «. Dans ce cas, la sur-
face (S) esl applicable sur une surface de révolution, les courbes (¢)
correspondant aux méridiens. Ce cas particulier a été traité plus haut.
Nous pouvons donc supposer (7))% 0, %’?{ £ 0, el par suite 3 et y sont
des fonctions distinctes de (u, ). On a donc identiquement, dans ce
cas, .

sh23 ds*= dv* + df dy,

3 et v étant deux fonctions distinetes. Or lorsque la forme quadratique
&dp* + 2F dpdqg+ G dg* peut se meliré sous la forme précédente
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di*+df3 dvy, 3 est une fonction de paramétres p, ¢, qui doil satisfaire &
une équation aux dérivées particlles du second ordre de Monge-
Ampere ('). Il suffira de remplacer dans cetie équation &, &, ¢
par 6sh* 3, F sh* (3, G sh* s respectivement pour obtenir une équation
aux dérivées partielles du second ordre E, a laquelle doit satisfaire la
fonction 3(p, q). l.a connaissance d'unc intégrale pacticuliére de cette
équation E, permet de ramener le ds* donné i la forme -
vt dfdy

sht@ ’

d’une infinité de maniéres. Sil'on connait 'une d’elles, on en déduit
aisément toutes les autres, car on peut écrire

det 4 d3 dy={d (v += L BYR— did|y -+ 2k kD).

quelle que soit La constante /.

Supposons donc le ds* donné sous la forme (50). Sans changer les
courbes (1), choisissons pour les courbes (i) les trajectoires orthogo-
nales des courbes (v). Ceci étant fait, le produil djdy ne doil pas
renfermer de terme en du de. }1 faut donc que 'on ait

aiBdy  ds dy

S =o0
du dv de du

On peut donc poser .
—’)z = ¢ r)‘rj ) Z)Y e ()13 ’
du Jdu Jv 7
et ['on a
AT B
i+ 2 <()~‘J r/u'—'—(()‘) Ay
st L\ du v

sh*f5

. " . ) )
Dfailleurs ¢** est un facteur intégrant pour P e — " dv, et par
du o

suite la condition (26) est vérifide. [.'élément linéaire (49) est donc
bien ramené & la forme (T).

(') Voir G. Darpouvx, 1. Ifl, p. 261. Dans le cas particulier ol I'élément lincaire
donné est de la forme 4).2dpdg, I'équation avait été obtenue par Ossian Bonnet
- (Journal de U'Ecole Polytechnique, 42° cahier, p. 3).
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17. Nous avons vu plus haul (n° 9) que la forme (1) peut aussi
12 ‘L, .
s'écrire

(H1) (st = e*4 [ do - o — dpt ],
ot I'on a posé

Jo. o
du.—=\anch "2 i - colth 5 == ey,
¢ R Ju = e

J
On a donc

el — dat= vt — dpt=d (v - p.)d (v - 1),

et par conséquent e=2*ds* — do* est I’élément linéaire d'un plan. En-
écrivant que la courbure tolale cst nulle, on a donc une équation aux
dérivées partielles du second ordre E, & laquelle doil satisfaire la
fonction a(p, ¢) des variables (p, ¢) qui figurent dans I'élément
linéaire donné (49). :
Toute intégrale particuli¢cre de E, permel encore de ramener 1'élé-
ment linéaire (49) & la forme (51) d’une infinilé dc maniéres, puisque

der—dpr=d(vcho 4+ psho)?—d{vrshe + pchg)y,

quelle que soil la constante o.

Supposons 1'élément linéaire donné ramené a la forme (51). Si l'on
a choisi les variables « ct ¢ de facon que les courbes (u) et (¢) soient
orthogonales, le second membre ne doit pas renfermer de lerme
en dudve, et les fonctions « et . satisfont a la condition '

/)g o, . dp. dp.
du Jde du dv’
On peut donc poser

ap. do. . .
2 —tangh 5= —colh f ==
du S 0w’ v o’
et 'expression ~
E da.
tangh & -~ du ~+ coth § — /v
8P G 1ot E g

doit ¢tre une différentielle exacte, ce qui exige que z et {3 vérifient la
relation (26). Les fonctions « et {3 étant déterminées de cette facon, le
second membre de la formule (51) est bien de la forme (II).

Remarque. — Daus le cas parliculier ou le ds* (49) convient a unc
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surface développable ou a une surface 4 courbure tolale constante,
on peut former les équations aux dérivées partielles dont dépend le
probléme d'une facon un peu différente. Dans la forme (50) on peut
shfs
& étant une fonction de («, ¢). En écrivant que cet élément linéaire
convient a une surface développable ou & unc surface a courbure
totale constante, on a une équation aux dérivées partielles dont 'inlé-
gralion permettrait de ramener le ds* du plan ou de la sphére 4 la
forme (1).

De méme on peut, dans I'élément linéaire (51), considérer o comme
une fonction de (u, ¢), et écrire que cet élément convient au plan ou a
une surface a courbure constante.

On a vu plus haut (n° 4) comment on peut déterminer tous les cas
ol le ds* est celui d’une surface développable.

prendre pour variables ¢ et v, et écrire le ds* sous la forme

18. Les surfaces (Z) et (Z,) peuvent élre assujetties & d’autres
conditions. Nous examinerons quelques-unes des plus simples. Si le

apport) est constant, la surface (Z,) est applicable sur une surface

homotheuque a (X). Ceci ne peut avoir lieu dans le premier cas
- examiné, car 3 devrait étre constant (n°8). Dans le sccond cas,
e*? peut se réduire & une constante;nous écarterons d’abord le cas ol

I'on aurait ¢**=—1. l.a condition (42) devient alors +—- =o. La

o
ot )
fonction ¢* est donc le produit d'une fonction de « par une fonction
de ¢, el ne peut se réduire a unefonclion de ¢, car on aurait alors E = o.
On peut donc supposer, grice a un simple changement de notalions,

que 'on a e*=u f'(v), et le coefficient G est de la forme u?o(¢); e
remplacant ¢ par f\/c‘o(v)dv, G sera égal 4 «*. Quant a E, les for-

mules (27) montrent qu’il se réduit & une fonction de ¢, et I'élément
linéaire de la surface (©) a une expression de la forme

(52) Ast= N du*~+ u* dv?,

[

V ne dépendant que de ¢. Quant a &, 7,, les formules (27)) montrent
aussi que I'on aura #. =Ku, 7, =K, u, K et K, étant dcs constantes,
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si I'on porte ces valeurs de E, G, 7, %, dans les formules (14), (15),
(16), on trouve qu’elles se redmsnnt i unc seule

.. ) I
(23 S em A= u =0,
[N W,

De toute surface (©) admettant U'élément linéaire (52), on peut donce
ey L AT ) ds, K,
déduire deux surfuces (X), (X,) pour lesquelles on a( TS ) _‘(.T\" )
K et K, étant deux: constantes qui satisfont a la relation (53), en rem-

plagant successivement 7. par Wu, 7., par K u, v et 1, par zéro dans les
Jormules (5).

En particulier, la surface (0) est développable si V est constant ou
égal au carré d'une fonction linéaire. Les transformations planes cor-
respondantes (n” 4) sont des combinaisons d’homothéties et de rota-
Lions. v

Pour qne les deux surfaces (X) et (X,) puissent étre applicables
'une sur Pautre, avec correspondance des points M, M, il faut et il
suffit que l'on ait A 4%, =0, et les formules (27) se présentent
sous forme indéterminée. Mais si Pon suppose 7., = — 7 dans les
formules (14), (15), (16), elles deviennent

/ 'I"./“’.)—-O ()G___‘ Ji.
4}//(" ST du v

On peut donc prendre G=1, 7.="U, E=, - lin remplacant

du ‘ [ e
(- par «, on peut énoncer le résultat comme il suit :

Etant donnée une surface (0) dont Uélément linéaire a pour expression
(54) st =N dut + o2,

les formules (5), o l'on fait successivement =K, 1. =0, puis 7., = — K,
w,=o0 (WK étant une constante arbitraire), représentent deux sur-
Juaces (), (X)) applicables 'une sur Uautre avec correspondance des

points My M,.

La surface (@) est applicable sur une surface de révolution, et les
droites MM, sont langentes aux courbes de (©) qui sont les images

Journ. de Math., tome 1X. — Fasc, 111, 1930, 4 29
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des paralléles. Si V est le carré d'une fonction linéaire de ¢ ('), la sur-
face (O) est développable, cl nous retrouvons des propriétés déja
signalées (n* 4).

On obtiendrait de méme tous les cas ot le produit mM ><mM, est
constant en supposant o constant dans les formules (24). La condi-

2 . AVA
tion (23) se réduil 4 )) %., =0. Ou vérifie facilement que I'élément

linéaire de (©) peul étre ramené & 'une des deux formes

o i o=y Lt a- N ode?
Ads? =N ———— i
shtu sh2(w - ¢)

19. Cherchons encore si la distance W.;:l.——l des denx
points M, M, peut étre égale 4 une constante /. Dans le premicr cas
examiné (n°® 8), I'¢quation linéaire (21) doit admetire Dintégrale
particuliére ]l-——l — 1. On a done P(u,v)=o, et /, [, sonl de la

. forme
= f{u) 4 g(¢), L= ()4 (o) - h.

La fonction f(u) ne peut se réduire 4 une constante, car on
aurait E=o0, d’aprés la formule (22) gui donne la valeur de E. On
peut donc, par unsimplechangement de notations, supposer /(u)=—1u,
et écrire

[=— 1+ 2(), L= —u 4 g{v) - e

Les formules (22) donnent alors E=1,

6= ALz sl ) = Ml oy,
™ '
et 'élément linéaire de (©) est de la forme

S — (= gy W
e Wie) — gy | dee,

(99) dst=du* -

Y(¢) et g(¢) élant deux fonctions arbitraires de . La surface (0) est

(') Quand on prend dauns le plan deux familles de spirales logarithmiques orthogo-
nales, ayant méme foyer, on vérifie aisément que 1'élément lmeaue du plan est donné
par une formule qui peut étre ramenée a la forme

,oourder ot
82 = : .

f8? = e

Cos® sinte

\
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donc applicable sur une surface réglée, el les surfaces (X), (X,) sont
représentées par les formules (43), ot 'on remplace successivermnent V
par g(«) et par g(¢) + h. Mais g(¢) et g(v) 4+ h sont deux intégrales
particuliéres de I'équation (42) correspondant i la forme (55) de I'équa-
tion linéaire (n® 13). On est donc conduit au résultat suivant : Soit (R)
une surface réglée telle qu'il existe sur cetle surface deux courbes
minima coupant les génératrices en deux points dont la distance est
constante. Les transformées de ces deux lignes par la méthode de
Darboux (n° 13) quand on fait rouler la surface réglée (R) sur une
surface applicable (@), sont deux surfaces (X), (L,) qui se correspondent.
avec similitude des éléments infiniment petits, de Lelle fagcon que la
distance de deux points correspondants soit constante. Les surfaces
réglées satisfaisant & cette condition sont celles dont 'élément linéaire
‘est de la forme (55). En particulier, si I'élément lincaire de (0) est de
la forme

dst=—=du® - (12— a2y o2,

les surfaces (X)), (X, )sonl deux surfaces paralléles 4 courbure moyenne
constanle.

On obtient le méme résultat en snpposant que V'on se trouve dans le
cas examiné au n° 13. :

20. Cherchons encore si les plans tangents aux points M, M,, aux
deux surfaces (), (Z,) peuvent ¢tre paralléles, quand on déforme
arbitrairement la surface (). On peut éviler des calculs un peu longs
en s'appuyant sur les propriétés démontrées au n° 4. Les surfaces (X),
(X,) sont alors des surfaces isothermiques et nous avons vu que les
points focaux de la droite MM, étaient deux poinis m, m, conjugués
harmoniques par rapport aux points M, M,. Si les surfaces (I),
(X)) ont toujours leurs plans Llangents aux points correspondants
paralléles, quand on déforme (@), lieu du point m, clles restent iso-
thermiques el par suite le second point focal i, de la droile MM, est
invariablement lié aux trois points M, M,, m, et le scgment mun, reste
constant. Les courbes (¢) de lasurface (0) doivent donc étre telles que
la distance des deux points focaux sur une tangente quelconque 4 I'une

de ces courbes ne dépende que de I'élément linéaire de (©). Soient
ds*=FE dw*+ »F dude + G di
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I'expression de I’élément linéaire de cette surface, X, Y, Z les coor-
données du second point (ocal de la tangente a la courbe (¢) au
point (u, )

f)_‘_ az

o’ /'::‘+/(—);l"

. o .
x\-_..l—*—/;);) \—')—I—/
En écrivant que cette droite est tangente & la surface décrite par le
point (X, Y, Z), on obtient la condition

[1). D’ ar + T d('] [ = — DG,

a5 TV

D, D’ ayant la signification habituelle. Pour que / ne dépende que de
. . . . 1D . qr
I'élément linéaire, il faut et il suffit que f()-( = o0, c'esl-a-dire que les

courbes (¢) forment une famille de géodésiques; nous avons traité le
prohléme en détail dans ce cas particulier (n* 6). Il faut de plus que
ce second point focal soit conjugué harmonique de m par rapport aux

deux points M, M,, c’est-a-dire qne l'on ait °/ = 7' + .;-, condition cqui
. . *l

devient
dlog G L.
n FAR

Nous avons vu que cetle relation était vérifiée lorsque-G ne dépend
que de u. Si G est un trinome du second degré en « [cas ol (0) est
applicable sur une surface réglée ], on.doit avoir

L=V —u, hy=V,—u, G=V,(V—u)(V,—u).

et si 'on compare avec I'expression générale de (v, (n® 19), on voit
que Vet V, doivent étre constants. On peut donc supposer que G ne
dépend que de u, el le ds* de (0) est de la forme du*+ G (u)de?, les
points M et M, étant sur la tangente 4 la courbe (¢). Les plans tan-
genls aux deux surfaces (Z), (I,) étant supposés paralléles, représen-
tons les paramétres directeurs de la normale par

ox 0. Iy ady 5 )=

r I~ as
) =— A = 1, ) 5= A = A e — -5 A1’
P 9a ! b9 : ! du /()v : pdu 70 o
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les conditions d'orthogonalité
o, 00 NOX _ o, 0% e NOX _
S dn g T ) on =% <[ o IR T ) e T
S dx or oxX, S oz dx oxX,
U an “’W +”">7)7_0’ < on -1 r)v+ oo

deviennent cn développant

pPlU=2(0)] 4 rhD =n, ’ pli+2 ()] +rk,D=n,
1 ()lo,,G n T 1 dlogG v
f/G{ ', Ju J +rh=o, f/G[z—F;T]—F/D_O.

On déduit des deux derniéres ¢ = r=o, et par snile
V()y=1(ny=—r.

On peut, sans diminuer la généralité, prendre . =a—u, = —a—u,
G=uw—a"

Nous retrouvons ainsi les surfaces paralléles & courbure moyenne
constante de Bonnet, qui admettent la surface () pour une des nappes
de lenr développée.

21. Cherchons encore s’il est possible de déterminer E, G, %, 4, de
facon que les plans tangents aux deux surfaces (2), (Z,) soientinvaria-
blement liés au triédre (T) formé par les tangentes aux courbes (u)
et (v) de lasurface (©) passant au point 7z et la normale & la surface (0)
au méme point. Pour déterminer le plan tangent a la surface (X)

décrite par le point M de coordonnées X .—_~x+)\3—':, -+« 1] est com-

mode de représenter les paramétres divecteurs de la normale a cette
surface par '

e  dr oy oy V dsz r')“’
R T R T TR A P TR e

ol

Ces paramétres sont déterminés par la condition

dr oz dX 17). 4
Q(a{—);—i—fad + ¢ ><d d(¢+d dv>

qui donne, en lenant compte des formules (3) et (4), deux relations
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distinctes
dJi. 1 de & ok D
1 - )L+—~—---~ A = e A Yk =0,
56) i du 2 du 9 do H
¢ O 10K G RGP
P il v It Al RS T

IS
Ponr.que les rapports s ¢ soient indépendantsde D, 1, il est néces-

o o
saire que 1'on ait y = o, c'est-i-dire que les surfaces (@) et (X) soient
orthogonales aux points corrcspondants m et M. Le rapport ” ? doit

alors satisfaire aux deux relations qui restent, et I'élimination de ce
rapport conduit' & une équation aux dérivées partielles du premier
ordre a laquelle doit satisfaire la fonction 7.(u, ¢)

i . / ] »dG Lou[ (dr kO
(57) l( - o) ; )“ G+3 )] 5 'o’&["}i& 5 7..]—
Si le plan tangent a la surface (Z,) est lui-méme invariablement lié au
triedre (I), on aura aussi

- DNy Y 3 dGT 7 B[k, 1, O
(58) |_('+ »z)""*' n az]lC Ay 7;7,]*'7. m[‘w -5 ()v}

C1. T ,
Considérons d’abord le cas particulier oii -= = 0; on peut alors sup-

poser, comme on I'a déja observé plusieurs fois, E=1, et les équa-
tions (57) et (58) deviennent

al 1. 0G ai., 7, 0G
(' - Jﬁ)(n T ()u> =" (' i )(G Y ()n) o

a2, < .
On ne peut supposer 1+ 5= >£0..In effet, on se trouverait alors

dans I'un des deux premiers cas examinés au n° 6, pour lesquels on
1 i D logG 2. dG

a. -+ .~ + —>— =o0. Comme on devrait avoir aussi G + - -~ =

4y T + du 1 G 2 dn 9
. . . . . . : N,

on aurait &, =X, Pour la méme raison on doit avoiraussi 1 + =0,

et nous retrouvons le cas étudié a la page 16, ot la surface (O) est
applicable sur une surface réglée.

Supposons —- o “ £ 0. Sil'on a pris le signe -+ dans le second membre
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“de la formule (17) on déduit des formules (57) et (58)

A
1 Jk d log (T,)

2 ¢ ov

= o0.

alt_ 2\, Jdlogl. . 1 dloglh”
Looon /L du 2 du

lsn remplacant 7, 7.,, I par les expressions tirées des formules (24) il
plac s Iy

vient
dx 07 chp "“0)@")1
% J5 ch , g .
('(77,*"7,; T;) G+\we/ |=

. dz A5 ch P 1 :
P N B el . ‘on dé Y~ =o0.
On ne peul avoil g T o sig = 0; caron en duirait — =o. 1l

dv
AN
G=— ( —),
sh p

ct nous avons vu (ue dans ce cas les surfaces (X) et (X,)sont deux
développables isotropes engendrées par des droiles paralléles (n® 8).
Quand on prend le signe — dans le second membre de la formule (17)

faut donc prendre

do7} 2
. Do
on trouve de méme que I'on a G =— ~ie | 7 et les surfaces (),
I

L,)sont encore des développables isotropes (n" 9).



