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I. — Les problèmes à résoudre. 

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, les progrès 
réalisés pour la résolution des problèmes aux limites datent du 
Mémoire célèbre que publia M. Picard en 1890 dans le Journal de 
Malhèmatiques et qu'il fit suivre de plusieurs autres. Plus tard la 
théorie de Fredholm compléta et éclaira les résultats ohLenus pour les 
équations linéaires. 

Dans ce premier Chapitre, qui tiendra lieu d'introduction, nous 
allons examiner comment se présentent les fonctions de Green par 
l'intermédiaire des solutions fondamentales, puis comment on peut les 
calculer directement. Nous ne traiterons que les problèmes extérieurs. 

1. LA SOLUTION FONDAMENTALE ; LA MÉTHODE DE L.-L. LEVY ET LES QUASI-

SOLÙTIONS. — Pour faciliter la tâche du lecteur, rappelons d'abord 
rapidement le role des solutions fondamentales dans la résolution des 
problèmes aux limites. Soit l'équation aux dérivées partielles linéaire 
du type elliptique à m variables 

(li)
 H(«)=2

e

»Œ ("«=««), 

les coefficients et f étant fonctions de (.x·,) dans une région ûi de 
l'espace à m dimensions ('). Nous envisagerons lout d'abord le cas où 
les an; sont égaux à un pour i — k et à zéro pour i^k\ nous avons 
ainsi l'équation 

(«.) "■<«)=ς-£γΣ<--»=/· 
L'équation adjointe de F, = ο est 

<<·'> Σ.Ι,· là. 

(') Les équations (IS) peuvent être envisagées dans un espace de lliemann, où elles 
s'écrivent 

d i ν grad. a -1- b. grad u -f- eu — /, 

mais, au point de vue qui nous occupe, ceci ne simplifierait pas notre étude. 
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Soit alors un domaine borné et connexe D, appartenant à 01 et 
limité par une frontière S, qui est une multiplicité à m— ι dimensions. 
La formule de Green nous donne 

f ivF< ("■) — "ί7Γ>( ·')] άω —— £ — 11 + — f vfdù), 

άω étant un élément du domaine D et dS un élément de la frontière. 
Dans tout ce Mémoire, η désignera la normale intérieure; b

n
 est la 

valeur algébrique de la projection sur η du vecteur b de compo-
santes (bi) ou, si Ton préfère, le produit scalaire bn, η étant l'unitaire 
de la normale intérieure. 

Nous supposerons naturellement réalisées les conditions de validité 
de la formule de Green, ce qui aura lieu en particulier si u, ν et les 
coefficients sont des fonctions continues, ainsi que toutes celles de 
leurs dérivées qui ligurent dans F,, ou dans F, et dans l'adjointe. 
Nous dirons de la solution u qu'elle est régulière quand elle satisfait à 
ces conditions (on pourrait d'ailleurs Les élargir un peu). 

Supposons que <■ admette une singularité en un point Ρ intérieur 
à D : il nous faudra alors isoler Ρ au moyen d'une petite surface s 
enfermant un domaine d et appliquer la formule de Green àD — d. 
Si nous pouvons choisir ο de telle sorte que, lorsque les dimensions 
de s tendent vers zéro, toutes les intégrales étendues à.?, dans la for-

mule ainsi obtenue, tendent vers zéro, sauf — f u^ s ^ds [celle-ci ayant 
pour limite /./z(P) |, on obtiendra 

(I,) /rw(P) = —" ~ 4- //('bn) dS — f r/7/ω, 

k étant une constante ou même une fonction connue de P, égale à la 
limite de—f^ds(*). 

(') Ceci se voit aisément en supposant simplement u continue en I' et ^ de signe 

constant sur s : il suffit de poser n = M(P) -+- η. On peut prévoir d'ailleurs que ν sera 
infinie comme r~ni+- et su dérivée comme 1

5 r étant la distance à P, car, si les 
dimensions de s sont infiniment petites de l'ordre de ε, la surface de s sera mesurée 

par un nombre de l'ordre de ε'"—'.donc -γ- sera de l'ordre de ε- m + 1. 
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Une telle solution ν de l'équation adjointe, qui doit nécessairement 
admettre un pôle en P, est dite solution fondamentale (ou élémentaire, 
suivant la terminologie de M. Hadamard) : nous dirons aussi que (i,) 
est la formule fondamentale. 

Une solution fondamentale n'est évidemment pas déterminée d'une 
façon unique : on en obtient une autre en lui ajoutant toute solution, 
régulière de (&,). Dans le cas des fonctions harmoniques (6, et c nuls) 
toutes les solutions ainsi obtenues sont de la forme C/,-"H''-,-4-//, 

(ou CJCy; —b u| si m — 2), ii\ étant une fonction harmonique régulière 

dans D et r la distance de Ρ au point courant de D. C'est à la solution 
particulière r~",+'2 qu'on réserve en général le nom de solution fonda-
mentale pour 2 : le est alors égal à (;n— 2)σ„„ a

nl
 étant la surface 

de la sphère unitaire ('). Pour m = 2, la solution fondamentale 

est C - et l'on a /. = 2 r.. r 
On peut montrer d'ailleurs que toute solution ν de (E< ) ou de (6, ) 

qui devient infinie en P, en restant positive dans le voisinage, est 
nécessairement de la forme tï-7r~"H"2, w étant une fonction continue 
dans D (-). C'est le principe des singularités positives pour un point 
intérieur à D, qui a été énoncé et démontré par M. Picard dans le cas 
des fonctions harmoniques. On supposera 1 pour r= o. 

Soit alors à calculer la solution u de (E,) connaissant les valeurs 
qu'elle prend sur S : la formule (1,) nous donne u en tout point Ρ 
de D en fonction de ses valeurs et de celles de sa dérivée normale 
sur S. Pour éliminer ces dernières, on choisira ν de telle sorte qu'elle 
s'annule sur S : pour cela, il suffit d'ajouter à une solution fondamen-
tale particulière v

t
 la solution régulière de &\ = 0 prenant sur S les 

mômes valeurs que — c,. 

(') Il suffit, pour le voir, de prendre pour s une sphère de rayon ε; η étant la nor-

inale intérieure à D — d, donc extérieure à .ι, — — est égale à (m— ι)ι~·et, s
m 

étant la surface de s, k est égal à (//1 — 2)z—"'+] s
m
 = (m — '.>.)<s,

n
. On a 

o m = m [ r (m/2 + 1) ] _ 1 m/r 2, K = 4 r m/2 [ r (m/1 _ 1) ] _ 1 

(2) Voir Comptes rendus, t. 183, 1926, p. 546. 
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La fonction ν ainsi obtenue est la fonction de Green §-(ΙΙ, Ρ), solu-
tion de l'adjointe par rapport au point courant Π : c'est en somme une 
solution fondamentale choisie d'une façon spéciale. La formule (ii) 
devient alors 

(I,) ku(P)=fu(.p)
à
^-[^

i

P)
dS

l
,- Ρ)/(Π)(7ωπ, 

en désignant par/? un point de la frontière et réservant la lettre Ρ pour 
les points intérieurs, k est encore égal à (m— 2)σ

/Η
 (ou à ιτ. si m = 2) 

car, dans e, seul ;·-"ι+2 intervient pour fournir la limite k. 
On peut d'ailleurs définir aussi une fonction de Green comme solu-

tion de la proposée elle-même. On aura ainsi deux fonctions : G(P, Π) 
solution de F, = ο par rapport à Ρ et s'annulant quand Ρ vient sur S, 
et §-(Π, Ρ) solution de (<$,) par rapport à II et s'annulant quand II 
vient sur S. Elles seront de la forme, avec 7·= PII, 

G(P, Π) = «'(Ρ, Π)/'-"ι+2, £(Π, Ρ) = η/(Π, p)/—"'+2. 

Supposons w(ïï, II) = tu'(Ρ, Ρ) : si l'on applique alors la formule 
fondamentale i, en posant z/==G(M, Π) et e=§.(M, Ρ), M étant 
cette fois le point courant, il vient, en isolant les points Ρ et Π, 

G(P,n) = §.(n,P) 

qui est la relation (Γéchange entre les deux fonctions de Green : celles-ci 
peuvent donc être envisagées à volonté comme solutions' de = ο ou 
de son adjointe, et l'on peut les désigner par notation commune G?, 
ce que nous ferons désormais (1), les coordonnées respectives de Ρ et Π 
étant (xj) et (ξ

(
·). 

Nous pourrons donc.former G? comme solution de F, = 0 en Ρ et 
par suite partir de la solution fondamentale de la proposée elle-même. 

Le problème qu'on s'est posé tout d'abord a donc été le calcul de 
la solution fondamentale : c'est ce qu'ont fait MM. Picard, Hilberl, 
Hedrick et Hadamard en supposant les coefficients analytiques, 
puis E.-E. Levi en s'affranchissant de cette hypothèse (Rendiconti di 

(* ) D'une manière générale nous emploierons les notations <pP ou ®(P), ou φ(Ρ, Π) 
pour désigner les fonctions d'un ou de deux points. 
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Palermo, t. 2·/ι, 1907). La méthode employée par ce dernier est 
remarquablement simple et élégante. Donnons-en le principe. 

Nous voulons obtenir la solution fondamentale de F, = ο infinie en II : 
c'est r~"t+2 quand b

L
= c = ο (le cas m — 2 sera étudié au Chapitre il). 

D'une manière générale F,(/·- 7) présentera pour r = o un pôle 
d'ordre q -l· 2, sauf pour q — m—2, valeur pour laquelle le pôle 
sera d'ordre r/ + 2. Posons alors (toujours avec ;·= Pli), D' étant 
un domaine comprenant D 

( I d (·· = -1- f | Ρ M |-"l+s Φ},1 dw m, 
D' 

et déterminons Φ{£ en écrivant que F, (e) = o. En se rappelant que la 
formule de Leibnitz s'applique aux dérivées premières de l'inté-
grale m-uple et que son laplacien est fourni par la formule de 
Poisson 

( I ;) Δρ f\PM |-'»+2ρ
Μ

ί/ω
Μ
 = —(m — 2) σ,

η

 p
P

, 

il vient 

(h) -Φ,Π+λΓ Κ^φΠ^ω.
Μ
+ΚΡ=ο 

D' 

avec λ = ι, Κ étant donné par 

{m - 2)σ
Λί

K* = F, ( | PM |-'"+
2
) =2^ ° ' I

PM

 'Γ"
ι+ί

· 

L'équation (1,,) nous montre que Φ est la résolvante du noyau Κ pour 
la valeur λ = ι. D'ailleurs Κ présente en Ρ un pôle d'ordre m — 1 . 
Φ se calculera donc soit à l'aide d'un noyau itéré, soit par la 
méthode de Poincaré, en supposant D' tel que la valeur λ = ι ne soit 
pas caractéristique. (If est entendu que, pour m — 2, il faut remplacer 
partout | PM |~"l+3 par — £\ PM| et (m — 2)a

m
 par 2π.) 

En somme n'est pas tout à fait la solution fondamentale 
de F

1
 = 0. C'est une quasi-solution V ; nous entendons par là que, en 

tant que fonction de Ρ, V se comporte en Π comme la solution fonda-
mentale et que F, (V) est continue dans D, sauf en II où elle présente 
un pôle d'ordre moindre que m. On corrige en quelque sorte cette 
quasi-solution au moyen d'une intégrale portant par une fonction 
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inconnue composée avec V, et que les propriétés de V permettent pré-
cisément de calculer. 

Passons maintenant à l'équation générale F = o du début et cher-
chons sa solution fondamentale. Nous poserons 

Τ = laa-aïai, 

et nous supposerons cette forme quadratique (où les a,· désigneront 
plus loin les cosinus directeurs de la normale à S) définie positive et 
de discriminant un (sinon il suffirait de diviser les Y/,·/, par la racine miè,Iie 

du déterminant). F tant donné un point II, on peut toujours faire 
sur (ccî) une substitution linéaire qui rende en Π les ai/; égaux à un 
pour i =1cqt à zéro pour i^k: cette substitution n'est autre que celle 
qui transforme la forme adjointe en une somme de carrés (' ). L'équa-
tion pourra donc s'écrire 

c«) F
 w

s
z^+z

a
'«à2M

+
2é

bi
dxt

+eu
=°' 

tous les a],, étant nuls en Π. Mais alors r'-'H+- sera une quasi-solution, 
/·' étant la distance de Π à un point courant dans le nouveau système. 
gi,(r,-"H-3) aura un pole d'ordre m — a, si les <i

lk
 sont infiniment petits 

d'ordre a avec r'. 
Revenant aux variables primitives, on est donc conduit à prendre 

comme quasi-solution Β 2 ν — — + 1 , en posant 

( 17 ) 3r = Σ a [■f( χ ι — ξ<· ) ( xk — ξ/.· ) 

et l'on calcule la soluLion fondamentale par la méthode exposée plus 
haut : si l'on en retranche ensuite la solution régulière prenant la 

(!) En efi'et, supposons II pris comme origine : si Ton exprime les nouvelles 

variables (χ)) en, fonction de (./-'/), les formules donnant les dérivées en fonction 

des -r—; peuvent être envisagées comme réalisant une substitution linéaire symbolique 

dans la forme 2-i
ai,c

TT X~T~
 et ce

^
a te

^'
e S01'te que 'es τ- jouent le rôle de 

variables covariantes et les x^ celui de variables contrevariantes. Si donc notre forme 

devient E d2/dx' 2i-—> la forme Σα^χιχ/^, adjointe de devient Σχ'χ. 
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môme valeur sur S, on a la fonction de Green, formée ici comme 
solution de F = o. On l'obtiendrait de môme comme solution de 
l'adjointe. 

On peut aussi, dans (i
7
), remplacer a\[ par a'^ et écrire 

( 18 ) % = I a[l· (— Xk —U)' 

C'est ainsi que procède E.-E. Levi. — m -H Sr - est solution exacte si les aik 

sont constants, et b
n
 c, / nuls; si les a

ik
 dépendent de (/·,·), F(S - + ) 

aura un pôle d'ordre m — i, à la condition que les «,·/. admettent des 
dérivées secondes, hypothèse plus restrictive que celle faite plus haut. 
On pourra donc, suivant les cas, partir de (i

7
) ou (i

8
) (voir n° 9). 

Il nous faut maintenant envisager la formule fondamentale relative 
à l'équation générale (E) du début : l'adjointe est 

"F(«)-«·' (") =2, (s,""" dv / dxi) 

et nous avons 1 identité 

"F(«)-«·' (") =2, (s,""" dv / dxi) 
iK 

_ E d/dxk _ uv daik / dxi + E i db 1 uv / dxi. 

Considérons à nouveau les domaines D et r/, de frontières S eti, 
envisagés au début; intégrons l'expression précédente dans D — d 

en utilisant la formule J dto=— ̂  φα,-rfS, avec <*,·= cos (η, a?,·) : 

nous obtenons 

(le) — f I W ~ H- uv(a-\-h)n]dS= f vfdto, 
S + s _ D _ d 

a et b étant les vecteurs de composantes ̂  ̂  et et η l'unitaire de 
k 

normale η intérieure au domaine D — d. Nous avons posé dans cette 
formule 

(I 10) du / dN =Σ toi Σ α"Λ= ί Σ dFt

 ψ«' 
/ /· /.· 
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Or ^ Ψ'
βΑ

, demi-dérivée de Ψ = Σα
ί/;

α,·α
Α
 par rapport à a

A
, est un 

paramètre directeur de la direction conjuguée du plan tangent par 
rapport au cône ΣΛ//.Χ

(
·Χ/.= Ο, cône des directions caractéristiques au 

point de la frontière envisagé : cette direction conjuguée est la conor-

male intérieure, suivant laquelle est prise ̂  (1). 

Dans la formule (i
9
), prenons comme coordonnées courantes (&) 

au lieu de {xi) et remplaçons e par la solution fondamentale de l'ad-
jointe, solution par rapport à Π(ξ,) infinie en P·, si toutes les dimen-
sions de (i, contenant P, tendent vers zéro, le coefficient limite 

de Fs •^ds, est ici encore égal à {m — ι)σ
ηι
 (2) et nous obtenons la 

formule fondamentale 
\ 

(ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b)n a/S — J* vfdu>. 

(!) il convient toutefois d'ajouter quec/N ne représente la valeur du déplacement rfv 

suivant la conormale qu'à un facteur près, ώ> — AciN, avec À = f/2 V E Y' 2ak ; 
/C 

donc = Λ ̂ · On a d'ailleurs cosf/ι, IS) = —Λί·^αι = -r > donc (η, Ν) est 

αι'ί,Ίΐ. 
(-) Ceci se voit aisément : pour avoir la valeur de k, on peut supposer les α,·χ· cons-

tants et égaux à leurs valeurs en P, les £,· et c nuls, P étant alors égal à S - _ m/2 + 1 
Ut 

[3 donné par i
s
|. En effet, dans le cas général p diffère de 3 - par des termes qui 

admettent, ainsi que leurs dérivées, une singularité d'ordre moindre eu P et par suite 

ne donnent rien dans la limite k. Et d'autre part si, dans 1 expression de ̂  sur s, on 

remplace les «,·/,· par leur valeur en P, on élimine ainsi des termes qui tendent vers 
zéro avec d, ce qui ne modifie pas la limite. 

Cela étant, si les au- sont constants, 6,· et c nuls, envisageons une surface fermée 
fixe Σ, contenant d et d'équation <p = ο, ΰ étant régulière, puis appliquons (i9) en 

prenant Σ pour frontière S et posant u = ο-, - m/2 + 1 P = 3 2 et/= F(tsî ). Quand d s'éva-
nouit, il vient 

A-çs( P)=— f 3 S ~ m 1r't",F (çs)rfo». 

Imaginons maintenant que nous ayons fait la substitution linéaire envisagée 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. I, 1930. 2 
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Par le même raisonnement que plus liant nous pourrons envisager la 
fonction de Green G,'/ soit comme solution de F = ο relativement à P, 
soit comme solution de = ο relativement à 11. Si rions remplaçons ν 
par G dans la formule fondamentale, Π étant toujours le point cou-
rant de D et ρ celui de S, il vient 

(i
12

) (m — 2)σ
ηι

Η(\'})~^«(ιή^ OSf.—j*G
l

v

l
J'Cil)rf(»n, 

formule donnant la solution du problème de Diriclilet pour l'équa-
tion (E). 

Plus généralement, si u doit satisfaire sur S à une condition de la 
forme (problème mixte; pour Κ = ο, problème de Neumann) 

(I„) ' H{p) ̂  H- K(p)u = L(p), 

l'intégrale étendue à S dans la formule (ι
 M

 ) sera connue si les coeffi-

cients de ̂  et u sont proportionnels à H et K, c'est-à-dire si ν satisfait 

sur S à la condition 

(I
 u

) 11·^ +[K — ll(aH-b)n]r = 0. 

Si v
t
 est solution fondamentale de l'adjointe par rapport au point Π, 

en posant <> = c, p
a
 on voit que e

2
 vérifie, quand Π vient sur S, une 

condition tout à fait analogue à la condition aux limites imposée à u. 

plus haut qui Lransforrne en r'~ et F en Δ; si l'on applique (i,) au domaine D' cor-
respondant à D, il vient, la valeur de k étant alors (m — 2)σ,„, 

(m — ί ) ί,„ φ- ( Ρ ) —. — ί Δφ- dû)'. 
D' 

ι» , 
Mais on a identiquement 2 F( ?'-) = y·'—Δφ2 et, comme dm = du) (puisque le 

module de la substitution est un), J* représente la valeur de dans le nonveau 

système de variables. Les seconds membres des deux formules étant idenliques, on a 
bien I: = (m — a) n

m
. 

Ceci montre qu'il convient de prendre comme surfaces s celles qui se transforment 
en sphères de centre P. 
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On obtient ainsi une fonction de Green généralisée G,',' qui, comme 
solution de /'adjointe enïï, vérifie la condition (iu). On montre aisé-
ment, toujours par la même méthode, qu'elle est aussi solution de la 
proposée en Ρ et vérifie (ι,

 3
), avec L = o, quand Ρ vient sur S. 

Je vais maintenant, après l'exposé général qui précède, expliquer le 
principe de la méthode que j'ai employée, le détail des calculs étant 
donné dans les Chapitres suivants. 

2. LE PROBLÈME GÉNÉRAL DU CALCUL DES FONCTIONS DE GRF.EN : LA FONCTION 

AUXILIAIRE. — En résumé, étant donnée une équation linéaire du second 
ordre du type elliptique, la résolution d'un problème aux limites à 
l'aide de l'équation adjointe exige ainsi deux operations : i° calcul de 
la solution fondamentale de l'adjointe; 2° calcul d'une seconde solu-
tion de l'adjointe à ajouter à la précédente pour avoir la fonction de 
Green et qui vérifie-sur S une condition aux limites du même type 
que celle imposée à la solution cherchée //. Une simple application de 
la formule fondamentale donne ensuite u en tout point intérieur à S. 
A chaque genre de problème aux limites correspondra ainsi une fonc-
tion que nous appellerons d'une manière générale fonction de Green, 
bien que, dans certains cas particuliers, elle ait reçu d'autres noms 
(par exemple fonction de Neumann quand lv = o). 

Le calcul de cette fonction est donc un problème de môme type que 
celui qu'on s'est proposé au début et se résout, par suite, par une 
méthode de calcul qui permettrait directement d'avoir la solution 
cherchée. Toutefois ce dernier calcul varierait avec les données, 
tandis que la détermination d'une fonction de Green, pour une équa-
tion donnée, ne dépend que du contour et la définit comme une fonc-
tionnelle d'un incontestable intérêt. Mais, au point de vue strict du 
calcul de la solution «, la simple recherche de la solution fondamen-
tale peut sembler un leurre si l'on ne connaît pas une autre méthode 
pour obtenir u (1 ). 

Aussi j'ai cherché à obtenir la fonction de Green G par une seule 
opération de telle sorte que, celle-ci effectuée, la formule fondamen-

(x) Pour le calcul de u par la résolution d'une autre équation intégrale, une fois la 
solution fondamentale formée, voir la Note qui termine le présent Mémoire. 
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tale donne// et prouve en même temps l'unicité de la solution. Je me 
suis donc demandé si, de même que E.-E. Levi avait obtenu la solu-
tion fondamentale par l'intermédiaire d'une quasi-solution, il n'était 
pas possible d'obtenir G par Γ intermédiaire d'une quasi-fonction de 
Green Vj1, s'annulant quand Ρ ou Π viennent sur S (s'il s'agit du pro-
blème de Dirichlet) et telle que F( V) ou & (Y) présentent pourV Π = ο 
un pôle d'ordre < m (1 ). 

Dans ce but, j'ai commencé par le cas le plus simple : le problème 
de Dirichlet relatif au cercle dans le cas des fonctions harmoniques à 
deux variables. La fonction de Green, dans ce cas, est classique et son 
expression bien connue montre que, quand Ρ et 11 sont voisins du 
cercle et à des distances respectives d et δ de celui-ci, elle se comporte 
comme 

M γΠ _ + 4 d *. / r 

V représente d'ailleurs la fonction de Green elle-même quand le 
cercle devient une droite indéfinie. 

Peut-on user de cette fonction Y, que j'appelle fonction auxiliaire, 
comme des quasi-solutions envisagées plus haut ? Envisageons l'équa-
tion 

du , du au -f- ο. — —(- υ -τ— c — o. dx dy = 0 

en cherchant la fonction de Green Gf1 comme solution de la proposée 
elle-même (privée de second membre) relativement à Ρ (a?, y), le con-
tour C portant les données étant quelconque. 

On constate alors que V se comporte bien comme une quasi-solution : 
en mettant ensuite G sous la forme 

M Gp II = V IIp + FD V PM Q IIM dw M2 

analogue "à (i
3
), on trouve que Φ est donnée par une équation de 

Fredholm semblable à (i
5
) \voir équation (2

3
) où (m— 2) a

m
 est ici 

remplacé par ιτ.\ 

>) Voir la Note à la fin de ce Chapitre. 
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Dans le cas de m variables [équation (Ε, )], V devient alors 

V? = /-«■« — ( r% H- 4 d δ ) 2 +' ; 

on met encore G sous la forme (2
:1
) et Φ est donnée par l'équation 

intégrale (avec λ = ι) 

( 9;| ) — ( m — 2 ) Σ,
Η

ΦΙ? -4- λ f l· ! ( vp ) ΦΜ d(IIJ( Ρ J ( Vp? ) — O, 
D 

l'opération F, étant effectuée, comme toujours, par rapport à P. Ceci 

montre que Φ est la résolvante dit noyau F1 (VPII) om pour λ = ι. 

La fonction auxiliaire est donc une quasi-solution en Ρ s^annulant 
quand Ρ vient sur la frontière de D. Elle n'est d'ailleurs pas unique : 
le calcul qui prouve qu'elle est quasi-solution montre que cette pro-
priété subsiste si l'on remplace dpar une fonction h{xi) s'annulant sur S 

ainsi que 2 (ί^7·) —
1
 [

et
 de

 même δ par h(Îj)]. On déduit de là une 

expression immédiate de Y quand on connaît l'équation de S. Le cas 
de points anguleux dans le plan est traité dans le n° 12. Les lignes ou 
poinLs singuliers dans l'espace ou l'hyperespace nécessitent une étude 
spéciale. 

Une autre forme de V nous conduit aussi à une interprétation géomé-
trique utile. Nous reportant encore au cas du cercle ou de la sphère et 
des fonctions harmoniques, on constate qu'on peut prendre comme 
partie du premier ordre de Gf1, lorsque Ρ tend vers le cercle, la fonction 

( iK) C— pour m 2, V'= r-'"*1"2 — r~mJr- pour m >> 2. 

r 1 désignant la distance de II au point Ρ,, symétrique de Ρ par rapport 
au pied de la plus courte distance d et que nous appellerons le point-
image, définition susceptible d'être généralisée. Il est à remarquer 
d'autre part que l'expression {if se confond avec (2,) dans le cas 
d'une frontière rectiligne. 

On aboutit également à la forme (2
4
)en remplaçant dans (2, ) δ par 

la somme δ, des premiers termes de la formule de Taylor donnant la 
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valeur de la plus courte distance quand on passe de Ρ à Π : 

δ, = + a?/) d d / dxi, 

de sorte qu'on trouve ainsi pour Y deux formes principales obtenues, 
dans le cas du problème de Dirichlet, en retranchant de ν~~'"+2, 
soit (avec r\ = r2 ·+· 4 clo), soit r~'n+'2 (avec r2 = ;·2 -f- 4 do ι ). 

La deuxième quasi-solution, se prèle très simplement à la 
résolution des problèmes mixtes [condition (iu)], Y étant alors de la 
forme μ.

ι
,/·~/,ι+2. 

A. chaque problème aux limites correspond, ainsi une fonction V et la 
fonction de Green correspondante est donnée par (2

2
) et (2

:i
). 

Passons maintenant à l'équation générale F = o. Cette fois c'est 

[formule (i
7
) ou (i8)] qui jouera le rôle de r et la fonction auxiliaire 

du problème de Dirichlet sera 

Vjl1 = 2r -4"1 m — (5 -t- (\sa) _ m/2 + 1, 

s étant une fonction du point Ρ positive dans D et telle que 

(ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b)n a/S — J* vfdu> sur S ; 

a est la même fonction, mais relative à IL La fonction de Green est 
encore donnée par (2.,) et (2

;t
), F remplaçant F,. 

Ici encore on peut définir un point-image P, de P, dont nous 
donnons une théorie complète (et indépendante) au n° 10 : P, est 
extérieur à D quand P est intérieur, se confond avec P sur S et est tel 
que, si P subit un déplacement infinitésimal à partir de S suivant la 
conormale, Pi subit un déplacement équiopposc. On obtient alors une 

m 
quasi-solution analogue à 7·'""·- en remplaçant, soit dans Β 2 les 
coordonnées de P par celles de P,, fonctions des (x,·), soit dans 

/// 

(& + 4s>.7) - . σ par σ, = .y ··+■ l(cj— Xi)s,
t
... 

A toute quasi-solution \v en correspond ainsi une autre w,, telle que, 
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sur S, w et w
K
 coïncident et ont des dérivées conormales opposées. 

La résolution des problèmes mixtes se traite alors avec une fonction 
auxiliaire de la forme m -f- p.,,uq. 

Au cours du dernier Chapitre, nous arrivons à nous affranchir de 
Vexistence de Véquation adjointe et à obtenir des formules de résolution 
supposant simplement que les coefficients de (Ë) satisfont à la condi-
tion de Holder dans D + S, K étant un nombre fixe, 

F (P) _ f (II) ! < K ! P II § & (ο < α ^ ι). 

Quant à la frontière S, il suffira que l'angle des normales en deux 
points voisins M et Q soit K/1 MQ |Λ(ο <ζ h<i); S peut donc être 
dépourvue de couibure. 

Il convient ensuite de faire la synthèse des solutions, c'est-à-dire de 
vérifier que les formules de résolution, obtenues à Laide des fonctions 
de Green construites précédemment, dorment bien des solutions 
vérifiant les conditions aux limites données. 11 faut, de plus, examiner 
les cas singuliers où le déterminant de Frcdholm est nul. Cette ques-
tion se rattache à l'étude de Vunicité des solutions. Nous démontrons, 
par exemple, que le problème de Neumann, pour l'équation géné-
rale F = ο privée du terme en u, n'admet que la solution u = const, 
quand la donnée sur S est nulle. 

Enfin nous terminons en traitant, dans le cas de deux variables, le 
cas où la condition aux limites est linéaire par rapport à η et à ses deux 
dérivées premières·, elle peut donc se ramener à la forme, contenant 

la dérivée tangentielledu / ds, 

()u .. Ou T.. T 11 — -ι- II, — -ι- k" = L. an as 

s étant ici l'arc du contour et H, H,, K, L des fonctions de s. Il 

faut alors introduire une autre solution que [l'équation étant 

ramenée à la forme (E,), ce qui est toujours possible ici]. Cette 

solution est(lIP, Ox), fonction harmonique conjuguée de £r : elle 
a déjà été utilisée par Poincaré dans l'étude des marées. 

Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été énoncés 
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dans diverses Notes insérées aux Comptes rendus depuis 1920 ('). 

Mais la méthode est susceptible d'extensions diverses que j'ai indi-
quées dans le même recueil et qui concernent : 

i° Le type parabolique 

Σ à"1 u ou x ? , àu . a,k ~ Ty + L•*<άϊ, + +i-°< 

les coefficients étant fonctions des /ra-j-i variables a?,, as„„ y 
(t. 171, 1920, p. 840); 

20 Les équations d'ordre 2 ρ admettent une famille multiple d'ordre ρ 
de caractéristiques imaginaires (t. 173, 1921, p. 761 et i44$); 

3° Les équations dont toutes les caractéristiques sont imaginaires et 
décomposables (t. 177, 1928, p. 571); 

4° Certaines équations intégrodilférentielles, comprenant en parti-
culier l'équation des marées dynamiques (t. 179, 1924, p. 663 
et 1243). 

Enfin j'ai indiqué également comment on pouvait résoudre les diffé-
rents problèmes aux limites relatifs à toutes ces équations à l'aide de Y 
et sans former la fonction de Green elle-même; nous retrouverons ce 
point de vue, qui en fait n'est pas distinct du premier, dans le dernier 
Chapitre [équations (i3

/(
), (I3b) et (i4*)]· 

Tout ceci permet l'étude de la nature analytique des solutions 
(t. 182, 1926, p. 36 et 754). 

Tous ces résultats seront développés dans des Mémoires ultérieurs. 
Pour l'instant, je me suis borné aux équations du type (E) car le 
principe de la méthode reste le même dans les autres cas (2). 

(1) T. 171, 1920, p. 610 et 839 ; t. 173, 1921, p. 761 ; t. 184, 1927, p. 1109 et i632 
t. 185, 1927, p. 1565; t. 188, 1929, p, 16Ô2. Signalons aussi les beaux travaux de 
M. Giraud et particulièrement les Mémoires qu'il a publiés en 1929, depuis l'impression 
de notre présent travail (Annales de l'Ecole Normale. Journal de MathBulletin 
des Sc. Math.). 

(2) Depuis que ces lignes.ont été écrites, j'ai eu connaissance d'un Mémoire fort inté-
ressant, publié à Rome en 1910 par E.-E. Levi ( auteur déjà cité plus hau t) et qui semble 
à peu près inconnu en France : / problemi dei valori al contorno perle equazione 
lineari tolalmente ellitiche aile derivate parziali (Societa dei XL, séria 3, 
tomo XVI). Le regretté savant traite des équations d'ordre m à deux variables : il 
semble que ce soit lui qui ait eu le premier l'idée d'une quasi-fonction de Green, 
que je croyais inédite dans ma Note de 1920. Mais, si le point de départ est le même 
que dans le présent travail, la mise en application est toute différente : l'auteur, partant 
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II. — Les équations à deux variables et le problème de Dirichlet. 

Conformément à ce que nous avons dit dans le Chapitre I, nous 
pouvons envisager la fonction de Green comme solution de Γéquation 
sans second membre F = ο relativement au point P. Nous commençons 
par étudier le cas de deux variables (χ, y), qui est le plus simple, ce 
qui facilitera l'exposition du cas général; nous savons que l'équation 
donnée peut toujours être alors ramenée à la forme (E<), alors qu'il 
n'en est pas ainsi dans le cas de m variables. 

5. FORMATION DE I.A FONCTION AUXILIAIRE. — Envisageons tout d'abord 
le problème de Dirichlet intérieur relatif à un contour donné dans le 
cas d'une fonction harmonique. La fonction de Green est alors symé-
trique par rapport aux deux points P(a?, y) et Π(ξ, η) dont elle 
dépend et, lorsque le contour est un cercle C, son expression est 

(31) dGp II = V IIp + FD V PM Q IIM dw M2 

IP et Ρ' étant les conjugués de II et Ρ par rapport à C : ces deux 
formes résultent de la symétrie de G et leur identité peut d'ailleurs 
s'établir directement. 

Envisageons, par exemple, la seconde forme : soient OP = l, ΟΠ=λ 
et prenons comme axe des χ la droite OP. Nous aurons 

ΠΡ" = (l. ~ IIP2 = ra= (ξ - l)>+ η*. 

Remplaçant ξ- —|— Vj2 par λ2 et éliminant ξ, on en déduit 

/II P' 2
 =H

. ( R;—p)(R»—À1). 

de la quasi-soluiion fondamentale ψ, porte ses efforts sur la construction, longue et 
délicate, de la fonction compensatrice g, qui est telle qre ψ S s°û quasi-solution 
et s'annule à la frontière ainsi que ses dérivées des η— ι premiers ordres. De plus les 
hypothèses sur le contour et les données sont nombreuses et restrictives. Pour toutes 
ces raisons, l'exposé que je donne ici étant tout autre que celui de E.-E. Levi, je le 
publie sans rien y changer. 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. I, IQ3O. 3 
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D'où 

/IIP' opy_ (R2_/2)(R2 — χ*) \ΠΡ* H J ~ί+ RV- ' 

/IIP' opy_ (R2_/2)(R2 — χ*) \ΠΡ* H J ~ί+ RV- ' 

Celte formule, qui établit 'd'ailleurs la symétrie de G, va nous 
permettre de préciser le mode d'évanouissement de G quand Ρ ou II 
viennent sur C. En effet, d et δ désignant les plus courtes distances 
de Ρ et Π à G, nous aurons 

d =z R — /, ô = R — /, 

nil 1 ,Λ. , d° (2R — f/)(2R — <5)1 /2 _l + 7 Π? J" 

Lorsque d et 0 tendent vers zéro, G est infiniment petite comme la 
l'onction 

Vi1 = 1 e (, + =J?/ 2 r2 r . 

D'ailleurs, quand 11 augmente indéfiniment, G se réduit à V, qui 
représente ainsi la fonction de Green dans le cas où la fronLière est une 
droite indéfinie. 

Supposons maintenant que le contour C soit quelconque : d et 0 con-
servant la même signification, nous allons chercher si la fonction Y est 
quasi-solution de l'équation de Laplace, c'est-à-dire si AV présente 
pour r—o un pôle d'ordre inférieur à 2. 

Evidemment il en est bien ainsi quand Ρ et II sont intérieurs à C : 
posant 

(3
2

) r, = y'r2 + \ d 0. 

AV est égal à AMV2 qui contient r., en dénominaLeur et reste iini, sauf 
quand Ρ et Π tendent vers un même point de C, car alors r

2
—> ο. Il 

nous faut donc examiner ce cas. 
Calculons donc ΔΥ relativement au point Ρ : il vient (1) 

(33) /II P' 2 =H. ( R;—p)(R»—À1). 

X [ r (m/2 + 1) ] _ 1 m/r 2, K = 4 r m/2 [ r (m/1 _ 1) ] _ 1 

( ') Nous emploierons souvent la notation Δρ, Fp, etc., dans les symboles de deri-
vation pour préciser le point Ρ par rapport auquel se fait l'opération. 
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Or, si η est la normale intérieure à C au pied de d et si(0.r, /i) = <p, 

(34) F (P) _ f (II) ! < K ! P II § & (ο < α ^ ι). 

Il nous faut, d'autre part, calculer pour cela, nous nous 
appuierons sur une formule souvent utilisée dans l'étude des fonctions 
harmoniques et biharmoniques : Ρ étant un point d'une courbe c, s l'arc 

de celle-ci, η la normale intérieure, l la tangente ^/,P n==-f-^, p le 

rayon de courbure algébrique en P, on a 

(35) A-çs( P)=— f 3 S ~ m 1r't",F (çs)rfo». 

où — désigne les dérivées prises dans la direction de la tangente et ^ 

les dérivées prises le long de la courbe. Supposons alors que c soit la 
courbe parallèle à C passant par Ρ : remplaçant u par d on aura 

*=0· sr='· Â?=°' p=B-rf. 

R étant le rayon de courbure algébrique de G au pied de d : d'où 

(36) ()u .. Ou T.. T 11 — -ι- II, — -ι- k" = L. an as 

D'autre part, comme ^^ — o, toutes les dérivées secondes de d 

en P, quels que soient les axes choisis, seront de la forme ^ __ ̂  

Κ étant toujours fini; par suite, si nous calculons l'accroissement de 
la plus courte distance quand on passe de P à Π, en utilisant la formule 
de Taylor jusqu'aux termes du second ordre, nous pouvons écrire 

(37) (ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b)n a/S — J* vfdu>. 

en désignant par H, une fonction toujours finie de P et de Π et 
par R, — Î/, la valeur de R — d pour un certain point du segment ΡΠ. 

Utilisant les résultats (3..,), (3
f>
) et (3-) dans la formule (3

a
), il 

vient 

(38) (ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b)n a/S — J* vfdu>. 

Or r est au plus égal à i\ ; si donc nous supposons que R ne puisse 
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s'annuler, c'est-à-dire que la courbure de C reste finie, et que, d'autre 
part, Ρ reste dans une région dl' intérieure au domaine compris 
entre C et sa développée, le crochet reste fini et il ne reste à évaluer 
qiie l'ordre du premier terme quand i\ tend vers zéro. Pour cela, il 
suffit d'envisager le triangle Ρ l\p, ρ étant le pied de d : on a 

δ ^ Yip ζ d 4- r, donc r>o — d; 

on établirait de même /·>d — o. Donc /·> | ο — d\, d'or 

o m = m [ r (m/2 + 1) ] _ 1 m/r 2, K = 4 
et par suite 

/II P' 2 =H. ( R;—p)(R»—À1). 

Il résulte de là, d'après la formule (3«), que, quand Ρ est dans dl', 
le produit /'

2
ApV reste fini quel que soit IT, et a fortiori r A

P
V égale-

ment. Donc V est quasi-solution dans dl' H- C, puisque AV présente un 
pôle du premier ordre quand Ρ et II tendent vers un même point de C. 

Nous avons supposé Ρ dans d!'; dans la région restante D — dl', il 
suffira de remplacer d et ο par des prolongements de ces fonctions, 
c'est-à-dire par des fonctions d'eto' se raccordant avec deto ainsi que 
les dérivées premières et secondes, de façon que la fonction /,2 + 4 d'o' 
et ses dérivées des deux premiers ordres en χ et en y restent finies (ou 
tout au moins intégrables) dans D — dl'. 

Désignons dorénavant par del ol'ensernble des valeurs des distances 
de Ρ et Π à C, dans le voisinage de C, et des prolongements ainsi 

définis. La fonction J£—2 est quasi-solution de l'équation de Laplace. 

De plus ses dérivées premières contiennent des termes en l- et en -

et par suite sont du premier ordre en puisque o<r.,. 

Il résulte de là que 

(3.) Gp II = V IIp + FD V PM Q IIM dw M2 

i'n étant défini par (32), est quasi-solution de Véquation linéaire du type 
canonique 

F1 (u) = W ~ H- uv(a-\-h)n]dS= f vfdto, 

où les coefficients sont fonctions de x, y. 
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C'est cette fonction V que nous prendrons comme fonction auxi-
liaire (1 ). 

4. CALCUL DE LA FONCTION DE GREEN. — Ainsi que nous l'avons dit 
dans le n" 2, nous mettons G sous la forme 

GÎ.1 = VÎ1 -f- ΓVp ΦΪ,1 ί/ω
Μ

. 
D 

En supposant l'élément différentiel intégrable, la fonction G ainsi 
écrite s'annule quand Ρ ou Π viennent sur C, et la détermination de G 

est ainsi ramenée à celle de la fonction Φ. Nous obtiendrons celle-ci en 
écrivant que F, (G), calculé par rapport à P, est nul. 

Or la fonction auxiliaire V, étant quasi-solution, aura la forme 

V = J? l- -+- if, 

(quelle que soit l'expression que nous lui donnions, que ce soit (3
0
) ou 

une autre), ΔΡ étant du premier ordre en et la dérivation sous le 

signe I s'applique aux dérivées premières de - et de ν et aux dérivées 
D 

secondes de ν (cf. n° 7). 
Soit alors p une fonction continue de M qui satisfasse en Ρ aux 

mêmes conditions que la densité d'un potentiel logarithmique vérifiant 
la relation de Poisson (2) : 

Δρ
/^ PM

pM ί/ω
Μ

 = — 2 π pp. 

Si donc Φ},1, considérée comme fonction de P, satisfait à ces condi-
tions [que nous appellerons conditions ( p)] en tout point intérieur à D, 

(1 ) Il va sans dire que, si le contour donné est un cercle, nous pourrons choisir 
aussi comme fonction auxiliaire pour l'équation canonique la fonction de Green (3,) 

elle-même, F,(G) étant du premier ordre en ~;· 

(2) Voir à ce sujet Annales de VEcole Normale, 1918, p. 149 : >1 suffit,' en parti-
culier, que l'accroissement il PM—ρρ | soit < Κ | PM |a avec ο<α^ι (condition de 
Holder), même dans une seule direction issue de P. 
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nous pourrons ecnre 

.F,(G}
1
) = F,(VÎ

1
)-2

TC
OÎ

I
+ f F

)
(v?)0i

1
rf«

11
 = o, 

D 
OU 

(4,) Φί'= [±F,(VÎ)<*l}da
x
+ J-F,(\P). 

Or, si nous envisageons une équation de Fred holm supposée résolue 
par rapport à la fonction inconnue ο et écrite sous la forme classique 

φ(Ρ) — λ fK(P
;
 Μ)φ(Μ)Ί/ω

Μ
Η-ψ(Ρ), 

D 

la résolvante Γ du noyau Κ est donnée par l'équation 

Γ(Ρ, Π;λ) = λ f K(P, M ) Γ(Μ. II; λ) ί/ω
Μ

 -f- K(P, Π). 
D 

L'équation (42) est précisément de cette forme, avec 

>. = !,· K(P, M)=— F,(V?). Γ(Ρ. Π; ι) = φΡ. 

Donc Φ est la résolvante du noyau ^ F, (Vf) pour λ = ι. Ce noyau 

rentre d'ailleurs dans un type classique, car il se comporte comme ^ 

pour r=o : le second noyau itéré est donc borné et la résolvante 
s'exprime aisément au moyen de ce dernier (voir, par exemple, GOURSAT, 

Analyse, t. III, n° 570). 
On peut également calculer Γ par la méthode de Poincaré : il 

suffit d'écrire 

Γ(Ρ,Π ,λ)_ ^
(λ)

 , 

en désignant par d?2(ï\ Π; λ) et ίΐ)ο(λ) les deux fonctions entières 
obtenues en supprimant dans les fonctions classiques D(P, Π; λ) 
et D(À) tout ce qui dépend des deux premières traces du noyau K. 

Enfin, sans introduire la résolvante du noyau non borné, on peut 
aussi, par deux itérations, obtenir une équation avec un noyau borné 
et un second membre K,(P, Π), somme de Κ et des deux premiers 
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noyaux itérés, donc ayant la même singularité que K.(P, II); si l'on 
pose ensuite Φ = Κ, 4- Φ,, la fonction Φ, vérifie une équation à noyau 
et second membre bornés. 

Quelle que soit la façon d'opérer, la résolution de l'équation (4a) 
nous donnera une fonction Φ,1,1 admettant un pôle d'ordre un quand Ρ 
vient en II; de plus <1> satisfait aux conditions (c) si les coefficients de 

l'équation F, = ο y satisfont eux-mêmes, en supposant Ρ et II distincts : 
ceci résulte de l'expression (4·..) de Φ, car F, ( V},1) satisfait aux condi-
tions (G) en Ρ ('). Le calcul effectué pour obtenir (4J) est donc légi-
time. 

Nous obtenons ainsi une fonction G,1,1, solution fondamentale de 
l'équation proposée (privée de second membre) relativement à P, 
supposé distinct de II, et s'annulant quand Ρ (ou Π) vient sur C, sauf 
peut-être si Ρ et II tendent vers un même point de C. C'est bien la 
fonction de Green cherchée. 

Toutefois ceci suppose que le déterminant ϋ(λ) correspondant au 
noyau Κ ne s'annule pas pour λ = ι. Pour tous les contours C tels que 
le noyau Κ n'admette pas un comme valeur singulière, le problème de 
Dirichlet n'admettra donc qu'une solution donnée par (i2), avec k = 2r., 

U{P)= £u{ m)(^ dSm~~ W ~ H- uv(a-\-h)n]dS= f vfdto, 

Pour être complètement rigoureux, il nous faudrait vérifier que la 
solution ainsi obtenue satisfait bien aux conditions aux limites 
imposées : c'est un point sur lequel nous revenons plus loin (ηυ 45). 

Hypothèses sur le contour. — Nous avons supposé, dans ce qui 
précède, que le contour C possède en chaque point une courbure finie 
et continue; il peut se composer de plusieurs courbes fermées simples, 
de telle sorte que D soit d'un seul tenant, à connexion simple ou 

(*) Si nous prenons comme condition (?) celle de Holder(note précédente) qui est 
la plus pratique, F|(V) y satisfait alors en P, sauf peut-être en ce qui concerne le 
terme AU qui ligure dans (3;s). Mais comme, d'après son expression (36), Δ ci admet une 

dérivée, -r——-Î- / (R _ d)2 — , dans la direction de la normale, la condition de Holder est vérifiée 
dans celte direction pour Δ ci, ce qui suffit. L'emploi de la fonction h introduite plus 
loin ( n° 6 ) évite d'ailleurs cette difficulté. 
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multiple : chacune des courbes fermées constituant C pourra donc 
être définie par x(t) et y(t), χ el y admettant des dérivées premières 
et secondes finies, x'(t) et y'(l) n'étant pas nulles simultanément. 

Qu'ar rive-t-il si C présente un nombre fini de points anguleux à 
tangentes distinctes, ce qui se traduira par des discontinuités finies 
de x'(t) et y'(t)1 En général, A étant un tel point, il existera une 
ligne /, partant de A et constituée par des points équidistantsdes deux 
arcs C

1
 et C

2
 de C issus de A; le long de cette ligne les dérivées 

premières et secondes de d présentent des discontinuités finies, de 
sorte que, pour pouvoir appliquer correctement la formule de Green 
dans le domaine D, il faudrait faire des coupures le long des lignes /, 
au moins dans la région ûV avoisinant C (4) : on aurait aussi deux 
intégrales, une de chaque côté de /. 

Or la tangente en tout point de l est bissectrice des normales à C, 
et Ca

 issues de ce point, de sorte que les dérivées des deux fonctions ο 
prises respectivement suivant les deux sens de la normale à l sont 

égales. On en déduit aisément que a la même valeur des deux 

cotés de l et que les intégrales le long des coupures s'ajoutent. 
Nous voyons donc que le cas des points anguleux doit être examiné 

à part (voir n° 12, j'ai donné aussi dans les Comptes rendus, t. 184, 
1927, p. i633, une méthode exposée dans la Note fin ale $ où n'intervient 
pas la fonction de Green). Nous écartons aussi (à cause du terme Ad) 
le cas où, le long du contour C, la courbure admettrait des disconti-
nuités de première espèce, résultant de discontinuités des dérivées 
secondes de x( t), y(t). 

L'emploi de la distance d conduit donc à des conditions trop res-
trictives et convient surtout comme procédé d'induction. Nous étudie-
rons plus loin (n° 11), dans le cas de m Variables, les conditions à 
imposer à la frontière et nous élargirons celles que nous avons trou-
vées jusqu'ici : V existence de krcour bure ne sera plus nécessaire. 

Quant aux points de rebroussements, ils nécessitent une étude 
spéciale. 

(') Une ligne l peut exister également sans qu'il y ait point anguleux en A (c'est 
le cas, par exemple, d'un axe de symétrie), mais, si la courbure est finie, il n'y a 
qu'une seule plus courte distance d'un point de l à C, dans le voisinage de A; les 
discontinuités envisagées dans le texte n'existent pas. 
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». AUTRE FORME DE LA FONCTION AUXILIAIRE. LE POINT-IMAGE. — Envi-
sageons l'expression (3,) de la fonction de Green dans le cas du 
cercle : quand Ρ est infiniment voisin du cercle, son conjugué P' n'est 
qu'à une distance du second ordre du symétrique P, de Ρ par rapport 

au pied p du rayon passant par P ; si l'on pose HP, = /·,, le terme jjp-

est alors équivalent à £ — · Nous sommes ainsi conduits à nous 

demander si Γ on peut prendre comme fonction auxiliaire au lieu 

de £ — · Le cas d'une frontière rectiligne vient à l'appui de cette idée 
OP car, lorsque le centre Ο s'éloigne indéfiniment, tend vers imetP'se 

confond avec P, ('). La fonction de Green peut alors s'écrire indiffé-

remment £'-pt comme nous l'avons déjà vu, ou £y'> l'identité de ces 

deux formes résulte d'ailleurs de la relation, dans le triangle IIP P, : 

r'\ — /·2 = 4 do ou /·, = \' r- 4-4 d à =zrt. 

Passons maintenant au cas d'un contour C quelconque et appelons 
point-image de P le symétrique P, de P par rapport au pied p de la 

plus courte distanced de P à C. Voyons si C '-j-, toujours avec r, =IIP,, 

est quasi-solution en x, y. 
Le calcul même que nous avons fait plus haut avec £ι\ va nous 

servir ici. Supposons, en effet, que, dans /*2, nous remplacions δ par 

(5
t

) δ, = ί/+(ξ —+ 0' — η) ̂  — d— (χ — ξ)οθ5φ~ (y — η) sin φ; 

(J) Il n'est pas sans intérêt de trouver directement l'expression de la fonction de 
Green dans le cas où la frontière est une droite : il suffit de prendre celle-ci comme 
axe desj^ par une transformation de coordonnées qui, comme on sait, laisse invariant 
le symbole Δ. La fonction β fx -ι- ξ)= [y - η)"-, obtenue en changeant χ en —χ 
ou ξ en —ξ dans βτ, est harmonique en χ, y et ξ, η et représente précisément βτχ. 

Quand P ou Π vient sur 0y, rt
 = r. donc β — satisfait bien aux conditions imposées 

à la fonction de Sreen. Si la frontière comprend une partie rectiligne AB, l'emploi 

de β dans la formule (i,) fait disparaître le terme en ~ le long de AB. 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. I, i;)3o. 4 
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montrons que 

(5„) ή-{- (\ do^=i r']. 

Il suffît pour cela de former les coordonnées du point Ρ, : 

.r, —X — Ί tl cos φ. — y — 2 t/sin cp. 
D'où 

rf= {y — .r, )-
= (a? — ξ)2h- (y — η)- -ι- \ cl- — 4 d[{x — ξ) cos φ -1-· ( j — -/j) sincp] 
= /·'- 4- 4 /■/ 0,. 

Comment se comporLe /·, vis-à-vis de /·? Pour les raisons données 
au n° 5, il suffit d'envisager le cas où Ρ est dans la région dl' avoisi-
nant C et que nous supposerons choisie de telle sorte que P, reste 
extérieur à C (il en sera d'ailleurs toujours ainsi si C est convexe)·, 
/·, ne peut tendre vers zéro qu'avec r et dans le cas où Ρ et Π sont infi-
niment voisins d'un même point de C. On a d'ailleurs sauf 
si C est convexe vers l'intérieur du domaine et II situé entre C et la 
tangente en p. Prenons alors cellé-ci comme axe des x, et ρ comme 
origine : on a 

(53) / f. \ r* __ {d — r,y- 4 dn 
rj ξ--f- (d 4- γ})- ξ-4- (d 4- t))2. 

Or β reste borné : donc le second membre, et par suite yt est borné. 

Il en est de même de — > car on a 2 d < /'-f- /·,, donc ̂  L. 

Ces conclusions subsistent : i° si l'on suppose simplement ? borné, 

car, en posant η = ξα, d — 28 ' • 1 1 ' 'r ' cr -+- ( cl 4- r, )- 1 4- ( α 4- β y ' , on a -,—β-. = et, si α 

est borné, cette expression est bornée puisque son dénominateur 
reste >1 et que, pour β infini, elle est nulle; 20 si l'on remplace P, par 
un autre point dont la distance d' à P, soit infiniment petite par 
rapport à r/, donc par rapport à i\ ; en elîet, /·, n'est modifié que d'une 
quantité au plus égale à Î/', donc infiniment petite par rapport à r, 
lui-même. Nous avons ainsi une définition plus générale du point-
image. 

Formons maintenant ΔΡ
£?·, : en quoi l'expression obtenue va-t-elle 
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différer de (3,,)? D'abord le crochet s'annulera d'après le choix même 
de o,. Ensuite, nous aurons des termes contenant les dérivées pre-
mières et secondes de o

t
 par rapport à χ ou à y. Or 

(ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b)n a/S — J* vfdu>, 

quantité du premier ordre en r. On voit de même que reste fini, à 

la condition que les dérivées troisièmes de d, donc les dérivées 
secondes de l'angle <p, existent, ce qui entraîne l'hypothèse d'une 
courbure derivable (dont nous nous débarrasserons par la suite). Or 

les dérivées premières de o, figurent dans les termes en et les dérivées 

secondes dans les termes en — · Comme ~ est borné, tous les termes 

envisagés sont au plus du premier ordre en ce qui montre que .0/γ, 

et par suite £ — > est quasi-solution de F, = o. 

Il n'est pas inutile de le vérifier directement sans passer par l'inter-
médiaire de r2. On peut opérer de plusieurs manières et nous donnons 
plus loin une démonstration générale (voir n° 10) : en voici une bien 
simple dans le cas qui nous occupe, celui du plan. 

Prenons comme coordonnées d'un point Ρ de 01' l'arc s de C abou-
tissant en ρ et la distance Ρρ— η. On a aisément 

( υ J lu = 1 ^ I 4- - , * S * / R Ô-U 11. +- termes contenant les derivees premieres. 

Supposons u harmonique et envisageons la fonction «, = //(.ν, —η) : 
si l'on pose n, = — τι, on a évidemment u

{
 ^u(s, n<) et 

()-u(s, nx) ()'κ, _ 
<)n '\ <)nr ' 

donc 

Δ".=(κ—û) ^ + +··'=(ΪΓ-1Γ\)-W+-^^nK^r+··· 

[avec A —
 /T

, 5R » ce qui se réduit à η A
 5

 car le second membre 

de(5
A
)estnul pour u = u

i
 et n=n

)
. En particulier si u=£r, M, esl£?\ \ 



28 MAUHICE GEVREY. 

η n'est autre que d et le terme qui est de Tordre de — > étant mul-

tiplié par Î/, sera du premier ordre en donc en
 l
- ^puisque y et -

sont bornés^. De même pour les termes non écrits. c. Q. F. D. 

6. EXTENSION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS ET APPLICATIONS. — En nous 
reportant à la formule (3:,,) nous constatons que le fait que Y soit quasi-

solution tient à ce que est d ι ; le résultat subsis-

tera si nous remplaçons d par une fonction h pourvue de dérivées 
premières et secondes dans D + C, positive dans D et telle que 

()u .. Ou T.. T 11 — -ι- II, — -ι- k" = 1 sur C. 

Cette dernière condition, puisque le premier membre est égal 

à '
 se r^duit il

 {fïïl) ~
 1

 ' donc, h croissant à partir 

de zéro, ^ est > ο et Ton a 

h = 0, dh / dn = 1 sur C. 

La formule de Taylor nous donnera donc en tout point Ρ de D 

(61) (ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b) 

P, étant un point de jt)P. De même, si y est la valeur de h en 11, 

<
6

*> * =
 4+

T(^)II,· 

Enfin la même formule de Taylor permet d'écrire en P, puis en Π, 

(6
i) (-g)

 +
(^) — » -i- a, rf, 

% — h + (ξ~ +('l— ̂ ~dy
 +

 ' 

h
x
 et Ho restant finis. En posant cette fois 

r:, —τΛ-\-Î\hy et V = , 
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il vient alors 

o m = m [ r (m/2 + 1) ] _ 1 m/r 2, K = 4 r m/2 [ r (m/1 _ 1) ] _ 1 

OU 

(()!,) Δρ V =: j^2 Mi -+- 8II, - ^7-^ j · 

Or nous avons vu au n° 5 que 6 est borné quels que soient Ρ 
1 \Jr--+-l\dd Ί 1 

et Π dans D -f- C : il en sera de même quand on remplacera d et δ (en 
totalité ou en partie) par h et y puisque, d'après (6,) et (6

2
), on ne 

modifie ainsi d et δ que d'une quantité du second ordre (en se rappe-
lant que r2

 ne tend vers xéro qu'avec h et χ). Il en résulte que Γ
9
.Δ

P
V 

et par suite /Δ,,ν sont bornés et V est,bien quasi-solution de (E,). 
On pourra de même remplacer d par h : i° dans les formules (5,) 

et (5
a
), ce qui nous donnera, au lieu de /·,, l'expression 

(6
:1

) r- + [
v

h —0^. ~(J — n) dh/dy ] ; 

2° dans les coordonnées du point-image qui deviennent alors 

( 6; ) ,v, = x — 2/1 y
t
 = y — 2 h ̂ · 

Il est à noter que (— c)a+ η)2 ne sera plus égal ici à 
l'expression (6

a
) : la difference sera 

»·[(£Η£Η, 

c'est-à-dire une quantité du troisième ordre en d, d'après (6,) et (6
2
), 

ce qui explique que les deux expressions soient quasi-solutions. 
Nous réserverons la notation à la distance de ΓΓ au point-image 

de Ρ dans sa définition la plus générale, vue plus haut. Les expres-
sions (6

4
) peuvent d'ailleurs être encore généralisées et s'écrire 

(6.-,) x
t
 —χ — 2 Λ α, j, —y — 2/i(3, 

α et β étant deux fonctions régulières dans D + G et égales sur C aux 
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cosinus directeurs de η : ceci résulte des formules 

a-dS + d\d7
i
): W.' 

l'indice ι indiquant la valeur en un point de ρ P. Nous ne nous éten-
drons pas ici sur ces considérations car nous ferons plus loin une 
théorie générale du point-image. 

Nous avons supposé It, pourvue de dérivées secondes dans D -f- C; 
on peut admettre que celles-ci existent seulement dans D et deviennent 
infinies sur C comme (P~1 et que, de plus, les dérivées premières vérifient 
la condition de If Older dans D-j- C avec V exposant ex.' (ο < α'<^ i). 
11 faut alors multiplier //, et IL par c/"'-1 ('). On obtient ainsi un 
noyau dont le produit par W~a' est borné, et il admet une résolvante : 
toutes les intégrales qui figurent dans l'expression de celle-ci con-
servent un sens (a). Nous dirons alors que la fonction h est quasi 
régulière dans D + C. 

Application au cas (Pun domaine défini par φ(.χ*,/)^o. — Le con-
tour C a alors comme équation <p = ο et, pour tout point de D, on 

a φ > ο. La fonction · ^ satisfait aux conditions imposées à h 
v ?£'■+-©!>· 

[lt — ο et ~ = ι sur : on le voit immédiatement en formant h'f hf. 

Mais, pour que cette fonction admette des dérivées premières et 
secondes continues, il faut que, dans D -|- C, φ ait des dérivées des 
trois premiers ordres et que φ

7
. et φ'

ν ne s'annulent pas simultané-
ment. Ceci exclut la possibilité de points doubles; de plus, si les 
équations <?',.= fir= ο sont vérifiées en un point de D, on posera 

(6.) h — ? =, 
ν φ/ + ό\- 4- νφ 

(1 ) Ceci est immédiat pour li\. Pour voir que, dans (6'2), il faut remplacer H2 

par H2^a'—1, le lecteur appliquera celle même formule de Taylor, si r
 =

 ct 

formule des accroissements finis, si /· > ί ^en utilisant alors la condition de Holder 

pour introduire dh/ dx et dh/dy) 
(2) Voir la note finale du ηΛ 9 A. 
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v étant un nombre positif quelconque : l'adjonction du terme v<p ne 
modifie pas, en effet, la valeur de +- fi* sur C. 

On voit, en particulier, combien Γ expression de ta fonction auxi-
liaire est aisée à écrire dans le cas d'un domaine limité par un arc de 
courbe algébrique sans point double. 

De même, les coordonnées du point-image pourront s'écrire, 
d'après (6

:i
), 

X1 " φ',: -(- φ',: -1- ν φ ' 1p ^ 1 ^ φ|,τ Η- φ', 2 p : Η- ν ω. 

On peut d'ailleurs élargir les hypothèses sur ο et supposer simple-
ment que, sur C,ses dérivées premières et secondes deviennent infinies 
respectivement comme </*'-' et dy~-. Le calcul des dérivées de h 
montre, eri effet, que h est alors quasi régulière si, de plus, les dérivées 
premières vérifient la condition de Holder à partir de touL point de C. 
De même x

{
 et y, conduisent à un noyau acceptable. 

Si C est donné paramétriquement ou géométriquement, les résultats 
que nous établirons dans le n" 11 nous permettent de poser 

( 6
7
 ) Λ = π |^ | PM J~: Î/% j , 

car, sur C, h — 0 et ~ = 1. Pour que h soit quasi régulière, il suffit 

que l'angle des normales en deux points voisins M et M' soit moindre 
que Κ | MM' J7'' ( ο k< 1), ce qui 11 exige pas l'existence de la courbure. 

III. — Les équations à m variables ; formation des quasi-solutions. 

Ce Chapitre est consacré à l'étude des quasi-solutions permettant 
d'obtenir la fonction auxiliaire et la fonction de Green pour le pro-
blème de Dirichlet, et aussi pour les problèmes plus généraux que 
nous étudierons dans le Chapitre suivant. Afin d'éviter des redites, 
établissons d'abord quelques résultats qui nous serviront plusieurs 
fois dans la suite. 

7. SUR LES DÉRIVATIONS D'INTÉGRALES SINGULIÈRES. — Soient deux points Ρ 
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et Π appartenant à une région dl de l'espace E
m

 à m dimensions. 
Envisageons une fonction φ(Ρ, Π) de ces deux points telle que, 

χ étant une des coordonnées de Ρ, ο et v- soient deux fonctions con-

tinues par rapport à (Ρ, II), sauf quand Ρ et II sont confondus, et 
que les intégrales 

1= f
 ?

(P,H)rf»
lx

, J = f 1Ι)Λ.
Π D D 

aient un sens, D appartenant à dl. Nous supposerons de plus I et J 
tendant uniformément vers zéro quel que soil P, quand D est un 
cylindre γ de rayon ζ infiniment petit et d'axe fixe AA' parallèle à 
l'axe des χ (AA' étant la hauteur du cylindre). 

On a alors J= ~ Rappelons le raisonnement classique : Ρ étant 

sur AA', envisageons les deux suites d'intégrales I
n
 et J„obtenues en 

excluant du domaine d'intégration D des cylindres γ„ d'axe AA' et 
dont les rayons z„ tendent vers zéro quand le nombre η croît indéfini-
ment. Quand Ρ varie sur AA', on obtient ainsi deux suites unifor-
mément convergentes de fonctions de χ qui ont pour limites I et J. 

Or J„= car la dérivation sous le signe J s'applique, Ρ étant 

extérieur au domaine D — γ„. Le théorème bien connu sur la dérivée 

d'une suite uniformément convergente donne J = —· 

Nous pouvons même aller plus loin dans le cas où J n'a pas de sens. 
Supposons que, M étant un point arbitraire de I), nous ayons pu 
mettre φ sous la forme ψ,Μ + ψ.ν, ψ et ψ' étant deux fonctions de Ρ et Π 
qui dépendent aussi de M et qui, M étant iixe, sont continues ainsi 

que ~~ et (·^~ en (Ρ, II), sauf pour Ρ11 = ο. Supposons aussi qu'on 

sache calculer par un procédé quelconque la dérivée de / ψ„ <7ω„ et que 
•Λ» 

ΐ=
[^Χ

ψ,
Ή,.'

 r=
f}¥\,

d
*

a 

aient un sens et de plus tendent vers zéro uniformément quel que 
soit P. quand D est le cylindre γ. Par la notation [ ](, nous entendons 
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que nous avons effectué l'opération entre crochets pour un point 
fixe M quelconque,'puis que nous avons placé M en P. Nous pouvons 
alors former les suiLes et ,Y

H1
 comme plus haut, et puisque la deri-

vation sous le signaj"est applicable à J,„ on a 

(ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b)n a/S — J* vfdu>. 

d'où se déduil encore la formule 

F + F' = dI/dxL 

L'application au potentiel .spatial V = / | PII |~""'+2 çnjkou est 

immédiate. Voyons-le rapidement. Remarquons d'abord que, si 

| ο | ΚI PU ι α(ο <[ α< ι ), φ (l(o tend uniformément vers zéro : 
Y 

un calcul simple le montre (' ). 
Il en résulte que les dérivées premières de V se calculent par déri-

vations sous le signe j , le pôle étant alors d'ordre m— ι. Pour avoir 

(1 ) Ku ell'et, nous majorerons la limitalion de / en prenant un cylindre γ indéfini. 

Or ' 7 

dbi ~ /·»'- ' dr chm (r — Ρ II), 

(It,
n étant l'élément de surface de l'hyperspbere unitaire Σηι de V.m ( et σ

ιη la surface 

totale)· Si (Pli, ()./:) — 0, r varie de ο à -A e/sin0 ?.· Donc 

Vjl1 = 2r -4"1 m — (5 -t- (\sa) _ m/2 + 1 

D'ailleurs pour 0 ~ const., nous obtenons sur la surface de Pliypersplière île 
Pespucc l£m-i et de rayon sin 6. On en déduit que 

<hm r-_ sin'"- -0 dvm _! î/0 
et par suite 

II 

l\' - 7- '/«· ·ι f | sin 0 |<r/0. 

Pour m =- ■·>. ou 3, il faut reniplaeer σ„,_ι par 1 ou K' est donc nombre fini fixe. 

Journ. de Mal/i., Ιοιπι; IX. — Kase. I, ιρΟο. Ο 



34 MAURICE GEVREY. 

les dérivées secondes, il faut calculer par exemple la dérivée -

de I = ̂  · Or il est classique que, si ρ est constant, 

D2 C/sx2 = Fs JJ7 I I
 ">+*p cos(//., :c) r/Sji (S frontière de D). 

Lorsque D est γ, l'intégrale n'est étendue qu'aux deux bases de γ et 
par suite tend vers zéro uniformément avec le rayon ε si Ρ appartient 
à un segment strictement intérieur à AA\ Nous pourrons donc, quand 
ρ est variable, appliquer à 1 la seconde méthode donnée plus haut en 
décomposant ρ en p

M
 + (pu — p

M
) : pM joue le rôle d'une constante et si 

I PII — PM | < Il | Mil (a {condition de Holder) 

nous obtenons bien deux intégrales telles que J et J' : d'où c'est-

à-dire d2 V/dx2. 

8. CAS OU LES COEFFICIENTS aik SONT CONSTANTS. — Commençons par 
l'équation 

l·, ( u) ̂  Au "'Y bi -r— -H en — /, dxi 

dont nous envisageons la solution u dans un domaine D de frontière S, 
sur laquelle elle est donnée. Désignons toujours d et o la distance des 
points P(a?{) et II(ξ/) à S, avec r=Pll et r:, = 7,2 + 4do\ /·~'"+2 est 
solution fondamentale de Au = o. Montrons que 

(8,) V,1.1 — /~«H-5._ r2 -m + 2. 

qui s'annule quand Ρ ou II viennent sur S, est quasi-solution de F, = o, 
donc quasi-fonction de Green. Il nous suffira, pour cela, d'établir 

que Δ
Ρ
 Y est d'ordre m — ι en y Or 

(82) /II P' 2 =H. ( R;—p)(R»—À1). 

H—Srî-7·(^). · 
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Si nous envisageons la surface parallèle a S passant par P, en 
appliquant la formule (3;1) successivement dans toutes les sections 

principales, puis faisant la somme, on voit que ^ puisque = o^ 

Ai/ est égal. ί1
2ΐΓ~~37' ®f

ar,t un ra
y

on
 de courbure principal. 

D'autre part ~ est un cosinus directeur de la normale intérieure, de 

sorte que ̂  (77.)
 == 1

 · l^'
111

 '
a
 formule de Taylor donne 

nil 1 ,Λ. , d° (2R — f/)(2R — <5)1 /2 _l + 7 Π? J" 

I l, étant borné. Il résulte de là, d'après un raisonnement analogue à 
celui du 11° 3, que /·'" 1 A,.V reste borné, queîs que soient Ρ et 1J 
dans D H- S. 

Il est entendu, comme dans le cas du plan, que d et 8 ne désignent 
les distances de Ρ et 11 à S que lorsque ces points appartiennent à une 
région 61' comprise, par exemple, entre S et une autre surface restant 
à une distance de S moindre que le minimum de 11,; dans le reste 
de D on envisage des prolongements des fonctions d et 0. 

Fniin nous pouvons remplacer d par une fonction //, deux fois 
derivable dans D-+-S, positive dans D, nulle sur S et telle que, 

sur b, ^ = 1 on, ce qui revient au meme, JM77) = ' : ce'a se 

justifie par la même méthode que dans le plan (n° o). 
Si nous avons à résoudre le problème de Dirichlet, tous les raison-

nements du n°4' peuvent alors être reproduits pour obtenir la fonction 
de Green G,'.1, solution de F, = ο cri Ρ et nulle quand Ρ vient sur S : 
toutefois, le coefficient de la formule de Poisson (1.,) est alors (m,—2)σ,„, 
au lieu de 2T. dans le plan. On aboutit ainsi aux forrmd.es (ί·

2
) et (2··) 

du premier Chapitre [où V est l'expression (8,) |. 
Abordons maintenant l'équation générale linéaire 

( Ε) Ι·Ρ( a ) := (ïïu -+■ "V h, -4- eu m i avec ΰίιι. χξ NT ■ f- " - dxi dxk, 

la forme Ψ = Σα/Λ.«4
·αΑ étant délinie, positive et de discriminant égal 

à un, hypothèses que nous conserverons dans toute la suite. Nous 
supposerons d'abord les aik constants. 
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Prenons alors le point Π comme origine et envisageons la substitu-
tion linéaire de module un 

(8,) xl = $,ix'j OU Xj χ k 

i '< 

(Prêtant le mineur de β y/,. ), qui transforme Σα'Ί\·ν,·,Γ
/; en Σ.ν'/ — r 2 \ 

nous indiquerons parles mêmes lettres, accentuées et non accentuées, 
' les éléments correspondants de la transformation (8a). On sait que cDu 

se transforme en^ 3^ ^ ̂ ej et^*,.
 e

„ ̂ r, ̂ ■ 

La solution fondamentale deV = étant ζ·'-'"-2 à l'ori&ine, 
m 

celle de cOu = ο sera [Σα^ινιΧ/,· | 2 et, dans le cas où M (£,) est quel-
conque, elle sera 

»»'(T, ll)=2r m/2 + 1 2 , avec 3: ξ,■)(·'''/·-·';/.·,)· 

(Quelle sera alors la quasi-fonction de Greeri de F = ο ? C'est 
r>-m-h'2 — r ~"t+- dans le système (#',·)*, donc, avec les variables (a?,·), ce 
sera 

dGp II = V IIp + FD V PM Q IIM dw M2 

-

s étant le minimum de £'J quand il varie sur S, Ρ étant fixe, et s* le 

minimum de £r quand Ρ varie sur S, II étant fixe. D'ailleurs, en 
posant Β·2 =Sr + on déduit, d'après (82) écrite avec les (a?)), que 
l'on a en Ρ (a;,·) 

(84) o m = m [ r (m/2 + 1) ] _ 1 m/r 2, K = 4 r m/2 [ r (m/1 _ 1) ] _ 1 

+ ~Σ^· - ω as -- ar
t
. ' 

.J*,, -

formule qu'on peut d'ailleurs vérifier directement en ulilisant les pro-
priétés des formes quadratiques. Notons aussi que la formule des 
accroissements Unis donne 

( 8'J Vj,
1
 < 2 {m. — 2 ) .ν ί 37, ' 37 ' '-j . 
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Enfin on peut désigner par .v une fonction régulière dans D + S, 

positive dans D, s'annulanl sur S ainsi que^du·~ ~ — r, puisque 

cette dernière condition devient ̂ ~
 1
 ^

ans transforma-

tion (8;ι) : ceci entraîne ~ ~ΨιΓ étant toujours la forme qua-

dratique des a,;(1 ). 
Quant à la formule de Poisson, appliquée au domaine D'correspon-

dant à D, elle nous donne en revenant ensuite à D (les éléments de 
domaine étant égaux) 

e> / S 2 pu d',)\\ — — {ni — «)o"/i/pp· 
D 

H résulte, de là que ( 1,11 sera donnée par ta formule 

( ) t ').' — \ -|- j \ |. Ψ.'/ c/fOj|, 
«· i< 

<l> vérifiant Véquation intégrale (avec λ — ι) 

(8.) ^xC-ZSSL^+lgSL·, 
D {ai -- ·ι )<7m {m — 2)σ„, 

qui montre que Φ est la résolvante du noyau-, F (VIIp)/(m _ 2) Qm —pour h — i. 

Celui-ci, d'après ce qui précède, présente un pole d'ordre m — ι quand 

Ρ el II sont confondus, ce qui justifie la dérivation sous le signe j (n° 7). 

(Nous le supposerons de plus astreint à la condition de Holder en Ρ : 
voirie n°9). Ou peut donc opérer comme au n°4·, soit en exprimant la 
résolvante au moyen du premier noyau itéré borné ( qui sera ici le miin,e), 
soit par la méthode de Poincaré, soit enfin en transformant directe-
ment l'équation (8

6
) par itération. 

(!) Remarquons en effet que, pour toute fonction β constante sur S, on a 

,ΐϊΐ. = 3ί^' <l0" _ E d/dxk _ uv daik / dxi + E i db 1 uv / dxi. 

Appliquant ceci à s, on a donc, sur S, (= ψ-1 /dn) et aussi ~- ds/dn~ ds/dN = 1,. 
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Ayant la fonction de (ireen, la Formule fondamentale (ila) nous 
donne la solution du problème de Diriclilel en tout point Ρ de D. 

S). CAS GÉNÉRAL. — Comment les calculs précédents doivent-ils être 
modi fiés quand les coefficients a-

lk
 sont fonctions de(.r,·)? Ainsi que 

nous l'avons dit dans le n° 1, il y a deux façons de procéder suivant que, 
dans l'expression S, ou prend la valeur des a'k en Ρ ou en 11. En d'autres 
termes, si nous posons, M étant un point de D + S, 

m 
(9.) -Μ(Ρ, Π) = Ιί/Ϊ*(^-ξ/)(^-ςΛ), η·

Μ
(Ι>, 1Ι);=[^)|(Ι,,11}'Γ7'Μ . 

nous pouvons partir de u(Ρ, II) ou de u j|(P, II), que nous écrirons 
simplement m,, et tuif. 

_ m + 1 
A. Supposons d'abord que nous partions de ο',, = £

(
, - : la fonc-

tion auxiliaire sera 

du / dN =Σ toi Σ E d/dxk _ uv daik / dxi + E i α"Λ= ί Σ dFt ψ«' 

s. et σ1 étant définis comme dans le numéro précédent, avec les valeurs 
des aik (et ai,;)prises en P. 

Or, si nous formons les dérivées premières et secondes de o··,,, 
chacune d'elles se compose de deux groupes : 

r° Celui qu'on obtient en traitant les a,u comme des constantes : 
rions con viendrons de surligner toute expression contenant les aiket a"■ 

et précédée d'un symbole de dérivation ^par exemple lorsque 

nous envisagerons dans cette opération les aik et aU; comme fixes; 
2° Celui où figurent les dérivées premières (et secondes) des a'1, et 

qui est constitué par les termes restants. 

Dans une dérivée seconde de u',,, le premier groupe présente, 
pour Pli = o, un pôle d'ordre m et le second un pôle d'ordre m — ι 
au plus, car toute dérivation portant sur les binômes (a?

t
·—ξ

(
) aug-

mente de un l'ordre du pôle : or ces dérivations sont faites deux fois 
dans le premier groupe et une fois dans le second. Pour les dérivées 
premières de mP, le pôle est évidemment d'ordre m— ι au total. 

D'autre part, si l'on calcule (DPwP, l'ensemble des termes du premier 
groupe s'élimine évidemment (ô?,,o-v = o) et il ne reste que les termes 
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du second groupe, dont l'ensemble admet un pole d'ordre m — ι au 
plus. 

Soit maintenant à calculer, en un point Ρ riUérirur à D, les dérivées 

premières et secondes de / V,1.1 puc/ton : la partie contenant .%-[ 4 s Q 
D 

se dérive une ou deux fois sous le signe j*, les dérivées restant finies 

puisque .%+/fyo* ne s'annule que si Ρ et 11 sont confondus sur S. On 
peut calculer de môme les dérivées premières de la partie contenant w,,, 
le pôle étant d'ordre m— ι (n" 7); voyons les dérivées secondes. Soit 

— f I W ~ H- uv(a-\-h)n]dS= f vfdto ; 

calculous Pour cela posons 

(ι,,) ( m —. 2 ( P ) — —J — u -t- w(a H- b)n a/S — J* vfdu>. 

(avec, évidemment, = ιι,,— u>
M
). Nous aurons alors, avec la nota-

tion du n° 7, 

A-çs( P)= [— f 3 S ~] m [1r't",F (çs)rfo] P 

et le premier terme du second membre sera ce qu'on obtient cri suppo-
sant les ail: constants dans les dérivations, c'est-à-dire le premier 

groupe ^ envisagé plus haut; l'autre terme sera donc le second 

groupe. Dès lors <^~ et jouent le rôle des fonctions ψ
Μ
 et ψ'

Μ
 du n° 7 ; 

nous savons, en effet, calculer en supposant les aUi constants et, ο 

satisfaisant à la condition de Holder, ce qui nous donne un terme du 

type J et, d'autre part, l'intégrale J' a ici un sens, puisqu'on a un pôle 

d'ordre m — ι : on a ainsi = J + J7. sxK 
Dès lors, nous aurons évidemment 

(flp / (Cp Ρ π d(»i n = (Dp / (Cp pn d^Yi / [ (Dp w'y\ ]P ρπ^/ωπ· 
J ρ J ρ Jq 

Le premier terme est — (m — 2)σ„,ρΡ, d'après le n° 8. Le second, où 
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ne subsistent que les termes du second groupe défini plus liant, est, 

d'après ce que rions avons dit à cet endroit, / cîVppjjr/ton. D'où, en 

réunissant les résultats précédents, 

( 92)
 1?

I· / V.V ΡΙΤ^ΩΗ —— ( M -- ■>·)Σ
/

„Ρ
Ι
, / F,.( V/.

1
 )ΡΙΤ^)||. 

J ρ J ρ Jq 

La fonction Y/,1 est quasi-soluUon.de F,, = o, car F,,(V
i
1,i) a un pole 

d'ordre m — i. Il suffît, pour le voir, de former, suivant notre nota-
tion, Vj1) qui est la partie de l'ordre le plus élevé eL qui a bien un 
pôle d'ordre m—ι d'après ce que nous avons dit dans le cas des aih 

constants, en nous servant de la transformation (8,). 
Nous pouvons aussi, pour montrer que V est quasi-solution, nous 

passer de cette transformation grâce au calcul direct de tO,,( V,'/) qui 
donne la formule (8.,). Supposons que s soit une fonction de Ρ régu-
lière dans D -h S, positive dans D et tell·.· que 

( 9:, ) ■«( Ρ ) = °' 2 "//·( p ) — I pour Ρ sur S. 

cette dernière condition pouvant s'écrire — = Ψ - (n° 8). Nous pose-

rons alors, dans (8
/(
), i = .y(P) et cr* = ,v(l£). La fonction .v est infini-

ment petite du premier ordre avec (/, distance de Ρ à S (les dérivées 
premières de s ne pouvant être toutes nulles sur S) et Za

U;
s'

v
.s'

;r
.
l:
— ι est 

du premier ordre eu d. On peut donc écrire 

δ, = + a?/) d d / dxi, γΠ _ + 4 d *. / r 

//, restant borné. El, d'autre part, d'après la formule de Taylor, 

s — S + ̂  {ii — χι ) H- Il, r2, 

H,, qui contient les dérivées secondes de .v, restant borné. D'ailleurs 
le rapport β des deux formes quadratiques définies r2 et 3M reste borné 
et différent de zéro quel que soit M. Ici, il s'agit de 3P que nous écri-
rons simplement 3. Tenant compte des deux formules précédentes, 
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avec /" = β S dans (8.·, ), il \ ienl 

du , du au -f- ο. — —(- υ -τ— c — o. dx dy = 0 

Le crochet reste manii'eslement borné et il suffiI-, pour montrer 

que i0,,V|l Osl. borné, (rétablir que l'est aussi. Or, s — Q 

étant du premier ordre en /·, on peut écrire (d'après r — (3$) 

| .y — &\ <k\jz et il est toujours loisible de supposer k> i. On en déduit 

y/.r > Ls___1J, d'où 

dGp II = V IIp + FD V PM Q IIM dw M2 

et notre objet est établi (') : nous avons montré que Y est quasi-
solution saris passer par l'intermédiaire de l'équation F, = o. 

Nous avons ainsi tous les élénienls qui nous permettent d"1 écrire à 
nouveau les équations (8

3
) et (8„) et de conclure comme à la liu du 11" 8. 

Il convient toutefois d'ajouter que, pour pouvoir par la formule de 
Poisson obtenir l'équation (8

e
), il suffit de supposer que les dérivées 

secondes des coefficients de l'équalion (E) et la fonction cV>s satisfassent 
à la condition de Holder en tout point Ρ de J) : car alors F,,( V) et Φ,',1 

y satisferont également. 
D'autre part, il n'est pas nécessaire que les dérivées secondes de s 

existent sur S : ainsi que nous l'avons déjà remarqué dans le cas du 
plan, elles peuvent devenir infinies comme d%'~ \ en supposant de plus la 
condition Holder vérifiée par les dérivées premières dans I) -f-S avec l'expo-
sant h

x
, H, et uïs contiennent alors d*'"1, qui sera un facteur dans le 

noyau, ce qui n'empêche pas le calcul de Φ, car les intégrales utilisées 
conservent toutes un sens (2). Nous dirons alors que τ est quasi régulière. 

(1) (Jans le cas de F) = ο. on a % = /·-. s = d. σ = ο et £ = ι {cf. n" 3). 
( 2) La technique de cc genre de noyaux, qui sont de la l'orme K, r"— '" άΛ'~ n'est, 

pas aussi classique que celle des noyaux de la forme On les ramène, par 
des itérations, à la forme K» <!<*■'—1, K, étant borné. La résolvante admet en fac-
teur; les traces sont finies k partir d'un certain rang. 

Dans le cas du problème de Dirielilel. le fait que V s'annule quand Π vient sur S, 
permet de donner au noyau line forme plus maniable en se servant de (8',) | voir ]. 

Journ. de Afalfi., tome IX. — Faso. I, ig3o. 6 
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ÏÏL t 1 
B. Partons maintenant de uqi = .ru - . Les quantités s et r1 

changent alors de signification : M étant un point de D + S, si nous 
désignons par A

m
( P) une fonction positive quand Ρ est dans D, s'an-

niilant ainsi que^«/
/;
(M)^ ̂  — 1 quand Ρ est sur S, régulière ou 

quasi régulière en Ρ, nous aurons ici s — .vu ( Ρ ), 3-— j^ ( 11 ) [ alors que, 
dans le cas A, nous avions envisagé au début s — *,.(!'), α1 = jr,,(ri)(' ) |. 

Nous posons alors 

(9*) ^ ι1·' — "'u — ( & ri -i- ■/i νrr) ■ ' — "τι S?- -4 · 

Vérifions d'abord que Ff.(V) a un pôle d'ordre < ///; il suffit d'envi-
sager CO,, Y : 

(9.) ®,V=2( Il ) -1-£ r Δ"" = «»< V) - M") 1· 

Le premier terme a un pôle d'ordre m—: 1, les α
ιΊ;
(II), qui figurent 

exclusivement dans V, jouant le role de constantes (cas du n° 8). 
D'autre part a 11 " P(Jle d'ordre /w, son produit par /■"' restant 

borné quels que soient Ρ et M dans D + S ; mais, si les a
ih satisfont à 

la condition de Holder | Aa
/7

,.| Λ /Λ, le pèle du second terme est 
d'ordre m — a. Nous dirons, par une abréviation légèrement en dehors 
du sens habituel, que les aiu ont un accroissement d'ordre a. 

Nous voyons donc que V, ainsi ( Γ ailleurs que ο ρ, est bien quasi-
solution. 

Il convient de noter, d'autre part, qu'on peut aussi prendre pour s, 

(*) A'JJ est envisagée ici comme fonction de deux points, dont l'un M est. fixe. Nous 
avons également, à l'occasion des conditions (93), défini s comme fonction d'un seul 
point F1; en posant s = ji>(P), nous aurons une façon tVoblenir cette fonction s. 
Cela résulte d'ailleurs de ce qui a été dit au début du cas A; car faire M ~ Ρ 
dans A'M(P), c'est envisager l'expression de s quand les an- sont constants et y rem-
placer les auc par leur valeur en P. 

Notons enfin qu'on peut prendre comme fonction ÎJI(P) le minimum de \/2R.v( Ρ, II 
quand M et Ρ sont fixes et que II varie sur S. En effet % devient d dans le change-
ment de variables (83), fait avec la valeur des coefficients en 1M. et le chan-

gement inverse transforme ( = ι en /dn) ^ «,·/·( M)—1 / dxi -^1/dxK =1.. 
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dans (9/), la fonction définie par (9») : il suffit alors, dans le terme 
Σα,·/

;
([Ι)*(4

α
. figurant dans (9-) explicitée, de remplacer ^-(ïï) 

par r/
(/i
(P) — Δα,/, pour voir qu'on a bien une quasi-solution. 

Le calcul donne d'ailleurs le résultai, suivant : <î>,, V s'obtient en ajou-
tant le terme 

(9x') Vjl1 = 2r -4"1 m — (5 -t- (\sa) _ m/2 + 1, 

F (P) _ f (II) ! < K ! P II § & (ο < α ^ ι). δ, = + a?/) d d / dxi, 

au second membre de (8.,, ), dans lequel la valeur de <i
{h
 est prise en P. 

Ici Sr désigne κ, mais, en fait, dans 2r + 4.v7, on peut combiner .% 
ou .JJI avec un des choix de s sans cesser d'avoir nue quasi-solution. 

En ce qui concerne irn, il y a une autre façon de calculer cO
v

w\y qui 
nous servira dans la suite. Ecrivons «Τ·ΊΓ= W.MH- «·'» et envisageons les 
dérivées secondes par rapport à Ρ de la fonction = on— celles 
de u'M sont de la forme 

(96) ()u .. Ou T.. T 11 — -ι- II, — -ι- k" = L. an as r/ Ck), 

les d/, dépendant des «,Λ et ayant aussi des accroissements d'ordre a. 

Formons f = f a}1
 r~r~ en appliquant la formule des 

accroissements finis à l'expression (Q
b

) considérée comme fonction 
des aih et cik. Le résultat peut se mettre sous la forme d'une fraction 

dont le dénominateur est ·£·, m/2 + 2 " , étant une forme à coefficients 

intermédiaires entre ceux de 5"n et et qui est d'ailleurs définie (sinon 
on pourrait rendre l'expression infinie pour Ρ distinct de II sans que 
les termes dont elle est la différence le soient, ce qui est absurde). 
Quant au numérateur, c'est un polynome du quatrième degré en χ,·— ξ/ 
dont chaque coefficient contient en facteur un accroissement des aik 

ou cientre M et II, de sorte que le numérateur est le produit de[IIM|*r4 

par une quantité finie. Si donc on place M en II, le numérateur sera de 
l'ordre de r4+a et nous aurons au total un pôle d'ordre m -f- 4 — 4 — a, 
c'est-à-dire m — a. 
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Cela élanl, ori peut écrire <Â),,O'H SOUS la forme 

Σ à"1 u ou x ? , àu . a,k ~ Ty + L•*<άϊ, + +i-°< /II P' 2 =H. ( R;—p)(R»—À1). 

le premier terme est nul et le second a un pole d'ordre m — a. Donc, 
nous vérifions à nouveau que u'n est quasi-solution. 

Ce calcul va nous servir pour obtenir cO,. / η·||( P, ff)cnf/(ojr en un 
" 

point Ρ de l). Il suffit d'écrire 

Σ à"1 u ou x ? , àu . a,k ~ Ty + L•*<άϊ, + +i-°< /II P' 2 =H. ( R;—p)(R»—À1). 

et d'opérer comme nous l'avons l'ait dans le cas A, en nous appuyant 
sur les résultais du n" 7. Le premier terme nous donne —(>// — 2)'j„

(
c,,; 

la dérivation sous le signeJest valable dans le second (intégrale du 

type J') et nous donne / â>,,<î'u pu (Uo\\. Nous pouvons alors écrire, pour 
D 

la fonction V,1/ actuellement envisagée ( 9,.), la même formule ( 9/) que 
dans le cas À (il conclure également de même pour le calcul de G asec 
toutefois un nombre d'itérations plus élevé si α < ι. 

Ici la seule condition imposée aux coefficients de (Έ) est celle de 
Holder; Φ,1/, donnée par(8„), la vérifiera également comme fonction 
de P. Ln effet, le Lerme connu do (8,- ) la vérifie; quant à l'intégrale du 
second membre, on la décomposera en deux au moyeu d'une spbèrc -
de centre Ρ et de.rayon 2.ΡΡ'<ΡΠ. Quand ori passe de Ρ à P', les 

deux parties de l'accroissement de^soul de l'ordre de| PP'j*; l'accrois-

sement de / contient en facteur | PP'|a <·! l'élément différentiel est de 
S _ E 

l'ordre de r~m sur Σ : l'intégration donne donc un terme de l'ordre de 
IPP'fjPlPP'l, dont le quotient par | PP'p, avec tend vers zéro 
avec PP'. Donc | PP'^—Φ,1,1) tend vers zéro avec PP', ce qui 
suffit pour pouvoir passer de (8

8
) à (8„)(1 ). 

Quand s est quasi régulière (voir 9, A, in fine), l'usage de (8,,) com-

(*) Toutefois pour aboutir à ( J12i) et pour prouver l'identité des deux fonctions de 
Green, nous admettons provisoirement l'existence de l'adjointe. 
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biné avec (9..) permet de montrer (en supposant α = α' et S = &n) 
ÎJ ne 

(97) /IIP' opy_ (R2_/2)(R2 — χ*) \ΠΡ* H J ~ί+ RV- ' 

l\ 1 et K
a
 étant des fonctions de Ρ et II continues (sauf peut-être 

pour Ρ II = ο et s = <> ) et bornées dans I) 4- S. Pour cela on utilisera, 
I 

outre les conditions vérifiées par s, le fait que £ -g,.. est borné et (pie 
j ''—&./' est <(/jpsG1^'1^"1' (formules des accroissements finis). On 
notera également que, dans les formules delimitation, s et d peuvent 

s'échanger, car.vr/ 1 est jé. ο et borné, du fait do la condition ^ = "Ψ"*. 

Le noyau (97) se ramène aisément à la forme .va 1 K,lL (K. borné) au 
moyen d'itérations; la méthode de Poincaré peut aussi s'appliquer. 

Ici donc, nous élargissons le sens du mot quasi-solution : il suffit que 
la forme de F|.(V,!') permette le calcul d'une résolvante Φ,1,1 qui soit 
acceptable. Elle aura d'ailleurs aussi la forme (97)et,'d'après (8'

t
), on 

en déduit sans peine que l'intégrale de (8
5
) se comporte comme 

('pny-a-/M. 

Si s est régulière, il n'y a pas de terme en K
2
 dans (97). 

10. Τ iiéorik générale du ΐΌΐΝΤ-iMAGE.. — Opérant toujours dans l'es-
pace E,„, nous allons procéder par une voie analytique à la recherche 
du point-image d'un point variable P. La solution fondamentale 
de άιι = 0 étant 7· - (/·= IIP), partons du problème de la recherche 
de la quasi-fonction de Green : la fonction V = — r~'n -, avec 
/·, = IIP,, pourra jouer ce rôle si P, est un point correspondant à P, 
se confondant avec lui quand il vient sur S et tel que à

v
/\'n'r- ait un 

pôle d'ordre m pour /·= o. Si P, est extérieur éi D quand P est inté-
rieur, cette dernière condition est évidemment remplie tant que P ne 
vient pas sur S : il faut donc déterminer P, de telle sorte que /-'"Δ,, r~"l-
tende vers zéro avec /·, même quand P eL II tendent vers un même point 
de S, c'est-à-dire quand r et d tendent simultanément vers zéro. 

Or, si l'on calcule le symbole Δ par rapport à P,, ùkvr~"1''- est nul. 
Envisageons alors les formules définissant la correspondance entre les 
coordonnées (aë ) de P, et (χ,·) de P : 

(iOj) ·£';—x\ X.,, .... xm), 
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et, u étant une fonction cles xj calculons ses dérivées secondes par rapport 
à χ, pour former Δ

ν
ιι. Si l'on peut choisir les fonctions.χ·,1 des .r, de lellc 

sorte que, quand Ρ est sur S, on ail Δ,,/ι = Δ,, /î H- R, U ne contenant que 
les dérivées premières de //, \, u est nid pour u ■= !·[""' et Ton conçoit 
alors que, si d et r tendent vers zéro, r"'\

t
u sera infiniment petit. Rien 

entendu, il faudra vérifier ceci, une fois trouvées les conditions du 
choix des χ). 

Précisons ce calcul : ori a 

( ι o, ) Δ,, "(./·,· ) —2, jpy· 'h^J 2 (λ r) <h
A

k i lh
r

, 7J77 ' 

Si nous indiquons par l'indice S la valeur d'une fonction quand le 
point Ρ dont elle dépend est sur S, nous aurons donc les conditions 

(103) nil 1 ,Λ. , d° (2R — f/)(2R — <5)1 /2 _l + 7 Π? J" 

quels que soient i et k (avec ι φ k). Or les deux dernières expressions 
sont invariantes pour tout système d'axes rectangulaires. Prenons alors 
comme axe des x, la normale intérieure η à S en un point j> et les autres 
axes dans Phyperplan tangent, puis différentions (ίο,) : 

d.-rj = H- 4-i ,/./·„ + ... -h --i- d.r„,. 

Si Ρ est en P, y est aussi et χ) = x; : si donc nous nous déplaçons 
sur S à partir de ρ, ce qui se traduit par rtfa?, = o, Informulé ainsi 
obtenue 

Vi1 = 1 e (, + =J?/ 2 r2 r. ό\- 4- νφ v ?£'■ 

doit se réduire à (r£rj)
s
= (dx;)*, d'où 

(S)=' (i = 2, ..., m), 

ν φ/ + ό\- 4- νφ v ?£'■+-©!>· (i=\ m\ /=ζ'λ. i^6l), 

relations qui doivent être vérifiées par les dérivées par rapport à 
.x'

2
, ..., x

m
. Tenant compte de celles-ci, la seconde formule (io

3
) 
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donne alors 

<"»> (©»=° Ρ001" '*·· (ë)»
=l

 P°
ur
 i = 1, 

et la troisième formule (io
a
) est alors vérifiée d'elle-même. D'ailleurs, 

Ρ et P, étant de part et d'autre de S, leurs déplacements à partir de p 

sont de sens contraire et ~ est négatif : les conditions (io
/(

) sont donc 

(dx !/dxi)s = _ 1. (s.— <'*■> 

ce c{ui montre que, si Ρ se déplace normalement k partir d'un point ρ 
de S, P, .subit un déplacement in finit ésim< il équiopposé, c'est-à-dire que 
(Pp, ρ Ρ ι ) est infiniment petit et pP, est équivalent à Ρ p. Comme les 
déplacements de Ρ et P, sont confondus sur S, il en résulte que, si le 
déplacement de Ρ a lieu dans une direction quelconque à partir d'un 
point de S, celui de P, est symétrique (au point de vue infinitésimal) 
par rapport au plan tangent en. ce point. La condition géométrique 
ainsi trouvée est équivalente aux conditions (io

;
,)et, dansle cas ou les 

axes rectangulaires sont quelconques, elle se traduit parles relations 

ν φ/ + ό\- 4- νφ v ?£'■+-©!>· (i=\ m\ /=ζ'λ. i^6l), 

avec α,·= ( n, &·/). Ces conditions sont vérifiées par le' symétrique P' de P 
par rapport au pied p de la plus courte distance de P à S (') : P' peut 

ii) Il est facile de voir directement que les conditions (ios) sont réalisées quand on 
remplace les x) par les coordonnées fie I". 

»»'(T, ll)=2r m/2 + 1 2 , 3: ξ,■)(·'''/·-·';/.·,)· 
r.n elli'.t. 

( Ε) Ι·Ρ( a ) := (ïïu -+■ "V h, -4- eu m i avec ΰίιι. χξ NT ■ f- " - dxi dxk, 

les termes non écrits contenant d en facteur. Vérifions par exemple (io3) pour i — i, 
fc ~ ί. lin utilisant = i. on trouve 

Σ ( è; ) â= " —2 ■'·''·■>'■- ■'>
1( :

■ ■-
1 :> =1■ 

Σ/()χ\ ()x'.,\ Tmhm~K'( 1 -·«»·**<■ ·- <s^Ή*'*»(«?H-*J,) = "· 
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floue jouer le role de point-image, au moins tant que P reste dans le 
voisinage de S (il est clair d'ailleurs qu'il nous suffit de définir P, 
pour P.compris entre S et line surface voisine intérieure à D). Tout 
poin t-irriage Ρ, est tel que l'angle Ρ yp P' soi tin finimen 1 petit avec d — I }'p 
et que ρ P, soit équivalent à d : cela équivaut à la condition que Ρ' P, 
soil injinimcnl petit par rapport à d. 

Il nous reste à vérifier que est cjfcclwcmctil quasi-solution. Or, 
quand P est .intérieur à D, la formule des accroissements finis, appli-
quée entre p et P, donne 

(105) »»'(T, ll)=2r m/2 + 1 2 , 3: ξ,■)(·'''/·-·';/.·,)· 

A et Β étant bornés; a' est égal à ι si les fonctions x) des χ-, sont régu-
lières dans D + S, et inférieur à ι si elles sont quasi régulières, c'est-
à-dire si leurs dérivées secondes deviennent inlinies sur S comme dx ~ 1 

(ο < y.' <^ i) et que l'accroissement des dérivées premières à partir de S 
soit d'ordre a'. Dès lors, si l'on remplace a par r "ir~ dans (io

2
), 

\
t
u est nul elles termes restants qui contiennent les dérivées premières 

et secondes de u sont respectivement de l'ordre de r]"1'* et r~'n; tenant 
compte de (ιο

Λ
) et introduisant deux nouvelles expressions bornées G 

el D, on peut alors écrire 

(106) »»'(T, ll)=2r m/2 + 1 2 , 3: ξ,■)(·'''/·-·';/.·,)· 

Si donc nous montrons que, quand r et d tendent vers zéro, — et — 

restent linis, ΔΡ/·7"ι+" admettra pour r=o un pole d'ordre m — a' au 
plus et notre but sera atteint. Pour cela il suffit, en posant HP' = r', 

d'établir que p et sont bornés, car r, et r ne diffèrent entre eux au 

plus que de P'P,, quantité infiniment petite par rapport à d. 
Nous n'avons alors qu'à reproduire dans l'espace E

w
 le raisonnement 

que nous avons fait dans le plan | formule ( Ai) sqq. ] avec cette diffé-
rence que r' désigne actuellement ce que nous avons appelé /·, au n° 5. 
On trouve alors comme condition que, pour les points 11 de D voisins 
de p qui peuvent être situés entre S et le plan tangent en p et qui se 
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projettent en IP sur celui-ci, il suffit que reste borné, ce qui a 

sûrement lieu puisque ce rapport tend vers zéro quand II tend vers p. 

Donc ~ et sont bien bornées et r~"l+~ est quasi-solution de Au — o, 

donc de F, = o. 
— w +.! 

II en sera de même d'ailleurs de r~~"L*~- = (/'J-t- *') " si r est régu-
lière et s'annule sur S ainsi que ses dérivées premières et secondes, 
respectivement comme dîJrU", r/'+a etda'. lin effet, en supposant naturel-

lement j'\ φ o pour tout point I? intérieur à D, y reste fini ; donc y et y 

sont bornés et a la forme d'un quotient de dénominateur /·',"% Le 
numérateur se composant : i°des termes ne contenant pas c et qui sont 
de la forme (io

(i
) (avec r\ au lieu de r, ); 2° des termes contenant c et 

ses dérivées et qui admettent dx en facteur, d'où un pole d'ordre m — α 
Le raisonnement montre qu'on aura une conclusion analogue si r et ses 
dérivées premières et secondes sont d'ordres respectifs 2 -j-α", \ -f a" 
et a" par rapport à l'ensemble (A·, D). 

Lorsqu'on prend pour point-image le point lv, de coordonnées 

xi = xi _ 2 d d d/dxi, on a 

'"<=Σ -"ή(dx !/dxi)s = _ 1. (s.— <'*■>, 
avec 

ο, — cl (ij— £i) yp, 

et nous retrouvons ainsi, par une autre voie, le résultat établi dans le cas 
du plan ; 0, est d'ailleurs le commencement du développement de δ par 
la formule de Taylor quand on passe de II à 1?, ce qui permet, par une 
voie inverse de celle du n° S, de retrouver la quasi-solution ιΛ!-+ Î\do. 

Soit s une fonction positive dans D, telle que s= o et ~ =1 sur S, 

et admettant dans D des dérivées secondes et troisièmes se comportant 
comme dx'~l et d*'~- respectivement (les accroissements des dérivées 
premières étant d'ordre a' dans D-f- S). Nous dirons encore ici que 
s est quasi régulière et nous pourrons prendre comme coordonnées 

Journ. de Mathtome IX. — Fasc. I, 1900. 7 
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deP, 

(I07) .ν} = .Χι-~ 2.V — , 

car Ρ, P' sera d'ordre τ par rapport a <1 et, d'autre part, le noyau 
de (a

:i
) sera acceptable. 11 vient alors 

(K.,) ,·* = ,·= + /, OU R? = ̂ +4,»„ 

avec 
Q1 = q + Σ/lsi, 

car, en remplaçant 2 ί/77~·) P
ar 1

 Ί
11

'
 es

^
 sa v

el
<;ur sur

 S, on ne 

modifie r\ que d'une quantité d'ordre > 2 par rapport à d. 
La propriété fondamentale de la fonction t\ se traduit par les relations 

(r1) s = (r) s, (£).—(£).· 
qui résultent immédiatement des propriétés de Ρ et qui sont vraies 
aussi pour r\ envisagée plus haut. 

Par le changement de variables (8
n
) tant de fois invoqué, nous 

passons immédiatement au cas de l'équation (E) avec les coefficients α
ιΊ; 

constants. Le point-image P, se définit alors comme plus haut, sauf 
que la normale doit être remplacée par la conortnale : Ρ et P<, con-
fondus en chaque point ρ de S, subissent à partir de ρ des déplacements 

infinitésimaux équiopposés sur la conormale à S. La (onction -
est quasi-solution, avec 

a,=2r(P„ Π)= 2 «"<·*! - Ei) (x2k _ Ek), 

et £ 2 — T. μ I —m j —Zi 2 est quasi-fonction de Green. Lorsque Ρ est sur S, 

S et Sr, coïncident et leurs dérivées conormales sont opposées. 
Pour calculer les coordonnées de P,, il suffit d'appliquer la for-

mule (8
S
), a?/= 2β/yd?}, aux coordonnées (io

7
) du point-image, 

j 
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écrites dans le système {oc'), soit (a?))1 ==.τ)—is ̂ > d'où 

·'·' - «Σ?* w, i =·*<- "Σ i ^'Σ k έ β<·'· 

Or le fail que^ (i^)
 se lrans

f°f
,rne en

 2
 a

u; ~j~r
 se traduit par la 

condition β//(3/,·/= </,·/;. Les coordonnées de P, s'écrivent donc 
/ 

( IO
0
 ) ·4 ·*< — 2 .y 2 "</·· ̂  

Λ 

D'autre part, nous pourrons prendre comme valeurs de &, les trans-
formées avec les variables x; des expressions (io

8
) écrites avec les 

variables xfi c'est-à-dire l'une ou l'autre des fonctions 

(109) Σ/()χ\ ()x'.,\ Tmhm~K'( 1 -·«»·**<■ ·- <s^Ή*'*»(«?H-*J,) = "· 

S1 = = avec σ, = ί+ Σ(ξ'
—

 ®') έ.· 

Dans toutes ces formules, .v est une fonction quasi régulière (au sens 
ci-dessus) satisfaisant aux condilions (q

y
) (les aik

 étant ici constants), 
car celles-ci sont les transformées, dans le système (a?,-), de celles 

_ 1 

imposées dans le système (a?)). Notons que, tout comme r~* d, S, ''s 
reste borné. 

Supposons maintenant les au,· fonctions de Ρ et conservons la défi-
nition précédente du point-image P,. Nous prendrons à nouveau 
comme coordonnées de Ρ, 

( I ο, ο ) χ'ι = Λu — 2.V ̂  a a- ( Ρ) ̂  » 

dont les formules (io„) sont un cas particulier. Eu effet le déplacement 
conormal de Ρ (et de P,) à partir d'un point p de S se calcule en 
donnant aux aik la valeur fixe aik(j>). La propriété que vérifie le 
point (io.j) sera donc vérifiée aussi par (io,0). 

m 
Posons alors «f

3
J = [&M(P

1
, Π)] 2 : pour établir que est quasi-

solution il suffit, d'après les mêmes raisonnements qu'au n° 9, de le 
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prouver eu traitant les aik comme des constantes : c'est précisément 
ce que nous venons de faire. En d'autres termes, si nous envisa-

geons ρ, défini au n° 9, ceci devient A^rf"^"' par la transforma-
tion (8

3
) : d'où un pôle d'ordre <fm. 

Donc m), est bien quasi-solution, ainsi d^ ailleurs que <r{t : on obtient, 

en effet, CO,avI[ en ajoutant.à la différence ÛV(mj[— iv},) qui est 
de l'ordre de si À aih < À ιa (n° 9). 

m 
On aura donc une quasi-solution S, 2 (avec des aik deux fois 

dérivables) en posant soit 

( r0|,) 2r, =z= Ξτ, ( P,, 11), P, donné par ( io,*o) 

[Γexpression de 2", étant d'ailleurs la même que (io'
0
) ], soit 

(iol2) 2r, = 3rP(P, H)-f-/|λσ,, avec g,.y -l- (ξι — -r,·) ~» 

en supposant s choisie de façon que 2, soit > ο pour Ρ dans D. 
Avec les aik continus à la Holder (cas 9, B) on définira P, [et par 

suite 2, = 2jx(P,, II), différant de (io
M

) par des termes d'ordre > 11 
en remplaçant, dans (io,

0
), aik par une fonction égale à aik sur S, 

continue à la Holder à partir d'un point de S et ayant dans D des 
dérivées premières et secondes se comportant comme dx~] et dx'~-

- m + 1 
[cf. (n«)|. Dans CO 2, 2 , les termes contenant les dérivées des 
nouveaux aik donnent un pôle d'ordre m et les autres, par (8;t), 
deviennent A

v
r'~mi2 envisagé plus haut. On a donc bien une quasi-

solution. 
De 2

P
 nous déduisons donc 2 , par ( ίο,,) ou (ι ο, 2) ; de même 

de 2n(P, 11) nous déduisons 2π(Ρι, Π) que nous appellerons aussi 
fonction 2,. Etant donnée une fonction 2,, nous pouvons en obtenir 
une autre en lui ajoutant un terme d'ordre )>2 en rf, admettant des 
dérivées premières et secondes d'ordres respectifs > ι et o; il suffit 
même d'envisager l'ordre en (d, r), à la condition que les dérivées 
premières s'annulent avec d : le raisonnement est le même que plus 
haut. On peut donc remplacer le point (io10) par un autre situé à une 
distancé d'ordre ι en d. 

A chaque fonction 2 la méthode point-image permet ainsi d'associer 
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une fonction positive S, ne s'annulant que quand Ρ et II coïncident 
— 2 + 1 -4- ι 

sur S : 3r " et 2 sont quasi-solutions relativement à Ρ et chaque 
couple (S, 3,) vérifie sur S les relations essentielles 

(1013) (^)s—(^)s, (jjv)
s
 — (,w)s* 

Nous obtenons ainsi des couples de quasi-solutions coïncidant sur S 
et admettant des dérivées conormales équiopposées Q ). 

11. ΝΑΊ riJRE DE LA FRONTIÈRE ET CHOIX DE LA FONCTION S. — Supposons, 
comme au n° 6, D défini par ο et S par φ = ο. Nous écrirons 
alors, ν étant un nombre positif, 

I 

Oh) hi ( ) = ο [ 2 a
u

- ( M ) ο '
r

. ®',.
t
 + vo ] 2 ; 

le crochet reste positif dans D et l'on voit immédiatement que, 

pour o = o, on a Σα
<7
.(Μ) ^ = ι. Nous pourrons donc prendre 

j = .yp(P) ou s = Jn(P)> comme on l'a vu au n° 9. 
Que doit-on supposer sur φ pour que la fonction auxiliaire formée 

avec cette expression de .y donne un noyau acceptable? φ doit être 
continue et dérivable dans D -f- S ; si, de plus, ses dérivées secondes et 
troisièmes sont continues dans D et deviennent infinies sur S respecti-
vement comme dx~' et da'-2 (et les dérivées troisièmes comme dx'~'\ 
si besoin en est), on constatera bien aisément que s est quasi régulière. 
Quant aux coefficients α

ι7ί
, l'emploi de l'expression (nt) suppose 

l'existence de leurs dérivées premières et deuxièmes si l'on prend 
.ν = .y,,(P), mais non si l'on prend s = s\j(P), la condition de Holder 
suffisant alors. 

S'il s'agit du problème de Dirichlet, on utilisera comme quasi-

(!) Nous pourrions aussi, dans l'expression de χ1 ou de σΐ5 nous servir de sn(P)j 
en partant alors de Ξ7π(Ρ, II), c'est-à-dire en prenant la valeur des a,·/· en Π. Nous 

obtenons ainsi un pseudo-point image Pj défini avec une pseudo-conormale N, qui 
est alors la direction conjuguée.du plan tangent en S par rapport au cône des direc-

m 
lions caractéristiques en Π. Il est facile de vérifier que la fonction Ξ?π[(Ρι, Π)] 2 + 1 
est quasi-solution, en employant une décomposition analogue à (95). Mais ici, dans 
les relations (ιο13), Ν doit être remplacé par N. 
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ta
 β 

solutions (£ 4-4-*'s) " , S étant .% ou %\\. Si l'on veut utiliser le 
point-image, on pourra partir de ses coordonnées x\ formées avec s 
suivant la formule (io

10
) ou de la fonction &, donnée par (io

)2
). 

Mais on peut aussi former directement x) à partir de o. Si l'on écrit 
en. effet, ail; désignant ici r/,7,.(P), 

(ii,) αή ~ ;vr-avec φ = .S a a- φ,',.. φ'η. 4- ν φ, 

on constate que x) diffère de x-
L
— 2,v1

/
,î7

/
7,î',.

/
. (avec s — ®o '-) par des 

termes de Tordre de dx+a·'. Donc le point défini par (n2) pourra être 
pris comme point-image. 

De même on pourra prendre comme fonction σ, 

σ, = βρ a [φ + !(£,·—α·,·) φ.',,] 

qui diffère de σ, définie au numéro précédent par des termes de Tordre 
de rdl+*'. 

Si s n'est pas donnée, il convient donc de chercher quelles conditions 
doit vérifier S pour qu'on puisse former directement la fonction quasi 
régulière s. 

Pour cela reportons-nous à la solution du problème de Dirichlet 
exprimant une fonction harmonique W à m variables par un potentiel 
de double couche 

\\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js Cos (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM dSM. 

La densité c doit vérifier l'équation de Fredholm (avec λ = i) 

\\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js Cos (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM dSM. 

M et Q étant sur S. Or, pour que le noyau de cette équation permette 
la résolution classique, il· suffit que le plan tangent Τ en M varie 
continûment et fasse avec MQ un angle Κ | MQ |Λ(ο < h<i), ou, ce 
qui revient au même, que la distance ζ de Q à Τ soit < K| MQ \i+h. 
Ceci aura lieu si l'angle ψ des normales en M et Q est Κ | MQ |Λ et 
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nous dirons alors que η ou Τ sont continus à la Holder ( ' ). Dans cette 
hypothèse le noyau se comporte comme j QM cas classique. 
Pourrons-nous former s et résoudre le problème de Dirichlet pour (E) 
avec cette hypothèse sur S, qui peut ainsi être dépourvue de courbure ? 

L'expression du potentiel d'une double couche étalée sur un plan 
conduit à envisager les intégrales de la forme (avec [J. > o) 

("0
 Ιμ(Ρ)

 ~X 11>Μ^-ι-Γα. uM dSM1, 

qui, pour JA = I et quand S se réduit à un plan, donnent avec 

!/„= la solution du problème de Dirichlet pour une fonction 

harmonique W. 
Cherchons la limite de Ιμ quand, S étant quelconque (avec Τ con-

tinu), Ρ tend vers un point P
0
 de S. La partie de l'intégrale étendue 

à toute région de S ne contenant pas P
0
 tend évidemment vers zéro. 

Envisageons alors une région S
0
 de S entourant P

0
 et suffisamment 

petite pour qu'elle corresponde point par point à sa projection S'
0
 sur 

le plan tangent T0
 en P

0
 : S'„ sera défini, par exemple, par P

0
M'<p, 

M' étant la projection de M sur T,,. Posons PM7 = PM =r. On a 

xi = xi _ 2 d d d/dxi 

Supposons d'abord Ρ sur la normale en P
0

 : on a alors 

(u
3

) 1 2 | = —1

 <Ty\p —
 lan

gM l |>
M

; 

ceci, et par suite ε', tend vers zéro quand M' tend vers P„. Si donc 011 
écrit (1 + ε')?Μ= ι —{— η', on peut choisir ρ tel que l'on ait |r/| η, quel 
que soit Ρ sur la normale. 

(1) Soit un système de coordonnées choisi dans Τ : ζ sera, au voisinage de M, une 
fonction de celles-ci admettant des dérivées premières pi d'ordre h en M Q, 

I ! 
car βίηψ = [ι -1- Σ/jj] Ρ , d'où | ρ,· | < sin ih (1 -f- ε), ε tendant vers zéro avec MQ. 
Il en résulte que 5 est bien d'ordre 1 H- h si ψ est d'ordre h. 

Remarquons qu'on peut écrire les inégalités caractéristiq\ies de la continuité à la 
Holder en remplaçant MQ par sa projection, sur le olan tangent en M ou en Q. , 
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Remplaçonsp^ par et posons 

//»=//, tfPi=//,M ψ =*(/iM» ^nr u). 

En remarquant que rfSM.= r/Sx cos ψ, on peut écrire 

(111) '"<=Σ -"ή(dx !/dxi)s = _ 1. cos Y/ cos Y u(s.— <'*■>, 

Le crochet du second membre contient trois parties donnant trois 
intégrales. La première intégrale, par une homothétie de centre P0 et 
de rapport d~\ en négligeant vj', devient 

{f»J i AM"!"-"'·1 \>· dSj|", 

M" étant un point de l'aire S'„ homothétique de S'0
 et Λ le point situé 

sur la normale intérieure en P„ à la distance un. Quand d tend vers 
zéro, cette intégrale tend vers h.u

n
, avec 

/·
μ
 =£ \ AM"ι+μ dSn- ^pour μ = ι, ^. 

Montrons que k[Xu{)
 est la limite de I

(J
 . 

En eiTet, le terme négligé contenant η' dans la première intégrale 
est limité par/·,;η; d'autre part on a, dans S„, 

(U/,) 
| ( // — n„) ( ι H- r/) ; < ε„ 

I 1 _ cos Y/ cos Y u I < e, (de l'ordre de sin 2 Y/2), 

de sorLe que les deux dernières intégrales sont limitées respectivement 
par /ί·με„ et £με,. On peut donc choisir S

0
, puis d assez petits pour que 

l'intégrale donnée diffère aussi peu qu'on le veut de /«*μ«
υ

, ce qui 
démontre notre assertion. 

Si maintenant P
0
 ne coïncide pas avec le pied ρ de la distance d

:
 on 

arrive au même résultat, car l'intégrale Ιμ diffère aussi peu qu'on le 
veut de Ζμ«μ, qui tend vers ΖμΜ

0
 quand d tend vers zéro. 

Cette méthode donne l'ordre de l'accroissement de I
P

— I/y quand Τ 
est continu à la Holder (MM'<^K | Ρ

ϋ
Μ'|ι","Λ) et que l'accroissement de 

z/MsurS est d'ordre a. En effet, 1,, diffère de sa limite I,, d'abord par 
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l'intégrale étendue à S — S
0
 et par 

u0 F | ( // — n„) ( ι H- r/) ; < ε„ 

qui sont toutes deux d'ordre p. par rapport à d (en utilisant 
l\M">prf-« dans T

w
 — SJ), puis par les intégrales que nous avons 

examinées précédemment et où η'(de l'ordre de ε'), ε0 et ε1 doivent 
être remplacées, d'après (Ι i[) et (II'

b
), par des termes de l'ordre de 

/■J, rj et rjjVavec ''11= Comme r
()
<V, toutes ces intégrales 

auront donc une limitation de la forme 

Κ clv- f
 r

'~'"+i+v·'c/S
M

< 
S(L 

avec p.— ρ/ = Λ, α ou 'ik. L'homotliétie déjà utilisée montre que celte 
intégrale est infiniment petite d'ordre p.— p.' par rapport à d. En défi-
nitive, I,,— \t, est d"*ordre α', a' étant le plus petit des nombres a, p. et h. 

Remarquons enfin que, si l'exposant de d est p., au lieu de p. dans 
(11 a), l'intégrale est infiniment petite d'ordre p., — p. pour p., > p. ou 
infiniment grande d'ordre p,— p., pour JJL, p. et wPo^o. .11 résulte 
de là, en prenant p., =0, que l'équation de S pourra s'écrire 9 = 0, 
avec 

Ç> == J
;j
.1 et Ja =J ψ

Μ i/SM, 

ψ étant une fonction positive, et 9 admettra des dérivées de tout ordre 
dans D. est de l'ordre de d~'x et 9 de l'ordre de dv·. 

Nous allons montrer que, par un choix convenable de p. et de ψ, on 
peut obtenir directement s. Prenons p.= 1, donc 9 = J71 : alors d 
est une intégrale du type I, et, en tout point p de S, on a 

'"<=Σ -"ή(dx !/dxi) lim s = _ 1. (s.— <'*■>, 

Si donc on prend 

ψ„=^ [2 «,«*]» =f Ψ5, 

on aura 

d p/ sn = Y _ 1/2 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. I, ig3o. d 
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et Γοη pourra choisir φ comme l'onction s d'après ce que nous avons 
vu au n° 8. 

Cela posé, il nous faut examiner comment se comportent les dérivées 
de jeu P, quand P. tend vers un point P

(l
 de S, en supposant P„ P 

normale en P... Nous avons 

("») i = <1.= ~ fr-"^\dS
u
 (/·=ρ M). 

m s 

Toutes les dérivées de l'intégrale J, étendue à S — S0 sont finies. 
Pour examiner les dérivées de ̂  prenons comme origine P«el comme 

axe Ox la normale PP
(I

, de sorte que x
t
 est égalent; étudions 

d'abord les dérivées en ... : on a facilement 

dr _m dr1 _m 
757 ~~ (1 + n ): 

η" étant de l'ordre de rj. Une décomposition analogue à (n4) nous 
donne d'abord l'intégrale 

'"<=Σ -"ή(dx !/dxi)s = _ 1. (s.— <'*■>, 

qui est nulle (car elle se transforme en intégrale étendue à la frontière 
de S^, sur laquelle P

0
M'=p, donc 7·'= const.), puis les intégrales 

complémentaires analogues à celles étudiées plus haut et dont l'élément 
différentiel est de l'ordre de r'~"'~xr* ou de ce qui nous 
donnera au total, en tenant compte de /·„ <^ un terme de l'ordre 
de d~-+&l. 

Plus généralement, les dérivées /ilemv* autres que sont de 

l'ordre de . Si nous dérivons l'équation JJ, = I, nous voyons 

alors sans peine quej^> ···> s'annulent commedx'quand P vient 

sur. S et que toutes les dérivées (τι +1)lèm,:s de s autres que dsn + 1/ dxn1 + 1 

sont de l'ordre de d~"^'. 

Pour étudier et posons x, J, = s,, donc ss, = x,. On a 

(— m -4- ?.) Ί—x j r~"l= —-—— = — -τ—^ -V-.. · + -p; Q1 = q + Σ/lsi, 
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Ceci nous permet de ramener le calcul des dérivées successives 
de .v, par rapport à χ, à celui des dérivées par rapport à ... 
d'une intégrale du type J

:i
, et, toujours par le rnérrie procédé de 

décomposition, on en conclut sans peine que -y-jy est de 1 ordre 

de d-n+xf. 
lin prenant les dérivées successives de .y.v,=x.t

 par rapport à x,, 

on en conclut d'abord que ~ a la môme limite que — = 77» c'esl-

à-dire précisément (^ J) puis que est de l'ordre de d~"+<xl; toutes 

les dérivées (n+ son
t donc de cet ordre et, par suite, ceci est 

vrai quels que soient les axes de coordonnées. 
La fonction .y ainsi obtenue est donc bien celle que nous voulions 

avoir. Elle nous permettra de former la quasi-solution (S 4*σ) 2 _ m/2 + 1 

ou les coordonnées du point-image ou encore la quasi-solution 

S, - - m/2 + 1 (io,a). Si les 0//( satisfont simplement à la condition de Holder, 
on peut prendre comme coordonnées de P, 

( 11G) xl — Xi—isl a i/; s'
Xk

, 
K 

a a,, étant une fonction de V égale à α
ιΊ
,sur S ('). On utilisera alors 

au(P„n). 

(') L'emploi des intégrales J| permet, en effet, de déterminer une fonction χρ pre-
nant des valeurs données sur S et admettant des dérivées de tous ordres dans D; 
/ est même continue à la Holder à partir d'un point de S, et ses dérivées d'ordre η se 
comportent vers S comme d~"+7·', si χ satisfait à la condition de Holder sur S. Il suffit 
de prendre 

/.1» = [ r~m dS
M
 j J r-"' χ

Μ
 dS

}]
. 

En effet, le crochet et l'intégrale peuvent être multipliés par d : d'où, comme limite, 

— · 7- χ ιό; puis les propriétés établies plus haut sur J, donnent l'allure des dérivées 

dans D. On peut donc {voir n" 10, in fine) remplacer, dans ( 11G), les par des 
fonctions ainsi calculées (il pourra être utile aussi de diviser ces fonctions par la racine 
rn16m® de leur déterminant, de façon à obtenir un déterminant égal à un pour les 

«//.·)· 
Signalons aussi un point que le lecteur établira sans peine : lorsqu'une fonction 

admet des dérivées se comportant dans D comme d*'~l et qu'elle satisfait sur S à la 
condition de Holder avec un exposant α ^α', elle y satisfait avec l'exposant se' entre 
deux points quelconques de D -H S. 
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Nous avons ainsi formé, des quasi-solutions qui nous permettront de 
résoudre, pour Γ équation linéaire générale (E), les problèmes aux limites 
en supposant les coefficients de (E) et le champ de normales à S continus 
à la Holder, 

12. CAS D'UN CONTOUR Λ POINTS ANGULEUX. — Le cas d'une frontière 
située dans un plan (P) et présentant des pointes à été étudié, pour les 
fonctions harmoniques, après Neumann, par plusieurs auteurs : par 
exemple Darboux (cours de 1907), Kellogg, Carleman (1), Lichten-
stein : ce dernier s'est occupé du problème deDirichlet pour l'équation 
générale (Comptes rendus, 29 novembre 1909) 

( KO F, (Β)ΞΔ« + a ̂  -1- b ~ -H ne = /, 

en supposant toutefois que l'aire donnée corresponde à celle d'un 
cercle par une représentation conforme particulière. Les résultats du 
numéro précédent vont nous permettre de traiter le problème, 
pour (E,), dans le cas d'un contour G admettant un nombre fini de 
points anguleux et composés d'arcs à tangente continue à la Holder. 

Supposons d'abord un seul point anguleux, d'ouverture β, situé à 
l'origine Ο ; en posant 

z — x-\- iy — ρe'(>, z'—x' + iy'~ , 

la transformation conforme (régulière dans toute région ne contenant 
pas l'origine) 

a,=2r(P„ Π)= 2 « ou "<·*! - Ei) (x2k _ Ek), 

donne un plan (P') et un contour C avec une ouverture égale à Έ 

en O, et (Et) devient 

(E'1) a,=2r(P„ Π)= 2 «"<·*! - Ei) (x2k _ Ek), 

\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js Cos (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM dSM. 

(*) CJeber Neumann-Poincaresche Problem fiir ein Gebiel mil Ecken {Upsala, 
1916); voir aussi GOUKSAT, Analyse, t. Ill, Chap. XXXIII, Exercices. 
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avec 

·'·' - «Σ?* w, i =·*<- "Σ i ^'Σ k έ β<·'· 

Soit ^ = fi ; on a s = z'$, d'où 

r/z = fi's'Î*'-' dz'. 

On voit immédiatement que a' et b', c' et f ont respectivement des 
pôles d'ordre ι—fi et 2(1 — fi) en Ο dans (P') (ceci pour β<^π; 
pour [iy> τ*, on obtient un zéro : c'est le cas d'un angle rentrant). 

Nous avons, d'autre part, supposé C tel que l'angle ε d'une corde 
MMî = l avec la tangente MT soit : cherchons la propriété 
correspondante pour les points M' et M', de G'CM'M', =/'). Si ces 
points ne sont pas voisins de O, on a évidemment ε<ΚΊ"'·. Si l'un 
des points est en O, on a . Soient alors M, et M', en Ο : l'angle ε 
est conservé dans la transformation conforme, d'où 

ε = ε'< Κ/i'=KI'W. 

Si M et M' sont en O, on a 

·'·' - «Σ?* w, i =·*<- "Σ i ^'Σ k έ β<·'· 

Soient enfin M'et M, voisins de O : la transformée de la corde MM, 
fait en M' avec C un angle égal à |ε — ε'|. Or cet angle est égal 
à ^ρ(Ι + γΐ )> Κ' étant le rayon de courbure de C7 et η' infiniment 

petit avec ; jp tend d'ailleurs vers zéro avecla distance de O à M'M,. 
D'autre part, pour comparer V et/, écrivons l'accroissement de z, 

de M à M,, 

(^)s—(^)s, (jjv)s — (,w)s* 

Si ~ — ρ < le module du crochet est moindre que 

ρβ'( 1 -Η λ)β/_ι avec | λ j < ~ : 

cela se voit en intégrant de zéro à la fonction m (1 -f- s)'"-"1. On a 
donc 

//»=//, tfPi=//,M ψ =*(/iM» ^nr u). 
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Utilisant ε <K.C' et le fait que ε — ε' est du premier ordre en on en 
déduit aisément 

ε' < ΚΊ"Φ'. 

Si maintenant /'> -> on abaissera de M', la normale M', II', à la lan-
gente en M' et l'on projettera sur celte normale le contour M'H, OH', 
H, et H'étant les projections de M', et de Ο respectivement sur les 
tangentes en Ο et M'. Le lecteur constatera sans peine que le résultat 
qui représente M', H', est de l'ordre de donc ε' est ici encore de 
l'ordre de l'P'K 

Il résulte de là que C', dans sa totalité, satisfait à la condi-
tion ε'<ΚΊ1'' analogue à celle que vérifie C, avec h' — β'λ pour β'< ι 
et h' — h pour β' > ι. 

Cela posé, si l'on veut résoudre le problème de Dirichlet avec le 
contour C', le noyau de l'équation (42)7 outre les termes donnés plus 
haut dans (9-), comprendra d'autres termes de la nature de p'B' _ 1 r' _ 1. 
Ces singularités n'empèclient nullement le calcul de la résolvante Φ, 
qui aura elle-même des singularités de celte forme, et la formule (4<) 
donnant G conserve parfaitement un sens. 

S'il y a plusieurs points anguleux, on fera successivement pour 
chacun d'eux la transformation précédente. On obtient ainsi, la fonction 
de Green du problème de Dirichlet dans le cas d'un contour à points 
anguleux, même dépourvu de courbure. 

IV. — Les divers problèmes aux. limites. Synthèse de la solution. 

Nous envisagerons, comme condition linéaire générale déterminant 
les problèmes aux limites pour l'équation (E), la relation (en tout 
point ρ de S) 

<ΜΌ "Ι" Μρ)α = L(p). 

En particulier, 11 = 0 nous donne le problème de Dirichlet et Iv = o 
celui de Neumann. Dans le cas du plan et de l'équation canonique (E,), 
nous envisagerons aussi la condition aux lirniles contenant une dérivée 
tangentielle 

(— m -4- ?.) Ί—x j r~"l= —-—— = — -τ—^ -V-.. · + -p; Q1 = q + Σ/lsi, 
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13. SUR LA FORMULE DE RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICMLET. — Cette 
formule est 

(,3,) "P = i/
s

3Nïï"nrfS (»=(7Γ^)' 

en supposant désormais Π sur S. Il nous faut voir comment cal-

culer D'après(8S) el (8„), on aura (si toutefois les intégrales ont 

un sens) 

(132) | ( // — n„) ( ι H- r/) ; < ε„ Q1 = q + Σ/l 

avec 

\\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js Cos (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM dSM. 

En posant 

(13'2) (— m -4- ?.) Ί—x j r~"l= —-—— = — -τ—^ -V-.. · + -p; Q1 = q + Σ 

ψ vérifiera l'équation de Fredholm 

( 13, ) ψπ
 = η 

JTF, ( Vjt) ψΠ ^ J F, ( Vg) F„ (V» ) A>„. 

Plaçons-nous dans le cas le moins simple, celui où V a la forme 

m m 
V}1 — 2rn*_ (2?n + 4sa) 2 + . 

les α,·Α. et τι étant continus à la Holder et s donnée par (n5). 

Étudions l'allure de la fonction montrons qu'elle est de l'ordre 
dn II 

de |ΡΠ|~"<~,"*"κ. Il semble à première vue qu'elle devrait contenir les 
dérivées des a-,k en II. Mais celles-ci disparaissent car les deux fonctions 

—dr e qA (P, II)~dx étant un point quelconque et xK 

une de ses coordonnées, deviennent égales quand s ou σ s'annulent, 
et ce sont des termes de ce genre qui contiennent les dérivées des aik 

et qui, en plaçant M en II sur S, se détruisent. Le calcul donne 

d'ailleurs aisément, en faisant σ= ο et se rappelant que Î2r " est 
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borné, ^Nn == [K'| 3 a | ( // — n„) ( ι H- r/) ; < ε„ H-K.!2 Ja~1 "| = Κ„ |PII|~"l~l+a, les quan-

tités Κ',, K'
2

, K'
(
 étant bornées [cf. (f)

7
) |. 

Étudions alors, par les méthodes usuelles des noyaux itérés, le terme 
connu de (i3

:t
), que nous pouvons écrire 

>r-f i>(vs) Q1 = q + Σ/l Q, 

F(Vji) étant donnée par (97) ou II est remplacé par Q. Suppo-
sons d'abord K2

 =0, c'est-à-dire .? régulière. 

Prenons comme domaine le cercle de centre Π et de rayon — ; en 

appelant t la distance de Q à S, le premier facteur se comporte 
comme 11 PQ donc le produit comme | PQ |-"»-«+*/1 QH _ m _ 2 + a 
c'est-à-dire comme | PQ |~"'-~ι+α | QII |~"i~4~a puisque L'intégra-

tion dans ce cercle donnera, en utilisant PQ —, un terme de l'ordre 

de | ΡΠ|-/"-ι+-α. On aboutit au même résultat dans le cercle de centre Ρ 

et de rayon —, puis dans le reste du domaine D, par une homothétie 

de rapport | Ρ Π |—l ; mais ici on utilisera simplement le fait que 
F

P
(VJ) se comporte comme |PQ|~,"+<*. 
Enfin, si K

2
 φ Ο dans (97), c'est-à-dire si s est quasi régulière, nous 

obtenons aussi un terme de l'ordre de r/a_l |ΡΙΊ|~"'+α, qui est encore 
comparable à |p]l|-'«-1+3« puisque ί/~'| Ρ il | est borné quand II est 
sur S. Si2a>i nous avons ainsi un pôle d'ordre <^m et la réso-
lution de (I33) s'achève sans peine. Si 2«<i, il suffît de faire un 
nouveau changement de fonction inconnue comme précédemment. 
Mais en tout cas, Ψ a un pôle d'ordre < w-+-1 — a, qui est l'ordre du 

pôledeÎM^. 

Donc, d'après (i3'.,), -j^L est de l'ordre de | QIT Nous avons 

àcomposerdans(i3
2

)cettedérivéeavec(9.,,),V£=3· "£
I —

 j 
1-- Λ_ 'm 

et l'on voit sans peine que ceci est λ S " sg$
s
 ', £ étant ici 2rn et σ, 

S les quantités s,d relatives à Q [λ = 2m —4 pour m<3 et λ = 2 
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pour m = 2 ; cf. (8'
/(
)]. Or nous pouvons écrire, avec ο < β < α et 

r— PO, 

Ί "(ί) ''ί(ΐΓ"(ϋ) ·■ 

Tous les rapports du second membre étant bornés (voir 9, Λ in fine) 

et ο < Q II , on voit que V{1 est comparable à d | PQ \-"'·^ | (
v
) Γ1 |-",+a-·^ 

(ceci t*st vrai aussi pour m — 2). En intégrant dans D, on a un terme 
se comportant comme d\ P II f" + x. 

II 
Quant à il suffit de former ce terme pour voir qu'ilest compa-

rable à dr"m et ne contient pas les dérivées des a
il;
 pour la même raison 

que plus haut. i\ous avons donc "C ~~ borne). 

Nous pouvons presenter le calcul de u
v
 d'une autre façon. Soit f — ο ; 

multiplions les deux membres de (i3
a
) par et intégrons sur S : on 

constate que Ton peut écrire 

(134) a,=2r(P„ Π)= 2 «"<·*! - Ei) (x2k _ Ek), 

y étant sol 11 lion de l'équation intégrale (' ) 

( 13
;j

 ) /y — r/J" I' ,>0 μ ) '/.y d',)^ -i- (/ j* —^ /q J <r/S11, 

dont le terme connu devient infini sur S comme d'- ^· et qui s'étudie 
comme (i3

;t
) ou encore en posant /y= d ~ 'ry"/: 011 trouve ainsi que y 

se comporte aussi comme d~2x, ce qui n'empêche nullement la der-
nière intégrale de (i3Q d'avoir un sens et de s'annuler quand Ρ vient 
sur S. Si fy^o il suffit d'ajouter au second membre de ( 13,) l'inté-

grale— / Cijjy'y r/r.ou ou tout simplement—y au deuxième membre 

de (I3
;;
) (cette équation exprimant alors que Ε(M) = /·' voir la note). 

(') L'équation (i3i) peut s'écrire a priori : la première intégrale prend sur S les 
valeurs données ( deuxième note d» 11" 15) et la seconde s'y annule. L'équation (i3s) 
s'obtient ensuite en écrivant que u vérifie Véquation donnée. Ici la fonction de Green 
n'intervient plus (voir Comptes rendus, l. 188, ig>r), p. ι65M). 

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. I, 19311. <) 
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44. PROMÎMES AUX LIMITES MIXTES. FONCTION DE GREEN CORRESPON-

DANTE. — Supposons maintenant H ̂  ο dans la condition aux limites 
Ys (u) = L : envisageons alors lesdeux fonctions G(P,Ii) et §(!T, P) telles 

m m 
que leur produit par ou^j-, tende vers un quand ΡΠ tend vers 
zéro, solutions respectives de F = ο en Ρ et de fl· = ο en II et vériiiant 
les conditions aux limites 

Ci,) (ll^ + Kc)^", | ii^ + K_H(a+b)n]
r|
 = ", 

quand Ρ et II viennent respectivement sur S. La formule (i„) appli-
quée aux fonctions G(Q, II) et §·(Τί, Q), Q étant le point courant, 
donne alors, en isolant I* et II, G(P, lf)=cj,(|l, P), fonction que 
nous appellerons G,1,1. D'après (ι

Μ
), la solution de F(u)=f véri-

fiant ψ
8
(u) = L sera 

Ci,) (ll^ + Kc)^", | ii^ + K_H(a+b)n]r| = ", 

Gomment obtenir ici Gj,1 ? Nous la formerons comme solution de F = ο 
en P, donc vérijiant la première condition (141 )> en supposant que H ne 
s'annule pas. Pour cela nous prendrons comme fonction auxiliaire 

Ci,) (ll^ + Kc)^", | ii^ + K_H(a+b)n]r| = ", 

2r et 3", désignant respectivement soit S,,(P, II) et 3,,(P|, .ΓΙ) | celle-ci 
remplaçable par (io

t2
)], soit ~u(P, II) el 3n(P,, H) : c'est ce dernier 

couple qu'il faudra employer si les <Y
/7

, ne sont pas dérivables. Quand P 
vient sur S, 3 et S, sont égales et leurs dérivées conormales oppo-
sées | cf. (ι ο 1

3
 ) | : nous avons alors 

\\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js Cos (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM 

et ceci sera nul quel que soit I I si l'on a 

μ = i, Il H- ·>. Κ — ο sur S. 

La deuxième relation peuL s'écrire ΙίΨ(~ -f- 2Κ = ο et, d'après les 
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résultats du η" 11, on obtiendra une fonction ;JL(I*) satisfaisant à ces 
conditions en envisageai! L l'expression 

\\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js Cos (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM 

si toutefois garde le même signe et n'a pas sur S des pôles 

d'ordre >m — ι. Sinon on prendra 

u, (P) = jf| l'Aï i "'//S,, I \\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM ; 

en effet, les produits des deux intégrales par d tendent respectivement 

vers -- et quand d Lend vers zéro'et l'on en déduit aisément 

que tend vers
 [[

 ̂ , qui est donc la valeur de^J sur S. 

La fonction de Green du problème nùxle .sera à nouveau donnée par 
les équations (8

;i
) et (80), V étant celte fois la fonction (ι/|;t). Le 

noyau de l'équation intégrale obtenue, f/LVf V,1/), contient les dérivées 
premières et secondes de p.: les dérivées premières sonL continues 
dans D + S, mais les dérivées secondes, qui figurent dans les termes 
au

;
(V) v,lr, deviennent infinies comme d~\ sauf cependant si. 

■Jp est continu à la Holder : p. est alors quasi régulière, d'après les 

propriétés des intégrales J, du n" 11, et le calcul de Φ s eiïectue 
comme pour le problème de Dirichlet, 

Ici aussi, par un procédé analogue à celui qui noue à conduit aux 
équations ( 13, ) et ( ι 1, ), nous pouvons écrire (1 ) 

"ν:--· η f V,1.1
 (jj)rl'

/S
H"

 Ί Χ
υ dwQ 

avec 

('D ^ ^
 +

 Ί J '* i'(
X

 i
1,1
 ).( '/' 

iNolons que, en supposant H = ι, Κ == ο, nous avons le problème de 

('.) Avec une remarque analogue : up se compose d'une intégrale vérifiant *ps = L 
et d'une autre vérifiant ψ« = ο et (if',) traduit la condition V ( u) — f. 
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m m 
Neumann. Y est alors égale à £r 2 + 2 et la solution est donnée 

par (i4a) où ~ doit être remplacé par la valeur donnée de ̂  | en sup-

posant que λ = ι ne soit pas valeur singulière dans (8,>)]. 
Nous allons montrer d'ailleurs que le problème mixte petit toujours se 

ramener au problème de Neumann. Posons, en effet, u = vez. Si 

ll-- + K = o, ^ = r-: 

la détermination de ν est donc le problème de Neumann. Dans l'équa-
tion en <■·, le coefficient de r est e~zV(ez) = Ρ(-)+ termes contenant 
les dérivées premières, et c'est le seul coefficient qui contienne les 
dérivées secondes de z. Or, si nous posons 

\\T I fi àiPM|-"l+ï ,c f cos(n„, M Ρ) c w-= J$ du n ?"lb»=Js Cos (nM, MP)/ ! PM ! m _ 1 PM 

d'après (15,) (en note), sur S et, comme Fj,(VJ7) est de 

l'ordre de |ΡΙΙ|~/"Η'α, F(.s) deviendra infini sur S comme d'~~*(les 
dérivées premières de ζ devenant infinies comme Cd). Ceci n'introduit 
aucune difficulté dans la résolution de l'équation intégrale relative à 
la fonction G résolvant le problème de Neumann pour l'équation en c. 

C'est ainsi qu'il faudra procéder quand ^ sera simplement continue. 

LO. SYNTHÈSE DE LA SOLUTION. — A quel point sommes-nous parvenus 
actuellement? Nous avons trouvé une formule donnant, dans tous les 
cas, la solution du problème général aux limites linéaire si elle existe, 
et nous y sommes arrivés au moyen de l'équation adjointe. Ceci 
prouve Γ unicité de la solution en dehors des cas singuliers. 

Mais il nous reste à vérifier : i" que la fonction u
v ainsi trouvée est 

bien solution; 2" qu'elle satisfait effectivement à la condition aux 
limites donnée. 

D'autre part, nous avons pu (en parlant de ~n) former G dans 
tous les cas, en supposant simplement la condition de Holder pour les 
coefficients, ce que nous appellerons brièvement condition (#C); 
Γ adjointe peut donc ne pas exister. Avec G ainsi formée, la solution u 
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obtenuesera-t-ellc une solution de, (E), vérifiant la condition aux limites, 
et unique Y Si oui, nous serons arrivés à nous passer complètement de 
l'adjointe. 

Examinons successivement tous ces points. 

1 " uv donnée par (i 3, ) οιι (i l\« ) est bien solution en tout point P de D, 

car G,1,1 est solution en P, et la dérivation sous le signe / s'applique : 
S 

la première intégrale est donc solution de F = o; la seconde est 
solution de F = /, car si l'on remplace dans (9^) V par G (et"c par/), 
l'intégrale du second membre disparaît. La condition (<7C) suffit. 

2" up vérifie la condition aux limites. Prenons le problème de 
Diricidet, et supposons d'abord que l'adjointe existe. P0

 étant un 
point de S, il faut montrer que uvi

 donnée par ( 13, ), tend vers 

//,.
u
 = ιι

0
 quand Ρ tend vers P„. Tout d'abord, / f'S/ydojytend vers 

zéro, car si l'on exclut du domaine une petite portion D
0
 entourant 

P„, / tend vers zéro et / est aussi petite qu'on le veut quel que 
«•V~ue ·Λ»„ 

soiL P, puisque G| PQ|/"~2' est borné. 

D'autre part, u = u
0
 étant solution de F («) = c//

0
, la formule (13,) 

s'applique en γ faisant //,",= u\\~ u
n
 et/= c//

(
, ; nous obtenons ainsi 

/<*> =, B'r, „ +/.<«) +/.(»>, (1 _ x/x0), 

et ceci tend vers n
0
 quand P tend vers P0. il reste simplement à 

établir que 

/<*> =, B'r, „ +/.<«) +/.(»>, (1 _ x/x0), 

tend vers zéro. Or, —~ s'annule quand P vient sur S, Π étant un 

point quelconque de D + S distinct de P. Donc, S0 étant une petite 

portion de S entourant P
0

, / tend vers zéro quand P tend vers P0. 

Quant à , comme nous avons vu plus haut que j est , p^f
//t 
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et qu'on peut choisir Su telle que |// — / sera, en valeur 

absolue, moindre f|ue l'intégrale du type I, | voir ( 11 ·,) | : 

ε G td f P IT Λ-s, '■*: c/S|| < '-"β G,. 

On peut donc choisir S„, puis d assez petits pour que notre inté-
grale soit moindre que toute quantité donnée, ce qu'il fallait établir. 

Faisons maintenant la simple hypothèse (cIC) dans une région cil 
contenant D, donc plus (Γ ad.jointe. Etant donnée dans dl une fonction 
continue φ de m variables, on peut toujours déterminer une fonction 
indéfiniment dérivable telle que | © — <p* | < η dans dl. On pourra, par 
exemple, dans l'espace (.r,, ..., x

m
, y) envisager une fonction harmo-

nique w prenant pour/ = ο la valeur φ et qui est représentée par une 
intégrale étendue à la région dl du plan y — o. On choisira / = /„ 
assez petit pour que ο* = «'"(a?,, .. ., x

m
, y

0
) vérilie la condition. 

Ilemplaçons alors les coefficients de (E) par des fonctions appro-
chées ainsi déterminées ('), ce qui donne une équation (E*); la fonc-
tion de Green G*, que nous obtiendrons en parlant de ^u, sera aussi 
voisine que nous le voudrons de G (pour Ρ et 11 distincts); elle nous 
fournira une solution //*, voisine de u et prenant bien sur S les valeurs 
données, car, (E*) ayant une adjointe, le raisonnement ci-dessus s'ap-
plique. Comme u* diffère de u d'aussi peu qu'on le désire dans D —f— 3, 
on pourra prendre Ρ assez voisin de P

0
 pour que la différence 

, u — H0\i Ι u — u* 4- ! u* — ιι
η

 | 

soit moindre que toute quantité donnée : donc u tend bien vers (2). 

(1 ) Il est à noter que les nouveaux coefficients a'if.satisfont aussi dans dt à la condition 
de Holder | | < A/·* avec un nombre A borné quel que soil τ,. 

(2) Faisons ici une remarque importante : si nous écrivons Gj,' = VjJ™Yn. Tinté-
enilc 

XTO"
1
"®" 

est continue quand Ρ traverse S et sa valeur est zéro quand Ρ est sur S; donc, 

, u — H0\i Ι u — u* 4- ! u* — ιιη | 

tend vers ua quand Ρ tend vers Pu. Nous avons utilisé ce fait dans la Note de la page 65. 
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3" FJ unicité a lieu avec la seule condition (cfC) quand λ = ι n'est pas 
valeur singulière dans (8„), c'est-à-dire qu'il n'y a pas d'autre solu-
tion u

v que celle donnée par (i3,). En effet, dans le cas contraire, il y 
aurait une solution ν de F = o nulle sur S. Envisageons alors l'équa-
tion F = o, obtenue en remplaçant les coefficients de E = o par des 
fonctions derivable» se confondant avec ceux-ci sur S et obtenues par 
les méthodes du η" 11. On peut prendre un domaine D'intérieur à D 
et limité par S' voisine de S, sur laquelle | v \ sera ε; la formule fon-
damentale s'applique alors à S', puisque l'adjointe existe dans D' -f- S' 
et donne poure, en tout point Ρ de D', une valeur de module moindre 
nue 

F/ΕG,<7 / PM s' —5Ί1 2 (m _ 2)_, 

£ étant arbitrairement petit et 0, borné quelle que soit S'. Ceci 
entraîne v~o dans D!,, donc dans D. 

'l'ont ce que nous venons de dire pour le problème de Dirichlet 
pourra se répéter avec peu de changement pour le problème de 
Neumann ou, plus généralement, pour le problème mixte d>

s
 = L. 

Tout d'abord, / Gvérifie la condition ψ
8
=ο. Nous pren-

" 
drons ensuite P0

 comme origine, la conormale en P
0 comme axe Οχ, ; 

la fonction χ, est solution de l'équation 

F(//) = (/y, + ex,) ·P0 

On en déduit, comme plus haut, que 

-7IG"(n),,rfS" 

vérifie la condition ψ8= L quand Ρ est en P
0

, et que 

ε G td f P IT Λ-s, '■*: c/S|| < '-"β G,. 

vérifie la condition <h
s
=o quand Ρ vient en P0; il suffit pour cela 
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d'établir que 

F(//) = (/y, + ex,) ·P0 

en tout point Ρ de la conormale en I'
0

. Puis le reste du raisonnement 
s'achève comme plus haut (1 ). 

1Β. CAS SINGULIERS ET CAS D'UNICITÉ. — Ce sont ceux pour lesquels 
λ = ι est valeur caractéristique d'ordre /?. V étant la fonction auxi-
liaire du problème envisagé, les deux équations homogènes associées 

(IGJ 
£( b ) -- y f l'V ( ν}ί) Z( q ^ î/m^ = o, 

C (P) I — '/ ^ l'Q ( ) -· ( Q ) '/'i)y = Ο 

admettent alors respectivement ρ solutions linéairement indépendantes 
Z

t
, . . ., Z/; et 5|, . .., sf„ telles que les fonctions 

( 16, ) I V ) = f \ψ/*,( Ο ) <h»
{}
 (/ = i, .... p) 

soient solution de F = o(2). Donc, celLe équation admet/? solutions 
distinctes vérifiant la condition homogène ψ

8
 = ο. 

Soit maintenant la condition donnée non homogène. Supposons, par 
exemple, le cas du problème de Dirichlet et envisageons l'équation (t 3

8
) 

qui n'est autre que la première équation (16,) avec un second membre 

q s JC WF ( V11 ι s di\fi—PV, p un dSn : elle n'admettra de solution u que si ce second 

(*) Dans le cas du problème de Neumann, où Vj,' = 3r -ι— Λ7,, on voit, par le même 
raisonnement que dans la note précédente, que. en tout point P„ de S, 

(>5.) Vîi f" = — P».· 

Il suffit de prendre P sur la conormale ]\>
fi
, de dériver l'intégrale suivant la direction 

Np
0
, puis de faire tendre P vers P0. 

(2) Les p fonctions U/sont linéairement distinctes. Sinon il existerait deux fonc-
tions Ζî, par exemple Zj et Z., conduisant à Ui et >,U|. .Mais alors en remplaçant Z, 
par λΖι — Z2 dans l'intégrale de ( I62) on trouverait zéro, ce qui exigerait, puisque 
V QP est essentiellement positif, que λΖ, ~ Z

2
, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
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membre esl orthogonal aux ρ fonctions J,·. UJoù les ρ conditions néces-
saires 

l ι ('»•.) I V,( Il ) «il c/S|| —■ Λ J i, <^U υ avec Y,(ll)=r f I* )<7o)P 

el la solution sera // + C, / , -f-. . . C/(Z/;, dépendant linéaire ment 
de ρ constantes arbitraires C,, . . ., C/(. 

Ici on a supposé l'équation (J?) sans second membre ; si f φ ο, le 

second membre de ( i6
:
.) esL / fz,du). 

" 
De même, s'il s'agit du problème ψδ= L, on envisagera l'équa-

tion (iZj,) (ou l'équation analogue obtenue en ramenant le problème 
à celui de Neumann) et l'on aura les conditions nécéssaires 

( ι tj'., ) j* Y,( II ) -- avec Y,( Il ) —!·',.( V},
1
 )c-/( I* ) /A>,.. 

Si nous savons d'avanceque la solution est unique ou, ce qui revient 
au même, que d;

s
(</) = o et Γ(//) = ο entraînent //= o, nous serons 

sûrs de ne pas être dans un cas singulier. Ainsi en est-il pour le pro-
blème de Dirichlei lorsque c ο : ιι ne peut en effet avoir un maximum 
positif en un point Ρ de D car, en faisant la transformation qui conduit à 

l'équation (ion aurait, en Ρ, <o et ~ = o. D'où, les a'
u

. étant 

nuls, F'(«) <( o, ce qui esi impossible; de même pour un minimum 
négatif. Si donc // s'annule sur S, elle est identiquement nulle dans D. 
(Noter qu'on suppose simplement ici D continu et borné.) 

Ce résultat s'étend au cas où c est <o par l'artifice employé pour 
l'équation canonique dans le plan et qui consiste à poser u = zu

{
, 

ζ étant une fonction positive choisie de telle sorte que, dans l'équation 
en u

t
 le coefficient de qui est F(s), soit <ζο. Il résulte de là que 

si n, solution de F(//) = o, est <o sur S elle ne peut devenir )>o en 
un point de D, car M, aurait alors dans D un maximum o. 

D'autre part, toujours clans l'hypothèse c<o, le maximum M de | u | 
peut être à la fois atteint dans D et sur S, c'est-à-dire qu'il ne peut 
être )>M', maximum de \z\ sur S. Supposons, par exemple, qu'il 
s'agisse d'un maximum positif de u : si l'on avait Μ'<ζ M, on pourrait 
choisir p. tel que M'<^ p. <ζΜ. Soit alors e = u — p., négative sur S, 

Journ. de Math., tome IX.'— Fasc, 1, ig3o. 10 
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d'où F(V)-j- c[j. = ο, el posons c = zc,, ζ étant la même fonction 
que plus liaut; les deux derniers termes de l'équation en e, seront 
F(z)-|-c[j., quantité négative. Le raisonnement précédent sur l'im-
possibilité d'un maximum positif de v

{
 s'applique. Doric r,, négative 

sur S, ne peut devenir positive en un point de D; de même pour c. 
Donc on ne peut avoir u > JJL ni par suite M M'. 

De même si, dans ψ8, on a <[o avec c<[o, il y a unicité. En 

elTet, | u | ayant son maximum en un point de S, en ce point ona^ ̂  < o, 

ce qui n'est pas compatible avec ^ 77^ + 77
 =

°>
 et

 P
ar su

'
te

 Ψβ—
0 

et F = o entraînent u = o dans D -|- S. Enfin les résultats précédents, 
lorsque c a un signe quelconque, sont également vrais pour D assez 
petit. 

Supposons maintenant simplement JJ <o et c<o. La conclusion 
précédente subsiste-t-elle? Soit h un nombre compris entre le maxi-
mum M et le minimum m de u dans D-f-S. Supposons M o et 
envisageons le domaine D'-f-S' défini par //.<//< M : sa frontière, 
d'après ce qui précède, comprendra une portion S, de S, le reste S.., 
étant intérieur à D. Posons v—u — //, donc F(e)-f-c/i = o. On 

aura : i° M ~ H- IC(c-|- //.) = ο sur S, ; 20 v = a sur S
a

. Or on peut 

toujours former une fonction s telle que 7^ + 77^^·°
 sur et 

F(z)^>o dans D'+S'. En'effet S, n'est pas fermée, et l'on peut 
cherchera comme solution de F(i) = Al'(A'<^O), en se donnant au 

besoin les valeurs ~ -f- 777* sur une surface fermée voisine de S7, ^ 

étant voisin de de manière que ̂
 s

°i
t 0 sur S, : c'est un 

problème comportant une large part d'arbitraire. Si la fonction ainsi 
obtenue n'est pas positive, on lui ajoute une constante positive conve-
nable, ce qui ne modifie pas le sens des inégalités imposées à ζ et l'on 
a ainsi ζ o. 

Soit alors 0= zv
s
 ; on a : i"z ̂  ~1~(^ + 77

 p
i +77^ =

 0 sur
 î 

20 v{ = o sur S2. Or les deux derniers termes de l'équation en o, 
sont F(z)r, 4- ch\ donc, d'après le raisonnement donné plus haut, 
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r, ne peut avoir de maximum positif dans D' [à cause du signe négatif 
de F(s)c,-|-c//.] mais seulement sur S', donc sur S,. On aurait 

alors -.U <Γ ο et tous les autres termes de la condition i° seraient <o, 

ce qui est impossible. Donc dans D'+S' on a e
(
^o, v<o, u<h, 

d'où u = h, puisqu'on a supposé u>lt. (Pour iVI <( o on aboutit aussi 
à a = h en envisageant le domaine m<//<//.) Or V(h) = ch et 
ψ

8
(Λ) = Κ//, et alors de deux choses l'une: 

1" Ou bien c et Iv sont identiquement nuls. D'où : 

THÉORÈME. — Le problème de Neumann pour une équation linéaire 
elliptique privée du terme en ζ et du terme connu admet la solution 
a = const, et n'en admet pas d: autre. 

2° Ou bien c et Κ ne sont pas tous deux identiquement nuls. D'où : 

THÉORÈME. — Le problème Ψ*=ο pour F (//) = o, avec c etK/II 

négatifs ou nuls, non identiquement nuls tous deux, n'admet que la 
solution u = o. 

Il résulte de là que le problème de Neumann pour c = o et f= o 
conduit à un cas singulier, λ = ι étant valeur caractéristique simple 
et la solution de la forme u = const, avec une condition nécessaire de 
la forme (i6'

(
). Le problème ψ

8
 = L pour l'équation (E) avec c<o et 

j-J <0, mais non c = o et Κ = o, n'admet qu'une solution. 

17. PROBLÈMES AUX LIMITES COMPORTANT DES DÉRIVÉES TANGENTIELLES. — 

Nous avons envisagé jusqu'ici des conditions aux limites linéaires 
ne'contenant que la dérivée conormale. Comment opérer quand toutes 
les dérivées premières y figurent ? 

Traitons la question brièvement dans le cas du plan avec l'équa-
tion (Ε, ) du n° 12 ; nous avons alors la condition citée au début de ce 
Chapitre, et que nous écrirons, en supposant H = i, 

(171) ψι:( " ) = Pi "+■ " — L, 

s étant l'arc du contour fermé C et η la normale intérieure de cosinus 
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directeurs α el [i. La formule fondamentale est ici 

•>.7Î//|.— -- + Il - r( IIP.-\ - ) ris — J vf (hû. 

Kemplaçant ^.parsa valeur tirée de (i 7,) eL intégrant par parties le 

terme en l'intégrale curviligne devient j*\ — <·ψ
(

"ψοΟ') j ds, 

avec 
ψ.,>)

 s
 £ _ H, ̂  + (

K
 _ _ „

α
 f v, 

de sorte que le premier terme disparaît si ψε(/ί) = ο et le second 
si ψ

Γ
(ν) = ο. Par le même procédé que pour le problème mixte, il est 

alors aisé de montrer l'identité des deux fonctions des points Ρ et Π se 
comportant comme — £ | PIT | pour PU — ο et solutions respectives : 
iu de F, = o en Ρ vérifiant la condition ψ(;=ο pour Ρ sur C; 20 de 
l'adjointe en II avec la condition ψ

ί:
 = ο quand II est sur C. Appe-

lons encore cette fonction Gj>1 : quand ty
c
(u) = L est donnée sur (i, 

on a, en remplaçant ν par G et supposant II sur C, 

a II up = _ Fc G II P LII ds II _ F D G P Q F Q dw Q. 

Pour calculer G, par exemple en tant que solution de F
P
=o, nous 

introduirons le point-image de P, donné plus haul par les for-
mules (6

λ
) et (6

7
) (si l'on formait G comme solution de on 

prendrait l'image de Π). 
Soient alors r, Ô et /·<, les coordonnées polaires, de pole II, des 

points Ρ et P
(
 : nous utiliserons les fonctions harmoniques conju-

guées £r et θ pour former la fonction auxiliaire Vj1 et nous poserons, 
p. et ν étant fonctions de P, 

ViV = — j:"r — pJTr, — v0, ; 

Θ, est une fonction uniforme de II quand P est dans D, P
4
 étant 

alors extérieur. Sur C, r = r
t
, θ = θ, et, d'après les propriétés des 
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fonctions conjuguées et du point-image, 

00 r ___ 00 /', 09 _ 00, 00 e 00 r, 09 09, 
Os Os On On ' On On. Os Os ' 

ψ,
:
( V|,' ) = ψ (μ -ι-- ι ) On -ι- ψ(> )0 -h ( \ — μ — H, ν ) Η- ( Ιί, -I- II, μ — ^ · 

En annulant les coefficients du second membre, de manière que V 
satisfasse à ψ,.= ο, on obtient les valeurs de p., ν et de leurs dérivées 
normales sur C 

μ — —jjj _ M(.v.), ν _ — Ms), 

-V- = — II, dM -7 lv(M 4-1 ), dv -3— =— U, dN —7 KN 

el le calcul de (j à partir de V s'effectue ensuite, comme pour le pro-
blème mixte, au moyen d'une équation de Fredh.olrn. 

Le choix de μ et ν comporte une grande latitude; il faut que F(JA) 

et F(v) soient de nature à permettre la résolution de l'équation inté-
grale à laquelle on est conduit : la nature de H,, Κ permet d'obte-
nir μ, ν plus ou moins simplement. Nous pouvons, par exemple, nous 
inspirer du calcul d'une fonction biharmonique tr par la formule 
(d étant la distance de I? à C) 

(•Γ]>— — I I —— H',»-!- — K/'V.M ( /'— I M kJc\ >•• /- OmiJ (r = PM), 

donnanL ir en fonction des valeurs de m et ̂  sur la frontière C quand 

celle-ci est une droiLe. Lorsque C est un contour fermé, la formule 
donne encore une fonction m prenant des valeurs données sur C, ainsi 

que et admettant des dérivées premières et secondes dans D, si C a 

une courbure finie. Si C est simplement continu à la Holder, ainsi 

que ~ et il suffit de remplacer d par π
 [X

 i'~~- '/·Ν
Μ
] (

c
f- 67) et 

l'on obtient alors une fonction w quasi régulière dans C. 

On pourra donc ainsi calculer μ et v, si et Κ vérifient la condi-
tion de Holder (en ce qui concerne K,

s

cette condition peut d'ailleurs 
être éliminée par le même artifice qu'au n° 14). On aboutit à une 
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équation de Fredholm du même type que pour le problème mixte, et 
la synthèse de la solution s'effectue aussi de la même façon. Mais il 
convient d'observer que, n' et i' étant deux directions issues d'un 
point P' et parallèles à la normale et la tangente en un point 11 de C, 
la simple hypothèse de continuité sur L nous permet seulement de 

montrer que —, +11, ~ + KM tend vers L quand V tend vers II 

(H,, K, L ayant leurs valeurs en 11). L'existence séparée de ̂  et -

sur C n'est assurée que si le potentiel / h.Crds admet une dérivée 
C 

tangentielle ('). 
Mais on peut opérer autrement et poser 

"Ι>— / V /! Φ
Μ

 <:/Ω
Μ

 -+- YJ>, 

D 

/ étant une fonction vérifiant la condition ψ,;('/,) = L; u vérifie aussi 
celte condition et, en écrivant que F(M) = /, on obtient l'équation 
intégrale 

2πφι·— / F,.( Vi»1 )C/WM + Γ|.( χ ) — / = ο. 
D 

On pourra prendre par exemple 

-7IG"(n),,rfS" £( b ) -- y f l'V ( ν}ί) Z( q ^ î/m^ = o, 

car, sur C, y el ~ sont nuls et ~ = L: si L a un accroissement 

d'ordre a, F('/) se comporte comme rf [ iy- et la résolution de l'équa-
tion n'offre pas de difficulté. 

Ici encore l'unicité est assurée pour k <[ <> et c<+> (même raison-
nement qu'au n° 16). 

(') Voir PICARD, Leçons sur quelques types <V équations aux dérivées partielles, 
p. 80. 
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Note sur ία résolution des problèmes aux limites au moyen d'intégrales 
analogues aux potentiels. 

Dans une Note des Comptes rendus {'>~ juin ny>,~ ) j'ai signalé qu'on peul 
résoudre les problèmes aux limites sans utiliser de l'onction de Green, par un 
procédé analogue à celui qu'on emploie pour les fonctions harmoniques (voir 
aussi ibid. «7 décembre 1927. p. i5(>5 en note). Pour cela, formons, par la 
méthode de P. K.Levi, la solution fondamentale L'J,' de F=ro ( η" l). 

m 
Posons YV|>':—[&n(P, IL) | - : nous aurons 

1 :})·.= VVJ1 D' + f WK' d'»() YVJ.1 + YV'N 

φ',,' étant donnée par une équation semblable à (8,,) : c'est donc la résolvante 

de -—^— pour λ = ι. D' est un domaine contenant 13 et tel que λ —1 ne 
(///. —y.) σ„, 1 

soit pas valeur singulière. Envisageons alors les intégrales analogues aux 
potentiels de simple et double couche 

J ' -
P 1

 ~J
S

 L P] 1 1
 ' "X

 P 11 F/SN
 ' 

ρ étant continue sur S : quand Ρ vient sur S, 0, est continue, mais J2

 et
 77^-

satisfont à des formules de discontinuité semblables à celle des potentiels. 
Yroyons-le rapidement. 

Tout d'abord, il convient d'examiner le calcul de d., qui, contenant la dérivée 
conormale de U|'>' en II, nécessite l'existence des dérivées conormales des an·. 
sur S : nous supposerons les an- dérivables dans I)' (bien que la condition de 
I lolder puisse suffire ailleurs que sur S). On posera ensuite 

<l>'' = ) 1
—— )·,.( w,1.1 ) + Ί'·,1.1, 

et l'on étudiera la dérivée 

^^HX
WÎ!I

'
,J<VV

"'
)
 '

/M
'" 

en isolant Π, de façon à avoir une portion de D' ne contenant pas Π, où l'on 
dérivera sous le signe intégral, et une autre où, avant de dériver par rapport 

à Njq, 011 fera une intégration par parties. Puis on calculera ̂  ■ =ψρ^, qui 
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satisfait à une équation analogue ίι (i3
;
,), V étant remplacé par \V ; on étudiera 

le terme connu en décomposant comme plus haut, 

On arrive ainsi à calculer dU II I.——dN II et à voir nue -'W II p■ N II■ est de Γ ordre, de r~"', la 

dérivée conormale de VV, ayant un pôle d'ordre moindre, de sorte que la partie 
de d., contenant VV, est continue quand I' traverse S. il en esL de même, dans les 
dérivées de par rapport à I', de la partie contenant W,. 

Supposons que L tende v ers un point J*
0
 de S : on peut toujours, en employant 

la transformation (8;i), être ramené au cas oii, en l·,,, a
u
— ι et-a·,/,· — ο pour ίψ=. /,■, 

de sorte que, en lout point P, an— ι et ay
;
 sont de l'ordre de /·; lw étant uri 

point de la conormale en 1\ (qui coïncide avec la normale), il suffit alors 

d ecnre dW II p-rr— et —rr-DW II p— pour voir que ( avec r =. l'II. /· — I"!! ), 

dYV,!1 <)r'-'» , . d\V [! dj\,| ~ ()/ι 11 d.\r ~ ,)nv. " ' r)' 

Λ el Λ/ étant bornés. Il eu résulte immédiatement, tes mêmes formates que 
pour les potentiels 

lim p _> p0 , u — H0\i Ι u — u* 4- ! u* — ιιη | 

tl-'l, a —«i [' i» I•1, ιζς; = ~τ~ '•*'•+X p" 

La première formule permet d'obtenir la solution du problème de Diriehlet 
sous la l'orme (l'une intégrale J., : la l'onction inconnue ρ satisfait â l'équation 
obtenue en remplaçant lim d.2 par la donnée U\>

u
. La seconde formule permet de 

résoudre le problème de Neumann ou les problèmes mixtes. Soit par 
exemple ψχ(// ) = L : on représente u par une intégrale d, et l'on a 

—-—· J* ^ l'r,, p\ \
 f

^\ \ — Le,,· 

fht obtient donc ù.ne équal ion de Fred ko! m donnant ρ dans chaque cas. 
Mais ici pour le problème de Diriolilel, même si l'on se borne à supposer la 

condition de Holder pour les «,·* dans D ~t- S (auquel cas A/ el A'r' sont rem-

placés par A/,a et A 'r'®), il faut que -^-existe sur S. Le cas d'un contour a 

points anguleux se traite aisément par celle méthode, après avoir fait la môme 
transformation qu'au n" 12. >> 


