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DE

CTHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Détermination et emploi des fonctions de Green dans les
problémes aux limites relatifs aux équations linéaires

du type elliptique
Par Mavrice GEVREY.
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2 MAURICE GEVREY.

1. — Les problémes & résoudre.

Dans la théorie des équations aux dérivées particlles, les progrés
réalisés pour la résolution des probléemes aux limites datent du
Mémoire célehre que publia M. Picard en 1890 dans le Journal de
Mathématiques et qu'il fit suivre de plusieurs autres. Plus tard la
théorie de IFredholm compléta el éclaira les résultats obtenus pour les
équations linéaires.

Dans ce premicr Chapitre, qui liendra lien d’'introduction, nous
allons examiner comment se présentent les fonclions de (Green par
I'intermédiaire des solutions fondamentales, puis comment on peut les
calculer directement. Nous ne traiterons que les problemes extériewrs.

1. LA SOLUTION FONDAMENTALE j LA METHODE DE .-, LEvVY ET LES QUASI-
soLirions. — DPour faciliter la tache du lecteur, rappelons d’abord
rapidement le role des solutions fondamentales dans la résolution des
problémes aux limites. Soit I'équation aux dérivées partielles linéaire
du type elliptique a m variables

s o P o -
(L) | (ll).:;zf.liﬁm. —*-Z/),'J;; == J ((L;A-—-(l,{j),

les coefficients el / élant fonctions dc (x;) dans une région R de
'espace & m dimensions (*). Nous envisagerons tout d’abord le cas o
les a;; sont égaux & un pour i=4k ct & zéro pour 3£ k: nous avons
ainsi I'équation ‘

. . R N dut I
(E,) Fo(u) = m+2/;,-%+m~/.

L’équation adjointe de I, = o esl

- _ - e N D¢ .
(&) Fo(0) = m~2—~d_% +ev=o.

(1) Les équations () peuvent ¢Lre envisagées dans un espace de Riemann, ou elles
s’éerivent
divgradu + b.gradu + cu =/,

mais, au point de vue qui nous occupe, ceci ne simplificrait pas notre étude.
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Soit alors un domaine borné et connexe D, appartenant 4 R et
limité par une frontiére S, qui est une multiplicité a m — 1 dimensions.
La formule de Green nous donne

)
f[p )y —uF (¢)] do =— /( ;Z u ();— +II(1//,,>(/S :fl)")jclc-),

dw étant un ¢lément du domaine D et dS un élément de la frontiére.

Dans tout ce Mémoire, n désignera la noymale intéricure; b, est la
valeur algébrique de la projection sur n du vecteur b de compo-
santes ( ;) ou, si I'on préfére, le produit scalaire bn, n étant 'unitaire
de la normale intérieure.

Nous supposerons naturellement réalisées les conditions de validité
de la formule de Green, ce qui aura lieu en particulier si u, ¢ et les
coefficients sont des fonctions continues, ainsi que toutes celles de
leurs dérivées qui figurent dans F,, ou dans I, et dans ’adjointe.
Nous dirons de la solution « qu’elle est réguliére quand elle satisfait a
ces conditions (on pourrait d'ailleurs les élargir un peu).

Supposons que ¢ admette une singularité en un point P intérieur
a D: il nous faudra alovs isoler I’ au moyen d'une petite surface s
enfermant un domaine o et appliquer la formule de Green 4 D — d.
Si nous pouvons choisir v de telle sorte que, lorsque les dimensions
~de s tendent vers zéro, toutes les inlégrales etendues a s, dans la for-

mule ainsi oblenue, tendent vers zéro, sauf — f t-—d.f [celle-ci ayant

v

pour limite 4u(P)], on obtiendra

(1,) fu(Py= f(w—-—— —-FII(bH)([S—[(" do,
! G\ dn Jo S

k élant une constante ou méme une fonction connue de P, égale ala
llmltede—fd ds ().

\ . o . . 70 .
(*) Ceei se voit aistment en supposant simplement « continuc en I et In de signe
constant sur s : il suffit de poser # = w () + n. On peut prévoir dailleurs que ¢ sera
infinie comme r—7+2 et su dérivée comme r—+1 - élant la distance 3 P, car, si les
dimensions de s sont infiniment petites de Pordre de ¢, la surface de s sera mesurée

do
par un nombre de P'ordre de ¢m~1, donc —— sera de I'ordre de e—/n+1,

on
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’

Une telle solution ¢ de I'équation adjointe, qui doit nécessairement
admettre un pole en P, est dite solution fondameniale (ou élémentaire,
suivant la terminologic de M. Hadamard) : nous dirons aussi que (1,)
est la formule fondamentale.

Une solution fondamentale n’est évidemment pas déterminée d'une
fagon unique : on en obtient une autre en lui ajoutant toute solution,
réguliére de (&,). Dans le cas des fonctions harmoniques (b; el ¢ nuls)
toutes les solutions ainsi obtenues sont de la forme Cr-m+*— 4,

-~ 1 . , . . , .y
(ou (JJ,?F ~+ u, st m=2), u, étant une fonction harmonique réguli¢re

dans D et r la distance de P au point courant de D. Cest 4 la solution
particuliére r—** qu'on réserve en général le nom de solution fonda-
mentale pour m>£2: k est alors égal 4 (;m— 2)3,, q,, étant la surface
* de la sphére unitaire ('). Pour m=12, la solution fondamentale

1
estﬁ’;etl’on ak=o2nr.

On peul montrer d’ailleurs que toute solution ¢ de (E,) ou de (&,)
qui devient infinie en P, en restant posilive dans le voisinage, est
nécessairement de la forme ar—"* (v étant une fonction continue
dans D (*). Cest le principe des singularités positives pour un point
intérieur & D, qui a été énoncé et démontré par M. Picard dans le cas
des fonctions harmoniques. On supposera w=1 pour r=o.

Soit alors a calculer la solution « de (E,) connaissant les valeurs
qu’elle prend sur S : la formule (1,) nous donne « en tout point P
de D en fonction de ses valeurs et de celles de sa dérivée normale
sur S. Pour éliminer ces derniéres, on choisira ¢ de telle sorte qu’elle
s'annule sur S: pour cela, il suffit d’ajouter & une solution fondamen-
tale particuli¢re ¢, la solution réguliére de &, = o prenant sur S les
mémes valeurs que — ¢,.

(1) N suffit, pour le voir, de prendre pour s une sphére de rayon z; n ¢tant la nor-
: R s - ; dv . .
male intérieure & D —¢/, donc extérieure & s, — o est égale & (m —2)e—m+1 et, s,

étant la surface de s, A est égal & (m — 2)s—m+1s,, = (m—a)6,,. On a

m -z s m 1
cmznz[[‘(‘—)—i—I)] w2, k={4r? [P<T_I>J .

(2) Voir Comptes rendus, t. 183, 1926, p. 546.
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La fonction ¢ ainsi obtenue est la fonction de Green G.(11, P), solu-
tion de 'adjointe par rapport au point courantIl : c'est en somme une
solution fondamentale choisie d’une facon spéciale. La formule (1,)
devient alors

(1,) /.’u(P)::fu(p)ﬁ%—g-)dsp——fg}(ﬂ, P)f(IDdwn,

S ' h
en désignant par p un point de la frontiére et réservant lalettre P pour
les points intérieurs. £ est encore égal 4 (m — 2)g, (oud 2w sim=2)
car, dans ¢, seul »~"** intervient pour fournir la limite %.

On peut d’ailleurs définic aussi une fonction de Green comme solu-
tion de la proposée elle-méme. On aura ainsi deux fonctions : G(P, II)
solution de I*, = o par rapport & P’ et s’annulant quand P vient sur S,
et G(II, P) solution de (8,) par rapport a I et s'annulant quand 11
vient sur S. Elles seront de la forme, avec r= P1I,

G(P, II) = (P, M) p—rm+2, G, PY=w/(II, P)r—mn+2,

Supposons w{Il, II)=w/'(P, I’) : si 'on applique alors la formule
fondamentale 1, en posant u=G(M, II) et v=G(M, P), M étant
cette fois le point courant, il vient, en isolant les points P et II,

G(P, M)==g(II, P)

qui est la relation d’échange entre les deux fonctions de Green : celles-ci
peuvent donc Ctre envisagées ¢ volonté comme solutions de Fy= o ou
de son adjointe, ct I'on peut les désigner par notation commune G}l
ce que nous ferons désormais ('), les coordonnées respectivesde I’ et II
étant (;) et (&).

Nous pourrons donc former GI comme solution de F,=o0 en P et
par suite partir de la solution fondamentale de la proposée elle-méme.

Le probléme qu’on s’est posé tout d’abord a donc été le calcul de
la solution fondamentale : c’est ce qu'ont fait MM. Picard, Hilbert,
Hedrick et Hadamard en supposant les coefficients analytiques,
puis E.-E. Levi en s’affranchissant de cette hypothése (Rendiconti di

(') D’une maniére générale nous emploierons les notations op ou o(P), 9{} ou »(P,II)
pour désigner les fonctions d’'un ou de deux points.
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Palermo, t. 24, 1907). La méthode employée par ce dernier est
remarquablement simple et élégante. Donnons-en le principe.

Nous voulons obtenir la solution fondamentale de F,=oinfinieenII :
c’est 7"+ quand b;= ¢ = o (le cas m= 2 sera ¢tudié au Chapitre IT).
D’une maniére générale I, (#7) présentera pour r=o un pble
d’ordre g+ 2, sauf pour q=m— 2, valeur pour laquelle le pole
sera d’ordre < ¢~ 2. Posons alors (toujours avec r= PII), D’ étant
un domaine comprenant D :

(14) s / | PM l"’f*g‘l’ll' doy,
v
et déterminons @} en écrivant que F, (¢) = o. En se rappelant que la
formule de Leibnitz s’applique aux dérivées premiéres de l'inté-
PPiq P

grale m-uple et que son laplacien est fourni par la formule de
Poisson

(1,) _ Apfl PM |="+2pydoy=— (m — 2) 6,0p,
»
il vient
(15) —(DII,T—i—?‘fK{,‘lD}lIdmm—i-KP:O
w

avec A =1, K étant donné par

. . 0 PM [—m+2 e
(m—2)a, K}=F,(|PM |+ :Ebi -I—dTll—— + | PM e,

L’équation (1,) nous montre que ® est la résolvante du noyau K pour
la valeur h=1. D’ailleurs K présente en P un pole d'ordre m —1.
® se calculera donc soit 4 l'aide d’un noyau itéré, soit par la
méthode de Poincaré, en supposant D’ tel que la valeur A =1 ne soit
pas caractéristique. (II'est entendu que, pour m= 2, il faut remplacer
partout | PM [-+* par — 2| PM]| et (m — 2)g,, par 2%.)

En somme »—** n'est pas tout & fait la solution fondamentale
de F,=o0. C’est une quasi-solution V ; nous entendons par la que, en
tant que fonction de P, V se comporte en I commé la solution fonda-
mentale et que IV, (V) est continue dans D, sawf en 11 ou elle présente
_un péle d’ordre moindre que m. On corrige en quelque sorte cette
quasi-solution au moyen d’une intégrale portant par une fonction
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inconnue composée avec V, et que les propri¢tés de V permettent pré-
cisément de calculer.

Passons maintenant & I'équation générale F = o du début et cher-
chons sa solution fondamentale. Nous poserons

U= Xy a

et nous supposerons celle forme quadratique (ol les «; désigneront
plus loin les cosinus direcleurs de la normale & S) définie pos[tive et
de discriminant un (smon il suffirait de diviser les a;, par la racine mitme
du déterminant). litant donné un pomt II, on peut toujours faire
sur (2;) une substitution linéaire qui xende en 1l les a;, égaux & un
pour U=l et & zéro pour ¢ £ k : cette substitution n’est autre que celle
qui transforme la forme adjointe en une somme de carrés ('). L'équa-
tion pourra donc s'écrire

o 0% O . Ju
4/ = ——— .
(14) F(u)= 9 -+ Z a‘/"()x',-().z', z b +mt._0,

tous les a;, étant nuls en II. Mais alors7’—** sera une quasi-solution,
' étant la distance de II & un point courant dans le nouveau systéme.
F'(r'—"+*) aura un pole d’ordre m —«, si les -, sont infiniment petits
d'ordre « avec r'.

Revenant aux variables primitives, on est donc conduit & prendre

m
. . . ~=+1 .
comme quasi-solution S * , en posant

o 3 el b
(17) T=Zay{(xi— L) (@ —E)

et 'on calcule la solution fondamentale par la méthode exposée plus
haut : st 'on en retranche ensuite la solution régulicre prenant la

(1) En cffet, supposons Il pris comme origine : si 'on exprime les nouvelles

variables (z}) en fonction de (x;), les formules donnant les dérivées Frll fonction
. Ty

des — peuvent (lre envisagées comme réalisant une substitution linéaire symbolique

dx,
O Jd J ] d . R
dans la forme Za,/ J; 9a et ccla de telle sorte que les o, jouent le role de

variables covanantes et les z; celui de variables contrevariantes. Si donc notre forme

devient Ed 70 la forme Zalkz; 2., adjointe de Za;;2; 2, devient Sa'3,
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méme valeur sur S, on a la fonction de Green, formée ici comme
solution de F=o0. On l'obtiendrail de mime comme solution de
’adjointe.

On peut aussi, dans (1,), remplacer ajf par «|' et écrire
(15) 9 =3ai (zi— L) (®e— bs).

m

o e . - . -+ . .
C’est ainsi que procéde E.-IS. Levi. S *  est solution exacle si les g,

n
sont conslants, el b;, ¢, f nuls; si les a;, dépendent de (z;), F(S—"_‘H)
aura un pole d’ordre m —1, & la condition que les «;, admettent des
dérivées secondes, hypothése plus restrictive que celle faite plus haut.
On pourra donc, suivant les cas, partir de (1.) ou (1) (voir n* 9).
I1 nous faut maintenant envisager la formule fondamentale relative
a I'équation générale (E) du début : 'adjointe est
Payy by
e~ 0w,

tk i

“=CcP =0

F(v)=

et nous avons l'identité

J v
(3% (u)——uJ'(v ~2< ()a/ —~ma,~ku§lzi>

ik

"Z d up ()_az_€+ - dbuv
().2”4 0.23; 0‘111 )

ik !

Considérons 4 nouveau les domaines D et d, de frontiéres S et s,
cnvisagés au début; intégrons l’cxpression précédente dans D —d

en utilisant la formulef = dw=— f:poc,»dS, avec o= cos(n, x;) :
S .

nous obtenons

)
(1q) f l :);\f- —+—w(a +b)n]dS = v fdw,

D—d

()a,A

a et b étant les vecteurs de composantes E el b etn I'unitaire de

normale 7 intérieure au domaine D — d. Nous avons posé dans cette
formule

) d 4
(110) (lt 2 (Ii/;dj - ();: qr/yk'
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1 . s, s
Or - W, demi-dérivée de W = Za;2,2, par rapport a o, est un
paramétre dirccteur de la direction conjuguée du plan tangent par
rapport au cone X« X;X,= o, cone des directions caractéristiques au

point de la frontiére envisagé : cette direclion conjuguée est la conor-
s . . . o du g,
male intérieure, suivant laquelle est prise 5o (*).

Dans la formule (1,), prenons comme coordonnées courantes (£;)
au lieu de (;) et remplagons ¢ par la solution fondamentale de I'ad-
jointe, solution par rapport & I1(&;) infinie en P; si toutes les dimen-
sions de d, contenant P, tendent vers zéro, le coefficient £, limite

0 ! L ’ ) ! s
de —f—dl—‘V ds, est icl encore égal a (m — 2)q,, (*) et nous obtenons la
Sormule fondamentale

e e

(131) (m—.2)0,,,11([’):——1.[0-——«u——(—i—/w(aw{—b)n]dS——fv dw.
4 " sL ON JON b f

1) Il convient toutefois d’ajouter que &N ne représente la valeur du déplacement dy
J q | I

. . . 1 S
suivant la conormale qu'a un facteur prés, dv = AdN, avec A = E\/Z\F[x’;;
"~

du du , ] , v
donc —— = A — - On a d’ailleurs cos(n, N) = ~Za.\v .= —, donc (n st
N =0 (n, N) = —= > ar¥a; = 5> (n, N) e
argi.
(2) Ceci se voit aisément : pour avoir la valenr de 4, on peut supposer les @;; cons-

— 1
tants et égaux i leurs valeurs en P, les &; et ¢ nuls, ¢ étant alors égal &4 F *
| w +1
[Z donné par 1,|. En eflet, dans le cas général ¢ différe de 3 * par des termes qui
admettent, ainsi que leurs dérivées, une singularité d’ordre moindre en P et par suite
. . . . . av
ne donnent rien dans la limite k. £t d’autre part si, dans I'expression de I Sur s, on
L
remplace les @;; par leur valeur en P, on éliminc ainsi des termes qui tendent vers
zéro avec d, ce qui ne modifie pas la limite.
Cela étant, si les «;; sont constanls, b; et ¢ nuls, envisageons une surface fermée
fixe I, contenant ¢ el d'équation ¢ = o, » étant réguliére, puis appliquons (14) en
m
ey )
prenant X pour frontiére S et posant w=29% ¢ =3 * et f=F(o?). Quand d s'éva-
nouit, il vient :

—7~l+x
/f?’(P)=—f-°5 * F(¢?)du.
b

Imaginons maintenant que nous ayons fait la substitution linéaire envisagée

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. I, 1930. 2
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Par le mé¢me raisonnement que plus haut nous pourrons envisager la
fonction de Green G soit comme solution de ¥ = o relativement a P,
soit comme solution de 7 = o relativement a 11. Si nous remplacons ¢
par G dans la formule fondamentale, TT élant toujours le point cou-
rant de D et p celui de S, il vient

. ~p
(142) (ne —2)o,u( P):fu(/)) %(J%—' Js,, --—fG.I»I./'(ﬂ)(/mn,
S r”

formule donnant la solution du probléme de Dirichlet pour I'équa-
tion (E). ' _

Plus généralement, si « doit satisfaire sur S i une condition de la
forme (probleme mizte; pour K = o, probléme de Neumann)

du .
(143) ‘ [‘I(p)()—;-+- K(p)u=L(p).

P'intégrale étendue a4 S dans la formule (1,,) sera connue si les coeffi-
du
oN
sur S & la condition

cients de - et u sont proportionnels a H et K, ¢’est-a-dire si ¢satisfait

de ,
(1,,) I|(~)-N+[I\.-H(a+b)n]v:o.
Si ¢, est solution fondamentale de 'adjointe par rapport au pointII,
en posant ¢ = ¢, -+ ¢, on voit que ¢, vérifie, quand II vient sur S, une
condition tout & fait analogue & la condition aux limiles imposée & w.

plus haut qui transforme Z en 2 et ' en A; si 'on appligue (1,) au domaine D' cor-
respondant a D, il vient, la valeur de / étant alors (n2 —2)0,,

{(m—2)3,¢{(P)=— [ r—m+Ao2du’,
»
m

2

—_ | .
Mais on a identiquement J *  [(¢?) = /—m+2Ag? et, comme dv = v’ (puisque le
module de la substitution cst un), f représente la valeur de f dans le nonveau
¥ b
systéme de variables. Les seconds membres des deux formules ¢tant identiques, on a
bien k= (m — 2)s,,.

Ceci montre qu'il convient de prendre comme surfaces s celles qui se transforment
en sphéres de centre P.
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On obtient ainsi une fonction de Green généralisée Gi' qui, comme
solution de I'adjointe enTl, vérifie la condition (1,,). On montre aisé-
ment, toujours par la méme méthode, qu’elle est aussi solution de la
proposée en P et vérifie (1,;), avec L =0, quand P vient sur S.

Je vais maintenant, aprés I'exposé géncral qui précede, expliquer le
principe de la méthode que j'ai employée, le détail des calculs élant
donn¢ dans les Chapitres suivants.

2. LE PROBLEME GENERAL DU CALCUL DES FONCTIONS DE (XREEN : LA FONCTION
AUXILAIRE. — Enrésumé, étant donnée une équation linéaire du second
ordre du type elliptique, la résolution d'un probléme aux limites &
P'aide de I’équation adjointe exige ainsi deuz opérations : 1° calcul de
la solution fondamentale de I'adjointe; 2° calcul d’'une seconde solu-
tion de I'adjointe a ajouter & la précédente pour avoir la fonction de
Green et qui vérifie sur S une condition anx limites du méme type
que celle imposée & la solution cherchée «. Une simple application de
la formule fondamentale donne ensuite « en tout point intérieur a S.
A chaque genre de probl¢me aux limites correspondra ainsi une fonc-
tion que nous appellerons d'une maniére générale fonction de Green,
bien que, dans certains cas particuliers, clle ait re¢u d’autres noms
(par exemple fonction de Neumann quand K = o).

Le calcul de cette fonction est donc un probléme de méme type que
celut qu’on s'est proposé au début et se résoul, par suite, par une
méthode de calcul qui permettrait directement d’avoir la solution
cherchée. Toutefois ce dernier calcul varierait avec les données,
tandis que la délermination d'une fonction de (sreen, pour une équa-
tion donnée, ne dépend que du contour et la définit comme une fonc-
tionnelle d’un incontestable intérét. Mais, au point de vue strict du
calcul de la solution «, la simple recherche de la solution fondamen-
tale peut sembler un leurre si I'on ne connail pas une autre méthode
pour obtenir « ().

Aussi j’ai cherché & obtenir la fonction de Green G par une seule
opération de telle sorte que, celle-ci effectuée, la formule fondamen-

(1) Pour le caleul de « par la résolution d'une autre équation intégrale, une fois fa
solution fondamentale formée, voir la Note qui termine le présent Mémoire.
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tale donne ct prouve en méme temps P'unicité de la solution. Je me
suis donc demandé si, de méme que E.-E. Levi avait obtenu la solu-
tion fondamentale par U'intermédiaire d’une quasi-solution, il n’élait
pas possible d’obtenir G par l'intermédiaire d’une quasi-fonction de
Green V1!, s'annulant quand P ou II viennent sur S (s'il s'agit du pro-
bléme de Dirichlet) et telle que F(V) ou & (V) présentent pour PIl = o
un péle d’ordre < m ().

- Dans ce but, j’ai commencé par le cas le plus simple : le probléme
de Dirichlet relalif au cercle dans le cas des fonclions harmoniques a
deuz variables. La fonction de Green, dans ce cas, est classique et son
expression bien connue montre que, quand P et I sont voisins du
cercle et 4 des distances respectives et ¢ de celui-ci, clle se comporte
comme

(2,) vn_ﬁ\/r?—i—dd@
1 | L r I

V représente d’ailleurs la fonction de Green elle-méme quand le
cercle devient une droite indéfinie.

Peut-on user de cette fonction V, que j'appelle fonction auxiliaire,
comme des quasi-solutions envisagées plus haut ? Envisageons ’équa-
tion

Au —+-a% —+ b@ -+ cr=o.
oz ady
en cherchant la fonction de Green G{' comme solution de la proposée
elle-méme (privée de second membre) relativement 4 P(, y), le con-
tour C portant les données étant quelconque.

On constate alors que V se comporte bien comme une quasi-solution :

en mettant ensuite G sous la forme

(2,) Gll—viI f VADY duy,
D

analogue’a (1,), on trouve que ® est donnée par une équation de
Fredholm semblable & (1,) [v0ir équation (2,) ot (m— 2) g, est ici
remplacé par 2% ).

1) Voir la Note a la fin de ce Chapitre.
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Dans le cas de m variables [ équation (E, )], V devient alors

m
-—;4-1

Vl[\[:,._m*-‘:'_(r‘l_*__/'da) ;

on met encore G sous la forme (2,) et ® est donnée par I'équation -
intégrale (avec A =1)

(2) —(m —2)on®f +)f1‘ (VB duy+ F, (V]) =o,

I'opération I, étant effectuée, comme toujours par rapport a P. Ceci
montre que ® est la résolvante die noyau (—‘(—P—)L—— pour A=1.
—2 n
L.a fonction auxiliaire est donc une quasi-solution en P s'annulant
quand P vient sur la frontiérede D. Elle n’est d’ailleurs pas unique :
le calcul qui prouve qu’elle est quasi-solution montre que cette pro-
priété subsiste si l’on i‘emp]ace d par une fonction ~(x;)s'annulant sur S

ainsi que Z \ ()h

expression 1mmcd1alc de V quand on connait I'équation de S. Le cas
de points anguleux dans le plan est traité dans le n° 12. Les lignes ou
poinls singuliers dans I'espace ou I'hyperespace nécessitent une étude
spéciale. : '

Unc autre forme de V nous conduit aussi a une mterpretatlon géomé-
trique utile. Nous reportant encore au cas du cercle ou de la sphére et
des fonctions harmoniques, on constate qu'on peut prendre comme
partie du premier ordre de GI, lorsque P tend vers le cercle, 1a fonction

[et de méme & par &(E)]. On déduit de 13 une

, r o
(2,) vil—= E.’T‘ pour m =2, Vi p~m+2— r7™*2 pour m > 2,

r, désignant la distance de IT au point P, symétrique de P par rapport
au pied de la plus courte distance d et que nous appellerons le point-
image, définition susceptible d'étre généralisée. Il est & remarquer
d’autre part que I'expression (2,) se confond avec (2,) dans le cas
d’une frontiére rectiligne. »

On aboutit également a la forme (2,) en remplagant dans (2,) 8 par
la somme ¢, des premiers termes de la formule de Taylor donnant la
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valeur de la plus courte distance quand on passede P all :

6,:d+2(£;—mi)g‘-;—ji,

de sorte qu’on trouve ainsi pour V deux formes principales obtenucs,
dans le cas du probltme de Dirichlet, en retranchant de r—2
soit 7,"* (avec r; =1r*+ 4 d2), soit ¥;""*(avec ' =1+ 4d<,).

La deuxiéme quasi-solution, ;""*, se préte trés simplement a la
résolution des problémes mixtes [ condition (1,,)], V élant alors de la
forme r="*1 4 7"

A chaque probléme auz limites correspond ainsi une fonction V et la

fonction de Green correspondante est donnée par (2,) et (24).

(K3 had

Passons mainlenant a I’équation-générale I = o. Cette fois c’est &

[formule (1;) ou (15)] qui jouera le rdle de r et la fonction auxiliaire
du problé¢me de Dirichlel sera

m

. _m o
Vil=23" (3 4 gse) 2T,
s étant une fonction du point P posilive dans D et telle que

s=o0 et Z(/;k% ()L);—‘ =1 sur S;
¢ est la méme fonction, mais relative a II. La fonction de Green est
encore donnée par (2.) et (2,), F remplacant I,.

Ici encore on peut définir un point-tmage P, de P, dont nous
donnons une théorie complete (el indépendante) au n° 40 : P, est
extérieur & D quand P st intérieur, se confond avec P sur S et est tel
que, si P subit un déplacement infinitésimal a partir de S suivant la
conormale, P, subit un déplacement équiopposé.-On obtient alors une

~1 Y

. . \ . ~2
quasi-solution analogue a4 7" en remplacant, soit dans & *  les
coordonnées de P par celles de P, fonclions des (x;), soit dans

(T+4s5) * . apara,:s»-1—2(51—:6;).9,’,.,..

A toute quasi-solution sv en correspond ainst une autre w,, elle que,
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sur S, w et w, coincident et ont des dérivées conormales opposées.
La vésolution des problémes mixtes se traite alors avec une fonetion
auxiliaire de la forme w —+ p, 0y, ‘

Au cours du dernier Chapitre, nous arrivons & nous affranchir de
Uexistence de ['équation adjornte et a obtenir des formules de résolution
supposant simplement que les coefficients de (E) satisfont & la condi-
tion de Holder dans D + S, K Gtant un nombre fixe,

J(P)— f(IHI<K[PO*  (o<agh).

Quant 4 la frontiére S, il suffira que ’angle des normales en deux
points voisins M et Q soit < K/|MQ|"(o < A<1); S peut donc étre
dépourcue de courbure.

Il convient ensuite de fuive la synthése des solutions, c’est-a-dire de
vérifier que les formules de résolution, obtenues a I'aide des fonctions
de Green constrnites précédemment, donnent bien des solutions
vérifianl les condilions aux limites données. 11 faut, de plus, examiner
les cas singuliers o le déterminant de Fredholm est nul. Celte ques-
tion se ratlache & I'étude de l'unicité des solutions. Nous démontrons,
par exemple, que le probléme de Neumann, pour I'équation géné-
vale I = o privée du terme en «, n'admet que la solution 1 = const.
quand la donnée sur S est nulle.

Enfin nous terminons en traitant, dans le cas de deux variables, le
cas ot la condition aux limites est lincaire par rapport a « et a ses deux
dérivées premiéres; clle peut donc se ramener a la forme, contenant

I . du.
la déricée tangentivlle 5,
dJs
du dut .
e 41l = +Kv=1L.
on Js

s étant ici 'arc du contour et H, H,, K, L. des fonctions de s. 1l

. . . . 1 , . ,
faut alovs introduire une autre solution que L’; [I’équation étant

ramenée a la forme (E,), ce qui est toujours possible ici]. Cette

T
solution est <HP, Oa:), fonction harmonique conjuguée de £r : elle
a déja été ulilisée par Poincaré dans I'étude des marées.
~ Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été énoncés
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dans diverses Notes insérées aux Comptes rendus depuis 1920 (').
Mais la méthode est susceptible d’exlensions diverses que j'ai indi-
quées dans le méme recueil et qui concernent :

1° Le type parabolique

Pu du . ou . .
Zatk ()a:,()xk - (A)}" +2 bl(m +eu +f—0.~

les coefficients étant fonctions des m 41 variables z,, ..., @., ¥
(t. 171, 1920, p. 840);

2° Les équations d’ordre 2 p admettent une famille multiple d’ordre p
de caracléristiques imaginaires (t. 173, 1921, p. 761 et 1445);

3° Les équations dont toutes les caractéristiques sont imaginaires ct
décomposables (t. 177, 1923, p. 571); ‘

4> Certaines équations intégrodifférenticlles, comprenant en parti-
culier I'équation des marées dynamiques (t. 179, 1924, p. 663
el 1243).

Enfin j’ai indiqué également comment on pouvait résoudre les diffé-
rents problémes aux limites relatifs 4 toutes ces équations a I'aide de V
et sans former la fonction de Green elle-méme; nous retrouverons ce
point de vue, qui en fait n’est pas distinct du premier, dans le dernier
Chapitre[ équations (13,), (13;) et (14.)]-

Tout ceci permet 1'étude de la nature analytique des solutions
(t. 182, 1926, p. 36 et 754).

Tous ces résultats seront développés dans des Mémoires ultérieurs.
Pour l'instant, je me suis borné aux équations du type (E) car le
principe de la méthode reste le méme dans les autres cas (?).

(1) T. 171, 1920, p. 610 et 839; t. 173, 1921, p. 761; t. 184, 1927, p. 1109 ct 1632
t. 183, 1927, p. 1565; t. 188, 1929, p, 1652. Signalons aussi les heaux travaux de
M. Giraud et particuli¢crement les Mémoires qu’il a publiés en 1929, depuis 'impression
de notre présent travail (Annales de I'Ecole Normale, Journal de Math., Bulletin
des Sc. Math.).

(2) Depuis que ceslignes ont été écrites, j'ai eu connaissance d’un Mémoire fort inté-
ressant, publi¢ A Rome en 1910 par E.-E. Levi (auteur déja cité plus haut) et qui semhle
a peu prés inconnu en France : [ problemi dei valori al contorno perle equazione
lineari totalmente ellitiche alle derivate parziali (Societa dei XL, seria 3,
tomo XVI). Le regretté savant traite des équations d’ordre 2n a deux variables : il
semble que ce soit lui qui ait eu le premier I'idée d'une quasi-fonction de Green,
que je croyais inédite dans ma Note de 1920. Mais, si le point de départ est le méme
que dans le présent travail, la mise en application est toute différente : I'anteur, partant
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~1

II. — Les équations 4 deux variables et le probléme de Dirichlet.

Conformément & ce que nous avons dit dans le Chapitre I, nous

ouvons envisager la fonclion de Green comme solution de I’équation
p 8 ;
sans second membre F = o relatzvement au point P. Nous co ngons

d bre I elal enl a tP. N mmencon

par étudier le cas de deux variables (x, y), qui cst le plus simple, ce

ui facilitera I'expositi u cas général; n avons que l'équati
qui facilitera 'exposition du cas général; nous savons que I'équation
donnée peut loujours étre alors ramenée a la forme (E,), alors qu'il
n'en esl pas ainsi dans le cas de m variables.

3. ForuatioN pE LA FONCTION AUXILIAIRE. — Envisageons tout d’abord
le probléme de Dirichlet intéricur relatif & un contour donné dans le
casd’unc fonction harmonique. La fonction de Green cst alors symé-
trique par rapport aux deux points P(z, y) et TI(%, n) dont elle
dépend ct, lorsque le contour est un cercle C, son expression est

n_ P om NP’ Op
(31) Gp =4 PI[»——R—__L,_H_‘;._[{.,

Il et P’ étant les conjugués de Il et P par rapport a C : ces deux

formes résultent de la symétrie de G et leur identité peut d’ailleurs
s'établir directement.

Envisageons, par exemple, laseconde forme : soient QP =/, OIl=2 "
) | I )
ct prenons comime axe des x la droite OP. Nous aurons

e

—_— . R2\? —— )
B :( - 7) wnt, WP =r=(r—lpt .
Remplagant £*+ v par A* et éliminant &, on en déduit

I—li’—l'z—_ Rz . (R'z_ [2)([{2*)‘2)’
- [ i

de la quasi-solution fondamentale ¢, porte ses efforts sur la construction, longue et
délicate, de la fonction compensatrice g, qui est telle gre & + g soit quasi-solution
et s’'annule 4 la frontiére ainsi que ses dérivées des n—1 premiers ordres. De plus les
hypothéses sur le contour et les données sont nombrcuses et restrictives. Pour toutes

ces raisons, l'exposé que je donne ici ¢tant tout autre que celui de E.-E. Levi, je le
publie sans rien y changer,

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. I, 1930, 3
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Dol
mp OP\: - (Re— £)(R— )
-I—I_F ]—{> =i+ l‘{2’.2 9
v (Ri— ) (R2—32y
Gr=3 ['+ Rept :

Cette formule, qui établit ‘d’ailleurs la symétrie de G, va nous
permettre de préciser le mode d’évanouissement de G quand P ou I
viennent sur C. En effet, d et ¢ désignant les plus courtes distances
de P et IT 4 C, nous aurons

d=R—/ 0=R 1%,

13[14——’{_—20 (zﬂ—dl){(?zl{—«a)].

Lersque d et ¢ tendent vers zéro, G est infiniment petite comme la
fonction

W=- F(I + 6({0):1:"/”"" 6ds,
2 F& r

D’ailleurs, quand R augmente indé¢finiment, G se réduit & V, qui
représente ainsi la fonction de Green dans le cas ou la frontiére est une
droite indéfinie.

Supposons maintenant que le contour C soit quelconque : d et 3 con-
servant la méme signification, nous allons chercher si la fonction V est
quasi-solution de I’équation de Laplace, c’est-a-dire si AV présente

" pour r=o0 un pdle d’ordre inféricur i 2.
<videmment il en est bien ainsi quand P et IT sont intérieurs a C :
posant '

(3,) ra=vVri+ 4do.

AV est égal 4 Afr, qui contient », en dénominaleur cl reste fini, sauf
quand P et I1 tendent vers un méme point de C, car alors r,— o. Il
nous faut donc examiner ce cas.

Calculons donc AV relativement au point P : il vient (*)
20Ad 83
—_— —+ —

r; ri

Cdddd L (ddN\ L [0d\?
S e A e G <)

oz

(35) Ap V=

{1).Nous emploierons souvent Ia notation Ap, Fp, etc., dans les symboles de déri-
vation pour préciser le point P par rapport auquel se fait 'opération.
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Or, si n est lanormale intérieure a'C au piedde det si(Ox, n) =9,
3 dd _ dd . 0d\*  [od\*__
(3,) . g ==cosg. sing, |, -+ ) =1.

dy T oz Z

‘

Il nous faut, d'autre part, calculer Ad; pour cela, nous nous
appuierons sur une formule souvent utilisée dans I'étude des fonctions
harmoniqueset biharmoniques : I’ étant un point d’une courbe ¢, s I'are

. ., o
de celle-ci, » la normale intéricure, ¢ la tangente (/,P n=+§), cle

rayon de courbure algébrique en I’, on a

' Pu a1 du

(3) =T o on
0o, (e . . . J
ol . désigne les dérivées prises dans la direction de la tangente et 5

les dérivées prises le long de la courbe. Supposons alors que ¢ soit la
courbe paralléle & CC passant par I’ : remplacant « par d on aura

_(_)_1‘/ . dd o2
ags & gn on®

—=o. e=HR—d,

R étant le rayon de courbure algébrique de C au pied de o : d'ot

0> d 0*d 1
(3) A=+ =~ R=a’

o d (e
D’autre part, comme asgn =0, toutes les dérivées secondes de d

. . . . K
en P, quels que soient les axes choisis, seront de la forme z—

K étant toujours fini; par suite, si nous calculons P'accroissement de
la plus courte distance quand on passe de P all, en utilisant la formule
de Taylor jusqu’aux termes du second ordre; nous pouvons écrire

A . )d )d H, .

(3,) 0-(,/:(:’;~.1r)(7)—/‘;+(n—-‘)'){(——bj+§T:L-Cz-r-,

en désignant par H, unec fonction toujours finie de P et de II el

par R, — d, la valeur de R — d pour un certain point du segment PII.
Utilisant les résultats (3,), (3;) et (3;) dans la formule (3,), il

vient '

) —2 8H <‘r 2
3 J— ! - .
(%) .Ap\ r3 [B_d+' R,—d, ."2),]

Or r est au plus égal 4 r,; si donc nous supposons que R ne puisse
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s’annuler, c’est-a-dire que la courbure de C reste finie, et (ue, d’autre
part, P reste dans une région R’ intérieurc au domaine compris
entre C ct sa développée, le crochet reste fini et il ne reste & évaluer
que 'ordre du premier terme quand r, tend vers zéro. Pour cela, il
sulfit d’envisager le triangle PIlp, p étant le pied de d : on a

6<Mpsd +r, donc rzé—d,
on établirait de méme r2d — 2. Donc r2|2 —d|, d’oi

] ri2(0 —d)? - 4dd=(d -+ 9d)
et par suile

s

d +

E)

!

o
A

<.

[l résulle de la, d’aprés la formule (3,), que, quand I’ est dans R/,
le produit 7,4,V reste fini quel que soit 1T, et « fortiori rA,V égale-
ment. Donc V est quasi-solution dans ®' + (., puisque AV présente un
pdle du premier ordre quand P ct II tendent vers un méme point de C.

Nous avons supposé P dans ®'; dans la région restante D — &/, il
suffira de remplacer d et ¢ par des prolongements de ces fonctions,
c’est-a-dire par des fonctions d' et 2’ se raccordant avec d et ¢ ainsi que
les dérivées premiéres et secondes, de facon que la fonction r*+ 4 d' o'
et ses dérivées des deux premiers ordres en et en y restent finies (ou
tout au moins intégrables) dans D — &'

Désignons dorénavant par det c1'ensemble des valeurs des distances
de P et II a C, dans le voisinage de C, et des prolongements ainsi

définis. La fonction L’—r; est quasi-solution de I'équation de Laplace.

i o2

SRy 3 . I
De plus ses dérivées premiéres conticnnent des termes en - et en -

. . 1 . p
et par suite sont du premier ordre ¢n =» puisque agr.,..
Il résulte de la que.
r
(3,) Vil=r 2,

r, étant défini par (3,), est quasi-solution de I’équation linéaire du type

canonique

ou du
“+ b~ +cu=o,

F,(u)zAu,-J,—a(i;_ Iy

oui les coefficicnts sont fonclions de x, y.
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" Clest cette fonction V que nous prendrons comme fonction auxi-

liatre (*).

4. CarcuL pE LA roNcTioN DE GREEN. — Ainsi que nous l'avons dit
dans le n* 2, nous mettons G sous la forme

Gll=vHl f \21 Y
D

En supposant I’élément différentiel intégrable, la fonction G ainsi
écrite s’annule quand P ou IT viennent sur C, et la détermination de G
est ainsi ramenée & celle de la fonction ®. Nous obtiendrons celle-ci en
éerivant que IF, (G), calculé par rapport a P, est nul.

Or la fonction auxiliaire V, étant quasi-solution, aura la forme

i 1
\’:L",—.’—i—‘/,

(quelle que soit I'expression que nous lui donnions, que ce soit (3,) ou
. . : 1 ,o. .

- une autre), Av étant du premier ordre en —; et la dérivation sous le
. , . A .y 1 (e
signe | s’applique aux dérivées premiéres de - et de ¢ et aux dérivées

D
secondes de ¢ (¢/. n° 7).

Soit alors ¢ une fonction continue de M qui satisfasse en P aux

mémes conditions que la densité d’un potenticl logarithmique vérifiant
la relation de Poisson (*):

A"fff)iﬁpﬂdc"“:‘"' 2T op.

Si donc @}, considérée comme fonction de P, satisfait 4 ces condi-
tions [ que nous appellerons conditions ()] en tout point intérieur a D,

(*) I va sans dire que, si le contour donné est un cercle, nous pourrons choisir
aussi comme fonction auxiliaire pour ’équation canonique la fonction de Green (3,)

A . . 1
elle-méme, F,(G) étant du premier ordre en e

(%) Voir a ce sujet Annales de I’Ecole Normale, 1918, p. 149 : il suffit, en parti-
culier, que I’accroisscment ;| py— cp| soit < K|PM [* avec o < 2 <1 (condition de
Hilder), méme dans une seule direction issue de P.
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nous pourrons écrire
Fo (68 =Py (V) —axeft+ [F, (W) ell doy=o,
D
ou

(hs) (D#‘:fng'; F (V) @l doy+ LR (VD).

Or, si nous envisageons une équation de Fredholm supposée résolue
par rapport a la fonction inconnue ¢ et écrite sous la forme classique

o(P)=1 fK(P, M) (M) duy - §(P),
«'D
la résolvante I' du noyau K est donnée par i’équation
I‘(P,H;?.):lfK(P, M)T(M. IT; %) doy + K (P, TI).
D

L’équation (4.) est précisément de cette forme, avec

h=1, K(P,M):—_EET—rFl(V%'), T(P.1; 1)= oL

; ' (- -
Donc ® est la résolvante du noyau —Fi( ViY pour 1. =1. Ce noyau

. . . : 1
rentre d’ailleurs dans un type classique, car il sc comporte comme

pour r==o0 : le second noyau iléré est donc borné et la résolvante
s’exprime aisément au moyen de ce dernier (voir, par exemple, Goursar,
Analyse, t. 111, n° 570).

On peut également calculer I' par la méthode de Poincaré : il
suffit d’écrire

> . 3
r(Py ﬂ; l):@;%:ﬁ(ll%,_'—-)-,

en désignant par @,(P, II; %) et M.(2) les deux fonctions entiéres
obtenues en supprimant dans les fonctions classiques D(P, II; 1)
et D(A) tout ce qui dépend des deux premiéres traces du noyau K.
Enfin, sans introduire la résolvante du noyau non borné, on peut
aussi, par deux itérations, obtenir une équation avec un noyau borné.
et un second membre K, (P, II), somme de K et des deux premiers
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noyaux itérés, donc ayant la méme singularité que K (P, IT); si 'on
pose ensuite ® =K, 4 ®,, la fonction @, vérifie une équation & noyau
et second membre bornés. A

Quelle que soit la facon d’opérer, la résolution de I'équation (4,)
nous donnera une fonction ®[! admettant un péle d’ordre un quand I?
vient en II; de plas ® satisfait aux conditions (¢) si les coefficients de
Péquation I', = o y satisfont cux-mémes, en supposant P et I distincts :
ceci résulte de I'expression (4.) de ®, car F,(V}!) satisfait aux condi-
tions (¢) en P (). Le calcul effectué pour obtenir (4.) est donc légi-
time. '

Nous oblenons ainsi une fonction G!, solution fondamentale de
Péquation proposée (privée de second membre) relativement a P,
suppos¢ distinct de II, et s’annulant quand P (ou II) vient sur C, sauf
peut-étre si P et II tendent vers un méme point de C. C’est bien la
fonction de Green cherchée. :

Toutefois ceci suppose que le déterminant D(2) correspondant au
noyau K ne s’annule pas pour A = 1. Pour tous les contours C tels que
le noyau K n’admette pas un comme valeur singuliére, le probleme de

Dirichlet n”admettra donce qu’unc solution donnée par (1,), avec k=27,

u(P)= ;%fzt(/)z)dg:’ ds,,,-—z-l;thyf(ﬂ)dwn.
c )

Pour étre complétement rigourcux, il nous faudrait vérifier que la
solution ainsi obtenue satisfait bien aux conditions aux limites
imposées : c’est un point sur lequel nous revenons plus loin (n® 13).

Hypothéses sur le contour. — Nous avons supposé, dans ce qui
précéde, que le contour C posséde en chaque point une courbure finie
et continue; il peut se composer de plusieurs courbes fermées simples,
de telle sorte que D soit d'un seul tenant, & connexion simple ow

(1) Si nous prenons comme condition () celle de Hilder (note précédente) qui est
la plus pratique, F,(V) y satisfait alors en P, sauf peut-étre en ce qui concerne le
terme A d qui figure dans (3;). Mais comme, d’aprés son expression (3;), A dadmet une

cuogl =1 Lo . ' o
dérivée, m—); » dans la direction de la normale, la condition de Hilder est vérifiée

dans cette direction pour Ad, ce qui suffit. ’emploi de la fonction A miroduite plus
loin (n° 6) évite d’ailleurs cette difficulté. .
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multiple : chacune des courbes fermées conslituant C pourra donc
étre définie par 2(2) et y(t), « et y admettant des dérivées premiéres
el sccondes finies, 2/ (¢) et ' (¢) n’étant pas nulles simultanément.

Qu'arrive-t-il si C présente un nombre fini de points anguleux a
tangentes distincles, ce qui se traduira par des discontinuités finies
de z'(¢) et y'(¢)? En général, A’ étant un tel point, il existera une
ligne [, partant de A et constituée par des points équidistants des deux
arcs C, ¢t C, de C issus de A; le long de cette ligne les dérivées
premiéres et secondes de d présentent des discontinuités finies, de
sorte que, pour pouvoir appliquer correctement la formule de Green
dans le domaine D, il faudrait faire des coupures le long des lignes /,
au moins dans la région R’ avoisinant C (*) : on aurait aussi deux
intégrales, unc de chaque coté de /.

Or la tangentc en tout point de Z est bissectrice des normales a C,
et C, issues de ce point, dc¢ sorle que les dérivées des denx fonctions 2
prises respectivement suivant les deux sens de la normale & [ sont

, ’ ' o ()GI’H A
égales. On en déduit aisément que —(-)%- a la méme valcur des deux

cotés de [ et que les intégrales le long des coupures s’ajoutent.

Nous voyons donc que le cas des points anguleux doit étre examiné
& part (voir n® 12 j’ai donné aussi dans les Comptes rendus, t. 184,
1927, p. 1633, une méthode exposée dans la Note finale; o n'intervient
pas la fonction de Green). Nous écartons aussi (4 cause du terme Ad)
le cas ou, le long du contour C, la courbure admetlrait des disconti-
nuités de premiére espéce, résultant de discontinuités des dérivées
sccondes de z(¢), y(2).

L’emploi de la distance « conduit donc a des conditions trop res-
triclives et convient surtout comme procédé d’induction. Nous étudie-
rons plus loin (n° 1), dans le cas de m Variables, les conditions &
imposer a la frontiére et nous élargirons celles que nous avons trou-
vées jusqu'ici : [ existence de la-courbure ne sera plus nécessuire.

Quant aux points de rebroussements, ils nécessitent une étude
spéciale.

(1) Une ligne ¢ peut exister égalcment sans qu'il y ait point anguleux en A (c'est
le cas, par exemple, d’'un axe de symétrie), mais, si la courbure est finie, il n’y a
qu'une seule plus courte distance d’un point de [ 4 C, dans le voisinage de A; les
discontinuités envisagées dans le texte n’existent pas.



DETERMINATION ET EMPLOI DES FONCTIONS DE GREEN. 25

$. AUTRE FORME DE LA FONCTION AUXILIAIRE. LE poINT-IMAGE. — Envi-
sageons l'expression (3,) de la fonction de Green dans le cas du
cercle : quand P est infiniment voisin du cercle, son conjugué P’ n’est
qu’a une distance du second ordre du symétrique P, de P par rapport

au pied p durayon passant par P; si I'on pose [, = r,, le terme £ IIIIl;,

I3 3 s r : e . \
est alors équivalent a4 £ - Nous sommes ainsi conduits & nous

demander si [’on peut prendre comme fonction auxiliaire £2 Tf, au lieu
s . e . N . 1,
de £-*. Le cas d’une frontiére rectiligne vient & 'appui de cctte idée

o S TT op .
car, lorsque le centre O s’éloigne indéfiniment, S tend vers unet P’ se

confond avec P, (). La fonction de Green peut alors s’écrire indiffé-

.

~

I

r

remment £-* comme nous 'avons déja vu, ou £ —; l'identité de ces
1

~

deux formes résulte d’ailleurs de la relation, dans le triangle UPP, :
r—rt=4dd ou =\t fdo=r,.

Passons maintenant au cas d'un contour C quelconque et appelons
point-image de P le symétrique I’, de P par rapport au picd p de la
plus courte distance dde P a C. Voyonssi ‘C%’ toujoursavec r, =1ID,,
est quast-solution en x, y.

Le calcul méme que nous avons fait plus haut avec £r, va nous
servir ici. Supposons, en effet, que, dans r,, nous remplacions ¢ par

) Jd ) d , .
l:(l—{»(.f’,—w.ac)(?‘(-];—%—(y—-'r;)r(}%::(/—(ar:—&)coscp-—~()'—Y])smcp;

Sy

(34)

(1) I n’est pas sans intérét de trouver directement 'expression de la fonction de
Green dans le cas oit la frontiére est une droite : il suffit de prendre celle-ci comme
axe des y par une transformation de coordonnées qui, comme on sait, laisse invariant
le symbole A. La fonction £ \/(z +%)2+ (» —4)?, obtenue en changeant z en —xz
ou { en —% dans £, est harmonique en z, » et §, 0 et représente précisément .Cry.

Quand P ou [T vientsur Oy, ry==r, donc £ -;’- satisfait bien-aux conditions imposées
L

i la fonction de @reen. Si la frontiere comprend une partie rectiligne AB, I'emploi

de 1;7',‘—" dans la formule (1,) fait disparaitre leterme en g}i le long de AB.

Journ. de Math., tome IX., — Fasc. 1, 1y3o. [I
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montrons que
(5,) M+ hdaé,=ri.
11 suffit pour cela de former les coordonnées du point P, :

ry=x—osdcose.  y, =) —2dsing.
D’on
ri=(x—ax)-4(y—rr

= (& — £V b (g — ) o f o= f el [ (@ — £) o5 - () — ) sino]
=4+ 4dé,

Comment se comporle r, vis-a-vis de »? Pour les raisons données
au n° 3, il suffit d’envisager le cas ol I” est dans la région R’ avoisi-
nant C et que nous supposerons choisie de telle sorte que P, reste
extérieur 4 C (il en sera d’ailleurs toujours ainsi si C est convexe);
r, ne peut tendre vers zéro qu'avec r et dans le cas ou P et II sont infi-
niment voisins d’un méme point de C. On a d'ailleurs r<r,, sauf
si C est convexe vers I'intérieur du domaine et 11 situé entre C et la
tangente en p. Prenons alors celle-ci comme axe des x, et p comme
origine : on a
2 e (d—mn) fdn

5 r — .
() . R (drn)y | PBa(drar

. , . r X .
Or 2 reste borné : donc le second membre, et parsuite —-» est born¢.

.,-
2 1

. ‘d 9 d ro
Il en est de méme de ~-» caron a 2d <r—+r,, donc — <1+ =
1 ] 1

Ces conclusions subsistent : 1° si 'on suppose simplement g horné,
3 o2 °

car, en posant 7= (o, d =&B, on a 5y ("dd+ T (:P_{_ 57
est borné, cette expressiou est bornéc puisque son dénominateur
restc 21 et que, pour B infini, elle est nulle; »¢ si I'on remplace P, par
un autre point dont la distance ¢ & P, soit infiniment petite par
rapport 4 d, donc par rapport a r, ; en effet, », n’est modifié que d'une
quantité au plus égale & «, donc infiniment petite par rapport a r,
lui-méme. Nous avons ainsi une définition plus générale du point-
image.

Formons maintenant A, £r, : en (uoi I'expression obtenue va-t-elle

ct, sl a
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différer de (3,)? D’abord le crochet s’annulera d’aprés le choix méme
de ¢,. Ensuite, nous aurons des termes contenant les dérivées pre-
micres et secondes de 6, par rapport a x oud y. Or

26, ., d N rd
P23 =(§—x) da _*,- (=) drdy’

C e, . . R J*d oy
quantité du premier ordre en r. On voit de méme que —— reste fini, i

la condition que les dérivées troisitmes de d, donc les dérivées
secondes de I'angle o, existent, ce qui entraine ’hypothésc d'une
courbure dérivable (dont nous nous débarrasserons par la suite). Or

ooy . % | 1 T
les dérivées premiéres de ¢, figurent dans les termes en — etles dérivées
|

1 r .
secondes dans les termes en —- Comme —- est borné, tous les termes
1 1

. , . 1 .
envisagés sont au plus du premier ordre en -, ce qui montre que £7,,

. . r . .
et parsuite £ est quasi-solution de F, = o.
1

Il n’est pas inutile de le vérifier directement sans passer par l'inter-
médiaire de r,. On peut opérer de plusieurs maniéres et nous donnons
plus loin une démonstration générale (voir n° 40) : en voici une bien
simple dans le cas qui nous occupe, celui du plan.

Prenons comme coordonnées d'un point P de R’ I'arc s de C abou-
tissant en p et la distance Pp=n. On a aisément

(3,) Au= R_\ou —+ P + leﬁnes contenant les dérivées premiéres
b T \R—n/ 0s on? ) P )

Supposons « harmoniquc et envisageons la fonction u, = u (s, —n):
si I'on pose n,=— n, on a évidemment «, =u(s, n,) et

Pu(s, ng) Py
ond T an??

done

Au. — R 0%, _*_()‘-’u,_{_ . R \?d%, +’)2“1 oA ()Htl+ :
“F\RTa) o8 ont T \R=n,) 05 onz Mg T

4R . P A u, '

avec A = iamraat ce qui se réduit anA e car le second membre

de (5,) est nul pour u=u, et n=n,.En particulier si u==£r u, est £7,;




28 MAURICE GEVREY.

Nu . 1 ,

n n'est autre que d et le terme —=* qui est de l'ordre de > élant mul-

. 1

. qe, . . . { r
lié par d, se ier ordre en — d Zet -

tiphié par d, sera du premier ordre el 7 done en - { puisque - et

sont bomés). De méme pour les tcrmes non écrits. ¢ Q. F. b.

S

6. IUXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS ET APPLICATIONS. — En nous

reportant a la formule (3,,) nous constatons que le fait que V soit quasi-

. . . 1\2 dd
solution tient a ce que (%(;) +<%
tera si nous remplacons d par une fonction /. pourvue de'dérivées

premiéres et secondes dans D + C, positive dans D et telle que

h=o, (%>2+<-{)—/£>::| sur (.
dx dy

" Cette derniére condition, puisque le premier membre est égal
. [ O\2 h\2 vy e o [ORN\? . Lt .
u,<( ‘) +<£~L) » se réduil a <(—L> =13 donc, /i croissant & partir

) est égale a 1 le résultat subsis-

Os on o
. /i
de zéro, :T: est >oetl'ona
ol .
h=o, 5 =" sur C.

La formule de Taylor nous donnera donc en tout point P de D

d*(d*h
(6,) ) /lp—-(/-l— ?(EF)])"
P, étant un point de pP. De méme, si 7 est la valeur de 2 en I,
. NI LAY A
(6.) ‘ 7‘~0+—<:)—’F‘)Il..
Enfin la méme formule de Taylor permet d’écrire en P, puis en II,
, . dh\2 I\
(65) . (a;) +<Z);> =1--N,d,
, ah oh |
=h+ (E— o)+ (n—y) o+ Hart,

h, et H, restant finis. En posant cette fois

" T
ri=ri4+4hy et V::Jf-’—’f,
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He)

il vient alors

[

Cay Al '8*/ oh oh [/ 0oh oh
BeV= 2 }__: h—(z— )()1 (= )()')’——/'(\/)—;;7 ()y
ou ’
(6,) avV=1 [2 Ak + 8H, <r' >z—~ 8————7“,’,'.‘_,’ d] :

-

Or nous avons vu aun® 3 que cst borné quels que soient P

\/T—Im
et I dans D + C : il en sera de m¢me quand on remplacera detoc (en
totalité ou en parue) par h et y puisque, d’aprés (6,) et (6,), on ne
modifie ainsi d et ¢ que d'une qucmute du second ordre (en se rappe-
lant que r, ne tend vers zéro qu'avec /et 7). 1l en résulte que 4,V
et par suite A,V sonl bornés et V est bien quasi-solution de (E,).

On pourra de méme remplacer'd par /: 1° dans les formules (5,)
et (5,), ce qui nous donnera, au lieu de r,, I’expression

- o I
(65) 7"+[;/1L/L—(L’— )i-'—( —n):b['J

2° dans les coordonnées du point-image qui deviennent alors

oh Jan
(6,) .L’,_;L——zha—v, ),__)—Agh(—))—
Il est a4 noter que (&, —&)*+ (y,—7)* ne sera plus égal ici &
l'expression (6,) : la différence sera

4 dh + oh !——1
ox dy ’
c’est-i-dire une quantité du troisiéme ordre en d, d’aprés (6,) et (6,),
ce qui explique que les deux expressions soient quasi-solutions.
Nous réserverons la notation r, a la distance de IT au point-image

de P dans sa définition la plus générale, vue plus haut. Les expres-
sions (6,) peuvent d’ailleurs étre encore généralisées et s'écrire

(6;) 2, =x—2ha, y=y—2hfB,

« et {3 ¢tant deux fonctions réguliéres dans D 4 C et égales sur C aux
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cosinus directeurs de n : ceci résulte des formules

a:i{f—i—d<()—a>, ﬁ:ﬂl—{—%— <r)ﬁ)

oz an /, dy dn

l'indice 1 indiquant la valeur en un point de pP. Nous ne nous éten-
drons paé ici sur ces considérations car nous ferons plus loin une
théorie générale du point-image.

Nous avons supposé / pourvue de dérivies sccondes dans D + C;
on peut admettre que celles-ci existenl seulement dans D et deciennent
infinies sur G comme d*=" et que, de plus, les dérivées prenn'("res vérifient

“la condition de Islder dans D 4 C avec lecaposant o' (0 < a’<1)
Il fautl alors multlphcr I, et H, pacr *=' ("). On obtient ainsi un
noyau dont le produit par #d'~* est borné, et il admet une résolvante :
loutes les intégrales qui figurent dans I'expression de celle-ci con-
servenl un sens (*). Nous dirons alors que la fonction A est quast
régulicre dans D + C.

Application au cas d’un domaine défini par ¢(x, y)2o0. — Le con-
tour € a alors comme équation ¢ =o ¢k, pour tout point de D, on
. @

Vo + oy

a ¢ >o. La fonction satisfait aux conditions imposées & /

/ . s 1 v 79
(h: 0 eL-Z—,f =1 sur C): on le voitimmédiatement en formant /7 -+ A7*.

Mais, pour que cette fonction admette des dérivées premiéres ct
secondes conlinues, il faut que, dans D+ C, ¢ ait des dérivées des
trois premiers ordres et que ¢, et ¢; ne s'annulent pas simultané-
ment. Ceci exclut la possibilité de points doubles; de plus, si les
équations ¢/ = ¢, = o sont vérifi¢es en un point de D, on posera

( 6;,) Jo=x % ’
Vo -+ oy + vy

(1) Geci cst immédiat pour . Pour voir que, dans (6,), il faut rcmplacer H,
. . R - . d
par Hyd®=1 le lecteur appliquera cetle méme formule de Taylor, si r< Soet la

. . d e .. .
formule des accroissements finis, si » > 5 (en utilisant alors la condition de Holder

pour introduire (—,% ()h>
dr Jdy

(2 ) Voir la note finale du n” 9 A.
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v étant un nombre positif quelconque : Padjonction du terme vo ne
modifie pas, en effet, la valeur de /) + /. sur C.

On voil, en particulier, combien Uexpression de la fonction auzi-
linire est aisée & éerire dans le cas d’un domaine limité par un are de
courbe algcbrique sans point double.

De mcéme, les coordonnées du point-image pourront §'écrire,
d’aprés (6,),

29 20
ey TN g’ '

Xy = i —

On peut d’ailleurs élargir les hypothéses sur ¢ et supposer simple-
menl que, sur G, ses dérivées premiéres et secondes deviennent infinies
respeclivement comme d*=' et d*~*, Le calcul des dérivées de /o
montre, en eflet, que / est alors guast réguliére si, de plus, les dérivées
premicres vérifient la condition de Holder a partir de toul point de C.
De méme x, et v, condunisent & un noyan acceptable.
~ Si C est donné paramétriquement on géométriquement, les résullats
que nous établirons dans le n* 44 nous permettent de poser

(6,) ) . h—=m= [f]PM |- llS;\l]ﬁl,
G

I . T .
car, sur C, /=0 et == =1. Pour qque / soil quasi réguli¢re, il suffit
dn

que I'angle des normales en deux points voisins M et M’ soit moindre
que K |[MM'[*(o < k< 1), ce qui wWexige pas Uexistence de la courbure.

III. — Les équations & / variables; formation des quasi-solutions.

Ce Chapitre est consacré i I'¢tude des (uasi-solutions permettant
d’obtenir la fonction auxiliaire et la fonction de Gireen pour le pro-
hléme de Dirichlet, et aussi pour les problémes plus généraux que
nous ¢étudierons dans le Chapitre suivant. Afin d’éviter des redites,
établissons ‘d’abord quelques résultals qui nous serviront plusieurs
fois dans la suite.

0

7. SUR LES DERIVATIONS ' INTEGRALES SINGULIERES. — Soient deux points P
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et Il appartenant & une région & de Uespace [5, 4 /n dimensions.
Envisageons une fonction o(P, II) de ces deax points telle que,

. . : do . .
x étant une des coordonnées de P, o et 5 soleut deux fonctions con-

tinues par rapport a (P, 1), sauf qnand P et IT sont confondus, et
que les intégrales '

l::fqz(P,ﬂ) dwit, I :fﬂf?—'(P, ) dwg
D D o

aient un sens, D appartenant i R}. Nous supposerons de plus I et J
tendant uniformément vers séro quel que soit P, quand D est un
cylindre ¥y de rayon ¢ infiniment petit et d’axe fixe AA’ paralléle a
I'axe des x (A A’ élant la hauteur du cylindre).

" 1 . . ,
On a alors J = a, Rappelons le raisonnement classique : P ¢tant
dx

sur AA/, envisageons lcs deux suites d'intégrales I, et J, obtenues en
excluant du domaine d'intégration D des cylindres Y. d'axe AA’ el
dont les rayons ¢, tendent vers zéro quand le nombre n croit indéfini-
menl. Quand P varie sur AA’, on obtient ainsi deux suites unifor-
mément convergentes de fonctions de  qui ont pour limites L et J.

Or J,= %;7 car la dérivation sous le sxgnefs applique, P étant

extérieur au domaine D — v,. L.e théoréme hien connu sur la dérivée
oL,
dx

Nous pouvons méme aller plus loin dans le cas ot J n’a pas de seos.
Supposons que, M élant un point «rburaire de I, nous ayons pu
mettre ¢ sous la forme ¢, + ¢y, ¢ et ' ¢tant denx fonctions de P et I1
qui dépendent aussi de M el qui, M étant fixe, sont continues ainsi
Iy
di

d’une suite uniformément convergente donne J =

1 . .
que —= ct fi_)\_g en (P, 1), sauf pour P Il =o. Supposons aussi qu'on

sache calculer par un procédé quelconque la dérivée de [ &, dw, et que
I

T '_) ’/___ dt[#fw
J= I:()LU\/D'{P,“(IO)H]I,’ J —f;[—();]pdu)n

aient un sens et de plus tendent vers zéro uniformément quel que
soit I, quand D est le cylindve y. Par la notation [ }, nous entendons
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que nous avons eflectué 'opération entre crochels pour un point
lixe M quelconque, puis (ue nous avons placé M-en P. Nous pouvons
alors former les suvites J,, et J), comme plus haut, et puisque la déri-
vitlion sous le signc[est applicable & J,, ona

. ,
I T ' ’)'!J,\l . Mon
o)y, R Pyt - -
' " o o |y
1 ..'u - :

/ /‘ s y o,
()| == = AO[[== =)
) I~ i o

ot se déduit encore la JSormule

- , ol
J+J= (—)—l

[application au potentiel  spatial NV =/| PIT["+2oppdeoy;  est
1}
immédiate. V oyons-le rapidement. Remarquons d'abord qne, si
o | << K|PU[™=(0<al1), /.f de tend uniformément vers zéro :
un caleul simple le montre ('). !
Il en résulic que les dérivées premicres de V se calculent par déri-

vations sous ¢ signe/, le pole étant alors d’ordve e — 1. Pour avoir

(1) LEn eller, nous majorerons la limitation de/cn prenant un cylindre v indéfini,
Jy

Or
dw == rm-tdrds,, (r= Py,

dz, Clant Pélément de surface de I'hyperspheve unitaire Xy, de k5, (et oy, la surface

totale). Si (P, Ou) =0, r varie de o i .e -« Done
. sin )

K2 ds .
odw | — = NEx,
v o Y, ising |

Dailleurs pour 6 := const., nous obtenons sur ¥, la surlface de I'hypersphére de
Pespace £,,—, et de rayon sinfl. On en déduit que

g == sin ) ds,, o o)
el par suite

L oK L
K o= -—:r,,,_.,/ | sinf) |m—2=2 df,
7z .

i i}

Pour sn == ou 3, il faut remplacer g,y par 1 ou 2% K’ est done nombre fini fixe.

Jowrn. de Math., tome IN, — Fasc. 1, 1g30. J
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r vy . ' .t ol
les dérivées secondes, il faut calculer par exemple la dérivée

dx
v . . .
del= g; Oril est classique que, si ¢ est constant,
vV 0 i Y
— —- —_— - /-2 ISy S o T ).
T fs‘dwlplll pcc?s(u, £)dS;p (S frontiére de D)

Lorsque D est y, 'intégrale n'est étendue qu'aux deux bases de vy et
par suite tend vers zéro uniformément avec le rayon z si P appartient
4 un segment strictement intérieur ¢ AA'. Nous pourrons donc, quand
> est variable, appliquer & | la seconde méthode donnée plus haut en
décomposant ¢ en gy~ (g1 — &y) ¢ ¢y joue lerdle d’une constante et si

[pii—pm| << U] MII|* (econdition de Hilder)

nous obtenons bien deux intégrales telles que Jetd :don gl, c'est-
s-dire 2.
ot

8. (iAs 0U LES COEFFICIENTS a;; SONT CONSTANTs. — Commencons par
Iéquation '
' i
Fy(u) = bi=— +cu=[
() A((—{—-E i e /s

Ci

dont nous envisageons la solution # dans un domaine D de {rontiére S,
sur laquelle elle est donnée. Désignons toujours d et ¢ la distance des
points P(x;) et II(E;) a S, avec r="PIT et =7+ {dc; r="+2 est
solution fondamentale de Au = o. Montrons que

(8,) \’,l.[ o e

qui s’annule quand I ou Il viennent sur S, est quasi-solution de F, = o,
donc quasi-fonction de Green. Il nous suffira, pour cela, d'établir
que A,V est d’ordre m —1 en lr Or

a2(m—2)0
g Ad

:’,zn(m-—2)6 ) O, - 0d dd\*
—+ /.;n-:—: Ld -Z('”i*‘ij) 7)}2 - OZ <;§:;1> J ‘

(82) Ap \":
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Si nous envisageons la surface paralltle & S passant par P, en
appliquant la formule (3;) successivement dans toates les sections

.. . . " ) . . )
principales, puis faisanl la somme, on voil que (pulsque iz __0>
Ad est Cégal (12‘ H 7 I}, étant un rayon de courbure principal.

d
D’autre p.n‘t — est un cosinus directeur de la normale intérieure, de

)/ i A ()]
sorte queZ( - ) =1. Enfin la formule de Taylor donne
D= dl =G ):})’l’ - 11, e,

I, étant borné. 1l résulte de i, d’aprés un raisonnement analogue i
celui du n* 3, que » ' A,V restc horné, quels que soient P et 11
dans D + S.

11 est entendu, comme dans le cas du plan, que o ct ¢ ne désignent
les distances de I et 11 & S que lorsque ces points appartiennent & une
région R’ comprise, par exemple, entre S el une autre surface restant
a unc distance de S moindre que le minimum de R;; dans le reste
de D on envisage des prolongements des fonctions et 2.

nfin nous pouvons remplacer ¢ par une fonction /i, deux fois

dérivable dans D+ S, positive dans D, nulle sur S et telle que,

oh
) =1 : cela se
().r.

justific par la méme méthode que dans le plan (n° 3).

Si nous avons & résoudre le probléme de Dirvichlet, tous les raison-
nements du n"/l peuvent alors &tre reproduits pour obtenir la fonction
de Green G), solution de Fy= o0 ¢n 1> et nulle quand P vient sur S :
toutefois, le coefficient de la formule de Poisson (1,) est alors (m—2) 5,
au lieu de 27 dans le plan. On aboutit ainsi auzx formules (2,) et (2.)
du premier Chapitre [ o6 'V est Pexpression (8,)]. '

Abordons maintenant I'équation générale lincaire

L )
sur 5, - =1 ou, ce qui revient au méme, 2‘

~ At u
1o =M ZI,——-— (== avec M =z 1ifp ————
(1) Fplu)=du~+ Y b “+eu=f vee Qi }“rz/,()xi()mk,
la forme W' = Xa;,;%, étant définie, positive et de discriminant égal
a un, hypothéses que nous conserverons dans toute la suite. Nous
supposerons d’abord les a;, constants.
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Prenons alors Ie point Il comme origine et envisageons la substitu-
tion linéaire de module un

(8:) .1:[:2 Bijxy ou 2 :2 Bitxp
/ k

(B étant le mineur de ), qui transforme Sa'xr; en Sa?=r?;

nous indicuerons par les mémes lettres, accentuées et non accentuées,
*les ¢éléments correspondants de la transformation (8,). On salt (que (Du

sc transforme enz(());’,y a, (;)1” (;):/ Zkl)):l \)2 Z ra ~en Z Ci %l-
0 ., /l ' l

At

. e re
oo =0 élant % i |'origine,

L.a solution fondamentale de>

) 3 R . —'i'-s- L
celle de M=o seraTLa”‘:l;,»w,,_] * et, dans le cas ot (%)) esl cuel-
conque, elle sera

m

L . O oy x
w(P, =% * avec 3 :::Z(/"(.r;,-— L2 )

Quelle sera alors la quasi-fonction de Green de F=o0? Clest
yomwet— 7 dans le systéme ()); donc, avec les variables (), ce
sera

1 f . ‘ o .
s étant le minimum de 5% quand 1l varie sur S, P étant fixe, et &' le
L . B , ~ TN
minimum de Z* quand P varie sur S, I[ étant fixe. D’ailleurs, en
posant 3, =35 -+ 457, on déduit, d’aprés (8,) écrite avec les (), que
'on aen P(x;)

_2(m—2)3
U

(8,) Vi s

=
=

-~
v

Ane(m—2)s [ wy 08 . ds ds
-+ —_—— | s (-v,' — ;_1) - -3 f—~— —— 19
2 2 Jr; 2 dx; dxy

”

|

w

formule ¢u’on peut d’ailleurs wvérifier directement en utilisant les pro-
priétés des formes quadratiques. Nolons aussi que la lormule des
accroissements linis donne

~1 o (=

(8,) Vil<om—a)s33, 377,
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Enfin on peut désignev par s une fonction régulicre dans D+ S,
" dJds s
" Jw; Doy

cette dernicre condition devient z< ~~~~~ ) =1 dans la transforma-

positive dans D, s’ annulant sur S ainsi que\ — 1, puisque

. . o Js —t e .
tion (8,) : cced eniraine —- =N"*, U élant toujours la forme qua-

dratique des «;(").

Quant & la formule de Poisson, applicuée au domaine D’ correspon-
dant a D, elle nous donne en revenant ensuite 4 D (les éléments de
domaine étant égaux)

) n
e
(DI'/ 7 T pudmnpi=—(m—2)7,pp.
1}

Il résulte de la que G sera donnce par la formule

(8.' ) (‘l,lyl pmny \ll)[ -]~ / \p (I’LI (./(l)‘l,

b

b vérifiant I'équation intégrale (avee i =1)

e BV
8.' (Dl'l = 7. —-—*‘-— I
(8) ' p (=2 )f:,,,d) Ao ~+ ( m — 2)0',,,
Vil
qui monlre que b est la résoleante du novau( ( ")3 pour A=1.

Celui-ci, d’aprés ce qui précéde, présente un poled’ 01d1'e m—1 quand
I el ITsont confondus, ce qui juslifie la dérivation sous le signe/ (n° 7).

(Nous le supposerons de plus astreint a la condition de¢ Holder en P :
voirle 10 9). On peut donc opérer comme au n° 4, soit en exprimant la
résolvante au moyen du premier noyau itéré horné (quiseraicile m'*™®),
soil par la méthode de Poincaré, soit enfin en transformant directe-
ment équation (8;) par itération.

(1) Remarquons en effet que, pour toute fonction ¢ constante sur S, on a

Jo Jo do t r)ov , do, .
— = g, —L o1l i § 2 Py = | .
()I'A # an’ doi J! 2 4)nAi“ T ! dn(d' fio)

. . ds Js Js
Appliquant ceci i s, on a done. sur S, ( —— | = W=~! et aussi —- = =1
PP ’ \n an N
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Ayant la fonction de Grreen, la formule fondamentale (1,,) nous
donne la solution du probléme de Dirichlet en toul point I’ de D.

9. Cas ciNgraL. — Comment les calculs précédents doivent-ils étre
modifiés quand les coefficients a; sont fonctions de () ? Ainsi que
nous avons dit danslen°d, iy a dewr facons de procéder suivant que,
dans 'expression 3, on prend la valeur des a™ en P ouenIl. 1in d’antres
termes, si nous posons, M étant un point de D + S,

m

(9) Fn(P, W)= Xaif (ei=E)(ar—E)y  aw(P, ) =Ty, 1) 7

[

nous pouvons partir de o, (P, 1) on de a (P, IT), que nous écrirons
simplement v, et .

n

. . - 1
A. Supposons d’abord que nous partions de w,=2%, * :lafonc-
1 I !
tion auxiliaire sera

i
— 1
o

\/'Iy‘ - :‘7[; B e~ (3[- ~- _,l .S"JJ) = s

el

s et ¢ élant définis comme dans le numéro précédent, avec les valeurs
des a;, (el a) prises en 1.

Or, si nous formons les dérivées premiéres el secondes de «:,
chacune d’elles se compose de deux groupes :
i

1¢ Celui qu'on obtient en traitant les @™ comme des conslautes :

nous conviendrous de surligner loute expression contenant les a;, et «
aedddn A2 AT v o R .
et précédée d’un symbole de dérivation | par exemple -=—— ) lorsque
().ZL'[ d.Z'/;/
nous envisagerons dans cette opération les a;. et @ comme fires;
2° Celui ot figurent les dérivées premicres (et secondes) des a et
qui est constitué par les termes restants.

Dans une dérivée seconde de vy, le premier groupe présente,
pour PII =o, un pole d’ordre m ct le second un pole d’ordre m —1
au plus, car toute dérivation portant sur les binomes (x;— &) aug-
mente de un Pordre du pole : or ces dérivations sont faites deux fois
dans le premier groupe et unc fois dans le second. Pour les dérivées
premiéres de (v, le pole est évidemment d’ordre m — 1 au total.

D’autre part, si 'on calcule @ysx,, 'ensemble des termes du premier
groupe s'élimine évidemment (@, v, = o) et il ne reste que les termes
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du sccond groupe, dont 'ensemble admet un pole d’ordre m—1 an
plus.
Soit maintenant a calculer, en om point P rntéricur 8 D, les dérivées

premiéres et secondes d(‘/ V! sidoy ¢ la parlie contenant 3, —+ 4s<

se¢ dérive une on deux fois sous le signef, les dérivies restant finies

puisque 9,4 453 ne s’annule que si P el Il sont confondus sur S. On

peut calculer de méme les dérivées premiéres de la partic contenant w,

le pole étant d’ordre m— 1 (n° 7); voyons les dérivées sccondes. Soit
*divy

| —= —o do
frra il

7] BN
calculous s—- Pour cela posons

dx;

n N i R} I)H‘f\]

WP Vg -0y —_— e
’ o ox; dr;

(avec, ¢videmment, wy = ,— w, ). Nous aurons alors, avec la nola-
tion dun° 7,
— i ()!‘V_“ + ()2l1);[
D diry fp daidxy |p

et le premier Lerme du second membre sera ce qu’on obtient en suppo-
sant les ¢ constants dans les dérivations, c'est-d-dire le premier

e '
().L',' ().L'/..

2

e
groupe ( T, o > envisagé plus haut; 'autre terme sera donc le sccond

() ()ﬂ M
groupe. Déslors —}7 et — o jouent le rdle des fonctions gy et &y dun® 7

Il
nous savons, cn cffet, calcule "o ¢ supposant les @ constants et o
satisfaisant a la condition de Holdel ,-ce qui nous donne un terme du
type J et, d’autre part, I'intégrale J’ a ici un scns, puisqu’on a un pole

) | - .
d’ordre m — 1 : on a ainsi = J +J’.

<

Dés lors, nous aurons évidemment

LDpf wppTlL doTr = @pf;;p o1l dwTr f [ @p iy Jp prTdetr.
D ) D

Le premier terme est — (1 — 2)6,, 05, d'aprés le n° 8. Le second, ou
' Py P ’
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ne subsistent que les termes du second groupe défini plus haut, est,

d’aprés ce (que nous avons dit & cet endroit, [ Doy doy. D'ol, en
“h

réunissant les résultats précédents,

(9:) F.-[ [ V¥ gt don
Jp )

La fonction V! est quasi-solution de I, =o, car F,(VIH)a wn pole
d'ordre m — 1. 1l fuffit, ponr le voir, de former, suivant notre nota-
tion, @, (VI qui est la partic de I'ordre le plus élevé et qui a bien un
pole d’ordre m — 1 d’aprés ce que nous avons dit dans le cas des g,
constants, en nous scrvant de la transformation (8,).

Nous pouvons aussi, pour montrer que V est quasi-solution nous
passer de cette transformation grace au calcul direct de @ ,.(\ » \qm
donne la formule (8,). Supposons que s soit une fonction de P régu-
licre dans D 4~ S, positive dans D et telle que

= (= 0) 5 pp - [‘FI'( \"llﬁ.')pn dmyy.
b

(9y) s(P)y=o. by n,/( 1”) s =1 pour P sur S,

Dy «)l
*a L. , . I)S .~'—(‘ N
cetle derniére condition pouvant s’écrire -~ =¥ (n° 8). Nous posc-
rons alors, dans (8,), s=s(P) et @ =s(1l). La fonction s cst infini-
ment pctite du premier ordre avec d, distance de P 4 S (lvs dérivies
premlcms de s ne pouvant étre tontes nullvs sur S) et Eays,, 8, —1 est
du premier ordre en . On peut done écrire

O ;/ ds s )
i e—— =~ 1 S,
A i ().l’; l}ll‘ﬁ !

1, rostant borné, Et, d’autre part, d’apres la formule de T r
Iy rvestant borné. Et, d’aut z,d[ Ja formule de Taylor,

‘:’+Z +n ”,

H,, qui contient les dérivées sccondes de s, vestant horné. D’ailleurs
le rapport 8 des deux formes quadratiques définies r* ct 3y reste borné
et différent de zéro quel que soit M. lIci, il s’agit de 3, que nous écri-
rons simplement Z. Tenant compte des deux formules précédentes,
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avec 1t =5% dans (8,), il vient

, T as H,8% - h,s3
WU CIRNRED KN I LI AT
Dp Vo T S A -1- 2 e .

(T 1 hs7)
Le erochel reste manifestement borndé et il suffit, pour monirer

el

-
) ettt Vil e O Ly T — ac + » —_—
que = @, Vi est borné, détabliv que == 7 leslaussi. Or, s —3
étant du premier ordve en r, on -pent écrire (d’aprés r* = p3)
s — | <kJZ et il est toujours loisible de supposer £21. On en déduit

= J .

= T 4 .
\/%2'_’ . 21, d’on

3 P ha P I3 Io <
e e =y ————— = - =Ny
VI AsT TV (s =g Mktse Ty (s — o) GsT 0 S e

L notre ohjel st établi (') @ nous avons montré que V est quasi-
solution sans passer par l'intermédiaire de I'équation I', = o,

Nous avons ainsi tous les ¢léments qui nous permetient d’écrire d
nouveau les équations (8;) et (8,;) ct de conclure comme a la findune 8,
Il convient loutefois d’ajouter que, pour pouvoir par la formule de
Poisson obtenir 'équation (8,), il suffit de supposer que les dérivées
secondes des coefficients de 'équation (E) et la fonction s satisfassent
a la condition de Holder en tout point P de 1) : car alors F,(V) et ®}!
v satisferont ¢galement.

D’autre part, il n’est pas nécessairc que les dérivies secondes de s
existent sur S : ainsi (ue nous 'avons déja remarqué dans le cas du
plan, elles peuvent devenirinfinics comme d* ="', en supposant de plus la
condition lolder vérifiée par les dérivées premiéresdans 1) +S avec'expo-
sant 5 /1, H, eL ®s contiennent alors «* ', qui sera un facteur dans le
noyau, ce qui n'empéche pas le calcul de @, car les intégrales utilisées
conservent toutes un sens (*). Nous dirons alors que s est quasi réguliére.

() Danslecasde I, =0, ona T =r% s=d, s=%etk=1(cf. n*3).

(%) La technique de cc genre de noyaux, qui sont de la forme K, r'—mda' 1, nest
pas aussi classique que celle des noyaux de la forme K, »%--7 On les raméne, par
des itérations, & la forme Ky 7%'—1, K, étant borné. La résolvante admet /% ~1 en fac-
teur; les traces sont finies & partir d'un certain rang.

Dans le cas du probléme de Dirichiet, le fait que V s’annule quand {I vient sur S,
permet de donner au noyau une forme plus maniable en se servant de (8,) [voir g1 ].

Journ. de Math., tome IX. — Fasc, I, 1g30. 6
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ne
i

~ B. Partons maintenant de wy =3y Les quantités s ct 2
changent alors de signification : M étant un point de D + S, si nous
désignons par s, (I’) une fonction positive quand P est dans D, s’an-

i s | ' I).')‘M ().\')1 . D net o N T
nulant ainsi quez u,-,,(M);;;I T ! quand P est sur S, régulicre ou

quasi réguliére en P, nous auronsicis = sy (), =15y (11) [ alors que,
dans le cas A, nous avions envisagé au début s =, (P), @ = 5,(11) (") .
Nous posons alors

" B} "

(9:) VW= Bn+as) 7 =oey-5,

Vérifions d’abord que 1,(V) a un pole d’ordre < 5 il suffit d’envi-
sager M,V :

- o2y -~ 2y . )
(95) @p \% :z (ll/,(")m —}—Z A///L- ’—)-’;-—,—/. [ A//,w: CI[/;( l)) -— lt,/;(]l )]-

Le premier terme a un pole d’ordre m — 1, les a;.(IT), qui figurent
exclusivement dans V, jouant le role de constanles (cas du n* 8).

'

Ny A .
D’autre part —:— a un pole d’ordre m, son produit par » restant
de;dxy

borné quels que soient P et Il dans D 4 S mais, si les @y satisfont &
la condition de Holder |Aa;, Ar*, le pole du second terme est
b)
d’ordre m — «. Nous dirons, par une abréviation légérement en dehors
b
du sens habituel, que les ;. ont un accroissement d’ordre o.
» q

Nous voyons donc que V, ainsi ’aillenrs que vy, est bien quasi-
solution.

I1 convient de noter, d’autre part, qu’on peut aussi prendre pour s,

(1) sy est envisagée ici comme fonction de deux points, dont Pun M est fixe. Nous
avons également, & |'occasion des conditions (g;), défini s comme fonction d’un seul
point P; en posant s = sp(P), nous aurons une fuacon d’oblenir cette fonction s.
Cela résulte d’aillcurs de ce qui a été dit-au début du cas A; car faire M =P
dans sy(P), c’est envisager I'expression de s quand les a;; sont constants et y rem-
placer les a;; [;ax' leur valenr en P,

Notons enfin gu'on peut prendre comme fonction sy(P) le minimum de Iy (P, II
quand M et P sont fixes et que T varie sur S. En effet sy devient o dans le change-
ment de variables (8;), fait avec la valewur des coefficients en M, et le chan-

gement inverse transforme odN? 1 enZa (M)(h‘“ Jox
P c on) — ik dx; dzy
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dans (9.), la fonction définie par (g,) : il suffit alors, dans le terme
Yay(Ds, s, figurant dans (9;) ecxplicitée, de remplacer a; (1)
par a; (1) — Aa;, pour voir qu'on a bien une quasi-solution.

e calcul donne d’ailleurs le résultat suivant : d, V s’obtient en ajou-
tant le terme

m\ Q) L [N
' ihd ~ 3 ~ 3
(93) (' - 'T) 2 ‘¢I||A/l;4'<5 = ')

= a) ' d
IR

" , m , “
~ ST T, “toont y o T A S
7 R T ) ST — 803, T8,

.l

2

au second membre de (8.), dans lequel la valeur de «;. esl prise en P.
lci & désigne Ty, mais, en [ait, dans T+ 455, on peut combiner 7,
ot 31y avec un des chotx de s sans cesser d’avoir une cuasi-solution.

Iin ce qui concerne swyy, il y a une aatre fagon de calculer @, wy; qui
nous servira dans la suite. licrivons sepp=wy, -+ a’y ct envisageons les
dérivées secondes par rapport a I’ de la fonction w)y = arpp— oy celles
de o, sont de la forme

()2 Wy . :f}m( M)(.’L‘,-— 5;)(.1&; —_— C'x)
dridur A

2
M

)

(94)

les ¢;, dépendant des @, et ayaul aussi des accroissements d’ordre a.
Fwh o o . 0%y
dxide, ~ dwidxy, deidry,
. accroissements finis a I'expression (q,) considérée comme fonction
des a;, et ¢;. Le résultat peut se mettre sous la forme d’une fraction

n

dont le dénominateur est S,* H, S, étant une forme & coefficients
intermédiaires entre ceux de et Iy et quiest d'ailleurs définie (sinon
on pourrait rendre I'expression infinic pour P distinct de II sans que
les termes dont elle est la différence le soient, ce qui est absurde).
Quant au numérateur, c’esl un polynome du quatriéme degré cn x;— £
dont chaque coefficient contient en facleur un accroissement des a
ou c;. entre M et1l, de sorte que le numérateur est le produit de | ITM |*r*
par une quantité finie. St done on place M en I, le numérateur sera de
I'ordre de 7*+* et nous aurons au total un pole d'ordre m+ 4 — 4 — «,
c’est-a-dire m — «.

Formons en appliquant la formule des
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Cela é1ant, on peul écrire i, 0y sous la forme
%y KN kT o0ty T
Ea,-/((l’) 1N (MY, Zﬂm(") AL :
" I).I‘,' ()J'/;» P

du day, | b D dazy
le premier terme est nul et le second a un pole d'ordre m — a. Donc,
nous vérilions & nouvean e a; est quasi-solution,

Ce calcul va nous servir potir obtenir cD,./ a1 (P, g dwyy en un
- . .. »
point P de D. Il suffit d’écrire

7] doey ‘ 5y 0 vy
[Z (t,/,.(_M)%v : Tt 1y dmy ]p -4-2ﬂ,~4v(| ) o [‘/':()—T/ orl //m”]

»

el d’opérer comme nous l'avons fait dans le cas A, en nous appuyant
sur les résultats dun 7. Le premicr terme nous donne — (1 — 2)5, 605

la dérivation sous le signefest valable dans le second (intégrale du

type J’) et nous dorme/ @y g depr. Nous pouvons alors écrire, pour
b

la fonction V| actucllement envisagée (9, ), la méme formule (g, ) que
dans le cas A ct conclure également de méme pour le caleul de G avec
toutefois un nomhre.d’itérations plus élevé si « < 1.

Ici la seile condition imposée aux coeflicients de (E) est celle de
Holder; ®lf) donnée par (8,), la vérificra également comme fouction
de P. En effet, ¢ terme connu de (8;) la vérifie; quant & Pintégrale du
second membre, on la décomposera en deux au moyen d’une sphére ¥
de centre P et de ravon 2 PP’ < PII. Quand on passe de I & P/, les
deux parties d¢ l’accroissemenl<Icfsont deVordre de| PP }*; 'acerois-

N

sement dcf contient en facteur | PP'|* 1 'élément différentiel est de
s—x

I'ordre de 7= sur X : I'intégration donne donc un terme de l’ordre de
| PP'|>2|PP’|, dont le quotient par | PI'|?) avec & <{ =, lend vers zéro
avec PP’. Donc |PP/|7# (DY — ®l") tend vers zéro avee PP, ce qui
suffit pour pouvoir passer de (8;)a (8,)("). :
Quand s est quasi réguliére (voir 9, A, in fine), I'usage de (8,) com-

4]
2

(1) Toutefois pour aboutir 4 (1,5) et pour prouver I'identité des deux fonctions de
Green, nous admettons provisoirement Yexistence de I'adjointe.
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biné avee (g,) permel de montrer (en supposant z=a' et 7= Jy)
(que

Geem me

»

C T R . PERES "
N5, 25 2 - K,s%15, @

1

(o) Fo(Vi!) =35

N, et K, étant des fonctions de P et Il continues (saul peut-étre
pour Pl =0 et s=0) ¢l hornées dans 1) + S. Pour cela on utilisera,
. I

outre les conditions vérifiées par s, le fait que T *T. est horné el (ue
Sr—75"est <4psas]' T (formules des accroissements finis). On
nolera ¢galement que, dans les formules de limitation, s et d peuvent
y . . <o s .
s’échanger, car sd ' est £ o ctborné, du fait de la condition =1
e noyau (¢,) se raméne aisément i la forme s* *K}' (K borné) au
moyen d’itérations; la méthode de Poincaré peut aussi s"appliquer.

Ici donc, nous élargissons le sens dimot quasi-solution : il suffit que
la forme de F,. (V") permette le calecul d'une résolvante ®f! qui soit
acceplable. EElle aura d’aillenrs aussi la forme (g;)et, d’aprés (8,), on
en déduit sans peine que lintégrale de (8;) se comporte comme
( PH)"”“"' "

Sis est réguliére, il n’y a pas de terme en h, davs (9;).

10. TrEorir GENERALE DU POINT-IMAGE. . — Opérant Loujours dans I'es-
pace E,,, nous allons procéder par une voie analytique a la recherche
du point-image d'un point variable P. La solution fondamentale
de Au= o étant r+* (r=1ID), partons du probléme de la recherche
de la quasi-fonction de Green : la fonction V=r=*2—»""*  avec
ry=1ILP,, poutra jouer ce rdle si I, est un point correspondant a P,
se confondant avec lui quand il vient sur S et tel que A" ait un
pole d’ordre < m pour r=o0. Si P, est cxtéricur a D quand D est inté-
rieur, cette derni¢re condition est évidemment remplic tant que I’ ne
vient pas sur S : il faut donc déteriner P, detelle sorte que Ay 7™ *
tende vers zéro avee -, méme quand P el 1l tendent vers un méme point
de S, c’est-a-dire quand r et d tendent sinwultanément vers zéro.

Or, si P'on calcule le symbole A par rapport a P, A, r7""* est nul.
Fnvisageons alors les formules définissant la correspondance entre les
coordonnées (z)) de P, el (a;) de I’ :

(10y) =) (&, Lyy oo oy Ta),
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et, uétant unefonction desz; calculons ses dérivées secondes par rapport
a z; pour former A,u. Sil'on peut choisir les fonctions z/! des x; de telle
sorte que, quand P estsurS, on ait Ayu = A, u+ R, R ne contenant que
les dérivées premicres de u, A, u est nul pour w=1r""* et 'on congoit
alors que, si d et r tendent vers zéro, A, u sera mlmimen | petit. Bien
entendu, il fandra vérilier ceci, une fois trouvées les conditions du
choix des ;.
’récisons ce caleul : on a

o NN (9 ) u Dl du, o
(o, ) Apwre; )“2! ) <()1/) ')2 o} dy 2‘ /)1/ Wy R
i il /

Si nous indiquons par l'indice S la valcur d’une fonction quand le
point I’ dont elle dépend est sur S, nous aurons donc les conditions

el N (e O (_)-'l.'_,! r ~ /0 l)l, .
(1os) ()= (rids: 24(\().‘1’;)\'—" > <0L/ oxy s
l .

quels que soient ¢ el £ (avee 1=~ £). Or les deux derniéres expressions
sonl invariantes pour tout systéme d’axcs rectangulaires. Prenons alors
comme axe des .z, la normaleintéricure n 4 S en un point p et les autres
axes dans I'hyperplan tangent, puis difféventions (10,) :

dr! ort or!
drl = ZLidri4+~ ZLidr,+ ... 4 L dr,.
or, dr, R or,,

SiPestenp, P, yestaussi cl.r=.;: sidonc nous nous déplacons
sur S & partir de p, ce qui se traduit par do,= o, la formule ainsi

obtenue
")
(el s__.((), ) oy -i- i <’)J’ > elr,,
Dt ) s

doit se réduire a (dx}),= (dx;),, d’0l

(r).zf} (i—o .
—_— =1 =2, ... ).
), Ly M),

" .
(%‘I’L/>\:o (it ...omy T==o,....m; (FU),

relations qui doivenl étre vérifices par les dérivées par rapport &
Zyy ..., Ty Tenant compte de celles-ci, la seconde formule (10,)



DETERMINATION ET EMPLOI DES FONCTIONS DE GREEN, /47

donne alors

) del\: , dr)\? . .
10 =) =0 pour iz, - |(—=—=%) =1 pour (=1
(10, oz ) I dz, /s ¥ ’

ct la troisiéme formule (10,) est alors vérifiée d’elle-méme. D’ailleurs,
P et P, élant de part ¢t d’antre de S, leurs déplacements a partir de p
. ! L. .. )
sont de sens contraire el ~L est négatif : lus conditions(10,) sont donc
7

dely del\ .y

ce qui montre que, si I? se déplace normalement i partir d’un point p
de S, P, subit un déplacement nfinitésimul équiopposé, c’est-a-dire que
(Pp, pPy) est infiniment petit et p)?, est équivalent a Pp. Comme les
déplacements de P et P, sont confondus sur S, il en résulte que, si le
déplacement de I” a lieu dans une direction quelconque & partir d’'nn
point de S, celui de P est symétrique (au point de vue infinitésimal)
par rapporl au plan tangent en ce point. La condition géométrique
ainsi trounvée est équivalente aux conditions (10, ) ct, dansle cas ou les
axes rectangulaires sont quelconques, elle se traduit par les relations
7 A ’ .
(rh )z (ri)se ( ’f;”i )s: - ( /7));,_/)&: s

\

avee a;==(n, x;). Ces conditions sont vérifiées par le symémrique P’ de P
par rapport au pied p de la plus courte distance de P a4 S (*) : P’ peut

(1) I est facile de voir directement. que les conditions (10y) sont réalisées quand on
remplace les 2! par les eoordonnées de I,

, / I/) A
Jyo= el = L= P e
’ i i i 97
Iin eflee,
D) s VAN l . ) dd dd L
— e — —_—) e = — 2T TEe— ) e e T WA A
iy i ) Dry Jdx; Dy e ’

fes termes non écrits contenant o en factenr. Vérifions par éxemple (103) pour i =1,
k = 2. En utilisant 2o = 1, on tronve

2% . wiow .
Z <m>q=('~22f)2'i~‘/’£7(-“§":—"'—'_7"2”): I,
- s

/ o .
Z dy =V — 297 = ragza{ s —aad) - da a(ad - L2l ) = o,
\dic; dzy /g o = 2 AR
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douc jouer le role de point-image, au moins lant que I reste dans le
voisinage de S (il est clair d’ailleurs qu'il nous suffit de définir P,
pour P compris entre S et une surface voisine intéricure a ). Tout
point-image I’ esttel quel'angle 7, p ' soitinfiniment petitavec d=1"p
et que p1I’, soil équivalent i o : cela équivaul & la condition que PP,
sott infiniment petil par rapport @ d.

Il nous reste a vérifier que r;"'* est ¢ffectivenent quasi-solution. Or,
quand P est intérieur 4 D, la formule des accroissements finis, appli-
(uée entre p et P, donne

D ad x; Oy

: duab\: , O Jrlooe), .
(105) E( > =deN, S 2L ZE ey,
/ !

A et B élant boruéss 2’ est égal 4 1 si les fonctions .} des .x; sont régu-
lieres dans 1) + S, et inlériear a 1 si elles sont quasi régulicéres, c’est-
a-dire si leurs dérivées secondes deviennent infinics sur S comme /"'
(o < o' < 1)etquel’accroissement des dérivées premicres a parlir de S
soit d’ordre o'. Dés lors, si l'on remplace « par »"* dans (10.),
A, u est nul etles Lermes restants qui contiennent les dérivées premiéres
et secondes de « sont respectivement de: l'ordre de #7 "' el /7™ tenant

comple de (10,) et introduisant deux nouvelles expressions bornées C
el D, on peut alors éerire

2 o\ 1-2" : " e ~1
( 104 ) Apl'_m'r." it i/—\ (‘,— ' ———‘ ’ ~+ '/— " '——‘l) .
h ! ry = r, prttt ==

LE VAN

. . d r
Si donc nous montrons que, quand r et « tendent vers zéro, et
’ 1

1
—h-

restent finis, A,7""* admeltra pour »=o0 an pole d’ordre m —e’ au
plus et notre but sera attcint. Pour cela il suflit, en posant IIP'=r/,

, . o r . )
d’établir que = L 5 sont bornés, car r, ¢t r ne diffévent entre cux au

plus que de PP, quantité infiniment petite par rapport a d.

Nous n’avons alors qu’a reproduire dans espace k,, le raisonnement
que nous avons fait dans le plan |formule (5;) sqq. ] avec cette diffé-
rence que 7 désigne acluellement ce que nous avons appelé r, au n° .
On trouve alors comme condition que, pour les points 1l de D voisins

de p qui peavent étre situés entre S et le plan tangenl en p el quise
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. : .o . mr
projettent en II' sur celui-ci, il suffit que P

strement licu puisque ce rapport tend vers zero quand 1T tend vers p.

restc borné, ce qui a

o r . . e . .
Donc — et — sont bien bornées ct »,"** est quasi-solution de Au=o,

donc de F, = o.

=k

Ilen sera de méme d'ailleurs de r~*= (#*4-¢) * siv est régu-
licre et s'annule sur S ainsi que ses dérivécs premiéres el secondes,
respectivement commne «***', d"** ct d*'. 1in cﬂ'et en supposant naturel-

’ l Vz
lement 7, = o pour tout pomt I’ intérieur a D - reste fini; donc 7 ct =
l ry

sont bornés et Ar,""* a la forme d’un quotlent de dénominateur 7 ', , le
numérateur sc cornposant 1° des termes ne contcnant pas ¢ ct qu1 sont
de la forme (10,,)(ave01 au lieu de r,); 2° des termes contenant ¢ et
ses dérivées et quiadmettent * en factf:ur, d’ottunpole d'ordre m —o’.
Le raisonnement montre qu’on aura une conclusion analogue si ¢ et ses
dérivées premiéres et secondes sont d’ordres respectifs 2 42", 14 «'
ct " par rapport a l'ensemble (z, ).

—IH-+2

Lorsqu’on prend pour point-image le point I’’, de coordonnées

)l
x, -—x——z(/ ,0');1

/'}'22 (;1;} —‘ii).:E (v[-— si—ad g—;) =4 4B,

N ) el
o|:d+2( — X )l):[

el nousretrouvons ainsi, par une autre voie, le résultat ¢tabli dans le cas
du plan; ¢, est d’ailleurs le commencement du développement de ¢ par
la formule de Taylor quand on passe de I a I’, ce qui permet, parune
voie inverse de celle du n° 8, de retrouver la quasi-solution 7+ 4ds.

avec

Soit s une fonction positive dans D, telle que s=o et % =1sur S,

et admettant dans D des dérivées secondes et troisicmes se comportant
comme d*~* et d*~* respeclivement (les accroissements des dérivées
premicres élant d’ordre o' dans D 4 S). Nous dirons encore ici que
s est quast réguli¢cre et nous pourrons prendre comme coordonnées
Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 1, 1930. 7
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de P,

. s
10 L= L= DS~
( 7 ) vy ‘ ’)/L'[’
car P>, P" sera d’ordre >>1 par rapport i« et, d’autre part, le noyau
de (2,) sera acceplable. Il vient alors

. ‘ s \* ’ . s v
(10g)  rrmrae ft E (—{77—[) 48 E (;_,—.r',)ﬁ ou ri=rt-+ 4so,,
. )

) -0
G==s —l—Z (Zi— .l';);;———:’

ds \? . .
car, cn remplagant E —— ) par 1 qui est sa valeur sur S, on ne
’ ’ \().L',j : . ’

~ modifie 7} que d’une quanlité d’ordre > 2 par rapport a d.

La propriéié fondamentale de la fonction r, se traduit par les relations

) ) ()/'l or
ros=0 (50),==(55),

"

qui résultent immédiatement des propriétés de P et qui sont vraies
aussi pour r, envisagée plus haut.

Par le changement de variables (8,) tant de fois invoqué¢, nous
passons immédiatement au cas de I'équation (E) avec les coefficients a;.
constants. Le point-image P, se définit alors comme plus haut, sauf
que la normale doit étre remplacée par la conormale : P et Py, con-
Sondus en chaque point p de S, subissent & partir de p des déplacements

3
=2

infinitésimaux équiopposés sur la conormale ¢ S. La fonction S, *
est cquasi-solution, avec

Z=3(P, = Y @*(z}— &) (zh— &),

m m
—— — e
2

et — %1 * est quasi-fonction de Green. Lorsque I est sur S,
S el 3, coincident el leurs dérivées conormales sont opposces.
Pour calculer les coordonnées de P,, il suffit d’appliquer la for-
mule (8,), x;=2($,—,~x}, aux coordonnées (10;) du point-image,
j
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. . ds
’ . . 1 " 1 , PN o A . 9
écrites dans le sy stéme (&), soit (&) =x;—2s 57—, d'oul

N\ Js
J}: :Z ﬁ,‘j;)}} —_ 2323;/ -(7‘17/- = ri— 25‘2 ﬁuz ()‘Z'k 6 I3
j ) i &
. ds \* } ds ds ! .
Or le fail qu.ez <7)7;> se Lransforme en 2 N i traduit par la

condition Z 8,:B;= ai;. Les coordonnées de 17, s’écrivent donc

i

) Js
(lOy) .'L‘[:‘_",l.-'l‘—Z.\'Zﬂj/;%‘

k

D’autre part, nous pourrons prendre comme valeurs de 7, les trans-
formées avec les variables x; des expressions (ro,) écrites avec les
variables ', c’est-a-dire I'une ou 'autre des fonctions

e . ds ds ;s O - 7) Js
- .s" ( + J P o—— n ————
: Z 9z dzy 20 te oz

-+

w

(10y) 9=

w
I

w

()c
50, avec 6, = -+ ? )x
l

—_

Dans toutes ces formules, s est une fonction quasi réguliére (au sens
ci-dessus) satisfaisant aux conditions (9,) (les a;, étant ici constants),
car celles-ci sont les transformées, dans le systéme (x7), de celles

1
imposées dans le systeme (). Notons que tout comme 7;'d, 9 s
reste borné.

Supposons maintenant les «;; fonctions de P ct conservons la défi-
nition précédente du point-image I’,. Nous prendrons i nouveau
comme coordonnées de I,

’ ()S'
(1040) Xp T2 28 Za“(l ) 5— xk

dont les formules (10,)sont un cas particulier. En cffet le déplacement
conormal de P (et de P,) & partir d’un point p de S se calcule en
donant aux a; la valegr Jixe “f"(l))' La propriété que vérifie le
point (10,) sera donc vérifice aussi par (10,,).

n
, — 1 , . :
Posons alors wy=[S4x(P,, II)] * : pour établir que w), est quasi-
M ) - q P
solution il suffit, d’aprés les mémes raisonnements qu'au n° 9, de le
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prouver en trailant les @; comme des constantes : c’est précisément
ce que nous venons de faire. En d’aulres termes, si nous envisa-

—M—+2

geons My, défini au n° 9, ceci devient A,
tion (8;) : d’ott un pdle d’ordre < m.
Donc w, est bien quasi-solution, ainst d’ailleurs que w}; < on obtient,

par la transforma-

en effet, M,w); en ajoutant.a @, w) la différence LD,.((V]‘[—W{,) qui est
de Pordre de r*si Ay, < Ar* (n° 9).
m

. . —5+1 .
On aura donc une quasi-solution 5, *  (avec des ay deux fois
dérivables) en posant soit

(10y) 5,=53,(P,, 1), P, donné par (10;,)
[Iexpression de 2, ¢tant d’ailleurs la méme que (10)) |, soit

(10,5) Z=5%p(P, )+ }sa,, ~avee g,==s —I—E(Eé~.zf';)%,
en supposant s choisie de facon que 3, soit > o pour P dans D.

Avec les ay, continus @ la Ilolder (cas 9, B) on définira P, |et par
suile &, = Sy (P,, II), différant de (10,,) par des termes d’ordre > 2
en remplacant, dans(10,,), a;, par une fonction égale &4 a; sur S,
continue & la Holder & partir d’un point de S et ayant dans D des
dérivées premiéres et secondes se comportant comme d*~' et d*~*

m. )
[ef. (11,)]. Dans @ [ST?H], les termes contenant les dérivées des
nouveaux a; donnent un péle d’ordre < m et les autres, par (8,),
deviennent A,7,™"* cnvisagé plus haut. On a donc bien une quasi-
solution. '

De S, nous déduisons donc %, par (10,,) ou (10,,); de méme
de S1(P, IT) nous déduisons S (P,, II) que nous appellerons aussi
Jonction S,. Etant donnée une fonction ¥, nous pouvons en obtenir
une aulre en lui ajoutant un terme d’ordre > 2 en d, admettant des
dérivées premiéres et secondes d’ordres respectifs >1 et > o il suffit
méme d’envisager l'ordre en (d, r), 4 la condition que les dérivées
premiéres s’annulenl avec d : le raisonnement est le méme que plus
haut. On peut donc remplacer le point (10,,) par un autre situé a une
distance d’ordre ~>1 en d.

A chaque fonction < la méthode point-image permet ainsi d’associer-
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une fonction positive ¥, ne s'annulant que quand P et IT coincident

L _z

5+

5 +1 . . . o
sur S: 5 * el 3, * sont quasi-solutions relativement a P et chaque
couple (5, 3,) vérifie sur S les relations essentielles ;

5 e () 93N (97N
(1015) (%)5=(%)s, (,)N)S_ (l,N)S

Nous oblenons ainsi des couples de quasi-solutions coincidant sur S
et admettant des dérivées conormales équiopposées (*).

14. NATURE DE LA FRONTIERE ET CHOIX DE LA FONCTION $. — Supposons,
comme au n° 6, D défini par y(a;)>> o0 et S par o = 0. Nous écrirons

alors, v ¢tant un nombre positif,
1

(114) sn(P)= o[ Zau(M)o), o) +vo] %

le crochet reste positif dans 1) et l'on voit immédiatement que,
dx; dxy
s =sp(P) ous=s(P), comme onFavuaun9.

QQue doit-on supposer sur ¢ pour que la fonction auxiliaire formée
avec cette expression de s donne un noyau acceptable? ¢ doit étre
continue ct dérivable dans D + S si, de plus, ses dérivées secondes et
troisiémes sont continues dans D et deviennent infinics sur S respecti-
vement comme d*~' el *—* (et les dérivées troisiémes comme d*~*,
si besoin en est), on constatera bicn aisément que s est quasi régulicre.
Quant aux coefficients ay, I'emploi de P'expression (11,) suppose
Pexistence de leurs dérivées premiéres et deuxiémes si 'on prend
s = 5,(I’), mais non si I'on prend s = s;;(P), la condition de Hoélder
suffisant alors.

S’il s'agit du probléme de Dirichlet, on utilisera comme quasi-

pour ® =0, on a Xa;(M) =1. Nous pourrons donc prendre

(1) Nous pourrions aussi, dans I’expression de #} ou de oy, nous servir de s[y(P),
en partant alors de J[i(P, 1), c’est-a-dire en prenant la valeur des a;; en 1. Nous

obtenons ainsi un pseudo-point image P, défini avec une pseudo-conormale N, qui

est alors la direction conjuguée.du plan tangent en S par rapport au cone des direc-
. e . . R e Y

tions caractéristiques en 1. Il est facile de vérifier que la fonction In[(P,, n)] 2

est quasi-solution, en employant une décomposition analogue & (g;). Mais ici, dans

les relations (10,3), N doit étre remplacé par N.
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m
solutionsv(.%—%llsc)jﬂ, S étant S, ou Sy, Si l'on veut utiliser le
point-image, on pourra partir de ses coordonnées x; formées avec s
suivant la formule (10,,) ou de la fonction I, donnée par (10,,).

Mais on peut aussi former directement x} & partir de . Si 'on écrit
en effet, «;, désignant ici a;,(P),

(11,) a) = ay;— cha—‘}.‘.(m.qaf,.k avee 0 = S;pQ, 05+ VO,
—_ 1
on constate que x; différe de x;,— 25X,a,5.., (avec § = @"0_5) par des
termes de 1'ordre de d'**. Donc le point défini par (11,) pourra étre
pris comme point-image.
De méme on pourra prendre comme fonction 5,

—1 . L.
o,=09 ?[¢-+ Z(§—uxi)9.]

qui différe de o, définie au numéro précédent par des termes de I'ordre
de rd'+~,

Si ¢ n'est pas donnée, il convient donc de chercher quelles conditions
doit vérzf er S pour qu'on puisse former directement la fonction quasi
régulicre s.

Pour cela reportons-nous & la solution du probléme de Dirichlet
exprimant une fonction harmonique W & m variables par un potentiel
de double couche

w1 JiPM |—m+? . [Tcos(ny, MP)
Wr= m— zj; diy Pu ds'"—'/; 'PM {'"- pudSy.

La densité ¢ doit vérifier I’équation de Fredholm (avec A =1)

Tn cos (ny, M
p 'i‘)\\/s lQ\’l”l"' (? P\]ds;\[:WQ,

M et Q étant sur S. Or, pour que le noyau de cette équation permette
la résolution classique, il suffit que le plan tangent T en M varie
contintiment et fasse avec MQ un angle <K |MQ [*(0 < £<1), ou, ce
qui revient au méme, que la distance 5 de Q a T soit <K[MQ|"+",
Ceci aura heu si l’angle { des normales en M et Q est <K |[MQ " et
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nous dirons alors que n ou T sont continus i la Holder (). Dans celte
hypothése le noyau se comporte comme -[QM|="*'+", cas classique.
Pourrons-nous former s et résoudre le probléme de Dirichlet pour (E)
avec cette hypothése sur S, qui peut ainsi éwre dépourvue de courbure ?

L’expression du potentiel d'une double couche étalée sur un plan
conduit & envisager les intégrales de la forme (avec p. > 0)

. L (PY— v
(114) u.( )—LW@undSm

qui, pour p.=1 et quand S se réduit 4 un plan, donnent avec
ZWM

Ly =
! Om

harmonique W, .

Cherchons la limite de [, quand, S étant quelconque (avec T con-
tinu), P tend vers un point P, de S. La partie de 'intégrale étendue
i toute région de S ne contenant pas P, tend évidemment vers zéro.
Envisageons alors une région S, de S entourant P, et suffisamment
petite pour qu’elle corresponde point par point a sa projection S, sur
le plan tangent T, en P,: S| sera défini, par exemple, par P, M'Sg,
M’ étant la projection de M sur T,. Posons PM'=7', PM=7r. On a

» la solution du probléme de Dirichlet pour une fonction

1+¢ ,_ r—r
= — avec e'=
r r

I
p
Supposons d’abord I’ sur la normale en P, : on a alors

I —rl MW

’ ’_/ —
(1ry) |°|—~ 7 < EAE

= tangM’' P, M ;

cecl, et par suile ¢/, tend vers zéro quand M’ tend vers P,. Si donc on
éerit (1 + ¢'Y* =1+ 1/, on peut choisir p tel que I'on ait || <4, quel
que soit P sur la normale.

(*) Soit un systéme de coordonnées choisi dans T : z sera, au voisinage de M, une
fonction de celles-ci admecttant des dérivées premitres p; d’ordre 2 en MQ,
! 1
car sing = [14 Xp7] *[Xpi?, dout | p;| < sind (1-+¢), 2 tendant vers zéro avee MQ.
Il en résulte que s est bien d’ordre 1+ Lsi ¢ est dordre L.
Remarquons qu’on peut écrire les inégalités caractéristiques de la continuité 4 la
Hilder en remplacant MQ par sa projection sur le vlan tangent en M ow en Q. .
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1 R
T PAr ST et posons

’1/“— 1

Remplagons

., P
Uy=1u, Up, == U, b= (ny, np,).

11

En remarquant que ¢S, = ¢S, cos{, on peut ¢erire

d* u Sy I — COS (t=+ ") dSy
([ ! 4) 10— 14 = Uy -+ ( u— ('n) -+ q) o }_ i
o P o (,()SL'J A
L

Sy

‘Le crochet du second membre contient trois partics donnant trois
intégrales. La premiére intégrale, par une homothétie de centre P, et
de rapport d-', en négligeant v/, devient

. ’ il .
u,,j PAMY e ou Sy
s
M” étant un point de 'aire S| homothétique de S et A le point situé
sur la normale intéricure en P, & la distance un. Quand d tend vers
zéro, cette intégrale tend vers £, u,, avec

hy= f | AMYi—m+1+1 4 Sy (pour p=1,ky= '0:-)'1'>
)y, 2

Montrons que kyu, est la imite de 1,.
En effet, le terme négligé contenant v’ dans la premicre intégrale
est limité par £, v ; d’autre part on a, dans S,,

[ — ) (1 +1') <,
/

(1) ? ’I—r——c—o—‘& < g, (de PPordre de sm-¢>
cosy 2

de sorte que les deux dernicres intégrales sonl limilécs respectivement

par ke, et k,e,. On peut donc choisir S, puis d assez petits pour que

'intégrale donnée différe aussi peu qu’on le veul de k,u,, ce qui

démontre nolre asserlion.

Si maintenant P, ne coincide pas avec le pied p de la dislance d, on
arrive au méme résultat, car l'intégrale I, différe aussi peu qu'on le
veut de k,u,, qui tend vers k,u, quand d tend vers zéro.

Cette méthode donne 'ordre de 'accroisscment de I,— 1, quand T
M'|'~") et que 'accroissement de
uysurS est d’ordre 2. En effet, 1, différe de sa limile I, d’abord par
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Iintégrale étendue & S — S, et par
u, f | AI‘\:I”I—”H-I—!-@L dSy,s
T—8;

qui sont toutes deux d’ordre . par rapport 4 d (en utilisant
P,M"20d"" dans T, —38;), puis par les intégrales cue nous avons
examinées précédemment ct oti v’ (de 'ordre de ¢'), ¢, et ¢, doivent
¢lre remplacées, d’aprés (1)) et (11;), par des termes de 'ordre de
1% et ) avee r,= P ,M'. Comme r,< 7, toules ces intégrales
auront donc une limilation d¢ la forme

K o> f plore iRl Sy
2
So
avec 1. — u'=h, @ ou 2 k. L’homothétie déji utilisée montre que celte
intégrale est infiniment petite d'ordre u. — u.' parrapport a o. En défi-
nitive, I,— 1, est d’ordre o', o' étant le plus petit des nombres «, v. et h.
Remarquons enfin que, si I’exposant de d est i, au lieu de . dans
(114), l'intégrale est infiniment petite d’ovdre 1., — u. pour 1, > 1 ou
infiniment grande d’ordre u.— ., pour i, < 1. et uy 5£ 0. 11 résulte
de 1a, en prenant 1., =o, que [’équation de S pourra s’écrire ¢ = o,
avec
(? = ng et J!_L :f pinA =0 L"JM (/S,\],
S

{ étant une fonclion positive, el 9 admettra des dérivées de toul ordre
dans D. J, est de 'ordre de ¢ el ¢ de 'ordre de . '

Nous allons montrer que, par un choix convenable de y. et de §, on
peut obtenir direclement s. Prenons y.=1, donc ¢ = J7': alors J,d
est une intégrale du type I, et, en toul point pde S, on a

22 —lim— = > 4",
on hd @,
Si donc on prend
2y, 2 wh
%——a[-amal ]2 = M‘P ,
on aura
99 __ o
o

Journ. de Math., tome IX, — Fasc. I, 1g30. 8



58 ' MAURICE GEVREY.
et I'on pourra choisir ¢ comme fonction s d’aprés ce que nous avons
vuau n° 8.

Cela posé, il nous faul examiner comment se comporient les dérivées
desen P, quand P tend vers un point P, de S, en supposant I, I’
normale en I’,. Nous avons

: 2 L
(1) s=J7, Jy= - [r“”‘ 2 dSy (r="PM).

G . s

Toutes les dérivées de l'intégrale J, étendue & S— S, sont linies.

Pour cxaminer les dérivées de f prenons comme origine I’oet comme

axe Oz la normale PP,, de sorte que z, est égale a d; étudions
d’abord les dérivéesen ., ...: on a facilement
or—m or/—m ”
oz, = om, T
n" étant de I'ordre de r;. Une décomposition analogue & (11,) nous
donne d’abord I’ 1ntegra]e
dr/—m
"‘oL oz, dSy,
0

qui est nulle (car elle se transforme en intégrale étendue 4 la frontiére
de S;, sur laquelle P;M’=p, donc #' = const.), puis les intégrales
complémentaires analogucs 4 celles étudiées plus haut et dont 'élément
différentiel cst de Pordre de #~='7% ou de r‘”""ro’, ce qui nous
donnera au total, en tenant comptc de ry < ryun terme de lordre

de d—2+
Plus généralement, les dérivées n

iemes . ()”Jl
autres que ——= sont de
|

'ordre de d"='*#'. Sinous dérivons I'équation sJ, =1, nous voyons

. Js
alors sans pcine (ue 5—; s’annulent comme d* quand P vient

$ Js
Jdx, "rm
sur. S el que toutes les dérivées (n—+-1)""de s aulres que
sont de 'ordre de d—.

()S'H" 1

Ji4-1
gz

Ik
Pour étudier 95 et s,, posons z,J, =3s,, donc ss,=,. On a
dz, ~ dx ?

7] O p—mrt o o2 .
(—m+2)—x, r"——— —— o + _,_) p—in2
dx, da’ dx? dz},
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Ceci nous permet de ramener le calcul des dérivées successives
de s, par rapporl a @, a celui des dérivées par rapport a ., ...
’ A . T o ap | A o dclé
d’une intégrale du type J,, et, loujours par le zrlll(,m(. procédé de
, .. . §
décomposition, on e¢n conclul sans peine que ——! est de Pordre
) dam
de d—-u»m/
in prenant les dérivées successives de $$y ==, par rapport ax,,

Js
on en conclut d’abord que ol la méme l]mll,(' que—-.—_;-, c’est-
1 1
o21-4- 1

Js’ s
a-dirc précisément ( ) puis que o~ i est delordre de d=+%/5 toutes

les dérivées (n+ 1)*"* sont donc de cct ordre et, par suite, ceci esl
vrai quels que soient les axes de coordonnées.
La fonction s ainsi obtenue est donc bicn celle que nous voulions

_m
5+

avoir. Elle nous permettra de former la quasi-solution (9+l;sc)
ou les coordonnées du point-image ou encore la quasi-solution

Ill

3, ( 10,,). Siles a, satlsfont simplement & la condition de Holder,
on peut prendre comme coordonunées de P,

o s
(11,) xl=x— ZS-}“[/; S

a; étant une fonction de P égale a4 a; sur S (). On utilisera alors
Siu(Py, M.

(1) Iemploi des intégrales J; permet, en cfiet, de déterminer une fonction y, pre-
nant des valeurs données sur S et admettant des dérivées de tous ordres dans D;
/. cst méme continue a la Hilder & partie d’un point de S, et ses dérivées d’ordre n se
comportent vers S comme d—"+%, si 4 satisfait & la condition de Holder sur 8. 11 suffit

de prendre
—~1
Ip= [ fr‘"" dSy ] / el dSy.
Js < A

En effet, le crochet et I'intégrale peuvent étre multipliés par d: d’olt, comme limite,
2 Gt
el AT puis les propriétés établies plus haut sur J; donnent Pallure des dérivées
m

dans D. On peut donc (voir n° 10, in fine) remplacer, dans (11;), les @ par des
fonctions ainsi calculées (il pourra étre utile aussi de diviser ces fonctions par la racine
mitme de leur déterminant, de fagon & obtenir un déterminant égal & un pour les
(t,'/‘«).

Signalons aussi un point que le lecteur établira sans peine : lorsqu’une fonction
admet des dérivées se comportant dans D comme d*'—! et qu’elle satisfait sur S ala
condition de Holder avec un exposant z 2, elle y satisfait avec Pexposant «' entre
deux points quelconques de D + S.
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Nous acons ainsi formé des quasi-solutions qui nous permettront de
résoudre, pourl’équation linéaire générale (E), les problémes aux limites
‘en supposant les coefficients de (1) et le champ de normales a S contrnus
@ la Holder. |

12, Cas p’un coxrour A points ANGULEUX. — l.e cas d’unc frontiére
située dans un plan (P) et présentant des poinles a été étudié, pour les
fonctions harmoniques, aprés Neumann, par plusicurs auteurs : par
exemple Darboux (cours de 1go7), Kellogg, Carleman ('), Lichten-
stein : ce derniers’est occupé du probléme de Dirichlet pour P'équation
générale (Comptes rendus, 29 novembre 19og)

(E)) Fi(u)=Au+« gi: -+~ b %‘- +eie=f,
en supposant toutefois que l'aire donnée corresponde a celle d'un
cercle par une représentation conforme particuliére. Les résultats du
numéro précédent vont nous permettre de traiter le probléme,
pour (E,), dans le cas d'un contour C admellant un nombre fini de
points anguleux et composés d’arcs & tangente continue & Ja Holder.
Supposons d’abord un seul point anguleux, d’ouverture {3, situé a
Porigine O3 en posant

. o . nl
sz (y = pe’(’, s+ iy = Io'(f’(’ ,

la transformation conforme (réguli¢re dans toute région ne contenant
pas 'origine)

A

0n
~
Il
3]
T
(]

‘ ™
ou =0, =0

G

donne un plan (P’) et un contour C’ avec une ouverture égale a ©
en O, et (E,) devient

Ju du
E’ el R
(ED) Au+a()x,—+—b()y,+(u /s
i dz’ dx'! o oy’ ay' A I
a-!\(a—’ﬁ—kbw), [}-A(d%—'{*b})_)/‘)) C——AC, f—Af,

(1) Ueber Neumann-Poincaresche Problem fir ein. Gebiet mit Ecken ( Upsala,
1916); voir aussi Gounsat, Analyse, t. 111, Chap. XXXIII, Exercices.
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A= [(')’ )'_;. <().'I;’)‘-"]“'

de) T\ dy '
. G 4 +
Soit = ={'; onas =z", d’ou

[
12
s — !p/ 2B s

avec

On voit immédiatement que a' ¢t &', ¢’ et S’ ont respectivemenl des
poles d'ordre 1— 7' et 2(1— ') en O dans (P") (ceci pour B < 7}
pour 3> =, on oblient un zéro : c’est le cas d'un angle rentrant).

Nous avons, d’autre part, suppos¢ C tel que I'angle ¢ d'une corde
MM, = lavec la tangente MT soit <K /Z": cherchons la propriété
correspondante pour les points M’ et M|, de C'(M'M,=1). Si ces
points ne sont pas voisins de O, on a ¢évidemment ¢ <K'/, Si I'un
des points est en O, on a {=10". Soient alors M, et M, en O : I'angle ¢
est conservé dans la transformation conforme, ’ot

c=g' << Nlh= K[,
SiM et M sont en O, on a

€
6': B_/< B_/l//,tj/

Soient enfin M’ et M, voisins de O : la transformée de la corde MM,
falt en M’ avee C' un angle égal & |z —<'|. Or cet angle est égal

R,(I—l—- 1), R’ élant le rayon de courbure de C’' et v/ infiniment

/l
ik R’ tend d’aillcurs vers zéro avecla distancedc O aM'M,.

D’autre part, pour comparer £ ct/, écrivons I’ accrmssement de 3,
de M a M,,
- N
A::,:."’l <|+ '%) —1 |

g; le module du crochet est moindre que

pelit avec —

As’ /
-

-@’(1-*—7;)3“' avec |M<;:

z! .
cela se voit en intégrant de zéro a é:,— la fonction m (14 3)"'. On a
donc
!
Asi=1 < o8B e,
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Utilisant ¢ <K/ et le fait qque ¢ — ¢’ est du premier ordre en /, on ¢n
déduit aisément
,./< K/l//,ﬁ/
Si maintenantl’> 20D abaissera de M|, la normale M’ H', & la tan-

gente cn M’ et 'on prq;ettera sur cetle nmmalc le contour \l H,OH/,

H, et H étant les projections de M| et de O respectivement sur les

tangentes en O ¢t M'. Le lecteur constatera sans peine que le résultat
qui représenic M, H' est de Pordre de I'*", donc ¢ est ici encore de
Pordre de 2" :

Il résulte de la que €', dans sa totalité, satisfait & la condi-
tion & <K' analogue a celle que vérifie C, avee A= A pour f'<1
cL &'= h pour {3’> I.

Cela posé, si Pon vent résoudre le probléeme de Dirichlet avee le
contour C', le noyau de 'équation (4.), outre les termes donnés plus
haut dans (9-,), comprendra d’autres termes de la nature de ¢"#—'p—!,
Ces singularités n’empéchent nullement le calcul de la résolvante @,
qui aura clle-méme des singularités de cette forme, et la formule (4,)
donnant G conserve parfaitement un sens.

S’il y a plusicurs points anguleux, on fera successivement pour
chacun d’cux la transformation précédente. Onobtient ainsi lu fonction
de Green du probleme de Dirichlet dans le cas d’un contour @ points
anguleuz, méme dépoureu de courbure.

. IV, — Les divers problémes aux limites. Synthése de la solution.

Nous envisagerons, comme condition linéaire générale délerminant
les problémes aux limites pour 'équation (I£), la relation (en tout
point p de S)

b (n)z -ll(p)— + K(p)u=L(p).

" En particulier, H=o0 nous donne le probléme de Dirichlet ¢t K=o
celui de Neumann. Dans le cas du plan et de 'équation canonique (12)),
nous envisagerons aussi la condition aux limiles contenant une dérivée
tangentielle

du

ll(p)dn ~+ H,(y ) + K(p)ye=L(p).
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13. Sur LA FORMULE DE RESOLUTION DU PROBLEME bE Diricnier. — Cette
formule ¢st

4‘ . 1
(13)) "P—’/j——” dS ﬁG}IJdeQ <f/:m>’

en supposant désormais 11 sur S. Il nous faut voir comment cal-

_JG” . T . sl
culet N D’aprés(8.) et (8,), on aura (si toutefois les intégrales ont
un sens)

N t?G,I-I _ oV ,I_l o D
(13,) INI T ONGL +j)\ P IN I L ddorg
avee ,
ool o ()(b(“,I IFp(Vih
0% [ Fpve 220 e ),
T ﬁ' oY) ORp 490 7 9Ny
En posant
()‘I’ll.[ I)l:( V}:I ) 1L
! = -+ dy
(13,) ONI U ONTL 1 W

{ vérifiera I'équation de Fredholm
. , . 0 ‘o 5
(13 Wft=g [ To(VR) Wl dog + 4* i [ Fe(V) P (V) dug.
n 1 n-/n

Placons-nous dans le cas le moins simple, celui ot 'V a la forme

m

m
e— 5+ —5
VI =%"— (90 + ls0) 2

les a;, et n étant continus & la Holder et s donnée par (11;).

de(Vp)

Etudions I'allure de la fonction 2222 : montrons qu’elleest de l'ordre

de |PII|~—'+>, 11 semble & premxere vue qu’elle devrait contenir les

dérivées des a;;, en II. Mais celles-ci disparaissent car les deux fonctions

Iy (P, ) = d[Sy(P, )
et —

()JJM ().2’,‘3|

une de ses coordonnées, deviennent égales quand s ou ¢ s’annulent,

et ce sont des termes de ce genre qui contiennent les dérivées des a;;

et qui, en plagcant M en II sur S, se détruisent. Le calcul donne
1

d'ailleurs aisément, en faisant 6= o et se rappelant que s¥ * es

ik 'v], M étant un point quelconque et xy
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I V, o 2! . ) I
( ;é P =577 [K +1\_2.,«-~|_|:__k3“)1[’_,“,4”’ les quan-

tités K, K,, K, étant bornées [ c/. (9:)].
Etudionsalors, par les méthodes usuelles des noyaux itérés, le terme
connu de (13,), que nous pouvons écrire

(e (VI
’/'f‘-‘!’(vg) (—S(T[Q)flwm

horné,

F(V{) étant donnée par (9;) ol II est remplacé par Q. Suppo-
sons d’abord K, =o, c'est-a-dire s régulicre.
) l)
Prenons comme domaine le cercle de centre Il et de rayon TH; en
appelant ¢ la distance de Q a S, le premier facteur se comporte

comme ¢| PQ |7"='+* donc le produit comme | PQ) |~~
c’est-a-dire comme |PQ ="'+ | QI [="+* puisque t<QIl. L'intégra-

. - P ’
tion dans ce cercle donnera, en utilisant PQ > —;I—I, un terme de 'ordre
de | PIT|="='+*2. On aboutit au méme résultat dans le cercle de centre I’
P . . : -,
et de rayon —, puis dans le reste du domaine D, par une homothétie

de rapport |PII|~'; mais ici on utilisera simplement le fait que
Fp(V®) se comporte comme |PQ|~"+, ‘

Enfin, si K, 5£ O dans (9, ), c’est-a-dirc si s est quasi réguliére, nous
obtenons aussi un terme de 'ordre de #*='|PII|="**, qui est encore
comparable a |PII|=-'+** puisqued—'|PII| est borné quand II est
sur S. Si2«>1 nous avons ainsi un pdle d’ordre <m et la réso-
lution de (13;) s’achéve sans peme Si 2a<1, il suffit de faire un
nouveau changement de fonction inconnue comme precedemment
Mais en tout cas ¥ a un pole d’ordre < m—+ 1 — o, qui est 'ordre du
oFp ( & P )

pole de — g

Donc, d’apreés (13, ), N est de P'ordre de | QI |="~'*+*. Nous avons

. m
< ., » -2 T\? ‘
acomposerdans (13, )cette dérivéeavec(g,), VE=5 *| 1— (3—>
m ? B

et I'on voit sans peine que ceciest < A3 * 563;", & étant ici Iy et o,
¢ les quantités s, d relatives & Q [A =2m — 4 pour m<3 et A=2
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pour m=12;¢/f. (8,)]. Or nous pouvons écrire, avec o <f <« et
r=10Q, :

m--f f

} LR T s fa\'-B /gt T\! - "
Ve <0 (7 —i3 = | dot-B B,
) d\a 3, I,

Tous les rapporls du 's«-coud membre étant bornés (voir 9, A in fine)
)t
et e < QII on voit (ue V est comparable i o | PQ) |--3 | QY IT [-m--o-3

(ceci est vrai aussi pour m= 2). En intégrant dans D, on a un terme
se comportant comme o | P11 +%,

: , OV R '
Quant a )T’ il suffit de former ce terme pour voir qu'il est compa-

rable & drr" et ne cunticnt pas les dérivécs des a;; pour la méme raison

)“- Gy . .
‘ < ',,f/ (G, borné).

Nous pouvons présenter le calcul (//.f u, d’une autre fagon. Soit f=o0;
multiplions les deux membres de (13,) par «, el intégrons sur S : on
constate que I'on peut écrire

«que plus haut. Nouws avons donc |-

Javy I

(13,) . Il.-:.// iy tp Sy + r/f\}{/Q oy,

7 étant solulion de l’équal.ion intégrale (')

) " \ »
(l:;:j) |v-__//f| l’(\ ',)/QI/II)Qﬂ~//f( l( ¥ /I”(/S”,
b

dont le terme connu devient infini sur S comme «-*** ¢t qui s’étudie
comme (13;) ou encore en posant /,= d-**7,: on trouve ainsi que 7.
se comporte aussi comme d~***, ce qui n’empéche nullement la der-
niére intégrale de (13,) d’avoir un sens et de s'annuler quand I’ vient
sur S. Si f5£o il suffit d’ajouter au second membre de (13,) l'inté-

grale — [ G}/, dw, ou tout simplement — /" au deuxiéme membre
[}

de (13;) (cette équation exprimant alors que I'(«) = f: voir la note).

(') L’équation (13,) peut s’écrire @ priori : la premiire intégrale prend sur S les
valeurs donuées (deuxi¢me note du no 15) et la seconde s’y annule. L'équation (135)
s'obtient ensuile en écrivant que wvérifie équation donnée. Ici la fonction de Green
n'intervient plus (voir Comptes rendus, 1. 188, 1929, p. 16523,

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 1, 1930, 9
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14. Prosuimes aux vLivrtes wmixres. Foncrion e (FREEN CORRESPON-
pANTE. — Supposons mainlenant H £ o dans la condition aux limites
{y(u)=L: envisageons alors les dcux fonctions G (P, 1) et G (1T, P) telles

m m ' .
que leur produit par %;_:_._. ou '37?,1 tende vers un quand PII tend vers
zéro, solutions respectives de I = oen et de & = o en I et vérifiant
les conditions aux limites

(5 (l[i),(i I(G)p:n, Illf;; l\'-—ll(a—'rb)n]”:n,

quand P et Il viennent respectivement sur S. La formule (1,) appli-
quée aux fonctions G(Q, 1N et G(IT, Q), Q élant le point courant,
donne alors, en isolant P> et H, G(P, II)= g (lI, I), fonclion que
nous appellerons Gl'. D’aprés (1,,). la solution de F(u)=f véri-
fiant ¢, (u) =1L sera '

. i. . "
(£4s) p=— r/f(),‘,' (ﬁ) Sy - //f(_nff"/u .
s I n

Commentobtenirici G} ? Nous la formerons comme soluetionde ¥ = o
en P, donc vérifiant la premiére condition (14,), en supposant que H ne
s'annule pas. Pour cela nous prendrons comme fonction auxiliaire

n m
e 4o PR

(144) ) \|._ E R L TR

7 el 7, désignant respectivement soit 5,(P°, ) et .v,.(l’,, fl) | celle-ci
remplacable par (10,,)}], soit = (P, 1) et 5y (P, II) : c’est ce dernier
couple quil fandra employer st les ;. ne sont pas dérivables. Quand P
vient sur S, T et I, sont égales ct leurs dérivées conormales oppo-
sées | ¢/. (10,5)] : nous avons alors

-l

A% . J5 ¢ J} ot
117\—1:+l\\_||(|~p))\' (IIT\—ﬂ—'\“‘"\() ,

et ceci sera nul quel que soit H sil'on a

i
U= HE 4-olhk=o sur S,
) ’ o\

.()

La deuxiéme relation peut s’écrire HW == -+ 2]\ =oet, d apres les
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résultats du n° 11, on obtiendra une fonction 1(1’) satisfaisant a ces
conditions en envisageanl I'expression

W R
f - lf| M ['—III <—”—I-> f)S)] | f
I3 Tin K M | -

. . o . < .
siLoutefois ¢ garde le méme signe ct n’a pas sur S des poles

d’ordre 2/m — 1. Sinon on prendra

p(P)y==1-- [j | I’\l ”’//S“J fll’M o T;'J:) ASy;

en ell'et l(-s produits des deux intégrales par  tendent respectivement

vers el 2 I'P qlmnd d tend vers zéro ot 'on en déduit aisément

2L tend vers =, qui est donc la valeur de % sur S.

r{ II'J dn

La fonction de Green du probléme mizte sera @ nousceau donnée par
les équations (8;) et (8,), V élant cette fois la fonction (14y). Le
noyau de 'équation intégrale obtenue, ¢1°,( V1), contient les dérivées
premiéres et secondes de 1.: les dérivées premiéres sont continues
dans D -+ S, mais les dérivées secondes, qui figurent dans les Lermes

que —y—

nE . . . .
a; (1) o ()f’ Vi, deviennent infinies comme d-', sauf cependant si.

h STy .
7r oSt continu a la Holder : u. est alors quasi régulicre, d’aprés les

propriétés des intégrales J, du n° 11, el le calcul de d s'eflectue
comme pour le probléme de Dirichlet,

[ci aussi, par un procédé analogue 4 celui (qui nous & conduit aux
équations (13,) et (13,), nous pouvons écrire (')

Uz om /// Vil <ﬁ> ASyp--- r/f\ Ny g
davec

(14,) Np= /,fl',,(\3)\Qf/f,,q+,,f|' WV ﬁ)”d.s“_‘/.
b S N

Nolons que, ¢n supposant H =1, K =0, nous avouns le probléme de

(') Avec une remargue analogue © wp se compose d’'une intégrale virifiant &g = L
et d'une autre vérifiant §s = o el (144) traduit la condition F(u) = f.
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m n

. — ! — N
Newmann. V est alors égalea 5 * 45 * et la solution est donnée
o o b, . . ou.
par (14.) our 37 doit étre remplacé par la valeur donnée de -5 | en sup-

posant que 7 =1 ne soit pas valeur singulicre dans (8,)].
Nous allons montrer d’ailleurs que le probléme mixte peut toujours se
ramener ai probléme de Neumann. Posons, en ellet, « = ve*. Si

lli)—:.-%—l\’.:(\‘ Cona ﬁ‘—;:!i(:'-':
ON ’ '
la détermination de ¢ est donc le probléme de Neumana. Dans U'équaa-
tion en ¢, le coefficient de ¢ est eI () = IV(5) + termes contenant
les dérivées premiéres, et c’est le seul cocfficient qui contienne les
dérivées secondes de 3. Or, si nous posons

alN '
spzmg | V) ~_> 4811,
1 ’/‘[ i (” ”/ Il

E
I
lordre de |Pl|-"+*, I°(z) deviendra infini sur S comme d'~* (les
dérivées premicres de s devenant infinies comme £d). Cecin'introduit
aucune difficulté dans Ia résolution de I'équation intégrale relative a
la fonction (5 résolvant le probléme de: Neumann pour Iéquation en ¢.

d’apres (15,) (en note), :))—; = — = sur S et, comme IV, (V) est de

. . . , K . .
Cest ainsiqu'il faudra procéder quand 4 sera simplement continue.

18. SyNTHESE DE LA SOLUTION. — A (uel point sommes-nous parvenus
actuellement? Nous avons trouvé une formule donnant, dans tous les
cas, la solution du probléme général aux limites linéaive s¢ elle existe,
¢t nous y sommes arrivés au moyen de P'équation adjointe. Ceci
prouve l'unicité de la solution en dehors des cas singuliers.

Mais 1l nous reste a vérifier : 1" que la fonction «, ainsi trouvée est
bien solution; 2° qu’clle satisfail effectivement 4 la condition aux
limites donnée.

D’autre part, nous avons pu (en partant de =) former G dans
tous les cas, en supposant simplement la condition de Holder pour les
coefficients, ce «ue nous appellerons bri¢vement condition (3¢);
U'adjointe peut done ne pas exister. Avec G ainsi formée, la solution u
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obtenuesera-i-elle une solution de (E), vérifiant lu condition auz limiltes,
el unique? Sioui, nous serons arrivés a nous passcr complétement de
["adjointe.

Cxaminous successivement Lons ces points.

1wy donnée par (13,) ou (14, ) est bien solution en tout point P de 1,
car G|l est solution en P, et la dérivation sous le signe f s'applique :
. S

la premiére intégrale est donc solution de F=o0; la seconde est
solution de I" = /, car si I'on remplace dans (¢.) V par (5 (et % parf),
I'intégrale du second membre disparait. La condition (¢) suffit.

2° up vérifie la condition aux limites. Prenons le probléme de
Dirichlet, et supposons d’abord (ue ladjointe existe. P, étant un
point de S, il faut montrer que u,, donnée par (13,), tend vers

i, =u, quand P> tend vers I’,. Tout d’a.bord,/(ﬂ’iﬁf;)(lwutcnd vers
h
. - . . .
zéro, car si 'on exclut du domaine une petite portion D, entourant
P, f tend vers zéro et / est aussi petite qu'on le veut quel que
I g /1y
soil I’, puisque G| PQj"~* est borné.

D’autre part, u = u, étant solution de I (1) = cu,, la formule (13,)
s'applique en y faisant u,= u;;=u, et /=cu,; nous obtenons ainsi

IGH . ’
//f.;. Wy dSp = uy+ qu, ngr:.J iy,
s ONII Ju

et ceci tend vers «, quand I’ tend vers P,. Il reste simplement a

établir que
oG ,
L ()—\% (g — u,) dSyr
JGH!
" Ny
point quelconque de D + S distinct de P. Donc, S, étant une petite

tend vers zéro. Or

s'annule quand P vient sur S, I étant un

portion de S entourant P, tend vers zéro quand P tend vers P,.

S—8,
. it ;
Quant & f , comme nous avons vu plus haut que \J_G'_\ est < TIS)’I]IL'II
s—8, 0 i !

IN11
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et qion peul choisiv S, telle que |u—u, | <z, sera, e¢n valeur

. . , : . N8,
absolue, moindre que Pintégrale du type I, |woir (11,)]:
. « g v
s(J,df PIE 0 Sy < 7" e G,
S—8, *

On peut donc choisir S, puis d assez petits pour que notre inté-
grale soit moindre que toute quantité donnée, ce qu’il fallait établir.

Faisons maintenant la simple hypothése (#C) dans une région R
contenant D, done plus d'adjointe. litan! donnée dans ® une fonction
continue o (le m variables, on peut toujours déterminer une fonction ¢*
indéfiniment dérivable telle que | o — 0" | < dans ®R. On pourra, par
cxemple, dans l'espace (x,, ..., x,, y) envisager une fonction harmo-
nigue w prenant pour y = o la valeur ¢ el qui est représentée par une
intégrale étendue & la région ® du plan y = o0. On choisira y =y,
assez petil pour que o* = w(®,, ..., L., ¥,) vérilie la condition.

Remplagons alors les coefficients de (E) par des fonctions appro-
chées ainsi déterminées ('), ce qui donne nne équation (1*); la fonc-
tion de Green G*, que nous obtiendrons en partant de =y, sera aussi
voisine que nous le vondrons de G (pour P et Il distinets); elle nous
fournira une solution «#*, voisine de « et prenant bicn sur S les valeurs
données, car, (E*) ayant nne adjointe, le raisonnement ci-dessus s ap-
plique. Comme «* différe de u d’aussi peu qu'on le désire dans D + S,
on pourra prendre P assez voisin de I, pour que la différence

=\ S — u* ot — |

soit moindre que toute quantité donnée : donc u tend hien versu, (*).

(1) Il est & noter que les nouveaux coefficients ;. satisfont aussi dans R a la condition
de llélder l"\“:'/: ‘ < Arxavec un nombre A borné quel que sott «,.

() Faisons ici unc remarque importante : si nous écrivons G,’,' :Vll,' -:—T’_IU. I'inté-
grale

est continue quand P traverse S et sa valeur est zéro quand P est sur S; done,

ARN
g L wyp Sy
s JIN||

tend vers wg quand I* tend vers P,. Nous avons utilis¢ ce fait dans la Note de la page 65.
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3" L'unicité a liew avec la seule condition (8€) (uand A = 1 n’est pas
valeur singuliére dans (8,), c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’autre solu-
tion u, que celle donnée par (13,). Iin effet, dans le cas conlraire, il y
aurail une solution ¢ de IF = o nulle sur S, Envisageons alors I'équa-
tion F = o, oblenue en remplacant les coefficients de ' = o par des
fonctions dérivables se confondant avec ceux-cisur S et obtenues par
les méthodes du n’ 11. On peut prendre un domaine D’ intérieur & I
et limité par. S’ voisine de 3, sur laquelle | ¢| sera < ¢; la formule fon-
damentale s’applique alors 4 S') puisque 1'adjointc existe dans D'+ &
et donne pour ¢, en tout point I’ de D', une valeur de module moindre
(que

qeG, r/f‘ PN Sy < Gys
w

—_—
A —2)

¢ élant arbitrairement petit et (i, horné quelle que soit $'. Ceci
entraine v=o0 dans ,, donc dans D.

Tout ce ue nous venons de dire pour le probleme de Dirichlet
pourra se répéter avec peu de changement pour le probléeme de
Neumann ou, plus généralcment, pour le probléme mizte g=L.

Tout d’abord,] Gl f,dw, vérifie la condition ¢s= o. Nous pren-

n

drons ensuite I’, comme origine, la conormale en P, comme axe Oz, ;
]J

la fonetion ( 7

> x, est solution de I'équation
Po
IJ
Flou)=(b,+ cx)) ﬁ) .
P,

On cn déduit, comme plus haut, que

]l
—a [[6lt(5;), 4
S } ]

vérifie la condition Ly=1. quand I’ est en P, et que

Lor](5),~ (i), Josn

vérifie la condition {y=o0 quand P vient en I’y; il suffit pour cela
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d’établir que
— e} N G

G God
l“ l i
cn tout point I” de la conormale en I’,. Puis le reste du raisonnement
s’achéve comme plus haut (').

16, Cas siNGuLiERs ET cAs p'oniciTé, — Ce sonl ceux pour lesquels
n=1 est valenr caractéristique d’ordre p. V étant la fonction auxi-
liaire du probléme envisagé, les deux équations homogénes associées

LUP) [r..(v L)) oy = o,
(16,)

] l’)**’/flg ':)):-((;?)///,)Q::()

admellent alors respectivement p solutions linéairement indépendantes
Z,,...,7,et 3, ..., 3, telles que les fonctions

(16,) |:,.(p,:f\fgz,.( Oydoy (P10, p)
n

sotent solution de ¥ =o (*). Donc, ceile équation admet p solulions
distinctes vérifiant la condition homogeéne Ls= o.

Soit maintenant la condition donnée ronr homogéne. Supposons, par
exemple lecas du probleme de Dirichlet et envisageons I'équation (13,)
qui n’est autre que la premiére équation (16,) avec un second membre

f()l'(’;(\,\" )un dSp : elle n’admettra de solution « que si ce second

(1) Dans le cas du probléme de Neumann, ol \'II,I = 3J -3, on voit, par le méme
raisonnement que dans la note précédente, que, en tout point Py de S,

(13)) N, q/\}_lpr[dS]]:—0po

11 suffit de prendre P sur la conormale Nj,, de dériver I'intégrale suivantla direction
Np,, puis de faire tendre P vers P,.

(2) Les p fonctions U; sont linéairement duslmctcs Sinon il existerait deux fonc-
tions Z;, par exemple Z; et Z,, conduisant @ U, et A U,. Mais alors en remplacant Z,
par 2Z,— Z, dans P’intégrale de (16,) on trouverait zéro, ce qui exigerait, puisque
VY est essentiellement positif, que 22, = Z,, ce qui est contraire & ’hypothise.
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membre esl orthogonal aux p fonctions z;. D'ou les p conditions néces-
satres
. S . IFp(Vyh
{10,) f\,-(_ll;u”(/.‘s”::o avec Yol = ..__'_(___‘_.,( Pidep
s v ONIL

et la solution sera u—+ C,7,~+...+ C,Z,, dépendant linéairement
de p constantes arbitraires C, . .., C,.

Ici on a supposé I'équation (Ef) sans second membre; si /=~ o, le
sccond membre de (16,) esl [f:-;(l(o.

b
De méme, s'il s’agit du probléme Us=1[., on envisagera lI'équa-
tion (14,) (ou 'équation analogue obtenue en ramenant le probléme
a celui de Neumann) et I'on aura les conditions nécéssaires

(l("')'n)f A1 ( > f/.,//fn avec Y (ll)_flp(\ z( P dwp.
s

Si nous savons d’avance (ue la solution est unique ou, ce qui revient
au méme, que bg(u)=o el I'(u) = 0 entrainenl u = o, nous serons
sitrs de ne pas étre dans un cas singulier. Ainsi en est-il pour le pro-
bléme de Dirichlet lorsque ¢ < o: « ne peut en effet avoir un maximum
positif en un point P de D car, en faisant la transformation qui conduit &
I"équation (1,), on aurail, en I?, )“f{, o el %ft =o. D'ou, les a;, étant
nuls, ' («) <o, ce qui est impossible; de méme pour un minimum
négatif. Si donc « s’annule sur S, elle est identiquement nulle dans D.
(Noter qu’on suppose simplement ici D continu et borné.)

Ce résultat s’étend au cas ol ¢ est o par l'artifice employé pour
I'équation canonique dans le plan el qui consiste & poser u=su,,
s étant une fonction posilive choisie de telle sorte que, dans I'équation
en u, le coefficient de #,, qui est [(z), soit < o. Il résulte de la que
s1 4, solution de ¥(u)=o0, est <o sur Selle ne peul devenir >0 en
un point de D, car i, aurait alors dans D un maximum > o.

D’autre part, toujours dans I’hypothése c<o, le maximum M de |«
peut étre a la fois atteint dans D et sur S, c’est-a-dire qu’il ne peut
étre > M', maximum de |z| sur S. Supposons, par exemple, quil
s’agisse d'un maximum positif de u : si'on avait M'<_M, on pourrait
choisir u. tel que M'< u.< M. Soit alors ¢ =u — 1, négative sur S,

Journ. de Mat'h., tome [N, — Fﬂéc. 1, 1930. 10
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d’olt F(¢)+cp=o0, el posonss =3¢, = étant la méme fonction
cjue plus haut; les deux derniers termes de Iéquation en ¢, seront
F(s)+ ¢y, quantité négative. l.e raisonnement précédent sur Pim-
possibilité d'un maximum positif de ¢, s"applique. Donc v, négative
sur S, ne peut devenir positive en un point de I); de méme pour ¢..
Donc on ne peut avoir « > u. ni par suite M > W',

De¢ méme si, dans g, on a ” > Lo avec ¢< o, il y a unicité, En

u

JN =
1 Ju
ce (ui n'est pas compatible avec - -5 —+ “ =o, et par suite dg=10

effet, [« |ayant son maximum en un point de S en ce point on a

et ' = o entrainent u= o dans D + S. Enfin les résultats précédents,
lorsque c a un signe quelconque, sont également vrais pour D assez
petit.

. . Kk :
Supposons maintenant simplement 7j So et cSo. La conclusion

précédente subsiste-t-elle? Soit /v un nombre compris entre le maxi-
mum M et le minimum m de u dans D+ S. Supposons M >0 et
envisageons le domaine 1)+ S’ défini par £Su<M: sa frontiére,
d’aprés ce qui précéde, comprendra une portion S, de S, le reste S,
étanl intérieur a D. Posons ¢=u—/h, donc ¥(¢)+ch=o0. On

aura : 1° I] —-|— K(¢+2)=o0sur S,; 2¢ =0 sur S,. Or on peut
toujours former une fonction z telle que %%-{— ﬂ-s<o sur S, et

F(z)>o0 dans D'+ 8. En’ effet S, n’est pas fermée, et 'on peut
chercher 5 comme solution de I'(3)= A’(A’< 0), en se donnant au

. dz K’ . ..
besoin les valeurs JN + p 3 sur une surface fermée voisine de S/, T
étant voisin de TG de maniére que )\, + z soit < o sur S, : c'est un

probléme comportant une large part d’arbltralre. Si la fonction ainsi
obtenue n’est pas positive, on lui ajoute une constante positive conve-
nable, ce qui ne modifie pas le sens des inégalités i 1mposee= azetlon

a ainsi s > o.

Soit alors v==z¢,;0na: 1° z()—‘—‘—i—(g;r—i—” >v +”h_05urS.,

2° ¢,=o0 sur S,. Or les deux derniers termes de l’équation en ¢,
sont F(z)v,+ ch; done, d'apres le raisonnement donné plus haut,
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v, ne peut avoir de maximum positif dans D’ [ 4 cause du signe négatif
de F(z)¢, 4+ ch] mais seulement sur 8, donc sur S,. Oun aurait

Jy - .
oy < v el tous les autres termes de la condition 1° seralent <o,
/) ~

alors s
ce qui est impossible. Done dans D'+ 8’ on a ¢,So, ¢So, ush,
d’oit 0 =k, puisqu’on a supposé¢ u2/. (Pour M <o on aboutit aussi
i u=~ en envisageant le domaine m<u</h.) Or IF(h)=ch et

Ys(h) =K/, et alors de deux choses I'une:

1* Ou bien ¢ et K sont identiquement nuls. D'oi ;

Tugorine. — Le probléme de Neumann pour une équation linéaire
elliptique  privée du terme en s et du terme conni admet la solution
it = const. et n'en admel pas d’autre.

2° Ou bien ¢ et K ne sont pas tous deux identiquement nuls. Dot :

L \ \ IN
Tutorime. — Le probléme Y=o pour F (u) = o, avec ¢ el G
négallfs ow nuls, non identiquement nuls tous dewx, n'admet que la

solution u == o.

11 résulte de la que e probléme de Neumann pour c=o et /=0
conduit @& un cas singulier, ). =1 étant valeur caractérislique simple
et la solution de la forme ¢ = const. avec une condition nécessaire de
la forme (16)). Le probléme {g= 1 pour I’équation (E) avec ¢<o ct

[N . - , .
7j S0, mais non ¢ = o et K=o, n"admet qu’une solution.

17. PRoOBLEMES AUX LIMITES COMPORTANT DES DERIVEES TANGENTIELLES. —
Nous avons envisagé jusqu'ici des conditions aux limites linéaires
ne ‘contenant que la dérivée conormale. Comment opérer quand toutes
les dérivées premiéres y figurent ?

Traitons la question briévement dans le cas du plan avec 1'équa-
tion (E,) du n® 12; nous avons alors la condition citée au début de ce
Chapitre, et que nous écrirons, en supposant H =1,

du due -
7 bo(t)y= .
(174) U‘(,(Il)_()u + H, T +RKu=L,

s étant 'arc du contour fermé C et n la normale intérieure de cosinus
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directenrs « el 5. La formule fondamentale est ic

s -—fvf(/m.
U]

! du Y . ) .
Remplagant 7, barsavaleur lirée de (17,) ¢l intégrant par parties le

r)// l)“ L hB i
— =ttt D
4)/;. ( 'J

terme en %%, Pintégrale curviligne devient [ [ — e (u) 4 ud(0)) ds,
avec

Jv ()v , dll,
ds

Qpc(_")’:'i;)—l—t—ul ()5 l\——————-~(d*—b@>"

de sorie que le premier terme disparait si Y (u)=o0 el le second
si §o(v) = o. Par le méme procédé que pour le probléme mixte, il est
alors ais¢ de montrer I'identité des deux fonctions des points P et 1 se
comportant comme — £ | PII| pour P1T= o ct solutions respeclives :
1° de I, =0 en P vérifiant la condition ¢;= o pour P sur C; 2° de
I'adjointe en 1I avec la condition §,=o0 quand II est sur C. Appe-
lons encore cette fonction G : quand ¢,(«)= L est donnée sur C,
on a, en remplacant ¢ par G et supposant II sur C,

'J.n'up:-—fG,’;l L][{I.?u—-fGEjbd«)w
‘ b

Pour calculer G, par exemple en tant que solution de Fp= o, nous
introduirons le point-image P, de P, donné plus haut par les for-
mules (6,) et (6;) (si 'on formait ( comme solution de Fp=o0, on
prendrait 'image de II).

Soient alors », 0 et r,, 8, les coordounées polaires, de pole I, des
‘points P et P, : nous utiliserons les fonctions harmoniques conju-
guées L£r et § pour former la fonction auxiliaire VI et nous poserons
u. et v étant fonctions de P,

\’l. =— Rr—prr—vi;

0, est une fonction uniforme de II quand P est dans D, P, étant
alors extérieur. Sur C, r=r,, 0 =0, et, d’aprés les propriétés des
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fonctions conjuguées et du point-image,

AL dLr, 01 . b, _adrr ok 99 09,

s T ds on . on’ o on T ds Os’

: , , aLr aer
D ( Vll.'):: Ylp -8 r == G- (1 — o — ) =5 A= (= U~ v)——()T .

En annulant les coefficicnis du second membre, ¢ maniére que V
satisfasse a {,=o0, on obtient les valeurs de p., v et de leurs dérivées
normales sur C

=My ] ! PR
——"‘_‘[_'_“—?——-“('5)5 J_l»+— ”%'_t\(s)v
. M - . dN

el le calcul de G a partir de V s’eflectue cnsuite, comme pour le pro-
bléme mixte, au moyen d'une équation de Fredholm.

LLe choix de u. et v comporte une grande latitude; il faut que F(p.)
et I'(v) soient de nalure a permeltre la résolution de I'équation inté-
grale a laquelle on est conduit : la nature de H,, K permet d’obte-
nir w, v plus ou moins simplement. Nous pouvons, par exemple, nous
inspirer du calcul d'une fonction biharmonique ¢ par la formule
( étant la distance de I’ 4 C).

1 a3 d* )
p= -—f —_— iy — —)(/s_“ (r="PM),
ig ¢ " = ()II)]

. e o -
donnant ' en fonction des valeurs de v et 5, sur la frontiére C quand

celle-ci est une droite. Lorsque C est un contour fermé, la formule
donne encore une fonction - prenant des valeurs données sur C, ainsi

dw L., ., . .
que -, el admettant des dérivées premiéres et secondes dans D, si C a

une courbure finie. Si C est simplement continu a la Hélder, ainsi

o dw L dw . . . _ g 17
que —- et —, il suffit de remplacer d par u[[; (/.s,,] (¢f. 6;) el

I'on obtient alors une fonction o quasi réguliére dans C.

. .all - e .
On pourra donc ainsi calculer et v, si —= et K vérifient la condi-

tion de Holder (en ce qui concerne K, cette condition peut d’ailleurs
étre éliminée par le méme artifice qu’au n° 14). On aboutit & une
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équation de I'redholm du méme type que pour le probléme mixte, et
la synthése de la solution s’effectue aussi de la méme facon. Mais il
convient d'observer que, n’ et ¢ élant deux directions issues d'un
point P’ et paralléles & la normale et la tangente en un point Il de C,
la simple hypothése de continuilé sur I. nous permet seulement de

i du o du P o . v .
montrer que - + I, T Ku tend vers L. quand I’ tend vers 1l

. ! . . , du . du

-(H,, K, L ayant leurs valeurs en II). L'existence séparce de — et —

7 g on s

sur C n’est assurée que si le potentiel fL,L"ra’s admet une dérivée
LA ¥

tangentielle (").
Mais on peut opérer autrement et poser

Hp== / \;'}! (PM ([(J),\] —+ z‘p)
s
D

v étanl une fonction vérifiant la condition 4.(7) = L3 u vérifie aussi
celte condition et, en écrivant que I°(«) = f, on obtienl I'équation
intégrale
mp,.:fl«‘.,( Vi) ox ey -+ Fuly ) — [ =o.
b .

On pourra prendre par exemple

Y= n[f I (/.s']“‘-f/"" Lods:
e ¢
7.

172 (),. . .
car, sur C, 7 el -= sont nuls et 71/7 =13 st . a un accroissement

d’ordre #, I'(7) se comporte comme o'+ * el la résolution de I'équa-
tion n’offre pas de difficulté.

Ici encore 'unicité est assurée pour K <o et ¢< o (méme raison-
nement qu’au n° 16).

(') Vuir Pioaro, Legons sur guelques types d'équations auz dérivées partielles,
p. 86.
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Note sur la résolution des problémes aux limites au moyen d’intég orale,s'
analogucs aux potenticls.

Dans une Note des Comptes rendus (7 juin 1g27) jai signalé¢ (u'on peut
résoudre les problémes aux limiles sans utiliser de fonction de Green, par un
proceédé analogue & celui qu'on emploie pour les fonctions harmoniques (voir
aussi (bid. 27 ( |(w;(sml'n'e 1927, p. 165 en note). Pour cela, formons, par la

,

in¢thode de E, 15, Levi, 1a solution fondamentale L’,‘,l de F=o (n" 1),

m

PPosons W,, ={Fu(P, ll)'|l_T : nous aurons
U= wil / WEDL g = W W,
,

®!) étant donnée par une équation semblable a (8;) : c’est donc la résolvante

Fp(Wily -

e LA

(e —2)am,

soit pas valear singuliere. Envisageons alors les intégrales analogues aux
polenticls de simple et double couche

. ) )l
J (!’a—/ G on S, T, (P)= f( p[dSn,
S
o,

» étanl continue sur S: quand P vient sur S, J, est continue, mais J, et —
r 1 e oON

satisfont « des formules de discontinuile semblables « celle des potentiels.
VYoyons-le rapidement.

pour 2=71. ' ¢st un domaine contenant D et tel que 7. =1 ne
p [

Tout d’abord, il convient d’examiner le calcul de 7, qui, contenant la dérivée
conormale de U.l.l en Il, nécessite Uexistence des dérivées conormales des
sur S : nous supposerons les @ dérvivables dans D' (bien que la condition de
lslder puisse suffive ailleurs (que sur'S). Un posera ensuite

of = — 1 rFwlhwlt

(m —2)on

et I'on étudiera la dérivée .

en isolant 1, de facon i avoir une portion de D' ne contenant pas II, ot J'on
dérivera sous le signe intégral, et une autre ol, avant de dériver par rapport
11

. S . . ¥ .
a Nq1, on fera une intégration par parties. Puis on calculera ()1\’] VxI»[ qui
21
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satisfait & une équation analogue a (13,), V étunt remplacé par W; on éiudiera
le terme connu en décomposant comme plus haut,

NP JU}! JWH
On arrive ainsi a calculer I el & voir que INIT est de lordre de =, la

dérivée conormale de W ayant un pole d'ordre moindre, de sorte que la partie
de &, contenanl W, esteontinue quand VP traverse S. 11 en est de méme, dans les
dérivées de J, par rapport i I', de la partie contenant W,.

Supposons que I’ tende vers un point ;e S :on peut loujouars, en employant
la transformation (8,), étre ramené au cas oit, eu Py, a;= 1 el ny== o pour £ 3£ I,
de sorte que,-en lout point-, «y;—1 el ay sont de ordre de r; 17 étant un
point de la conormule en Py (qui coincide avec la normale), il suffit alors
owit owl!
ONi S TN

dGerirve pour voir que (avee 1 == PH, r'=1"1I),
IW T g oA DWI e v
—_ = ——— (- A7 —_ = ——— 4 Ay
JNj oyt V! INp iy )
A et A/ élant bornés. 1l eu rvésulte immédiatement les mémes formules que
pour les potentiels
' "o— l)l,“

limg,—= — TP+ PATRAL Sy,

P po

I, __2—m _— 'r)l.t Py 5
JdNp, — 2 T . ONp, PILASIT

La premiére formule permet d'obtenir lu solution du probléme de Dirichilet
sous la forme d’'une intégrale J, : la fonction inconnue o satisfait & ['équation
obtenue en remplacant limJ, par la donuce «p,. La seconde formule permet de
vesoudre le probléme de Neumann ou les problémes mixies. Soit par
exemple ds(w)=L : on représente « pur une intégrale J, et I'on a

Y Uy, BT .
— T Il,.“p|.0+£ < Iy, ——()N:. 4= I\l."l,;po') A1 I/.\v” =L,

On obtient done tine équation de Fredholm donnant o dans chaque cas,
Mais ici pour le probléme de Dirichlet, méme si I'on se horne & supposer Ia
condition de I1older pour les «y dans D -+ S (auquel cas Ar et A’ sont rem-

placés par Arx et A'r'@), il faut que —N— existe sur S. Le cas d'un contour n
points anguleux se Lraite aisement par cetle méthode, aprés avoir fait la méme
transformation qu’au n” 12. .



