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DETERMINATION DES VITESSES EN FONCTION DES TOURBILLONS. 113

‘tSur"lm détermination des vitesses en fonction des towrbillons
NERR T . . .
3 W dans un fluide incompressible ;

1

,.{“_W‘m Par Josern PERES.
P I, — Préliminaires.

1. Soient u, ¢, wles composantes de la vitesse du fluide, qui rem-
plit un volume (V) limité par la surface fize (S). Le probléme de la
détermination des vitesses par les tourbillons consiste dans la réso-
lution du systéme

O £}_¢i .
dy ds T 7
(1) '—)ﬁ — i)‘l =271
s dx
dv  du .
o dy T
(2) Ju v 73% —o,

Jz o U
avec, sur la surface limite (S), la condition
(3) 1o+ ¢f 4wy =o.

Dans ces équations, %, 7, { sont les composantes du vecteur-tour-
billon, donné en fonction du point M(x,y,z); elles vérifient la
relation

(4)

N

dr  dy  ds

%, 3, v sont les cosinus directeurs de la normale extérieure en un point
de (S).

~
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2. Soit connue une solution particuliére u,¢ ¢, des seules équa-
tions (1) (et la détermination d'une telle solution ne dépend cue de
quadralures). «, ¢, & seront alors de forme

J0 0 ]

H=1,,+ — g e =AY, - ——
! P Y dy T s

dr

. 0 étant une fonction de x, y, s qu'il faut déterminer par les conditions
suivantes : Al est connu dans (V), comme le montre un calcul simple,

. ) oy ' . .
et il en cst de méme sur (S) de la dérivée normale -~ La détermi-

nation des vitesses est donc réduite & un probléme connu (probléme
de Neumann). ' .

SteklofT, & qui est due la remarque précédente ('), a indiqué une
autre méthode pour la détermination des vilesses (*): il prend pour
point de départ 'examen du cas particulier simple pour lequel les
données &, v, { vérifient au contour la condition

(5) ' 2_&—%—‘/;34—('*/__(),

et peut ramener ainsi la question & I'intégration par gnadratures d’une
équation aux dérivées partielles, puis a la résolution d’un probléme de
Neumann.

3. Si la solution ainsi obtcnue est théoriquement parfaite, elle
laisse assez dans le vague la forme fonctionnelle de la relation qui lie
les u, ¢, v aux données &, 7, C, et il s'en faut qu’elle soit toujours la
mieux adaptée aux applications. Cela donne un prix particulier & la
simple et élégante solution donnée récemment par M. H. Villat, en
partant d’un point de déparl tout différent (*).

Nous en rappellerons le principe. D’aprés (2), on peut évidemment
toujours considéreru, ¢, w commele rotationnel d’un vecteur (PQR),
et Poincaré a montré que 1'on peut adopter, pour PQR, les valeurs

(1) Sur la Théorie des tourbillons (Aun. Fac. Sciences de-Toulouse, 2¢ série,
t. X, 1908, p. 293).

(2) Tbid., p. »73-959.

(%) Comptes rendus Acad. Sciences, t. 188, 1929. p. 837. Cf. aussi J. DEUSARTE,
Ibid., p. 1655, Voir 1. Yiuiar, Lecons sur la Théorie des tourbillons ( Gauthier-
Yillars, 1929, Chap 1II).



DETERMINATION DES VITESSES EN FONCTION DES TOURBILLONS, 115

suivanles :

(6) I’(\l)-——-—///_,/‘,-_*____ ///v 7?’“’ o
\ $

ot les quantités accentuées sont relatives au point M’ qui décrit les
domaines d’intégration el ol 7 est la distance MM'. Toul revient alors
a oblenir les vitesses sur la puroi, et M. Villat montre qu’on y arrive
par résolution d’équations intégrales du type de IFredholm. J'ai indi-’
qué ailleurs (*) comment, par une légére modification des équations
de M. Villat, on peut éviter toute difficulté provenant des infinis des
noyaux et obtenir un syst¢me de Fredholm auquel s’applique immé-
ciatement la théoric classique.

A. Les vitesses au contour ayanl éLé délerminées par la résolution
de ce systéme de I'redholm, il est Loat a fait évident que les fonctions
P, Q, R peuvent prendre la forme suivante :

"(»\l)_—‘ — / / /“ ;l; [//(r( b= Uy e,

(71 ‘J(xl):--'-// ~-r/~ [/ /(ﬂl_+/l ' e g') e
on, ), ,( r

l%(,\l)_—_-'— ///‘ T’ﬂ—~-[//(r/, " by .'-,?;)d':,
vl

ot le tableau
(« b ¢

ay by

Z
((l., b, (~.,5

représente un certain tenseur, dont les éléments a, b, ... sont des fonc-
tions des deux points M et M’ réguliéres a 'intérieur du volume (V) (*).

Nous nous proposons, dans la suite, 1'étude de la détermination
directe des fonctions @, b, ¢, . ... Noussommes ainsi conduits a quelques
propriétés el rapprochements intéressants. De plus, bien que la mé-
thode qui en résulte pour le calcul des vitesses soit moins simple que

(V) Comptes rendus, t. 189. 1929, p. 681.

() Iy a quelque arbitraire dans les éiéments a. b. ... du temseur. L’arbitraire
serait plus grand encore, -si, au-lieu de prendre pour PQR les fonctions de Poincaré,
on leur laissait toute I'indétermination qu'ils comportent.
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celle de M. Villat, elle est assez efficace comme on pourra le voir dans
quelques cas particuliers. On nous excusera de revenir ainsi sur un
sujet connu; il vaut bien que I'on en examinc tous les aspeets.

II. — La détermination du tenseur fdnda,mental.

8. Tout d’abord, il n’est pas superflu d’indiquer comment on peut
vérifier, par un calcul diveet, que si «, ¢, o est la solution (cxistant
évidemment et unique) des équations (1), (2), (3), ct que I'on pose

om0 ) A 0y 9r
(); BER =07 T ar) V=07 T Jy ’

on peut prendre pour P, Q, R les expressions (6) de Poincaré,

Soit, en effel,
U(M‘/):a.'%f/f_f/.,

on voit de suite que la divergence du vecleur (UVW) est nulle.

Donce
rot2(UVW) = grad diviUVW) — A (UVW) = (upw).

On peut donc prendre
(POR) == rol (UVW)),

ce qui donne, en particulier,

- J - >
/// ()_ — ()) dt’,

d’ot1, enfin 'expression (G ) aprés une intégration par partics.

6. Nous cherchons alors les éléments du tenseur de fagon que

(8) f//(ar+bn+( dr—ff/p—ldwr',

et formules analoguces pour a,b,¢,, a,b,c¢,.

Dans toute la suite, le point M restera fixe et n'interviendra que
comme paramétre : c’est en fonction du point M’ que nous détermi-
nerons a, b, c.
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- La relation (8) s’écrit

oy’ ()«_’_’ P v Yy — B do’
dy’ T 03 i . r

etdoit ¢tresatisfaite quelles que soient les fonctions «', ¢, ' dupoint M/,
vérifiant les conditions (2) et (3). D’ou

B P S W
(9) /// 4 7}—7 PP 4...$r/.
*/[/‘,—Pw /|n(14u—/(’)+ e’

Nous pouvons évidemment retrancher au premier membre une inté-

grale telle que
( O ()/1 e
" -———) , o ) ; -+ ¢ T

nulle, d’aprés (2) et (3), quelle que soit la fonction 2.(M, M").
L’identité (g) entraine tout d’abord I'existence d'unc A telle que

oh O b

(10) grad’ o =rvot/(abe)y (1) ou by a9

Enfin, pour que l'intégrale double disparaisse, on est conduit a poser
sur (S) des conditions de forme

I
(([) ./I:”Otl— ;-.7 /):_‘“ke/, (,':”'yl,

H étant une fonction de M et de M (ce dernier pomt étant pris sur la

surface (S).

7. Nous sommes donc réduits a déterminer les inconnues a, b, ¢
(auxquelles sont venues se-joindre /& et H) par les conditions (10)
avec les relations a la paroi (11).

Cette détermination peut étre présentée de la fagon suivante. Les
formules de Stokes, appliquées & une portion de paroi (), limitée par

(1) Les uccents indiquent, bien entendu, des opérateurs relatifs an point M.
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la courbe (C), do‘rmeru, d’aprés (10) et (11),

//(/h do'= [((/(/.L"—I—/Jd)"-&- eds')
e |
:~—-f~(/l — /[( -(77 — "7—,>1/a".

c’est-d-dire identiquement, en Lout point de la parot,

)

b
w7 17'7 o

h est, d’ailleurs, harmonique; on T'oblicndra donc par résolution d’un
problémc de Neumann. :

h étant ainsi connue, la résolution des ¢quations (10) ne dépend que
de quadratures. On sait qu'il y a un gradienl arbitraire dans la
solution; abc étant une solution parliculi¢re et 0(M, M’) étant arbi-

traire, on a
)9 - 0f _ 0
—=T - —— h="0b 4+ —-. == 4 =
o' =

Jdy

Il faul choisir 6 de maniére & vérifier les (11). Mais on a, sur (S),

/‘7((/.1f'+5r/1"+7'zl // ’M o —/‘l//.r'
. : i Jor

e
on

e

«

quelle que soit (C). 11 en suit que (/(7—}— :__>({_1;'+5(1‘y/+2dzf pris
sur (S) est la différentielle exacte (en M’) d’unc fonction O(M, M")
définie lorsque M’ est sur (S). 1l suffira’ de prendre ( égale & —©
lorsque M’ est sur (S) pour éire assuré que

1 ,
'((1 4 —> dr' - drv' 4= cdz’' = o
7 g

sur (S), ce qui implique les relations (11).
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Les fonclions a, b, ¢ sonl ainsi déterminées ('). 1l reste en elles un
cerlain arbitraire [gradient d’une fonction de M’ (¢t M) constante
lorsque M’ est sur (S)] qui était évident a priori.

8. Pour les éléments des autres lignes du tenseur fondamental, on
obtiendra de méme des équations analoguces aux (10), / élant rem-
placé par /4, piis 4,. Les données aux limites, lorsque M’ vient sur (S),
sont résumées par le tablcau suivant :

ou bien ¢
I
PR N TP b =15 =1y b _c
r U g Y 7
V=2 A n=11y’
=12, /,._-—-;—F— 19 =My e e )
S o I /
|y, = 1,0, by= 11,7/, Cy==— ;-+—”._,*/ .................

II1. — Quelques remarques & propos du probléme plan.

9. L’examen du cas plan, qui est trés simple, améne 4 un rappro-
chement intéressant. [l faut remplacer alors ,1 par logll_, ++«+ De plus,

dans ce cas, P et Q disparaissent ainsi que a, et b,. R cst la fonction
de courant a déterminer.
Ies formules (10) sont remplacées par
My ey o, Oy
dx’ T ay”’ N T T oL

(1) On voit que le degré de difficulté est le méme que pour le probléme initial. Il
cn est de méme lorsque, pour "équation de Laplace, on cherche des fonctions de
Green, et c'est bicn une question tout analogue : le tenscur

1
- +a b c
r
1
a, -+ b| Cy
”
i
Qy b 2 ~ = Ca

!

jouant, pour le probléme du début. le role de fonction de Green.
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qui expriment que ¢, el h, sont deux fonctions harmoniques de M’
conjuguées *Enfin, la condition au contour pour /4, s'¢erit

1 1
dlog - dlog -
dh, Pr , Pr de, dey

(s _ ¢ _ : gl
dn’ — 7 o “ dy’ = dy’ B Jdu!

;. d , . . .
Donc, en désignant pat —-, une dérivée prise suivant ce contour,

I

o log -

de, "
ds' oy’

on cy=-—log -,

~ =

en négligeant une constante sans intérét.
Enfin, dans le cas plan, on a donc

R(M)= }t f]c'(}(M, MY dix' dy,

G ¢tant la fouction de Grreen, pour I'équation de Laplace, du contour
considéré.

10. C’est la un résultat a priord bien évident, puisque la fonction de
courant I} devait vérifier I'équation

AR =— 2f

et que, au contour, cette fonction doit étre constante (et elle peut étre
prise nulle). : '

Il semble donc que le calcul du numéro précédent soit bien superflu.
Mais il nous permettra, du moins, unc comparaison entre les deux cas
du plan et de l'espace.

On sait que daus le plan les deux problémes (Divichlet et Neumann)
de la théorie des fonctions harmoniques se raménent I'un a l'autre
(cf. Habamaro, Legons sur la propagation des ondes, p. 11 et suiv.); ils
conslituent un seul et méme probléme si I'on envisage simultanément
un couple de' fonctions harmoniques conjuguées. Passant & I'espace,
Pensemble de 4, et du vecteur a,b,c, donne la généralisation des
fonctions conjuguées du plan : c'est le point de vue de M. Volterra
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dans ses Legons de Stockholm, p. 26 (). Le probléme auquel nous avons
été conduit (résolution des équations)

grad’h,z=rol"(a,ha )
avec des données aux limites du genre de (11),

(13) r¢2—’n3_:/;2.;-/7,.3:,-2_.170
z I 14
[01',1 a,, b, c, sonl données lorsque M’ est sur (S)I est alors ’équi-
valenl pour 'espace des problémes de Dirichlet et Neumann pour le
plan; on peut scinder ce probléme en deux (enti¢rement équivalents,
et cc n'est la qu'un cas particulier des résultats généraux de M. Vol-
lerra), ou hien détermination de la fonction harmonique /£, par des
valeurs assignécs de sa dérivée normale sur (S), ou bien détermination

du vecteur a,b,c, par les équations
() A'(as b,y = grad’ div/(a, by ey)

avec les conditions aux limites (13).

Bien entendu, il veste dans a, b, ¢, larbitraire déja signalé : gradient
d’une fonction constante sur (S). On peut profiter dc cet arbitraire
pour annuler la divergence de «,b,c¢, et les fonctions a,, b,, c,, alors
bien déterminées, vérifient
(13 Aa,=Aby==Ary=o0, Divi(aghye,) =0,

avec les conditions (13).

IV. — Cas ou la paroi est constituée par un plan.

11. Nous supposons, c’est le cas particulier le plus simple, que la
paroi qui limite le liquidc est constituée par le plan @ = o, le fluide
remplissant toute la portion d'espace situé du coté positif.

Pour éviter toute difficulté relative a l'infini, nous supposerons
que £, v, { (et aussi les fonctions cherchées u, ¢, ) tendent vers zéro
assez vite. Inutile d’insister sur ce point, commun & toutes les questions
analogues.

(') Avee la différence minime que M. Volterra fait jouer le role essentiel aux fone-
tionnelles (flux du gradient de /i, et civculation du vecteur).

Journ. de Math., tome IX.— Fasc. I, 1930, 16
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La méthode de M. Villat pour la détermination des vitesses est alors
infiniment simple. Si 'on écrit, en effel, duns ce cas, les éguations
intégrales (5) de la Note cilée plus haut (p. 113, note 1), les noyaux
sont identiquement nuls, de sorte que, au contour,

[=vy —Bw=212F,

avec les notations de cette Note. En posant

"=“/f/*ﬁ
vz f [ 5
= ‘/ [[5u ‘

et Lenu compte de ce que & = —1, (5:*{ =0,0na
T . o [0Q,  aP, (I, IRy
(15) I=o, .m_—')'<().r ()y) _l<7)?w ();1;)’ |

ct les formules de Poincaré donnent alors

P=P, Q=0+ //”_'(/' o f[~fza

m' =m(M), ' = n(M') ayant les valeurs (15).

12. Les éléments du tenseur fondamental sont faciles & en tirer.
a, b, c peuvent d’abord étre pris nuls. Pour avoir a,, b,, ¢,, par
exemple, nous écrirons (' = M'M"),

1 m' v [ ., et 0 1 . Jd 1
AN NN Cr e oh)
:[{/‘(ﬂ,z'—‘r— hyn'4- e 3 d,

. Jd I .
\ "_~')7r ,(uw)()) (M/M”) ’
} V= Tf/ M) r)r ;(Mu\")

d’ol

(16)

et des expressions analogues pour a,, b,, c,.
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13. Le tenseur est donc doriné par le tableau suivant :

a4 =0, b =0, ¢ =0,
J o
(17) \ a, = )C?,’ by—=— 7?7, =0,
Jdy 0
1 ly= 5{—,, hy= 0, ry—= — ;)._-;'P:"

v étanl une fonction de M ¢t M', dont la valeur, sous forme d’inté-
grale, résulte de ce qui précede.

La valeur de o peut résulter aussi, trés 1mmed1atement de la théorie
développée au paragraphe Il. En eﬂet, o étant harmomque et d’ail-
leurs quelconque, les équalions (10) sont vérifiées par les diverses
lignes du tableau (17), en prenant

dJ )
h—=o, h,___—q)—/ —_ 9
Jz
Tenu compte des valeurs de o', 3, ']’l’ les conditions aux limites telles
que (11) seronl satisfaites pourvu que

o I

dr' T F
(pour M’ dans le plan # = 0); on peut donc prendre
(18) o == Log(.r'— T 4+ ),

ou 1 \1( z,y,3) estle point symétrique de M par rapport au planz = o,
et oft 7= MM [ce résullat est d'ailleurs d’accord avec les (16)].

V. — Cas d’un fluide remplissant un volume sphérique.

14. La paroi (S) est une sphére, de centre O, de rayon 3. Nous
utiliserons encore la méthode du paragraphe II.

La forme du tenscur cherché n’est pas difficile & deviner si I'on
prend la peine de donner, au tenseur qui a été obtenu au paragraphe
précédent pour le cas du plan, une forme indépendante de la position

partlcuhere de ce plan

> .
Soient N le vecteur-unité normal au plan qui limite le ﬂulde- N,
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_> _.> ’ : 14 ’ ’ M
N,, N; les vecteurs-unités portés par les trois axes de coordonnées. Il
suffit de regarder les formules (17) pour apercevoir (ue, dans le cas

. . .o : . , . . = .
d'un fluide limité par un plan indéfini dont la normale est N, les trois
lignes du tenseur sonl les composantes des trois vecteurs suivants :

. J > . > S
(N/\N:)/\m'ulo. (N/\N,,)/\gm(lw (J\’/\N;;)/\grmlc;.
I1 est & prévoir que pour passer de 12 au cas de la sphere, il suffira
- —
de remplacer le vecleur conslant N par le vecteur OM' de compo-
santes x’, y’, 5’

On est ainsi condu1L 4 essayer, pour le tenseur, les expressions sui-
vantes :

a9 99 % , do
A I ¢ dx’ =50
_ % 299 0% /99
(19) ’) = vk hy=—s g T =55
) o e Jo
=z =L h,=— )y =% o= — ' — 9!
| @ " ().3/’ & ! Jdz’ ik . o' ) r))'”

ot o est une fonction harmonique (en M’) i déterminer.
On vérifiera sans peine que les (10) sont ainsi satisfaites avec

L ()(p ’)V
,0@' , 0@
]Ll:.’l' I; - 3 {—)/,—',‘,
e — _(22 ) /)o
1, == 1 o — l)l e

reste a vérifier les conditions a la paroi (11). Sil’on remarque que
. . q

42 , 0o do . / , o . e
i it i At i WAl Pk
la question est trés simple.
On déterminera d’abord la fonctlon o (harmonique en M') par la

condition que sa dérivée normale ait les valeurs

1 {1 I ' °
d\r 3
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sur la sphére ; on trouve (la question est tout & fait classique)

] = NS -
o= gllng(li-kl“+~|‘)(li%—l’~—|“),
oll M(:;:,)—/,Z) est le point inverse de M par rapport 4 (S), et ol

R'=0M, R=O0M. 7=MM.

Lafonction ¢ étant ainsiobtenue, le tenseurest donné par le tableau(: g)
V1w s . . . . i

avec la trés légére modificalion (ui consiste & y retrancher ~ aux valeurs

dea, b,,c.,.

Cette dernitre modification n'influe d'ailleurs pas sur les valcurs
de (u, v, w)y=rot(P, Q,R), car elle modifie P, Q, R de conslantes.
Elle n’a d’intérét que si 'on tient absolument a prendre pour P, Q, R -
les valeurs données par les formules de Poincaré.



