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SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 229

Sur les transformations infinitésimales
et la géométric différentielle;

'Pan E. VESSIOT.

1. Dans un Cours sur la Relativité générale, professé ala Sorbonne,
en 1917-1918, j'avais introduit, pour établir les principes de la Géo-
métrie de Riemann, au lien du caleul formel de Ricei, la transfor-
mation inﬁnitésimale

)
>
Zn

. J
) G = ( g 2. ¥ A da
l_l h=1k=1 "
ou &', ..., &" sont les coordonnées d'un é]émenl linéaire ind¢terminé
de V'espace (x, ..., x,), tandis que les coeflicients A%, sont ceux du
systéme diflérentiel des géodésiques

. ol //L/ dr; day,
(2) 0 s ‘_Iz f'/l 7 /, (h=1,2,...,n). .

i=1h=1

Cette transformation laisse le ds* invariant et lui est covariante.

Je fondais ainsi la théorie sur une opération a signification géomsé- -
trique, porlant sur les éléments linéaires (x,, ..., ,; dz,, ..., dz,)
de I'espace ponctuel, et dont je donnais une interprétation au moyen
des géodésiques issues d'un point. C'élait, en fait, étendre simulta-
nément & toul 'espace le transport paralléle que M. Levi-Civita avait
défini, quelques mois auparavant, dans une publication que j’ignorais
alors.

Formant ¢ f pour deux systémes §&=£% , &=%£/ | et effectuant
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230 E. VESSIOT.

le crochet (¢, /, ¢./) des deux Llransformations ainsi obtenues,
j'obtenais une transformation infinitésimale nouvelle, dérivée de ¢ f,

n n n n
R N VLo Q 3
(3) = Y X X A drg
i

=1 j=1I h=1 k=1

qui laisse aussi le ds* invariant el lul est aussi covariante. Elle conduit
immédiatement au covariant de courbure de Riemann, et donne la
signification géométrique de la notion de courbure par la simple appli-
calion de l'interprétation donnée par Sophus Lie pour le crochet de
deux transformations infinitésimales quelconques.

On voit donc que la considération du groupe infini des transfor-
mations infinitésimales d’éléments linéaires, qui laissent le ds* inva-
riant, joue un role capital dans la géométrie de Riemann : pseudo-
tmnslazions' dont une famille (caractérisée, du reste, par la symétrie
“Al,=Aj, de ses coefficients), &4 G f pour symbole, ct groupe des
psceudo-rotations, dont le symbole dérivé ¢'f fournit une famille qui
se confond dans le cas général avec ce groupe des rotations.

Bien que I'idée de transformation infinitésimale soit intervenue,-plus
ou moins explicitement, dans certains des travaux qui ont, au cours
‘de ces derniéres années, enrichi el étendu le champ de la géométrie de
Riemann, il ne me semble pas que la forme précise, rappelée ci-des-
sus, y ait ¢té misé en évidence, ni que I'on ait liré¢ parti, comme j'avais
essayé de le faire, des ressources que Valgorithme créé par Sophus Lie
peut offrir. Aussi ai-je pensé qu’un exposé systématique de ma
méthode pouvait cncore présenter quelque intérét, dat-il se limiter a
un ensemble de résullats classiques ou connus, quant au fond, pour la
plupart. :

2. Lagéométrie différentielle générale ayant comme objets premiers
de son clude les points et les éléments linéaires dans leurs rapports
avec les multlphcllcs ponctuelles, il est dans la nature des choses d’es-
sayer de la fonder sur la considération du groupe infini des transfor-
mations d’éléments linéaires quine dissocient ni lés éléments linéaires
appartenant a un mcme point, ni les éléments linéaires appartenant,
en un méme point, 4 une méme multiplicité ponctuelle. Les transfor-
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mations infinitésimales de ce groupe, qui seronl & étudier d’abord,
sont de la forme générale linéaroide

’ n . o
([1) >\/': ch(a"la- oy l'n) + Z 2‘\I' Lpy oo '1xll>dc/l()d/x *

=) h=1k=1

La premicre partie de notre exposition se rapportera donc a la
théorie de telles transformalions; la seconde contiendra les appli-
calions & la géomdtrie de Riemann. Voici quelques indications sur les
notions (ui s'introduisent dans cette étude.

La nécessité d’employer, pour assurer un sens géométrique i ces
notions, des symboles analytiques ayant, vis-A-vis des changements
de coordonnées, des lois de covariance simples, conduit 4 envisager
s¢parément les transformations locales (n® 4) -

(E':.&: a: )1

qui laissent chaque point en repos, et les familles de transformations
ayant un symbole général du type (1), étant supposé que les & y sont
indéterminés et que les AY, y sont des fonctions données des . Nous
donnons a une Lelle famille (qui correspond & ce qu'on a nommé pré-
cédemment, en géométrie différenticlle dite affine, transport paralléle,
Uebertragung, etc.), le nom de systéme transitif, parce que le dépla-
cement des points y est entiérement arbitraire (n° 8). Un systéme
transitif est dit complet (n* 6 et 7), quand son symbole, égalé a zéro,
fournit un systéme complet d’équations linéaires homogénes aux déri-
vées parlielles : cela revient a dire qu'il admet pour invariants
n expressions de Pfall indépendantes. Ces syst¢mes complets se rat-
tachent a la géométrie de Riemann et fournissent la solution du pro-
bléme du parallélisme absolu ou parallélisme a distance (Fern-Paralle-
lismus de M. Einslein). '

Un systéme transitif est dit ponctuel, s'1l contient n transformations
ponctuelles divergentes (prolonoees) A chaque systéme transitif est
associé son réciproque, qui s’en déduit en remplacant A%, par A dans
son symbole : il se confond avec lui s'il est symétrigue (A5, =A}). Le
réciproque d'un systéme complet est ponctuel, et réciproquement, et
1l y a entre les éléments qui définissent deux systémes réciproques



2392 : E. VESSIOT.

dans ce cas (invariants et transformations infinitésimales) des relations
remarquables.

Si un systéme transitif est a la fois complet et ponctuel, il en esl de
* méme de son remproquc, et ces deux systunes sont respecllvement
issus des deux groupes paramétriques associés & une méme structure
de groupe continu fini. On est ainsi conduit aux éléments de la
géomeétrie des espaces de groupe, créée par MM. Cartan et Schouten.

Les trajectoires principales d’un systéme Lransitif, qui deviennent les
géodésiques pour le systéme transitif géodésique (1) dans la géométrie
de Riemann, sont introduites et éludiées aux n* 10 et 141. Au n° 12
est défini et étudié le dérivé d'un systéme Lransitif, dont la définition a
.été donnée plus haul pour le systéme géodésique (1).

Toute cette théorie s’apparente, au fond, a la théorie des connexions
due & M. Cartan, et il serait facile d’étendre & celle-ci I'application de
notre méthode. Mais nous avons tenu & rester dans ce travail au point
de vue strict des éléments linéaires: Notre méthode évite, du reste,
Pintroduction de systemes de références auxiliaires at[dches a chaque
point de ’espace.

I. — Sur la géométrie différentielle.

1. L'espace ponctuel et ses éléments différentiels. — Llespace a
n dimensions est un lieu de points dont chacun est individualisé par
les valeurs numériques attribuées i n coordonnées z,, ..., x,, le
mode de définition de ces coordonnées reslant, du reste, arbitraire.
La notion de fonction permet d’y considérer, d’unc part, les multi-
plicités (ou lieux analytiques) a 1, 2, 3, ..., (n—1) dimensions, pour
lesquelles les coordonnées sont des fonctions déterminées de certaines
variables indépendantes, et, d’autre part, les fonctions de point, c’est-
a-dire des fonctions dctermmees des coordonnées (considérées comme
des variables indépendantes).

La notion de dérivée conduit & adjoindre & chaque point de l’espace
les éléments lincaires des lignes (multiplicités & une dimension), issues
de ce point, et les gradients en ce point des diverses fonctions de

point. ‘



SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 233

les composantes ('), da;=a’, de tout ¢lément de ligne issu du
dAf . .
17:1/-' = p; du gradient de toute fonction de
. /"

point /(x,, ..., a,), pris en ce méme poinl, sont assujettics respecti-

vement dans tout changement de coordonnées

poinL z; el les composantes

(l) D= d’/.'(xn .o ;-""n)a = llj./.‘(,)'n . 'v)’ll)’

aux formules de contrevariance et de covariance (*),

. D, Ny
2 /":-I——A‘,’. k= ZF
(2) / T ', a a
. N Jd
(3) = (7)‘7-11)1.’ pr= Jz_:;flll_’

liées les unes aux ‘autres par la loi de contragrédience qui exprime
Pinvariance de la différentielle totale '

)"
) df = %f/x,-.:p,a’.

Ces formules permettent, suivant la conception de S. Lie, de
considérer des céléments linéaires a et des éléments de gradience p', asso-
¢iés & chaque point ;, indépendamment des lignes ou des scalaires qui
ont pu leur donner naissance.

L’invarianl p;a’ pourra s'appeler le produit absolu des deux élé-
ments p; et a’ (d’espéces différentes). '

On a ainsi introduit les éléments constitutifs de ce que ’on pourrait
appeler 'espace différentiel.

2. Transformations ponciuelles. — On peut, d’autre part, consi-
dérer le systéme [(1), (2), (3)] comme faisanl correspondre, dans un
méme systéme de coordonnées, 4 chaque point (), & chaque élément

(1) Pour abréger, nous omettons ici 'indication (i = 1, 2, n, ..., n) et nous ferons
de méme dans la suite pour les cas analogues, tels que ceux des formules (1), (2), (3).

(*) Nous employons iciles dénominations du calcul’ absolu de Ricci; nous utiliserons
les indices supérieurs et inférieurs suivant l'usage de ce calcul; et les sommations
seront indiquées par la répétition des indices [(par exemple, dans la formule (4)]. Il
faut, cependant, observer que les indices des scalaives. tels que xy, yi, O, Wy, ..
n'ont pas une signilication de contrevariance.

9
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linéaire (@, a), 4 chaque ¢lément de gradience (z, p), respectivement
un point (y), un élément linéaire (y, 6), un élément de gradience
(¥, ¢). On a donc ainsi une transformation des points et des éléments
différentiels de 'espace qui change les éléments linéaires de Loule ligne
en éléments linéaires d'une méme ligne ct les éléments de gradience de
toute fonction en ¢léments de gradience d'unc méme fonction.

Clest, d’aproes S. Lie, une trans formation ponctuelle prolongée; nous
dirons, pour abréger, une trans formation ponctuelle.

Une trans formation ponctuelle infinitésimale (prolongée) aura pour
symbole général, d'aprés les régles de caleul posées par S. Lie,

- : 2 i :
(5) =2, oy an) 2L B O 0L

da; - Ea Dl diyt dpy

Si on la limite, comme ce sera le cas le plus fréquent, & ce qui con-
cerne les éléments linéaires, on aura le symbole, plus expressif,

, . 5 ()/" " /)/ v
=zt 24 2
(6) =2 iy + L2 ddx:’
o1 I'on a remis dz; a la place de @'.
Rappelons que Ie symbole de la transformation génératrice, uni-
quement ponctuelle,
. r=p 2
(/) : X/—5 dy
est invariant — comme étant du type différenticlle totale — pour tout
changement de coordonnées, c’est-a-dire que les &' peuvent éire consi-
dérés comme les composantesd’un élément linéaire attaché au point ().
Ce symbole correspond donc & un champ d’éléments linéaires,

3. Transformations d'éléments. — Pour sortir cffectivement du
cadre de la géométrie ponctuelle classique, on est conduit & consi-
dérer des transformations portant sur les ¢léments dillérentiels de
Pespace, qui ne soient pas seulement des transformations ponctuelles
prolongées. Nous nous limiterons & celles qui ne dissocient pas le
systtme des ¢léments attachés a4 un méme point. Nous nous impo-
serons, de plus, la condilion que les éléments lincaires appartenant,
‘en un point quelconque, a une méme mulliplicité — ayant un nombre
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uelconque & de dimensions, sc transforment.en éléments linéaires
jouissant de la méme propriété, et que les éléments de gradience
appartenant, en un méme point, i des fonctions de point lides par un
nombre quelconque £ de relations indépendantes se transforment en
¢léments de gradience jouissant de la méme propl'iété. Nous postu-
lerons enfin lmvamanw du produil absolu p;a’.

‘u termes précis, les transformalions considérées seront du type
linéaroide :

(8) ye=W(x,, ..., 2,), =W (F1y «+ o1 Fns)s
(9) /)k:"’{"(""‘u coeg)aly k= l[l'//-'(‘),—“ ceym)b
(l()) W= ‘I~‘.;; (,)'1, e ,_)/II)/’/S D= ‘I’I;;(wlv e ‘/L.ll)(/l;

Dans ces systémes, les équations de chaque colonne résultent de la
résolution de celles de Pautre colonne : les matrices ®F et W'/ sont, par
conséquent, réciproques I'une de I'aulre.

Pour les transformations infinilésimales correspondant a ce type,
on aura un symbole de la forme

‘ ‘ J dJ
£ >(,)~/1+ i@)a- f,+ (’”/’/o//,

el Pinvariance de «'p, donne les conditions
ko k
B, =—A;.
On a donc & considérer le type
TF i L)._f_ k hﬂ_ it p _(l.t.
(11) &f_.__(x)()wl “+ Aj{z)a o A/‘(a")p/‘()p/,

C’est I'étude de ces transformations infinitésimales que nous avons
en vue; nous nous bornerons généralement & ce (ui concerne les élé-
ments lindaires,

2 Xf =z~ Algh =L
(12) &f=¢ /)-‘1»‘1+/ 0

ou, avee la notation différentielle o' = da;,

A 9
(13) T s -+ A Jdx
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A. Transformations locales. — Nous dirons que la transforma-
tion (12) ou (13) est locale si les & sout nuls : chaque point est alors
invariant et la transformation modifie sculement en chaque point les
éléments linéaires issus de ce poinl. Son symbole est

. Jf . .
() (’lf: Nl .o ) al Dk ou C‘lf..—..j\ ;: .d-l’h ()—(}71::7

et 'on remarquera que, par un changement de coordonnées (1), (2),

ona _
T
Dk T by dat T Dz 0OV
de sorte que les p,= Of ot Yes g, = I sont liés par les formules (3).
T ik ! i -
En d’autres lermes, les AY se transforment, par uun changement de
coordonnées, de maniére & assurer-l'invariance de la forme hilincaire

(15) a=Aa"p.

Imaginons qu’on applique @/ & un élément d’intégrale multiple
d’ordre n, Q= M(x,, ...,x,)|dz,dx,.. .dz,]. I viendra

<|6) CI(.(Z):Q,U avee ”:,\;.

Or, un changement de coordonnées multiplie Q par un scalaire et
Aa()
9 .
On trouve ainsi 'invariant hien connu, H=A}, de la forme bili-
néaire (15); de 1a, comme I'on sait, la régle classique de la saturation
des indices. Nous en avons ici une interprétation simple par la for-
mule (16), toute forme bilinéaire du type (15) pouvant étre interprétée
comme le symbole d’une transformation (14).

Remarquons que les (zof—z‘ se transforment, par un changement de

coordonnées, comme les a”; on peut donc aussi assimiler la forme (15),
aux notations prés, au symbole d'une transformation infinitésimale
(locale),

est Invariant.

laisse @/ invariant; donc H=

— af
C\f: -’\l/(z[’ﬁ -(77/‘/4 ’

opérant sur les éléments de gradience,



SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 239

8. Systémes transitifs. — Revenons 4 la transformation géné-
rale (12) el soumettons-la & un changement de coordonnées [(1), (2)].
. v Of ;)
La partie ponctuelle & A prend une forme analogue ‘q"—f-, et 'on
, oy o . yy
obtienl I'expression '

- n'_./_(lf__ >, ’)_(P_flz h _‘l
(17) Tf = . " (()wl dug T dxy Ana JhE’

ou il resterait 4 remplacer les & par leurs valeurs

(18) o= M

et 4 tenir compte des équations (1) et (2), de maniére qu’il n’y figure
plus que les variables y; et 0/, . ‘

Dans P'étude qui suivra, on considérera les £ comme composantes
d’éléments linéaires indéterminés. A ce point de vue, la transfor-
mation (17) ne serait plus du type (13). Pour assurer I'invariance de -
forme, nous mettrons partout les & en facteurs, en écrivant

Y T
(r9) &f f—f’td_x,- + A tlat _-()c{ y
ou encore
— _9f - . Of
) i i g5 N ol )
(20) If=fxf, & = g Mt g

Les A/, étant des fonctions (des ;) données, et les £ étant des fonc-
tions (des z;) indéterminées, on a ainsi un systéme de transformations
d’éléments dans lequel la partie ponctuelle est arbitraire, mais ou la
variation des éléments linéaires est connue dés que I'on fixe la loi de
déplacement des points. :

Nous dirons que c’est un systéme transitif de transformations d’élé-
ments, ou, par abréviation, un systéme transitif. Le symbole & f de la
formule (19)sera dit le symbole du systéme. Pour y marquer le carac-
tére d'éléments linéaires de (&', ..., &*) etde (a/, ..., a*), nous rem-

placerons souvent & par dx; et @’ par dix;. Nous aurons ainsi

N . ()f I ()/
O f —— . fpi s & i — 5 Ajd g y
(21) Kf = dz;. Tif. T f = oz, ¥ A dai ddz;’

Journ, de Math., tome VIII. — Fasc, 111, 192g. ' 3 |
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i 9
ddey’ (M O”)

En vertu de la formule (17), tout changement de coordonnées
pourra se faire dans &/ séparément dans la partie ponctuelle et la
partie différentielle, & condition d’ajouter ensuile 4 celte derniére la
partic complémentaire

ou encore

(22) &f =238+ AYy, ori. day,

>, 21 g 9 ()/

dr dzp> " bt

(23)

La symétrie de cette derniére, relativement aux roles respectifs u’y
2 o: 2 M,
Dxidry, T Oz, dx;

jouent lesZi el les @/, < >, entraine la covariance 4 L/

de la transformation

0 /)
(24) 'Ef»f——;.[ f + Al ehal (;ip

-qu'on en déduit en échangeant les roles des indices inférieurs des
coefficients Af,. Les systémes & /et &,/ seront dits réciprogues I'un
de 'aulre. :

La somme et la différence de &/ et de son covariant &,/ four-
nissent deux aulres transformations covariantes & & /) & savoir :

- e . Of ] )
<ZD) ] Lhf—-—" 3 -()_.ﬁ, +3 ( \1/1 A/u)C at )6{;,
— . )
(26) of = (Al — M) (e — ) L

I1 en résulte que la propriété eventuelle de symétriedes A}, parrap-
port aux indices inférieurs (Af,=A})), est une propmete invariante
pour & f. Dans ce cas, T [ est 1dent1que a son réciproque &, £, et 'on
dira que le systéme & f est symétrique.

6. Equipollence ct parallélisme. — Pour un choix déterminé des
fonctions &'(x,, . . ., ,), la transformation (19) définit un groupe & un
paramélre. Désignons le paramctre canonique de ce groupe par ¢.
Lorsque ¢ varie, le point &’ décrit une trajectoire du groupe Ei()T’
et les éléments linéaires o' de ce point sc déplacent le long de cette
trajectoire suivant une loi déterminée; deux éléments qui dérivent



SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 239

ainsi I'un de P'autre seront dits équipollents vis-a-vis de la transfor-
mation & f considérée et leurs directions seront dites paralléles relati-
vement & cetle transformaltion. ) '

Sil'un d’eux est [(;),, (a'),], tous les éléments qui lui sont eqm-
pollents s’obtiennent par I'intégration des équations

(/a:- . da*
(27) —(~/lf::;"(.r,. e ), = = Al sal,
avec les conditions iniliales
(28) 2= {(%)oy a'=(a), pour (=0,

et correspondent ainsi aux diverses valeurs de ¢.
On peut, du reste, d’une infinité de maniéres, choisir les & de
manicre que I'une des trajectoires soil une courbe donnée C,
(29) = 0o(t) avec = (21 pour ¢ =o,
el la variation des éléments linéaires, le long de cette courbe C, est
détinie par les équations, dédnites de (27),
da* [ ;

3o) = A\ ah = =AY dh o (1) avee wh =(a*), pour ¢ = o.
dr : I

L’équipollence et le parallélisme sont ainsi définis, pour chaque courbe
donnée C, par cheminement le long de cette courbe.

Supposons que cette équipollence et ce parallélisme aient un carac-
tére absolu (') : elle s’exprimera par des formules en termes finis

(a/'>n = F/'[xn e Zyyal, ., at | (z1)01 ey ('”u)o]a
et qui pourront s’écrire aussi, par raison de symétrie,
al =Fh[(2)es ++ oy (@u)o; ()as oo ve (@) | @ys + vy 2)])

Deux éléments équipollents a un troisi¢me étant alors équipollents
entre eux, la condition d’équipollence de (x;, a') et de (y;, b7) pourra
s'écrire, quels que soient (&, )y, ..., (T.),

lT/’[(xl’ b '7x/l; a" ] (‘L"|_(x])07 e (x/l)()]
=Fy,, .y 0 0 ()0 oo (@00

(1) Cest le probleme du parallélisme a distance (Fern parallelismus), étudié
par M. A, Einstein (Sitzungsbericlhte de Berlin, 1928, p. 217).
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Si U'on particularise (arbitraivement) les (a;),, on obtiendra des
conditions de la forme

(31) Ta(ayy co@n aty oo @)= Yay O o )

de sorte que T/ admettra, quels que soient les &, les invariants ;.
8i, réciproquement, & fadmet, quels que soient les &', ninvariants J,
fonctions des «' indépendanles, les équations (31) délinissent, en
termes finis, I'équipollence de deux éléments linéaires relativement &
toute transformation du systéme.

Il en résulte que la condition nécessaire el suffisanle, pour qu'un
systéme transitif &/ définisse un parallélisme absolu, est que le
systtme &, f= o soit, au sens de Clebsch et de Mayer, un systéme
complet. Cela revient a dire que le crochel de deux quelconques
des & f (pour deux choix des £') est encore de la forme ZLf, clest-
a-dire que & f est, les &' étant indélerminés, la transformation générale
d’un groupe infini de transformations infinitésimales. Les équations
finies de ce groupe seront, du rveste, les ®; étant des fonctions arbi-
traires,

(32> ,‘)'l:(l’l(mla -'-"’l"/:)a J/l(‘l"l, ceny Ty aty ..., ”‘”):JIL()'” ey Vs /’|7 e /’”)'

7. Systémes transitifs complets. — Dans le cas auquel nous venous
d’étre conduits, ot & f définit un groupe, nous dirons que le sysiéme
transitif & f est complet. Les condilions analytiques, pour qu’il en soit
ainsi, sont (L f, L;f)=o, c’est-a-dire d’aprés les expressions (20)
des &, f, les équations, dont la forme esl bicn connue, '

JA {"/t, () / \ f'{/ L ¥ In : s Ak
(33) .().—Z‘I "' —()x/ -+ ‘\,'/1. ij i '\j/l .'\l-_¢-- 0.
Elles expriment, naturcllement, la condition pour que le systéme
Xp » I ! ) n { y
d'équations aux différentielles totales, associ¢ au systéme &;f=o,

(34) . dab= Al dh dz;,

soit complétement intégrable.

"Remarquons, d’autre part, que, d'aprés le n° 3, les équations (32),
étant un cas particulier des équations [(8), (9)], doivent étre linéaires
homogénes par rapport aux &' et aux O'. Donc, les invariants J,
doivent pouvoir ¢tre choisis linéaires et homogénes,
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Cela résulte de la forme linéaire homogene des ; /. On le vérifie,
par exemple, en cherchant un invariant des &;/ de la forme

(35) S =pray, e ak
Cela donne les conditions

(36) (—Z[—]ﬁ + AN pr=o,
f

qui s’intégrent par Pintégration du systéme homogéne

(3%) :))‘I/[ -—A ﬁ-‘,,,/;/,%{z =o,
dontles conditions d’intégrabilité sonl précisément les équations (33).
On remarquera, du reste, qu’il est Padjoint du systéme &;f=o0 et
aussi que ses premiers membres donnent la transformation des élé-
ments de gradience qui correspond aux &, f.

Les systémes transitifs complets sont donc caractérisés par U'existence
de n invariants linéaires indépendants :

(38) W=k, (xy,y )k ou W=} (s, ..., x)day

Il en résulte que tout 'systéme transitif complet laisse invariante une
infinité de formes quadratiques difjérentielles g,;dx;dz;, dont I'expres-
sion générale est, avec les notations ci-dessus, c;;u'u/, les ¢;; étant des
constantes arbitraires. La théorie précédente conduil donc a des géo-
" métrics riemanniennes, La réciproque sera étudiée plusloin (§ 11, n° 13).
Les ¢quations (36) montrent, de plus, que si & f est symétrique

Ak A Ope __ dpi , ) . ‘
(A, =A)),ona e = Dzn de sorte (que ce cas est celui ou les expres-

sions de Pfaff «' invariantes sont des différentielles totales exacles,
w=dy(x,...,z,).

Si I'on prend alors les z;=4;(x,, ..., 2,) pour nouvelles coor-

. ' . >, T vi 0 ,
données poncluelles, le systéme &/ se réduira a la forme ' 5{— olt les
. . 5,

composantes des éléments lincaires o/z; ne-figurent plus, et le parallé-
lisme est alors euclidien (si l'on interpréte les coordonnées z; comme
des coordonnées cartésiennes), puisque ces composantes demeurent
constanles par les (ransformations du systéme. Les formes quadra-
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tiques invariantes sont ainsi devenues également du type euclidien
ds* = ¢;;dz;ds;, les ¢;; élant constants,

Les systemes transitifs syméiriques ct complets sont donc réductibles

au type cuclidien (&; =55 &S = sf ) par un changement de coor-

données convenablement choist.

Laréciproque est évidente, les deux propriétés de syméirie et d'inté-
“ grabilité étant invariantes (n° 8) par les changements de coordonnées.

8. Systémes transitifs ponctuels. — Dans un systéme &/ peuvent
figurer des transformations ponctuelles prolongées. Pour qu'il en soit
ainsi, il faul que les £’ soient choisis de manié¢re & satisfaire aux condi-
tions [n® 2, équation (6)]

(39) - A;'“il' (/JS’,‘ = (l.’;k.

Lc cas ne se présentera donc pas, en général. Si toutefois ces équa-
tions (39) sonl complétement intégrables, leur solution générale sera,
en raison de lenr caractére linéaire, de la forme

h= kb,

GO

les £} étant n solulions & déterminant non nul et les C; étant des cons-
tantes arbitraires. Il y aura donc » transformations ponctuclles,

X, [f= Ej(—)% » qui, prolongdées, feront partie du systéme L/, et elles
suffiront & le définir. Toute autre transformation ponctuelle appar-
tenant a &/ sera de la forme C;X; /| les C, étant des constantes. Nous
dirons, dans ce cas, que &/ est un systéme transitif ponctuel.

Les équations (39) ne diff¢rent, du reste, des équations (34), les
inconnues & remplacant les inconnues a”, que par 'intervention des
indices inféricurs dans les coefficients A;. On conclut donc que, pour
qu'un systeme & f soit un systéme ponctuel, il faut et il suffit que son
réciproque soit complet.

Pour préciser la liaison entre deux tels systémes, supposons que &L f
soit complet et soit «/, équations (38), ses invariants. ['identité

‘ : .0
(40) df =l Y,f. Y[f:n.li()?fj
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définit n transformations infinitésimales ponctuelles X;/. Elles font
partie du systéme transitif (ponctuel)

e e df
() Y= 0f + w(3). v 5ot

car #/(3) indiquant qu'on a remplacé dans «' les da; par c;, on a,
d’apres (40), '

' Of = ui(d).Yf,
et, par suite,

Mf=ui(6)Y [
(notations dune 2).
Ceci posé, prenons les u’ comme variables a la place des dr; dans T f :

on oblient & f= 1/ puisque les ' sont des invariants de & /. Reve-
nons ensuite aux variables dz; : il suffit de se servir des formules, tirées

de (40), '
dz;=u;.rl,
el d’appliquer aux deux membres I'opération T f. Cela donne

K duj=u' . Lol =ul.dn/,

puisque Lu' =o. 1l vienl donc la formule

Jaf

’
i ddr;

(42) Kf=af +ui(d).o

qui se déduit de (41) par lechange de d et de ¢ dans le coefficient
de af .

ddr;

On voit donc que & ‘RZf et 4./ sont réciproques, c’est-a-dire que Y
n’est aulre que le recnproque X, [de Zf. ,

EN rEsumE, si les #/ sont les invariants linéaires d'un systeme ‘tran-
sitif complet & /, I'identité (40) définit les transformations ponc-
tuelles Y,/ appartenant 4 son réciproque (qui est alors ponctuel),
et inversement, si les Y,/ appartiennent a un systéme Lransitif ponc-
tuel Y/, l'identilé (40) définit les invariants u du systéme réci-
proque (qui est alors complet).

9. Systémes complets ponctuels — Si &f est a la fois complet et
ponctuel il resulte de ce qui precede qu 11 en est de méme de son réci-
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proque. Conformément aux notations du numéro précédent, sup-
posons que celui-ci, %Y £, soit défini par les transformations ponctuelles
prolongées YY" /. Comme il est complet, il contient aussi les trans-
formations (Y"/, Y\"f). Or, celles-ci sont les prolongements des
transformations ponctuelles (Y, f, Y;f), et, comme toute transfor-
mation ponctuelle de 9 f est une combinaison & coefficients constants
des Y/, on a des identités a coefficients ¢, constants

J

(43) Vil Yif) = clyef.

Donc, Y/ est issu d’un groupe continu fini, simplement transitif
r e P s S1M] )
Y./, ..., Y,.f, et, de méme, son réciproque & f est issu d’un groupe
continu fini, simplement transitif, X, /, ..., X, /.

On va constater que ces deux groupes

X/‘j“::éi df ‘ el Y,/:‘I){(—)j—-

"z Jdxz;
sont, au sens donné a ce terme par S. Lie, deux groupes simplement
transitifs réciproques.

Formons, en effet, le crochet des deux membres de I'identité (40)
avec la transformation X,/. On a, pour le premier membre, en
utilisant identité (40), .

, w i Of v o i ot \
(‘l./a ‘(//)-— ‘lc.,,- ’ Dz ‘ZC./.' . ”‘/Y// — <d-,/. m Yl/’

/
et I'on a, pour le second membre, ,
(Yo f, Xif) = — Xprl Y f 4+ e/ (X fy X1 f).

On obtient ainsi I'identité
| \',.u"—i—(laf-i)ﬁ-i- Yif = w(Yif, Xif)
o Chgdg;) Y T N Y TR

Le coefficient de Y,/ au premier membre est X;'«'; il est donc nul, et,
comme les «/ sont indépendants, on conclut que les coefficients des «

dans le second membre sont nuls. On a donc les identités

C(Yify Xif Y=o,
qu'il s’agissait de vérifier.
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EN RisUME, tout systtme & f qui est & la fois complet et ponctuel est
issu d'un groupe simplement transitif, et son réciproque qui est, lut
ausst, complet et ponctucl, est issu du groupe simplement transitif réci-
progue du précédent.

Rappelons que deux groupes simplement transitifs réciproques ont
la méme structure, et peuvent étre considérés comme les deux groupes
paramétriquas de cette structure. On est donc ici conduit 4 la géo-
métrie des espaces de groupes, étudiée par M. Cartan.

10. Trajectoires principales. — Toute courbe est trajectoire d’une

i 9
0z,

en général, les diverses positions que prend 'un d’entre eux par I'une
quelconque des transformations’ & f correspondantes. En d’autres
termes, le systéme des éléments linéaires d’une courbe ne se trouve
pas, en général, constituer la trajectorre, au sens de Lie, d’une trans-
formation d’éléments L /.

On dira qu'une courbe est une trajectoire principale du systéme
transitif &£, si, considérée comme lieu de ses ¢léments linéaires
(convenablement précisés), elle constitue une trajectoire de I'une des
transformations infinitésimales & /. Cela revient a dire qu'il existe

unc transformation & f, vis-a-vis de laquelle les éléments linéaires de
la courbe sont équipollents.

La condition a remplir pour cela est que la courbe soit définie par
des équations x; = 9,(¢t), telles que le systéme

infinité de transformations &' =, mais ses éléments linéaires ne sont pas,

(4N ai== (1), dar= o) (t)dt,

qui donne ses éléments linéaires soit invariant par une transfor-
mation

9y . 9of
;}_[ -+ ¢ l() - A‘\fh d.fL/,

f
J dz;
Le systéme (44) devra donc avoir pour conséquences les équations

§=0i(0),  AjEda=ei()de.

Journ. de Math., tome VIII, — Fasc, LI, 1929, 32
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En ¢liminant les &, on a les équations dc condition

() =AF ol (1)) (1).

iy

Les trajectoires principales de & f sont done les intégrales du systémz du
second ordre

o day, . odry dy,

(45) T =N are

La variable ¢, paramétre canonique du groupe &/ qui 4 I'ensemble
des éléments (44) pour trajectoire, est, quand la courbe est donnée,
définie 4 une transformation linéaire prés, ¢ = a8, a coefficients
constants; elle pent étre considérée comme mesurant la longueur des
arcs de la trajectoire principale considérée (a partir du point ¢ = 0);
I'unité de longueur reste arbitraire pour chaque Llrajectoire prin-
cipale. :

I passe, par chaque point &/, une trajecloire principale et une
seule, tangenle en ce point & une direction da’ arbitraire donnée.

-L’ensemble des trajectoires principales ne dépend que des coeffi-

. ] . ) .
cients - (Aj,--Aj,) des formes quadratiques figurant aux seconds

membres des équations (45). Les trajecloires principales sont donc
les mémes pour tous les systémes Lransitifs qui ont un méme systéme
symétrique associ¢ 8 f [ équation (25)]. Elles sont, en particulier, les
mémes pour un systéme & f et pour son réciproque & f.

Sil'on se donne inversement un systéme (45), ou 'on pourra sup-
poser que les A% satisfont & la condition de symétrie A/ = A’ on
aura immédiatement le systéme transitif symétrique

)

, PEF__ D CJPN '._(_.
(46) ‘ &f =of + '"\f'/t 0.y s ddz’

(ui a pour trajectoires principales les courbes intégrales de ce sys-
téme (45) donné. , :

A4. Transformations principales d’un systéme transitif. — On peut
appeler trans formations principales du systéme & f celles qui ont pour
trajectoires (au sens de Lie) des trajectoires principales du sysiéme.
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l.a condition, pour qu'il en soit ainsi, est que le systéme
(47) tlw/i:":,"(‘l;lﬁ sy ) di,
olt £ est une variable inaltérée pai‘ Zf, admette L f. Les transfor-
mations principales sont donc définies par le syst¢me (de Kowalewski)

gk

Jx 1

]

(18)

oY

— A zizh
= j\.mg [0

Il y en a donc dans Lout systéme transitif, et 'on pourra méme, en
théorie, supposer quec le systéme soit défini par n transformalions
principales; la transformation générale serait ainsi une combinaison,
a coeflicients arbitraires (fonctions des a') de ces n transformations
principales. Si celles-ci avaient pour symboles ‘

Lif =2 &uf,
. e } ;o . , -~ . PRI, . P
on aurait, en désignant par 4; la matrice réciproque de lg matrice ¢/,

&f =) oz, L,].

IRemarcuons (ue toute transformation ponctuelle qui appartient au
systéme &/ est évidlemment une transformation principale du systéme;
et que si &f admet un invariant J(z,, ..., x4, ..., a"), I'équa-
tion '

(49) J<m,, ey Xy AT — consl,
sera une intégrale premiére du systéme différentiel (45) des trajectoires
principales.

Si en particulier le systéme Zf est complet (n° 7), ses trajectoires
principales seront définies par le systéme

(30) uldr=Cidlt, C/= const.,

fourni par les invariants linéaires de &f.

On a vu (n° 8) que, dans ce cas, le systéme Y/, réciproque a T, est
pouctuel. Comme il a mémes trajectoires principales que ILf, les
transformations poncluelles Y,/ qui le définissent admettent pour
trajectoires les Lrajectoires principales de &f : celles-ci sont donc,
dans leur ensemble, les trajectoires du systéme de transformations
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infinitésimales C/. Y/, les C/ étant des constantes arbitraires. Il est
facile de vérifier qu'en définissant ainsi les trajectoires principales, on
retomberait sur les équations (50).

En ce qui concerne, dans le méme cas, les transformations princi- -
pales de &/, on ¢n a n, divergentes, par les formules

(5‘) . Z/./._.n'/L -

si, conformément aux notations du n° 8, on a posé

o
=}
’/ J duai.

Enfin, si I'on considére le cas, plus particulier encore, des systémes
complets ponctuels (n® 9), il résulte immédiatement de ce qui précéde
que les trajectoires principales sont, dans leur ensemble, les diverses
trajectoires de toutes les transformationsinfinitésimales, soit du groupe
fini simplement transitif qui donne naissance au systéme, soit du
groupe simplement transitif réciproque.

12. Systémes dérivés d’un systéme transitif. — le crochet de deux
transformations quelconques d’un systéme transitif £/, correspondant
& deux choix arbitraires £ = sa;, &= 2'x; des indéterminées &, fournit
un systcme de transformations infinitésimales, — du type transforma-
tions locales considéré an n° 4 — qui est covariant 4 &f, et que nous
appellerons le systéme dérivé de Tf.

Le calcul de ce crochet pour lequel les 2z; et c'a; sont des indéter-
minées constantes ('), est le suivant

(52) : (02 &if, 8'z; &;f ) = dwid'wi(Zif, T ).
> > ; )

(53) (&, ) =ML

avec

. AL, OAl, .

(;)-/l) I/'j h= '(;’/z/ - {()l// -+ A//l \/ -‘"A_//lj\l.s'

- (1) Si on traitait les éz; ¢t &'.z; comme des fonctions des @i, 0, =8 (), 6y = £'i(r)
le crochet se composerait de la transfornvation du systéme &f correspondant i la
A o I

partie ponctu(,”e (E‘ 18 g

) et de la transformation &'f telle qu'elle est calculée
dans le texte.
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Le systéme dérivé a donc pour symbole général

(55) = A,j,,61/ o'z, at ;)/A3

\
ou, en introduisant les produits cxtéricurs,

(56) [ 02:0z;]= 0x;0'x;— dz,;0'x,,
- o o ra A df
(H7) &'f= A[’,'j]/,, [6i0a:; ) da Tdz)

la sommation étant mainienant & effectuer relativement aux combi-
naisons [ 7] des deux indices ¢ et j. ‘

Sous cette derniére forme, on l'obtient facilement par le calcul
symbolique suivant : on applique I'opération &/ au symbole L/
lui-méme, avec les conventions

(58) Low;=o, ()(Z/L =o, O;0x:j = — OO,

On doit mettre d’abord dans &/ les c; au dernier rang, les sz
nouveaux devant se placer devant eux. Voict donc le calcul : on
part dc

(59) &f = of—*—f\,/,da/,&:rl )j Tda
N ‘ ()1\,1'/, o
(60) AL =36 \,/, = ox/, Kdx, = 1\ dadx;.
. Zj
)/
ce qui donne, pour le coefficient de 5= I

IAL
()zl/ /x;l oz 0x; 4+ 1\,,, b dxi b0y,

ou, en groupant les termes semblables ct changeant & cet effet les
lettres de sommation dans la seconde partie de cette somme,

TN, s~ a A%, o ) 4 )
[< ()'II;/I \l/r - J/l> 0T o + ( d.?"'/]l, -+ Als f\l/lj d'rla'/l’./] d'T/l - Aill'jllf- [ 5'Tl' 6'/'Z’./'J (/xll'
La justification de ce calcul symbolique est donc acquise.

L’interprétation de la transformation dérivée générale (55) résulte
immédiatement de l'interprétation donnée par S. Lie pour le crochet
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de deux transformations infinitésimales quelconques. Si P'on désigne
par S et T les deux transformations

(61) S=Xf.3, T=VY[.o,

on a, aux infiniment petits prés d’ordre supérieur,

(62) T-1§-1TS = (X[, Y/)or.
Dans le cas actuel,
63) x_f.anzsa:,f.<°é;‘/”">.az. Y.0=1,f. (‘%) 8¢,

et la suite des déplacements infinitésimaux du point 2/, correspondant
a8, T, S', T-*, le raméne a sa position initiale (les infiniment
petits d’ordre supéricur au second devant étre négligés), de sorte que
ce point a décrit, en définitive, un circuit infiniment petit (parallé-
logramme infinitésimal) dans le plan des deux éléments Zx; et &'z
L’opération &'f.5¢* exprime donc la déformation qui résulte, pour
le systéme des éléments linéaires issus d’'un méme point, des modi-
fications successives produites par l'opération infinitésimale L/ au
cours de ce cycle : chaque élément étant transporté, suivant la loi
donnée par &f, lorsque le point origine se déplace dans la direc-
tion cz; qui détermine Lf. Cette déformation finale est donc donnée
par la transformation locale (57), qui ne dépend, comme on le voit,
que de I'élément plan [ cz; 2x;] dans lequel le cycle est décrit.

Si cette déformation est identiquement nulle, tout cycle, infiniment
petit ou fini, raméne cn place chaque élément linéaire; et I'on est dans
le cas des systémes transitifs complets et de 'équipollence absolue
(n*6, 7). ‘

Remarquons qu’on peut, du dérivé &'/, déduire un second
dérivé L f, en formant le crochet de la transformation Lf, écrite avec
des caractéristiques ¢”, avec T f, c’est-a-dire en appliquant ]'opération
symbolique &/, utilisée plus haut pour former &' £, a la transformation
&' f déja obtenue; et ainsi de suite.

Les diverses transformations ainsi obtenues serviraient & résoudre
le probléme de 1’équivalence dessystémestransitifs vis-a-vis du groupe
ponctuel. Nous y reviendrons plus loin (n° 20) dans le cas particulier
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des systémes symétriques qui dominent la théorie des géométries
riemanniennes, théorie dont nous allons nous occuper maintenant, -
en nous placant au point de vue des transformations infinité-
simales d’éléments qui leur sont naturellement associées.

11, — Sur la géométrie de Riemann,

15. Le groupe du ds* fondamental. — l.a géométrie de Ricmann
repose sur l'introduction d'un ds?, forme quadratique différentielle

(64) ds*= 23X = giid.ridzy,

qui permet de définir la longueur d'un arc de courbe et I'angle de
deux courbes concourantes. Elle équivaut, en fait, a I'étude du groupe
de transformations d’éléments qui laisse cette forme invariante; car
ce groupe, comme nous le verrons, suffit 4 déterminer la forme
considérée. :

On se rend compte aisément dela nature de ce groupe en réduisant,
algébriqguement, £ 4 une somme de carrés

(65) 3 =k, wh= ul dz;,
et en prenant les expressions de Pfafl' «" comme variables nouvelles

- a la place des dz;. Les transformations infinitésimales d’éléments, qui
laissent X invariante, sont ainsi ramenées 4 la forme

g A af
6 il e — JI' Ay oady Ly h=l
(6 )) 4 (Zyy ey 7"")()‘,,,[_ +1 i(xs » ) duy’

et les conditions pour I'invariance sont
(67) U;,;Hh(lk:_" 0 ou U/z'+ [.V,,:O.

Les transformations cherchées sont donc des combinaisons linéaires
arbitraires, & coefflicients fonclions des ', des transformations

) O uof
(68) l,_/—_ 7)-'77[) R],];j——-l( —&l——tk——u ()ll]l

Réciproquement, toute forme quadratique

(69) X =ymutut,
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admettant ces transformations, satisfait aux conditions

DY
—_— O ’
Jdx A .

 (70)

et est, relativement aux variables «”*, une fonction de £ = u"u", car
les n — 1 équations '
u"-(—)f- — u‘ﬂ- =o

du Jdu” [(=1,2, ..., (n—1)]

forment un systéme complet et tous leurs invariants sont, dés lors,
fonctions d’un seul. :

On conclut donc que le groupe (68) n'admet pas d’autre invariant
quadratique que X et les formes m¥ qui s’en déduisent en multipliantX’
par un facteur m constant : remplacer X par mZ revient a changer
I'unité de longueur; et il est donc juste de dire que la géométrie
considérée est définie par le groupe (68).

Reste a revenir aux variables dz;.

Pour les T, f, qu’on peut grouper ensemble dans la combinaison

(71) ‘ &f =0z, T, f,
le calcul a été fait au n* 8, et donne, avec les notations adoptées alors
[ équation (42)],

. of
- . 3N i A J A R
(72) &f_.&f—!-u.on,()—-—dm/

Pour les R,/ qui constituent ce qu’on peut appeler le groupe de
rotation de X, il est plus simple d’éviter le changement de variables
en remarquant les solutions évidentes

1 92 Iy 1 0¥ Jdf

(73) Ry f = 2 ddz; ()(2.17 T2 ddx; ddz

——(—”2—:—12 indépendantes, peuvent rémplacer

c n
qui, élant au nombre de
les Ry f.

On peut, de plus, réunir ensembleles R ;; f dans le symbole invariant
général '

(‘74) - : m_f:axiala?,.m”f:[6‘%13{&/‘]0’\{1;1_]0,

.
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ou
. v 0¥ o of o v dE o df
(75) (R/-—E Jdx, L ()clx’/r)"’/ 20 (1-7/'10h 0 dwia a

Remarquons, d’autre part, les combinaisons suivantes, qui peuvent
remplacer les R/,

. o aJ af )
(76) Q= gik il R ;== (.,/1 / >l4 <.,uml>dxh

les g/ étant le systéme de coefficients réciproque de celui des g;;.

14. Systemes de parallélisme. — Laformule (72) donne, pour chaque
décomposition de X en carrés, un systéme transitif complet laissant X
invariante; et, par conséquent, un mode de parallélisme absolu
(n° 6) conservant les longueurs et les angles des éléments lincaires.

On obtient ainsi tous les systémes transitifs complets qui laissent X
invariante; car tout systune transitif complet se met (n° 8) sous
la forme (72), oli sont mis en ¢évidence ses invariants linéaires u’, et
les seules formes quadratiques invariantes par le systtme sont les
formes a coefficients constants (n° 7) Cyu‘e/. Si donc (72) laisse
Iinvariante, c’est que X est de ce type; mais on peut supposer ue X
est de la forme, plus pamcuhere, w'u'y puisqu’il est loisible de
remplacer les invariants «, dans la formule (72), par des combinaisons
lincaires a coefficients constants de ces u'; et que cela permet de
réduire £=C; 0t/ 4 la somme u't/ des carrés de n telles combi-
naisons /= K/«

LN RESUME, tous les systémes transitifs complets laissant X invariante
sont donnés par la formule générale (72), oi les formes de Pfaﬁr u' sont
les éléments d’unc décomposition algébrique quelconque L= u'u' de X
en une somme de carrés.

Remarquons que le systéme transitif réciproque de &/ (celui-ci
étant supposé défini comme il vient d’étre dit) ne laissera pas, en
général, £ invariante; car il contient n transformations ponctuelles
que ¥ admettrait; et, en général, une forme quadratique différen-
tielle £ = g;dz;dz; n’admet pas de transformation ponctuelle.

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. IlI, 1929. 33
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Il y a cependant, entre autres, un cas remarquable oli la circons-
lance en question se présente : c’est cclui des systémes &/ complets
et ponctuels, examiné au n° 9. Supposons en effet que nous soyons
dans ce cas, et reprenons les notations des n* 8 et 9 : le systéme &/
est issu d’un groupe simplement transitif X, /, ..., X,/ le systéme
véciproque Y f est issu, de méme, du groupe simplement tran-
siif Y, /, ..., Y,/, réciproque du précédent; ct I’'on al'identité (40),
liant les Y,/ aux invariants linéaires u‘ de &/, que je récris

) , e 0
(77) df =u'Y,f, \i./—ﬂ'l‘;)f,jj'

Je récris également les formules de structure (43) .
(78) (Yif, Y[y =cijYef

Ceci rappelé, formons les crochels des deux membres de (77) avec
Y,/ : le calcul, analogue & celui du n° 9, donne, Y}"/ désignant la
transformation Y f prolongée et compte tenu de (78),

(79) YO uk Yo f = (X, f, Y, [) = cliul Yo f5
d'oti 'on conclut
(80) Y uk=cu.

Si donc on prend les ' comme variables a la place des dz;,
les Y;"f deviennent

oy . < e O
(8[) le)'/:':Y/f_*‘ ]4,/‘./, ]2/-/:"‘{"/'” ;)—“7['
On reconnait dans les E;; les transformations infinitésimales du

groupe adjoint (Sophus Lie) de la structure cj. Or on sait (*)
que ce groupe adjoint admet I'invariant quadratique

I

(82) o(u ...y uky=chelutal,

que le discriminant de cette forme est différent de zéro si la
structure c;; est stmple ou semi-simple, et quele groupe adjointn’a pas,

(1) Voir, par exemple, E. CARTAN, La géométrie des groupes de transformations
(Journal de Mathématiques, 4, 1927, p. 70, n° 66).
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4 un facteur constant prés, d’autre invariant quadratique, si cette
structure est simple. Or la forme (82) est I'une de celles que & flaisse
invariantes, et il résulte des formules (81) que 9 f la laisse égale-
ment invariante. o

On conclut donc que toute structure simple ou semi-simple de groupe
continu fini fournit un ds* incariant par les deux systémes transitifs
réciproques (complets el ponctuels), issus des deux groupes paramé-
iriques de celle structure.

[’étude des.géomélries riemanniennes particuliéres, auxquelles on
est ainsi conduit, esl intimement liée a la théorie des groupes
continus finis ().

15. Le systéme transitif géodésique. — Lin tant'que servant a définie
le groupe général du ds*; les syst¢mes transitifs complets &/ du
type (72) peuvent étre remplacés par unsystéme transitif quelconcue
laissant le ds® invariant. [.a considération des géodésiques du ds* en
fournit un, dont 'importance dans la géométrie riemanniennc est
fondamentale, car il équivaut a la dérivation tensorielle de Ricci et au
transport paralléle que Levi-Civita en a déduit. Voici comment on y
est conduit.

L’intégration du systéme différentiel des géodésiques

d <(lxk> { & ( dx; dx;

l) — ——
(83) G\&) i ds @ O

dans lequel les coefficients sont les symboles de Christoffel
k “h I 1 {dg dgni  0gi
84 FRA_ gl B (P80 980 _ 983
oo el =0 - )
est équivalente a celle de 'équation aux dérivées partielles

- O A k. d . dx
(8v)) O—G'/—’;)“;.—*"zt%'i—(l.'l.gl{@j;)‘—%r,; «Z,—-—(—[;>c

Or il est bien connu que le systéme (83) admet l'intégrale

(1) On sait que M. . Cartan a consacré & cétte étude toute une série de beaux
travaux, et que M. J.-A. Schouten y a aussi contribué. Pour la bibliographie qui s’y
rapporte, je me permets de renvoyer au récent Mémoire de M. Cartan, publié dans ce
Journal, 8, 1929, p. 1.
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- premiére X = g, z,@, : cette forme X est donc un invariant de G f.
Pour faire la vériﬁcation, on est conduit & mettre G f sous la forme

Of (k) of

(86) (‘f'_' +$l(¢'f'lf7 qif ()L[ {l./l }xlz'a?;'/:;

etl'on a '
5 ()”t‘, ’ ) ’ ’ / '

(87) : ‘2}1}" = ';%;" L& — 28T, { l"//‘.}x/;'

- Le coefficient de @),z dans celte expression est, pour £ # £,

I, | ? o .,JL/ LN, (98w h &Y.
2(_(1_11_ ik [L'/."_ L Y =2 O [I'I.'J—[ih]>’

At P l i 5 k
—— " ] F . T et ) . Y
oz SUET ph dx ih

I’une et 'autre expression sont nulles identiquement.

On conclut donc que les G, f'sont des transformations infinitésimales
d’éléments qui laissent X invariante; et l'on a le systéme transitif
annoncé, que nous appellerons le systéme transitif géodésique du ds*
considéré,

o e 5] 2 ()/‘ ’ ,l il ()'/
(88) gf=0dwgf, Gif= {,'/Ja“zm dday

D’apreés les formules (84), les coefficients

(89) B VES A

sont symétriques relativement aux indices ¢ et A; on a donc la un
systeme transitif symétrique; et, par conscquent, ldenthue a son
réciproque (n°8).

C'est, comme il est connu, le seul systéme transitif symétrique
laissant X invariante. Pour le vérifier, il suffit de constater qu'il est
impossible de choisir des coefficients p;, tels que la transformation
(e52M") ¢x,, formée en combinant n transformations quelconques du

groupe des rotations de X, présente la symétrie en question. Comme
on a 2! =— 2% on peut aussi supposer

(90) Pii=—"Piw



SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 257

et la transformation considérée s’écrit, en vertu de la formule (76)
(n° 43) qui définit les 2%,

of i

La symétrie cherchée exigerait donc

(91) pf=pk,  ou,dapris(go),  of=—pl.

La permutation circulaire (4ls) mualtipliant lc coefficient pj, par
(—1), on conclut, en la vépétant trois fois, pj, = — g%, cc qui prouve
que les p}, ne peuvent éire que nuls, La vérification est donc faite.

.A6. Géodésiques et trajectoives principales. — Si 1'6n compare le
systéme (83) des géodésiques avec le systéme (45), qui définit en
général les trajectoires principales d’'un systéme transitif, on constate
que les trajectoires principales du sysitme géodésique de E sont les géode-
siques de X5 et que Parc s peul remplacer, sur toutes ces trajectoires,
la variable canonique ¢. '

En raisonnant comme a la fin du numéro precedent on trouve
immédiatement que la formule

(92) - X[ =Gf + pfy b2

définit le systéme transitif le plus général laissant ¥ invariantc et
admettant les géodésiques pour trajectoires principales, pourvu que
o, ne change pas de valeur par la permutation circulaire (#Is) de ses
indices.

Parmi les systémes transitifs ainsi définis aucun n’est complet dans
le cas d'un ds* quelconque; car si 'un d’eux était complet, ses inva-
riants linéaires #/ fourniraient (n° 44) n intégrales premiéres (50) du
systéme dilférenticl de ses trajecloires principales, c’est-a-dire ici des
géodésiques du ds*.

Or il cst facile de voir que lexistence d’une intégrale premiére
linéaire du systéeme des géodésiques équivaut a lexistence d'une trans-
formation infinttésimale (ponctuclle) laissant le ds* invariant (*).

(*) Ce théortme connu peut étre considéré comme une conséquence d'un théoréme

de Maurice Lévy. Voir, par exemple, Wirraker, I'reatise on the analytical
dynamics.
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Si, en effet, X admet une transformation ponctuelle

a o - of dof
— Hl n f N
(9) /=6 dx;+d9 ddz;’
on a, par hypothése, I'identité '
0z 0 :
A [l T —
(91 . 6 e “+ (0 Tde = 0.

ee qui équivaut, puisque le premier membre est homogénc par rapport
aux différentielles, a l'identité

(95) g0 A8 03 _ Ay 09
9 dJdx; ds dx; — s —5?/ Zs

ou nous reprenons les nolations du n* 15.
La combinaison, obtenue en multipliant les équations des géodé-

siques,

, d 9 93 _
(95) &5 0w 0w, T

respectivement par 6; et sommant, s’écrit donc

oepd 02 L 0X_,d OF A8 S __ d [, 0%
T ds Oz oz, ds 0 @ Jix, ( ’

el,I'on a I'intégrale premiére annoncée

(97) b 0 onst
97 ~— ==const,
97 o

Réciproquement, toute intégrale premiére linéaire du systéme (g6)
peut s'écrire sous cette forme (97). En reprenant le calcul précé-
dent dans l'ordre inverse, on conclut que équation (95) est une
conséquence des équations (96); et, comme elle est du premier ordre
ct homogéne, cela exige qu’elle soil une identité. 1l en est, dés lors, de
méme de (94), et X admel la transformation infinitésimale Tf:ﬂ"%-

 Remarquons que l'intégrale premiére (97) exprime que la prqjecl-

tion du vecteur O, définissant la transformation infinitésimale, sur la
tangente & une géodésique, est constante le long de cetie géodésique;
le mot projection étant entendu au sens de la géométrie riemannienne
considérée.
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Revenant aux systémes transitifs qui laissent X invariante et ont les
géodésiques pour trajectoires principales, on conclut du théoréme
précédeut que I'un d’eux ne saurait avoir une intégrale linéaire sans
que X admit une transformation infinitésimale ponctuelle, ce qui est
un cas exceptionnel; et si l'un d’eux élait complet, £ admettrait
n transformations infinitésimales ponctuelles divergentes, et, par
conséquent, un groupe ponctuel (fini) transitif.

Supposons que l'on soit dans ce cas, et reprenons les notations du

*8. & f est complet, ses invariants linéaires sont u', ..., ", et l'on
peut supposer que £=u'u'; de plus, les équations = Cids sont des
intégrales premiéres du systéme des géodésiques. Cherchons la trans-
formation infinitésimale T /" qui correspond & l'intégrale u". On a,
d’aprés la formule (97),

: O uk il = uh,
¢'est-a-dire .
Glui=cfi, & = ? 2:2

Or, d’aprés l'identité (40), on a
n,l ws =g

On conclut done -
9/: 'I]-//l, T‘/': Y/,f.

Les transformations infinitésimales ponctuelles de X, qui corres-
pondent aux invariants de & f, sont donc celles qui ﬁgurent dans le
systeme réciproque &Y f de T f. :

On cst donc dans le cas ot X est invariante a la fois par & f supposé
complet, et par son réciproque (c¢/. n* 14); et 'on voit que, dans ce
cas, &/ et son réciproque 9 f, qui est ponctuel, ont pour trajectoires
principales les géodésiques de X; ces géodésiques sont les courbes
intégrales du systéme «'= C'ds (les «' étant les expressions de Pfafl
invariantes par /), et sont les trajectoires des transformations ponc-
tuelles qui appartiennent a % f (¢f. n° 11).

Enfin, dans le cas, plus particulier encore, ot &/ est complet el
poncluel (n° 14), lc% géodésiques sont les trajectoires des transfor-
mations infinitésimales de chacun des deux groupes s1mplement tran-
sitifs réciproques qui donnent naissance respectivement 4 & f et & son
réciproque <Y /5 ct I'on a, pour ces géodésiques, deux systémes d'inté-
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grales premiéres linéaires u'== A'ds et ¢'==Bids, fournis respecti-
vement par les invariants pfaffiens des deux groupcs Le systéme
transitif géodésique est, de plus (¢f. n® 18), l'associé symétrigque
commun S/ (¢/. n° 8), de Tf et de 9Y/.

A7. Interprétation du parallélisme géodésique. — L. considération
des géodésiques permet de donner, de la variation infinitésimale
imprimée a4 un élément linéaire par 1'une quelconque des transfor-
mations infinitésimales dusystéme transitif géodésique, l'interprétation
suivante:

Soit E un ¢lément linédaire quelconque, d’onume M (coor-
données x), et de composantes a’, auquel on dppllque la transfor-
mation infinitésimale géodésique G J.ot, ol

. )
(98) ('./:él() ://Eab ' /\,/,— i/‘;"'
Celle-ci déplace M dans la direction du vecteur D de composantes g,
ct le déplacement a pour composantes Eigt.
Toutes les géodésiques issues de M, dans toutes les directions
¢4 a’u de 'élément plan défini par E et D, engendrent une surface S.
. - l ’ g .
Soit I" celle qui part dans la direction de D: si I'on imagine I’élément
. . N . . b
linéaire variable A, dont I'origine décrit I', dont la longueur est cons-
tamment celle de E, el qui fait constamment avec I' un angle égal a
I'angle 6 de E avec D, la variation infinitésimale de cet élément A,
pour le déplacement &Gz de son origine & partir de M sur I', a méme
partie principale que la variation correspondante de I'élément E.
Comme G f laisse le ds® invariant, il déplace 1'élément I£ de maniére
J ?
A4 conserver sa longueur; de plus, pulsque nous négligeons les infin-
o) L] y I I o)
ment petits d’ordre supérieur, nous pouvons supposer que ¢ f est une
) J
transformation principale, de sorte que sa trajectoire issue de M est I'.
pale,
Celle-ci est alors invariante par ¢ f, comme multiplicité d’éléments
linéaires, et l'invariance du ds® entraine ainsi la conservation de
bl . ]
I'angle de E avec I'. 11 suflira donc, pour justifier l'interprétation
précédente, de montrer qu'il y a un élément linéaire A’, dont I'origine
décrit T', qui est constamment tangent & S, et dont la variation” a
méme partie principale que celle de E. Ce sera 'élément A lui-méme.

’
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ffectivement, le systéme différentiel des géodésiques étant
d d.l?,(' Ak d.’l',‘ (/.L',(.

(99) _. s N s

les géodésiques qui engendrent S ont pour équations générales

9

52
. —_— ' D /I. y

(100) :\A--—~EA-+S«Z/.~+‘-2‘f\,-,,x;~x,,+.~-,

avec

(1o1) ), = moak, of =ik 4- atu, ;)T!:g;,-a’a/.

En remplacant la variable s par la variable t=ms, ces équations
s'écrivent '

"

. e
(102) Xp=ay -+ tah 4+ = Af aioh ..

et représentent la surface S avec les deux paramctres ¢ el 1.
Considérons alors 'élément linéaire d’origine X, et de compo-
santes

(103)

P I
—a tAS dlalh 4. ..
t Ju + i +

Il est tangent & S en son origine : si 'on fait w=o, celte origine
décrit I', et I'on a, pour ¢ =¢t,1'élément \ annoncé

(104) Np=wp oL+ "\."':a"'%—6(.!\{»’}[?(&”—%—.

Remarquons cue celte interprétation pourrait se généraliser pour
tout systéme transitif de transformations infinitésimales d’éléments,
les trajectoires principales du systéme remplacant les géodésiques

‘du ds®.

~ 18. La courbure. — l.a considération du dérivé (n° 12) du systéme
géodésique ¢ f conduit tout naturellement a la courbure riemannienne.
Gardant les notations du n° 12, avec les expressions (8g) des A/,
L s , , oy
nous écrirons ce dérivé, I = ¢'/,
= we o Ak ~ o T oy ()-/
(IOD) J\z‘/——Alj,hO;L'[O;L/‘(chhm'

Journ. de Math., lome VIII. — Fasc. III, 1g2g. . 34
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Les Af; , ne sont pas autre chose ici que les symboles a quatre indices
Vhk,ji} de Christoffel.

litant le crochet de deux transformalions qui laissent le ds® inva-
riant, JC/ posséde la méme propriélé et appartient au groupe de rota-
tions du ds* (n° 13). Cest donc une combinaison a coefficients fonc-
tions des a;, soit des ®;; définis par les équalions (73),

\ : . Jf ~df 1 JX
lO() (f‘ i =— _— g _——
(100) il = o ddr; ade o ddry’
soil des 7, définis par les équations (76),
o . df
107 Qi = w du; — w dx; o == ok 1y,
(ro7) L2/ dej— ol dx;, 8" iz, M

En se servant des identités, déduites des formules ci-dessus,

af

doy,= sl —_— oz ey
d & 3] J (,/-,'L‘A- o ki

i
m',

on obtient iminédiatement les expressions

- . o Jf PP 0
108 K=ol A b8 ejor —2— = AV b o' r 00 ~2—,
(108) J=8"4aj DT Y ey i ) day,
(v09) HKf=gu Af}-,h 0 0"y doy ol == Ayj g 0 80 e o

de sorte que I'on a les combinaisons en question :
(110) I f = B[ 6w by ) Ry,
(r11) K f = Byijp, iy [ 0.1 6. ] 210,

dans lesquelles on a utilisé les notations du calcul tensoriel, en indiquant

(') Remarquons ici que les w# sont fes dérivies partielles de la forme
Q=gth Af A Q=g prpn

— u
ddz, ddzxy, 0

cocrclative de X, qui servirait 4 définir Ja propagation des ondes correspondant
au-ds? [surface d'onde Z(a', ..., a*) = 1], et dont les géodésiques du s constituent
les rayons. Sur ce point de vue de la géométric riemannienne. qui est laissée de coté
dans cct article, je renverrai a ma Note de 1918 : Sur la proposition par ondes et
sur la théorie de la relativité géncérale (C. R. Aec. Sc. de Paris, t. 166, p. 349).
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par des crochets | ... | les sommations qui correspondent anx diverses
combinaisons des indices ainsi encadrés.

On arrive 4 la notion riemannienne de la courbure en considérant
la variation 2V que subit, par le transport ¢ 7/ le long d'un cycle élé-
menlaire situé dans l’clement plan (2z;, ¢ w;), I’angle V de I’élément
linéaive da; transporté avec un élément linéaire d'x; resté en place
(¢f. n° 12). Appliguant l'opération K f a la formule

dxy d

cos V=g ——
SIS s

bl

on oblient, puisque ds est invariant, [ par la formule (105)],

. o 5 d.r
—sinV V—q// /..\/' arin'. 4

//,/r i—;/;’
c’est-a-dire .
LN A N Nty d ey
112 —sin VoV ==Q;; .00 0 —=c-="
( _ ) ' L A PP

Si le cycle, parallélogramme construit sur c.x; et sur 2'a;, se confond
avec le parallélogramme construit sur dz), et ' x;, on a

(113) —sin Vdsd's oN = Apyj un o o vy diey ol ]
ct Pon a, d"autre part, pour le carré de 'aire A du parallélogramme,
(114) A2=sin* V. ds?.d's* = gpigj| dei . d i} e d' ],

d’oli, par division, la courbure rieinannienne

. .8V Avijiain [des d' i |[ ey d' ]
(11d) N ——— : - : . .
A g/,l',',"/,'l_(/.t’l d ,r/][(/;r:/, o (E/TI

Si I'on prend K / sous la forme (108), on oblient de méme

. A de d' e | oia), ,
(116) K= "-/'I' vi )] I'O'/,O',‘], o= o dxy, o= gund xy
7 — — i i ' i o L]
[drid z;]|0:0%]

qui donne, pour le cas de la courbure constante,
Afl=K=const.  pour k=, =/,

les autres A/ étant alors nuls. Ce cas est donc celui ot 1'on a, d’aprés
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(110) et (74),
(117) Hf=K.AR[,

K étant une constante.

19. Problimes d’équicalence. — Si la courbure K est nulle pour
tout élément [du; dx;], le dérivé K/ de G f est identiquement nul, et
réciproquement. Clest done le cas ol &/ est complet, et, puisqu’il est
symétrique, c’est le cas ol il est réductible, par un changement de
coordonnées, & la forme non prolongée s/ (voir n° 7, in fine), et o,
par conséquent, le ds* est réductible & la forme cuclidienne.

D’une manic¢re générale, la question de équivalence de deux ds?,
par rapport aux changements de coordonndées, s¢ raméne i celle de
léquivalence des symboles qui représentent les systémes de transfor-
mations attachés a ce ds*. On aura i considérer successivement R f
[formule (75)], puis G.f [formule (88)], et les dérivés successifs
de ¢.f, dont le premicr est K/ | formule (105)].

I’équivalence des R f associés respeclivement aux deux ds* fournit
les mémes équations aux dérivées particlles du premier ordre, définis-
sant les nouvelles coordonuées y;, =®,(x,, ..., x,) que I'équivalence
des ds* eux-mémes.

I’équivalence des deux ¢, f donne, comme il est facile de le vérifier,
Loules les équations dusecond ordre résultant des précédentes par dif-
férentiation, c’est-a-dire les formules de Christoffel qui donnent les

Py
iy

[équivalence des deux dérivés (courbure) JC/ donne ensuile
toutes les relations du premier ordre qui résultent des précédentes par
différentiation et élimination des dérivées troisicmes. Et ainsi de
suite. '

Suns approfondir ces généralités, bornons-nous au cas de deux ds?,
dont I'un est a courbure constante K non nulle. Comme on aura
Iidentité (117), dont les deux membres sont des covariants du ds?,
méme idenlité devra avoir lien pour autre ds*, qui doit donc étre aussi
a courbure constante K.

S'il en est ainsi, 'équivalence des JCf résultera de celle des R f,

expressions de toules les dérivées secondes
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c¢’est-a-dire e toutes les écquations du premier ordre résultant de

la différentiation du systéme de Christolfel et de Pélimination des

dérivées Lroisitmes scronl des conséquences des équations du pre-

mier ¢t du deuxiéme ordre (I(’»jfn ¢erites. Celles-¢i constituent done

n(n 1)
23

an systéme complétement intégrable, formé de ¢quations

du premier ordee et des équations qui donnent toutes les dérivées
du second ordre. l.e nombre des fonctions inconnues el de leurs
dévivées, premiéres élanl n(n 1), la solution générale dépend

n{n 1 . . . . , .
de % conslantes arbitraives. Ainsi, I'équivalence a licu et

( +1)

le ds* supposé doil admeltre un groupe continu fini & ——— para-

melres,

Les transformations infinitésimales de ce groupe, prolongées, feront
partic du groupe infini de transformations d’¢léments, introduit
au n* 43 par la condition de laisser le ds* invariant, et devront suffire
pour conslruire les systémes ¢ f et R f relatifs a ce ds*.

On aura un groupe ponctucl répondant & la question ('), en prenant
le groupe de la quadrique

(118) 0= 0 = ;4 n.
H est défini par les transformations infinitésimales

()f - Jof CAaf - z of

(119) dz: T m dxy, “ox; T 0z,

qui, prolongées, donnent

o — ‘()f 1 ) ().f It f -
(120) &if = P -+ - X2, ()x, (xza + a'wy) PPk
o p ’)f of  9f Of
(121) 5uf o z; ry o da; wda,'

Celles-ci laissent invariante la forme '

. o 12
(122) = 7 aat — zat)?,

7

(1) 1l est bien connu que les géométrics non euclidicnnes donnent les types de as?
a courbure totale constante,
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c'est-a-dire le ds*,

‘ n
(123) ds? = I_O duidie — »[—6 dn.

On obtient un systéme transilif de ce ds® en formant la combinaison
mox. &, f - (1 dr; — ;o) S f,

puis, en divisant par 0, il vient

- N 1 N N Jf
(1'7)4) Gf=0df 4+ 7 (0. a" + aial 0.y ’)—;{,;
ou
N . df '
129 G f=0df + . diey, ~+ 7. 6r : »
( ) J,/ f 2)( 1l+ /l))(/ ry

~ Ltant symétrique, ce systéme cst le systéme géodésique du d/s*. Fn
prenant son dérivé J/ et calculant R f par la formule (74), on

7 ? e pa—
vérifie sans peine P'identité (117) pour K = =

Q0. ‘Dérivation tensoriclle. ldentités de Bianchi. — L’application de
la transformation infinitésimale géodésique G /| n° 13, équation (88)]
aux formes différentielles, équivaut & la dérivation tensorielle de Ricci.
n effet, si 'on se donne un tenseur quelconque Cif, ct si Pon
applicue la transformation

| cr Uk O i, O
(126) g :;'~<~‘;-' -+ Al a g Adwpi o )

a la forme différenticlle
Chke i i D) ppt2)
T LATTLURERY A (AR
en opérant successivement sur les coordonnées des divers éléments

lindaires « ct des divers ¢léments de gradience p, on ohtient une forme
de degré supérieur d'une unité

... (1) p(2)
Cltf Bal @l .. pipi¥ ...,

{fods= 700

et le systéme des coefficients C/, constitue le tenseur dérivé du ten-
seur donné. On le vérifierait lmmédiatement. -
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Comme application de ce principe fondamental, nous nous bor-
nerons & montrer (ue les identités, dites de Bianchi, se présentent,
dans notre théorie, comme une simple application de lidentité de
Jacobi, systématicquement utilisée par Sophus Lie,
(127) (XS YL+ (Y AL), X))+ (Lf (X[, Y[ )=o.
Désignons, en cffet, par G, f et ¢, / ce que devient le symbolf g/
(quand on y rvemplace la caracléristique de différentiation ¢ par
d’autres caraclérisliues 5, et ¢,; et posons, dans (127),

Nf=4q/ . Y[=G. ), ZL[=G.]

Il vient, d’apres la définition du symbole dérivé S f [ n° 18, équa-
tion (105)],

s P N S Jaf .
(128) (G0fs Gaf)== A3, Oriri Oprjeclay, Jedey
d’ot une lormule de la forme
. E L I —\IF “. S e e . ’)f
(129) G/ (G G:N= M,'JV/,/ 0. 6,3 0y ey JTdry

ct I'identité de Jacobi (127) donne

2 M ME M E —
(130) ME e My = M=o

En effectuant le crochet (129), on a appliqué la transformation infi-
nitésimale ¢ /& la transformation infinitésimale (128); pour déduire
de M7, 1a dérivée tensorielle A}, ,, il faut donc lui ajouter les Lermes
qui proviennent de application de ¢ f dans le second membre de
(128) aux ¢, z; et aux o,x;.

Ce sont les sommes

EooAY L AR NS —— Ak AS AL A
(131) A<;_j‘/, Ay Ar A= ij./, A= AL A

Or, si Uon y permute civculaivement les indices [, £, j et si 'on ajoute,
les sommes partielles se détruisent deux & deux. On conclut donc que
la formule (130) entraine les identités de Bianchi :

’ I3 I I —_
(132) . Al Ay B =0
qu'il s'agissait d'établir.
— T @ i e



