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SUR LES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES. 229 

Sur les transformations infinitésimales 
et la géométrie différentielle ; 

Pah E. VESSIOT. 

1. Dans un Cours sur la Relativité générale, professé à la Sorbonne, 
en 1917-1918, j'avais introduit, pour établir les principes de la Géo-
métrie de lliemann, au lieu du calcul formel de Ricci, la transfor-
mation infinitésimale 

<■> ;/· v,(^:. vvAiAl.i), 

où ξ1, . . <j/l sont les coordonnées d'un élément linéaire indéterminé 
de l'espace (a?,, . ..,#«), tandis que les coefficients A'}

h
 sont ceux du 

système différentiel des géodésiques 

■ (l (Ιχί; ν V w· (1ί'ί (ίχΐ' ! / \ 

Cette transformation laisse le ds2 invariant et lui est covariante. 
Je fondais ainsi la théorie sur une opération à signification géomé-

trique, portant sur les éléments linéaires (a?,, dx
K, . .., dx„) 

de l'espace ponctuel, et dont je donnais une interprétation au moyen 
des géodésiques issues d'un point. C'était, en fait, étendre simulta-
nément à tout l'espace le transport parallèle que M. Levi-Civita avait 
défini, quelques mois auparavant, dans une publication que j'ignorais 
alors. 

Formant g/ pour deux systèmes ξ' = ς',., ς' = et effectuant 
Ο 

Journ. de Math., loinc VIII. — Fasc. III, 1929. OO 
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le crochet (g., /', $?/) des deux transformalions ainsi obtenues, 
j'obtenais une transformation infinitésimale nouvelle, dérivée de #/, 

( 3 ) 

qui laisse aussi le ds- invariant et lui est aussi covariante. Elle conduit 
immédiatement au covariant de courbure de Riemann, et donne la 
signification géométrique de la notion de courbure par la simple appli-
cation de l'interprétation donnée par Sophus Lie pour le crochet de 
deux transformations infinitésimales quelconques. 

On voit donc que la considération du groupe infini des transfor-
mations infinitésimales d'éléments linéaires, qui laissent le ds~ inva-
riant, joue un role capital dans la géométrie de Riemann : pseudo-
translations dont une famille (caractérisée, du reste, par la symétrie 

■ A'!h== A'i
ti
 de ses coefficients), à $f pour symbole, et groupe des 

pseudo-rotations, dont le symbole dérivé CÇf fournit une famille qui 
se confond dans le cas général avec ce groupe des rotations. 

Bien que l'idée de transformation infinitésimale soit intervenue,-plus 
ou moins explicitement, dans certains des travaux qui ont, au cours 
de ces dernières années, enrichi et étendu le champ de la géométrie de 
Riemann, il né me semble pas que la forme précise, rappelée ci-des-
sus, y ait été misé en évidence, nique l'on ait tiré parti, comme j'avais 
essayé de le faire, des ressources que l'algorithme créé par Sophus Lie 
peut offrir. Aussi ai-je pensé qu'un exposé systématique de ma 
méthode pouvait encore présenter quelque intérêt, dût-il se limiter à 
un ensemble de résultats classiques ou connus, quant au fond, pour la 
plupart. 

2. La géométrie différentielle générale ayant comme objets premiers 
de son étude les points et les éléments linéaires dans leurs rapports 
avec les multiplicités ponctuelles, il est dans la nature des choses d'es-
sayer de la fonder sur la considération du groupe infini des transfor-
mations d'éléments linéaires qui ne dissocient ni lès éléments linéaires 
appartenant à un même point, ni les éléments linéaires appartenant, 
en un même point, à une même multiplicité ponctuelle. Les transfor-
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mations infinitésimales de ce groupe, qui seront à étudier d1abord, 
sont de la forme générale linèaroïde 

(4) Χ/=Σ■■:**)& + Σ ΣΚΧ* x')dœ" 

La première partie de notre exposition se rapportera donc à la 
théorie de telles transformations; la seconde contiendra les appli-
cations à la géométrie de Riemann. Voici quelques indications sur les 
notions qui s'introduisent dans cette étude. 

La nécessité d'employer, pour assurer un sens géométrique à ces 
notions, des symboles analytiques ayant, vis-à-vis des changements 
de coordonnées, des lois de covariance simples, conduit à envisager 
séparément les transformations locales (n° 4) * 

(ξ' = ξ«=... = ξ« = ο), 

qui laissent chaque point en repos, et les familles de transformations 
ayant un symbole général du type (ι), étant supposé que les ? y sont 
indéterminés et que les Ak

Ul y sont des fonctions données des x. Nous 
donnons à une telle famille (qui correspond à ce qu'on a nommé pré-
cédemment, en géométrie dilférentielle dite affine, transport parallèle, 
Vebertragung, etc.), le nom de système transitifs parce que le dépla-
cement des points y est entièrement arbitraire (n° <>). Un système 
transitif est dit complet (nos 6 et 7), quand son symbole, égalé à zéro, 
fournit un système complet d'équations linéaires homogènes aux déri-
vées partielles : cela revient à dire qu'il admet pour invariants 
η expressions de Pfalf indépendantes. Ces systèmes complets se rat-
tachent à la géométrie de Riemann et fournissent la solution du pro-
blème du parallélisme absolu ou parallélisme à distance (Fern-Paralle-
lis mus de M. Einstein). 

Un système transitif est dit ponctuel, s'il contient η transformations 
ponctuelles divergentes (prolongées). A chaque système transitif est 
associé son réciproques qui s'en déduit en remplaçant Kk

ih par A^,· dans 
son symbole : il se confond avec lui s'il est symétrique (A-/t = Α{·). Le 
réciproque d'un système complet est ponctuel, et réciproquement, et 
il y a entre les éléments qui définissent deux systèmes réciproques 
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dans ce cas (invariants et transformations infinitésimales) des relations 
remarquables. 

Si un système transitif est à la fois complet et ponctuel, il en est de 
même de son réciproque, et ces deux systèmes sont respectivement 
issus des deux groupes paramétriques associés à une même structure 
de groupe continu fini. On est ainsi conduit aux éléments de la 
géométrie des espaces de groupe, créée par MM. Cartan et Schouten. 

Les trajectoires principales d'un système transitif, qui deviennent les 
géodésiques pour le système transitif géodésiquc (i) dans la géométrie 
de Riemann, sont introduites et étudiées aux nos 10 et 11. Au n° 12 
est défini et étudié le dérivé d'un système transitif, dont la définition a 
été donnée plus haut pour le système géodésique (ι). 

Toute cette théorie s'apparente, au fond, à la théorie des connexions 
due à M. Cartan, et il serait facile d'étendre à celle-ci l'application de 
notre méthode. Mais nous avons tenu à rester dans ce travail au point 
de vue strict des éléments linéaires; Notre méthode évite, du reste, 
l'introduction de systèmes de références auxiliaires attachés à chaque 
point de l'espace. 

I. — Sur la géométrie différentielle. 

1. Vespace ponctuel et ses éléments différentiels. — L'espace à 
η dimensions est un lieu de points dont chacun est individualisé par 
les valeurs numériques attribuées à η coordonnées a?,, .. ., x,n le 
mode de définition de ces coordonnées restant, du reste, arbitraire. 
La notion de fonction permet d'y considérer, d'une,part, les multi-
plicités (ou lieux analytiques) à i, 2, 3, ..., (η — ι ) dimensions, pour 
lesquelles les coordonnées sont des fonctions déterminées de certaines 
variables indépendantes, et, d'autre part, les fonctions de point, c'est-
à-dire des fonctions déterminées des coordonnées (considérées comme 
des variables indépendantes). 

La notion de dérivée conduit à adjoindre à chaque point de l'espace 
les éléments linéaires des lignes (multiplicités à une dimension), issues 
de ce point, et les gradients en ce point des diverses fonctions de 
point. 
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Les composantes (1 ), (Ι,τ, — α', de tout élément fie ligne issu du 

point Xj et les composantes ~ — p, du gradient de toute fonction de 

point/(a?,, .. .,a?„), pris en ce même point, sont assujetties respecti-
vement dans tout changement de coordonnées 

(0 j-/. = Φχ.(λ?|, . = Ψ/, 

aux formules de contrevariance et de covariance (a), 

( a ) bh — —— a'. a- — r— b\ 

r,s 0Φι 

liées les unes aux autres par la loi de contragrédience qui exprime 
Tin variance de la différentielle totale 

( 4 ) df=ÎL dxi = p, a!. 

Ce,s formules permettent, suivant la conception de S. Lie, de 
considérer des cléments linéaires a' et des éléments degradienceρ', asso-
ciés à chaque point x-

n
 indépendamment des lignes ou des scalaires qui 

ont pu leur donner naissance. 
L'invariant p

t
al pourra s'appeler le produit absolu des deux élé-

ments p, et a1 (d'espèces différentes). 
On a ainsi introduit les éléments constitutifs de ce que l'on pourrait 

appeler Vespace différentiel. 

2. Transformations ponctuelles. — On peut, d'autre part, consi-
dérer le système [(i), (2), (3)] comme faisant correspondre, dans un 
même système de coordonnées, à chaque point (a?), à chaque élément 

(') Pour abréger, nous omettons ici l'indication (i ~ i, 2, η, ..η) et nous ferons 
de même dans la suite pour les cas analogues, tels que ceux des formules (1), (2), (3). 

(*) Nous employons ici les dénominations du calcul absolu de Ricci; nous utiliserons 
les indices supérieurs et inférieurs suivant l'usage de ce calcul; et les sommations 
seront indiquées par la répétition des indices [(par exemple, dans la formule (1)]. II 
faut, cependant, observer que les indices des scalaires, tels que 
il'ont pas une signification de contrevariance. 
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linéaire (a?, a), à chaque élément de gradience (χ, p), respectivement 
un point (y), un élément linéaire (y, />), un élément de gradience 
(y, q). On a donc ainsi une transformation des points et des éléments 
différentiels de l'espace qui change les éléments linéaires de toute ligne 
en éléments linéaires d'une même ligne et les éléments de gradience de 
toute fonction en éléments de gradience d'une même fonction. 

C'est, d'après S. Lie, une transformation ponctuelle prolongée; nous 
dirons, pour abréger, une transformation ponctuelle. 

Une transformation ponctuelle infinitésimale (prolongée) aura pour 
symbole général, d'après les règles de calcul posées par S. Lie, 

( } JJ—-A a< > · · ■ » X'< ) <)r. + ()χ/; a l)ai ()xj / ()p/ 

Si on la limite, comme ce sera le cas le plus fréquent, à ce qui con-
cerne les éléments linéaires, on aura le symbole, plus expressif, 

( 6 ) 

où l'on a remis dx
t
 à la place de a'. 

Rappelons que le symbole de la transformation génératrice, uni-
quement ponctuelle, 

Ο) χ
/=«Ί; 

est invariant — comme étant du type différentielle totale — pour tout 
changement de coordonnées, c'est-à-dire que les ξ' peuvent être consi-
dérés comme les composantes d'un élément linéaire attaché au point (a?). 
Ce symbole correspond donc à un champ d'éléments linéaires, 

5. Transformations d'éléments. — Pour sortir effectivement du 
cadre de la géométrie ponctuelle classique, on est conduit à consi-
dérer des transformations portant sur les éléments différentiels de 
l'espace, qui ne soient pas seulement des transformations ponctuelles 
prolongées. Nous nous limiterons à celles qui ne dissocient pas le 
système des éléments attachés à un même point. Nous nous impo-
serons, de plus, la condition que les éléments linéaires appartenant, 
en un point quelconque, à une même multiplicité — ayant un nombre 



SUH LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 235 

quelconque k de dimensions, se transforment en éléments linéaires 
jouissant de la môme propriété, et que les éléments de gradience 
appartenant, en un même point, à.des fonctions de point liées par un 
nombre quelconque/· de relations indépendantes se transforment en 
éléments de gradience jouissant de la môme propriété. Nous postu-
lerons enfin l'invariance du produit absolu ρ·,α'. 

bin termes précis, les transformations considérées seront du type 
linéaroïde : 

( S ) y I; Φ/·(.:£| , . . . , Û2
n

), ,X/{ M' , . · · ; y ni )) 

( 9 ) // = Φ/ ( ./.·)((<', ak — Ψ/' (j,. .... y η ) /V, 
(Ό) V/.·— Ur;.(,ry»)f>i, [)/,■— Ή (a-·,, .. ,,Λ·„)7/'. 

Dans ces systèmes, les équations de chaque colonne résultent de la 
résolution de celles de l'autre colonne : les matrices Φ' et Ψ) sont, par 
conséquent, réciproques l'une de l'autre. 

Pour les transformations infinitésimales correspondant à ce type, 
on aura un symbole de la forme 

V ■»Ä + *«*>«*35» + "iw«®7/ 

et l'invariance de a'p, donne les conditions 

ι>/, = -Λ£· 

On a donc à considérer le type 

(") «/=?(*) + *(»)*%,- ki(x)pt jL 

C'est l'élude de ces transformations infinitésimales que nous avons 
en vue*, nous nous bornerons généralement à ce qui concerne les élé-
ments linéaires, 

( 1 2 ) 

ou, avec la notation différentielle a' = ίΙχ
;

, 

( 1 3 ) 
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Λ. ΊΊ ans formulions locales. — Nous dirons que la transforma-
tion (m) ou (i3) est locale si les l' sont nuls : chaque point est alors 
invariant et la transformation modifie seulement en chaque point les 
éléments linéaires issus de ce point. Son symbole est 

(1) cl/ = Λ;;(. ..., )a!' ou et/ = Λ'· dx
h
-jL, 

et l'on remarquera que, par un changement de coordonnées (i), (2), 
on a 

<)ak àbj <)ak à.v/,· Ob' ' 

de sorte que les p
k
 = ̂  et les η) = ~ sont liés par les formules (3). 

En d'autres termes, les A'!

k
 se transforment, par un changement de 

coordonnées, de manière à assurer l'invariance de la forme bilinéaire 

(15) cl —Λ k
haupk-

Imaginons qu'on applique Cl/ à un élément d'intégrale multiple 
d'ordre 11, Ω = M(a?

4
, . . as

n
) [dx\ dx,. . .dx

a
\. 11 viendra 

(16) c\(ii) = Ω. U avec llr-A;;. 

Or, un changement de coordonnées multiplie Ω par un scalaire et 

laisse Cl/ invariant; donc H = est invariant. 

On trouve ainsi l'invariant bien connu, H = A)., de la forme bili-
néaire (i5); de là, comme l'on sait, la règle classique de la saturation 
des indices. Nous en avons ici une interprétation simple par la for-
mule (16), toute forme bilinéaire du type (15) pouvant être interprétée 
comme le symbole d'une transformation (i4)· 

Remarquons que les ̂  se transforment, par un changement de 

coordonnées, comme les ah\ on peut donc aussi assimiler la forme(15), 
aux notations près, au symbole d'une transformation infinitésimale 
(locale), 

cXf= A %pk t)nh 

opérant sur les éléments de gradience, 
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5. Systèmes transitifs. — Revenons à la transformation géné-
rale (12) et soumcttons-la à un changement de coordonnées [(1), (2)]. 

La partie ponctuelle E' prend une forme analogue et ^on 

obtient l'expression 

(17) ibj _ η ^ <)χί ^ c a< -+- à ^ A.n a J ()/μ, 

où il resterait à remplacer les E' par leurs valeurs 

(18) ί' = ~·ηί 

et à tenir compte des équations (1) et ( 2), de manière qu'il n'y figure 
plus que les variables y-

t
 et //. 

Dans l'étude qui suivra, on considérera les ξ' comme composantes 
d'éléments linéaires indéterminés. A ce point de vue, la transfor-
mation (17) ne serait plus du type (i3). Pour assurer l'invariance de 
forme, nous mettrons partout les E' en facteurs, en écrivant 

(19) ί' = ~·ηί 

ou encore 

(») */=W, XJ=% + K\,^àf 

Les Aétant des fonctions (des xj) données, et les ξ': étant des fonc-
tions (des Xj) indéterminées, on a ainsi un système de transformations 
d'éléments dans lequel la partie ponctuelle est arbitraire, mais ou la 
variation des éléments linéaires est connue dès que l'on fixe la loi de 
déplacement des points. 

Nous dirons que c'est un système transitif de transformations d'élé-
ments, ou, par abréviation, un système transitif. Le symbole Xf àe la 
formule (19) sera dit le symbole du système. Pour y marquer le carac-
tère d'éléments linéaires de (ξ', .. ., ξ") et de (a', ..., a"), nous rem-
placerons souvent ξ' par ox

L
 et a1 par dx^. Nous aurons ainsi 

12 k21) æf = foi. ¿Cj/, ¿c¡/= Ä + A fA ¿te,, 

Journ, de Math., tome YIll. — Fasc, III, 1929. 3i 
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ou encore 

(
M

) .«/=«/ + Αί,,&ΓΜ/,Γ*^, («/=£-â*
(
). 

En vertu de la formule (17), tout changement de coordonnées 
pourra se faire dans Xf séparément dans la partie ponctuelle et la 
partie différentielle, à condition d'ajouter ensuite à celte dernière la 
partie complémentaire 

<··> &$*%· 
La symétrie de cette dernière, relativement aux rôles respectifs qu'y 

jouent les ξ' et les a', :=:: ' entraîne la covariance à Xf 

de la transformation 

(24) f — ί1

 f
(
Xi

 + K
'il^'

a
'/

a
k> 

qu'on en déduit en échangeant les rôles des indices inférieurs des 
coefficients A·'/,. Les systèmes Xfel X

{)
f seront dits réciproques l'un 

de l'autre. 
La somme et la différence de Xf qt de son covariant X

0
f four-

nissent deux autres transformations covariantes à Xf, à savoir : 

10 (25) àf <>/ d/y/* 

(26) <Df= (K)
h
 - AL) (>;■«'' - 'IL. 

Il en résulte que la propriété éventuelle de symétrie des A':h, par rap-
port aux indices inférieurs (A^ = A^,), est une propriété invariante 
pour Xf. Dans ce cas, Xf est identique à son réciproque Xnf, et l'on 
dira que le système X f est symétrique. 

6. Èquipollence et parallélisme. — Pour un choix déterminé des 
fonctions ζ '(a?,,.. ., x

n
), la transformation (19) définit un groupe à un 

paramètre. Désignons le paramètre canonique de ce groupe par t. 
Lorsque t varie, le point xl décrit une trajectoire du groupe £' 
et les éléments linéaires a' de ce point se déplacent le long de cette 
trajectoire suivant une loi déterminée; deux éléments qui dérivent 
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ainsi l'un de l'antre seront dits équipollents vis-à-vis de la transfor-
mation Xf considérée et leurs directions seront dites parallèles relati-
vement à cette transformation. 

Si l'un d'eux est [(Λ?,·),,,
 TOUS

 ^
ES éléments qui lui sont équi-

pollents s'obtiennent par l'intégration des équations 

(2 7 ) -d ï = c! ( ® r n ) > dp — Λ ih H « , 

avec les conditions initiales 

(28) œ-i — (.«/)„, a' = {a')0
 pour / = 0, 

et correspondent ainsi aux diverses valeurs de t. 
On peut, du reste, d'une infinité de manières, choisir les ξ' de 

manière que l'une des trajectoires soit une courbe donnée C, 

{'2g) ;?.ι — <ΰί{ί) avec ,x
i
 — {,xl){)

 pour t = o, 

et la variation des éléments linéaires, le long de cette courbe C, est 
définie par les équations, déduites de (27), 

(3o) — ΛkiUah= A ·/,a1'cp',· ( t) avec ak = («*)<. pour l = o. 

L'équipollence et le parallélisme sont ainsi définis, pour chaque courbe 
donnée C, par cheminement le long de cette courbe. 

Supposons que cette équipollence et ce parallélisme aient un carac-
tère absolu ( ' ) : elle s'exprimera par des formules en termes finis 

(αΛ) o — F/'O,, α1. .. ,, a" | (^)o, ·. ·, (·*«)ο]> 

et qui pourront s'écrire aussi, par raison de symétrie, 

ci1' = 17/'[(#,)„, * ·., {xH)o ; («')(,. · ·.. (a")o |a?i, 

Deux éléments équipollents à un troisième étant alors équipollents 
entre eux, la condition d'équipollence de (a?,·, a1) et de (j,·, h') pourra 

's'écrire, quels que soient (a?., )„, . . ., (#«)„,' 
· * · ! ! u), ..., CL" | (^j)o, · · · · ()0] 
· * · ! ! u), ..., CL" | (^j)o, · · · · ()0] 

(*) C'est le problème du parallélisme ù distance {Fern pcirallelismus), étudié 
par M. A, Einstein {Sitzungsberichte de Berlin, 1928, p. 217). 
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Si l'on particularise (arbitrairement) les (.-r,·)„, on obtiendra des 
conditions de la forme 

(3ι) ^λ(λ·ι, ·. ..Λ·/,; α")= · ·.. γ»', t>\ · · ·; b")\ 

de sorte que X/ admettra, quels que soient les £', les invariants 3
h

, 
Si, réciproquement, Xf admet, quels que soient les ξ', η invariants 
fonctions des a' indépendantes, les équations (3i) définissent, en 
termes finis, l'équipollence de deux éléments linéaires relativement à 
toute transformation du système. 

Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante, pour qu'un 
système transitif X/ définisse un parallélisme absolu, est que le 
système X;f = ο soit, au sens de Clebscb et de Mayer, un système 
complet. Cela revient à dire que le crochet de deux quelconques 
des X/ (pour deux choix! des ξ'") est encore de la forme Xj\ c'est-
à-dire que Xf est, les £' étant indéterminés, la transformation générale 
d'un groupe infini de transformations infinitésimales. Les équations 
finies de ce groupe seront, du reste, les <I>, étant des fonctions arbi-
traires, 

(32) ...,χ,,)'. .··//,(.»!, «S à*..... h"). 

7. Systèmes transitifs complets. — Dans le cas auquel nous venons 
d'être conduits, où X/définit un groupe, nous dirons que le système 
transitif X f est complet. Les conditions analytiques, pour qu'il en soit 
ainsi, sont (£<£,·/, X/;f) = o, c'est-à-dire d'après les expressions (20) 
des Xif, les équations, dont la forme est bien connue, 

· * · ! ! u), ..., CL" | (^j)o, · · · · ()0] 

Elles expriment, naturellement, la condition pour que le système 
d'équations aux différentielles totales, associé au système XJ — o, 

(34) (lak= k'l
h

ah dx
h 

soit complètement intégrable. 
Remarquons, d'.autre part, que, d'après le n° 5, les équations (32), 

étant un cas particulier des équations [(8), (9)], doivent être linéaires 
homogènes par rapport aux a' et aux h'. Donc, les invariants

 t
T/( 

doivent pouvoir être choisis linéaires et homogènes, 
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Cela résulte de la forme linéaire homogène des X,f> On le vérifie, 
par exemple, en cherchant un invariant des JE,·/ de la forme 

(35) J =/;*(.·■/■·)ak. 

Cela donne les conditions 

(36) + Λ ■'/,/?/· = ο. 

qui s'intègrent par l'intégration du système homogène 

/" \ ()f Κ II 

dont les conditions d'intégrabilité sont précisément les équations (33). 
On remarquera, du reste, qu'il est l'adjoint du système X,f =0 et 
aussi que ses premiers membres donnent la transformation des élé-
ments de gradiencc qui correspond aux. XJ. 

Les systèmes transitifs complets sont donc caractérisés par Γ existence 
de η invariants linéaires indépendants : 

( 88) n' — 11 )..... ,i:
n

) ak 0u lé = ré,. (.χ,, . ... xn) <1χι·. 

Il en résulte que tout système transitif complet laisse invariante une 
infinité de formes quadratiques différentielles g ,-j dxj dxj, dont l'expres-
sion générale est, avec les notations ci-dessus, Cjjii'u·', les c,·,· étant des 
constantes arbitraires. La théorie précédente conduit donc à des géo-
métries riemanniennes. La réciproque sera étudiée plus loin (§ II, n° 13). 

Les équations (30) montrent, de plus, que si Xf est symétrique 

( Λ u
ih
 = Λ jjj,·), on a 'y1' = ·— ? de sorte que ce cas est celui où les exprès-

sions de Pfafï u' invariantes sont des différentielles totales exactes, 
u''— doi(x

t
, . . .,x

n
). 

Si l'on prend alors les = ...,x
n
) pour nouvelles coor-

données ponctuelles, le système Xf se réduira à la forme ζ' —■< où les 

composantes des éléments linéaires dz, ne figurent plus, et le parallé-
lisme est alors euclidien (si l'on inLerprète les coordonnées s,· comme 
des coordonnées cartésiennes), puisque ces composantes demeurent 
constantes par les transformations du système. Les formes quadra-
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tiques invariantes sont ainsi devenues également du type euclidien 
ds* = Cjjdzidzj, les c-,j étant constants. 

Les systèmes transitifs symétriques et complets sont donc réductibles 

au type euclidien (^XJ'— ~, X f = of ^ par un changement de coor-

données convenablement choisi. 

La réciproque est évidente, les deux propriétés de symétrie etd'inté-
grabilité étant invariantes (n"o)par les changements de coordonnées. 

8. Systèmes transitifs ponctuels. — Dans un système Xf peuvent 
figurer des transformations ponctuelles prolongées. Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut que les ζ' soient choisis de manière à satisfaire aux condi-
tions [n° 2, équation (6)] 

(3ç)). Α/ίΐξ7' dxi — d f. 

Le cas ne se présentera donc pas, en général. Si toutefois ces équa-
tions (3p) sont complètement intégrables, leur solution générale sera, 
en raison de leur caractère linéaire, de la forme 

- — c-j ■ 

les Cj étant η solutions à déterminant non nul et les C, étant des cons-
tantes arbitraires. Il y aura donc η transformations ponctuelles, 
Xjf—%f^> qui, prolongées, feront partie du système Xj\ et elles 
suffiront à le définir. Toute autre transformation ponctuelle appar-
tenant kXf sera de la forme CyX,/, les C, étant des constantes. Nous 
dirons, dans ce cas, que Xf est un système transitif ponctuel. 

Les équations (3p) ne diffèrent, du reste, des équations (3/j), les 
inconnues ξ7' remplaçant les inconnues ah, que par l'intervention des 
indices inférieurs dans les coefficients A,7î. On conclut donc que, pour 
qiûun système Xf soit un système ponctuel, il faut et il suffit que son 
réciproque soit complet. 

Pour préciser la liaison entre deux tels systèmes, supposons que Xf 
soit complet et soit u', équations (38), ses invariants. L'identité 

(4o) rf/=«'. YJ, Y e=n
J

i
f

j 
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définit η transformations infinitésimales ponctuelles X,f. Elles font 
partie du système transitif (ponctuel) 

(41) yf = 

car //'(0) indiquant qu'on a remplacé clans a' les dx
{
 par 8#,·, on a, 

d'après (4°), 
of — /è(β). Ύ,-f 

et, par suite, 
·}//="'(*) YJ·"/ 

(notations du nu 2). 
Ceci posé, prenons les u' comme variables à la place des dx

t
 dans f : 

on obtient Xf= of puisque les u! sont des invariants de Xf. Reve-
nons ensuite aux variables dxj : il suffit de se servir des formules, tirées 
de (40), 

clxj — Ui.Ylj , 

et d'appliquer aux deux membres l'opération Xf. Cela donne 

X clxj = n'. Xr/j = al. or^, 

puisque Xu' = ο. 11 vient donc la formule 

( ί ■2 ) X f — of H- «' (d). οτή , 

qui se déduit de (41) par l'échange de d et de 0 dans le coefficient 

de-4L. 

On voit donc que Xf et °$f sont réciproques, c'est-à-dire que °$f 
n'est autre que le réciproque X0f de Xf. 

EN RÉSUMÉ, si les u' sont les invariants linéaires d'un système tran-
sitif complet Xf, l'identité (4o) définit les transformations ponc-
tuelles Y,-f appartenant à son réciproque (qui est alors ponctuel), 
et inversement, si les Y,·/ appartiennent à un système transitif ponc-
tuel ^jy, l'identité (4o) définit les invariants u' du système réci-
proque (qui est alors complet). 

9. Systèmes complets ponctuels. — Si Xf est à la fois complet et 
ponctuel, il résulte de ce qui précède qu'il en est de même de son réel·-
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proque. Conformément aux notations du numéro précédent, sup-
posons que celui-ci, 'YJ/, soit défini par les transformations ponctuelles 
prolongées Y,1/. Comme il est complet, il contient aussi les trans-
formations (YV'7; Y y1/). Or, celles-ci sont les prolongements des 
transformations ponctuelles (Y//, Y//)? et, comme toute transfor-
mation ponctuelle de 'Y)/est une combinaison à coefficients constants 
des Y/,/? on a des identité^ à coefficients c'}. constants 

(43) (Y//. Y//) = 4 Y*/· 

Donc, tYj/ est issu d'un groupe continu fini, simplement transitif, 
Y</, ..., Y,,/, et, de même, son réciproque dE/est issu d'un groupe 
continu fini, simplement transitif, X^/, ..., Χ,,/. 

On va constater que ces deux groupes 

el Yif 

sont, au sens donné à ce terme par S. Lie, deux groupes simplement 
transitifs réciproques. 

Formons, en effet, le crochet des deux membres de l'identité (4o) 
avec la transformation Χ*/. On a, pour le premier membre, en 
utilisant l'identité (4o), 

\clj\ X*/) = </£ . — dii • ";Y,/= d* . -ï-i- Y,/ 

et l'on a, pour le second membre, 

( Y IJ\ X /,·/) — — X /.· · Y IF + ( Y IJ\ X /,·/) · 

On obtient ainsi l'identité 

\clj\ X*/) = </£ . — dii • ";Y,/= d* . -ï-i- Y,/ 

Le coefficient de Y,·/au premier membre est X/.'V; il est donc nul, et, 
comme les n' sont indépendants, on conclut que les coefficients des uL 

dans le second membre sont nuls. On a donc les identités 

. (Y,/,X,/) = o, 
qu'il s'agissait de vérifier. 
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EN RÉSUMÉ, tout système Xf qui est à la fois complet et ponctuel est 
issu (Vun groupe simplement transitif, et son réciproque qui est, lui 
aussi, complet et ponctuel, est issu du groupe simplement transitif réci-
proque du précédent. 

Rappelons que deux groupes simplement transitifs réciproques ont 
la même structure, et peuvent être considérés comme les deux groupes 
paramétriques de cette structure. On est donc ici conduit à la géo-
métrie des espaces de groupes, étudiée par M. Cartan. 

10. Trajectoires principales. — Toute courbe est trajectoire d'une 

infinité de transformations ξ' ̂  1 mais ses éléments linéaires ne sont pas, 

en général, les diverses positions que prend l'un d'entre eux par l'une 
quelconque des transformations ' 5Ε/ correspondantes. En d'autres 
termes, le système des éléments linéaires d'une courbe ne se trouve 
pas, en général, constituer la trajectoire, au sens de Lie, d'une trans-
formation d'éléments Xf. 

On dira qu'une courbe est une trajectoire principale du système 
transitif Xf, si, considérée comme lieu de ses éléments linéaires 
(convenablement précisés), elle constitue une trajectoire de l'une des 
transformations infinitésimales Xf. Cela revient à dire qu'il existe 
une transformation X/, vis-à-vis de laquelle les éléments linéaires de 
la courbe sont équipollents. 

La condition à remplir pour cela est que la courbe soit définie par 
des équations xt = oft), telles que le système 

( 44 ) = cpi( < ), dxk
 = φ'/. ( t ) clt, 

qui donne ses éléments linéaires soit invariant par une transfor-
mation 

%+? f+A^' · d?h jL·,, · 

Le système (44) devra donc avoir pour conséquences les équations 

ξ' = 9ί(0> % clxh = o"
/;
{t)dt. 

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. III, 1929. 3 2 
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En éliminant les ξ', on a les équations de condition 

ft, 0 = A / ? m. 

Les trajectoires principales de X f sont donc les intégrales du system:: du 
second ordre 

(45) jeih=^":n7ir 

La variable /, paramètre canonique du groupe X/ qui a l'ensemble 
des éléments (44) pour trajectoire, est, quand la courbe est donnée, 
définie à une transformation linéaire près, /'= α/ + β, à coefficients 
constants; elle peut être considérée comme mesurant la longueur des 
arcs de la trajectoire principale considérée (à partir du point t = o); 
l'unité de longueur reste arbitraire pour chaque trajectoire prin-
cipale. 

11 passe, par chaque point x'\ une trajectoire principale et une 
seule, langenLe en ce point à une direction dx' arbitraire donnée. 

L'ensemble des trajectoires principales ne dépend que des coeffi-

cients ^(A^-bA^) des formes quadratiques figurant aux seconds 

membres des équations (45). Les trajectoires principales sont donc 
les mêmes pour tons les systèmes transitifs qui ont un même système 
symétrique associé S'y [équation (2.5)|. Elles sont, en particulier, les 
mêmes pour un système X/ et pour son réciproque X0f· 

Si l'on se donne inversement un système (45), où l'on pourra sup-
poser que les A-

/t
 satisfont à la condition de symétrie Aj

t
= A^,·, on 

aura immédiatement le système transitif symétrique 

(46) tuf = of -h A)
/t
 oxi clx

h
 , 

qui a pour trajectoires principales les courbes intégrales de ce sys-
tème (45) donné. 

11. Transformations principales (Vun système transitif. — On peut 
appeler transformations principales du système X f celles qui ont pour 
trajectoires (au sens de Lie) des trajectoires principales du système. 
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La condition, pour qu'il en soit ainsi, est que le système 

(47) tlûC— ζ} ( X |. · · · 5 Xn ) tit, 

où l est une variable inaltérée par Xf, admette Xf. Les transfor-
mations principales sont donc définies par le système (de Kowalewski) 

(18) ?Î =
 A

Î"^' 

11 y en a donc dans tout système transitif, et l'on pourra même, en 
théorie, supposer que le système soit défini par η transformations 
principales; la transformation générale serait ainsi une combinaison, 
à coefficients arbitraires (fonctions des xl) de ces η transformations 
principales. Si celles-ci avaient pour symboles 

A; / 

on aurait, en désignant par λ) la matrice réciproque de la matrice 

Xf= λ/ ox
t

. Z/f. 

Remarquons que toute transformation ponctuelle qui appartient au 
système X/ est évidemment une transformation principale du système ; 
et que si X/ admet un invariant J(.t, , α', . . ., a'1), l'équa -
tion 

(49) jp,,, i-gj., CODSt. 

sera une intégrale première du système différentiel (45) des trajectoires 
principales. 

Si en particulier le système Xf est complet (n° 7), ses trajectoires 
principales seront définies par le système 

(5o) u\dxi—ÇJclt, 0= const., 

fourni par les invariants linéaires dé Xf. 
On a vu (n° 8) que, dans ce cas, le système ^f, réciproque à Xf1

 est 
ponctuel. Comme il a mêmes trajectoires principales que Xf, les 
transformations ponctuelles Y

t
·/ qui le définissent admettent pour 

trajectoires les trajectoires principales de Xf : celles-ci sont donc, 
dans leur ensemble, les trajectoires du système de transformations 
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infinitésimales C·'. Y,·/, les G> étant des constantes arbitraires. Il est 
facile de vérifier qu'en définissant ainsi les trajectoires principales, on 
retomberait sur les équations (5o). 

En ce qui concerne, dans le même cas, les transformations princi-
pales de Xf, on en a η, divergentes, par les formules 

(51) zi/=-n'Jæj 

si, conformément aux notations du n° 8, on a posé 

X/J-nJdn 

Enfin, si l'on considère le cas, plus particulier encore, des systèmes 
complets ponctuels (n° 9), il résulte immédiatement de ce qui précède 
que les trajectoires principales sont, dans leur ensemble, les diverses 
trajectoires de toutes les transformations infinitésimales, soit du groupe 
fini simplement transitif qui donne naissance au système, soit du 
groupe simplement transitif réciproque. 

12. Systèmes dérivés d'un système transitif. — Le crochet de deux 
transformations quelconques d'un système transitif^/, correspondant 
à deux choix arbitraires ξ'= οχ·,·, ξ' = o'eci des indéterminées £', fournit 
un système de transformations infinitésimales, — du type transforma-
tions locales considéré au n° 4 — qui est covariant à Xf, et que nous 
appellerons le système dérivé de Xf. 

Le calcul de ce crochet pour lequel les àr, et c'a?,· sont des indéter-
minées constantes (' ), est le suivant 

( 52 ) ( 0Xi. Xf, à'xj Xjf) = oxio'xj{ Xf, XjJ), 

(53) = 

avec 

/ Kf\ A /.· dÀ/Λ g, . y , /. . . It. 

• (') Si Pou traitait les oxi et 3'./;,· comme des fonctions desXi,<t:v
L
 = ξ'(.r), ο'χι — £'{*), 

le crocliet se composerait de la transforni'ation du système Xf correspondant à la 
partie ponctuelle et de 'a transformation X'f telle qu'elle est calculée 
dans le texte. 
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Le système dérivé a donc pour Symbole général 

( 55 ) X'f = à';
j)h

ox
L
o'x.ah &, 

ou, en introduisant les produits extérieurs, 

(56) [ èxi àxj ] = oxi d'x. — 0Xjd 'χ., 

( 57 ) &'J'= Kj\h [ J da'h jjj^y 

la sommation étant maintenant à effectuer relativement aux combi-
naisons [iy] des deux indices i et y. 

Sous cette dernière forme, on l'obtient facilement par le calcul 
symbolique suivant : on applique l'opération Xf au symbole Xf 
lui-même, avec les conventions 

(58) Xù.r-i— ο, ^ () cl v ~
0; §XiOXj= — dx/dxj. 

On doit mettre d'abord dans Xf les Sa?,· au dernier rang, les οχ 
nouveaux devant se placer devant eux. Voici donc le calcul : on 
part de 

( 5ç) ) Xf = of + A-h dxh 6xt y 

( 60 ) X A f/
t
 — ôA,·/, - oxj, X dxh ■=. Aj

s
 dx

s
 dxj. 

ce qui donne, pour le coefficient de j^-y 

dxj,. àxjèxi-h Aj/t Af dxx§x/dxh 

ou, en groupant les termes semblables et changeant à cet effet les 
lettres de sommation dans la seconde partie de cette somme, 

[(lêr
 + A

''
( A

"
J/l

 ) ^'
T/

 ̂ '
Τί +

 ^
 A'sA'1') Wj doL'h = Δ;ν

/|Λ

 [ o.Ti dx/} dx
h

. 

La justification de ce calcul.symbolique est donc acquise. 
L'interprétation de la transformation dérivée générale (55) résulte 

immédiatement de l'interprétation donnée par S. Lie pour le crochet 



25ο Ε» VESSÎ0Ï. 

cîe deux transformations infinitésimales quelconques. Si Ton désigne 
par S et Τ les deux transformations 

(61 ) S = X/. <5ί, Τ — Υ/.δί, 

on a, aux infiniment petits près d'ordre supérieur, 

(62) T-'S-'TS-^y, Yf)0/2. 

Dans le cas actuel, 

(63) XfM = æ,f. ( :°-£ ). 3/. y/ . St = Xif. ; 

et la suite des déplacements infinitésimaux du point x1', correspondant 
à S, T, S-1, TM, le ramène à sa position initiale (les infiniment 
petits d'ordre supérieur au second devant être négligés), de sorte que 
ce point a décrit, en définitive, un circuit infiniment petit (parallé-
logramme infinitésimal) dans le plan des deux éléments et 8'a?.* 
L'opération X'f.ot- exprime donc la déformation qui résulte, pour 
le système des éléments linéaires issus d'un même point, des modi-
fications successives produites par l'opération infinitésimale Xf au 
cours de ce cycle : chaque élément étant transporté, suivant la loi 
donnée par 3C/, lorsque le point origine se déplace dans la direc-
tion oxi qui détermine Xf. Cette déformation finale est donc donnée 
par la transformation locale (67), qui ne dépend, comme on le voit, 
que de l'élément plan [&r

t
 oxf dans lequel le cycle est décrit. 

Si cette déformation est identiquement nulle, tout cycle, infiniment 
petit ou fini, ramène en place chaque élément linéaire; et l'on est dans 
le cas des systèmes transitifs complets et de l'équipollence absolue 
(nos 6, 7). 

Remarquons qu'on peut, du dérivé X'/, déduire un second 
dérivé X"f, en formant le crochet de la transformation Xf, écrite avec 
des caractéristiques 0", avec X1/, c'est-à-dire en appliquant l'opération 
symbolique X/, utilisée plus haut pour former X'f, à la transformation 
X'f déjà obtenue; et ainsi de suite. 

Les diverses transformations ainsi obtenues serviraient à résoudre 
le problème de l'équivalence des systèmes transitifs vis-à-vis du groupe 
ponctuel. Nous y reviendrons plus loin (n° 20) dans le cas particulier 
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des systèmes symétriques qui dominent la théorie des géométries 
riemanniennes, théorie dont nous allons nous occuper maintenant, 
en nous plaçant au point de vue des transformations infinité-
simales d'éléments qui leur sont naturellement associées. 

II. — Sur la géométrie de Riemann. 

15. Le groupe du ds2 fondamental. — La géométrie de Riemann 
repose sur l'introduction d'un ds2, forme quadratique différentielle 

( f>i ) ds- = 1= gr, d.i'i dxj, 

qui permet de définir la longueur d'un arc de courbe et l'angle de 
deux courbes concourantes. Elle équivaut, en fait, à l'étude du groupe 
de transformations d'éléments qui laisse cette forme invariante; car 
ce groupe, comme nous le verrons, suffit à déterminer la forme 
considérée. 

On se rend compte aisément de la nature de ce groupe en réduisant, 
algébriquement, Σ à une somme de carrés 

(65 ) Σ = uh nk. uh ~ a'/ d.xh 

et en prenant les expressions de PfafT uh comme variables nouvelles 
à la place des dx

t
. Les transformations infinitésimales d'éléments, qui 

laissent Σ invariante, sont ainsi ramenées à la forme 

(66) ξ'(.χ.·,, ..., ·«*) + L/;O n · · · > ; 

et les conditions pour l'invariance sont 

(67) \}<j
l
uhuk— ο ou Uji-t-Uf''= o. 

Les transformations cherchées sont donc des combinaisons linéaires 
arbitraires, à coefficients fonctions des a?'·, des transformations 

<«) n»/= 

Réciproquement, toute forme quadratique 

(19 ) 
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admettant ces transformations, satisfait aux conditions 

-<70) m=°· 

et est, relativement aux variables uh, une fonction de Σ = ιιηιιι'·
>
 car 

les η — ι équations 

a Ù-a dt"=° L« = I>2> ···>(" — ')] 

forment un système complet et tous leurs invariants sont, dès lors, 
fonctions d'un seul. 

On conclut donc que le groupe (68) n'admet pas d'autre invariant 
quadratique que Σ et les formes mS qui s'en déduisent en multipliantX 
par un facteur m constant : remplacer Σ par mΣ revient à changer 
l'unité de longueur; et il est donc juste de dire que la géométrie 
considérée est définie par le groupe (68). 

Reste à revenir aux variables dxi. 
Pour les Τ,·/, qu'on peut grouper ensemble dans la combinaison 

(71) Xf — ûxt. Ύ J. 

le calcul a été fait au ne 8, et donne, avec les notations adoptées alors 
[équation (42)]> 

7 2 

Pour les dlMf qui constituent ce qu'on peut appeler le groupe de 
rotation de Σ, il est plus simple d'éviter le changement de variables 
en remarquant les solutions évidentes 

J " 1 à dxi à dxj îî à dxj à dx t ' 

qui, étant au nombre de —— indépendantes, peuvent remplacer 

les dluj. 
On peut, de plus, réunir ensemble les d!,y/dans le symbole invariant 

général 

(74) . . dif = ÔX;à'xJ.ôiijf= [dx
t
dxy]û{[iA/, 
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OU 

(75) 6lf~ - ——Û.X'i · , ·( VXj ——-o'x'i · -r-f- &P/. 

Remarquons, d'autre part, les combinaisons suivantes, qui peuvent 
remplacer les (Kyf, 

(
7
0) 2«

=
 (^3^

(
)<te/, 

les g·7' étant le système de coefficients réciproque de celui des gij. 

14. Systèmes de parallélisme. —La formule (72) donne, pour chaque 
décomposition de Σ en carrés, un système transitif complet laissant Σ 
invariante; et, par conséquent, un mode de parallélisme absolu 
(n° 6) conservant les longueurs et les angles des éléments linéaires. 

On obtient ainsi tous les systèmes transitifs complets qui laissent Σ 
invariante; car tout système transitif complet se met (n° 8) sous 
la forme (72), où sont mis en évidence ses invariants linéaires n', et 
les seules formes quadratiques invariantes par le système sont les 
formes à coefficients constants (n° 7) Cjjii'u'. Si donc (72) laisse 
Σ invariante, c'est que Σ est de ce type; mais on peut supposer que Σ 
est de la forme, plus particulière, u'u', puisqu'il est loisible de 
remplaçer les invariants u', dans la formule (72), par des combinaisons 
linéaires à coefficients constants de ces u'\ et que cela permet de 
réduire Σ = C/y/i'V à la somme u'u' des carrés de η telles combi-
naisons u' = K/IL'. 

EN RÉSUMÉ, tous les systèmes transitifs complets laissant Σ invariante 
sont donnes par la formule générale (72), où les formes de Ρfaff u' sont 
les éléments d'une décomposition algébrique quelconque Σ = u'u' de Σ 
en une somme de carrés. 

Remarquons que le système transitif réciproque de Xf (celui-ci 
étant supposé défini comme il vient d'être dit) ne laissera pas, en 
général, Σ invariante; car il contient η transformations ponctuelles 
que Σ admettrait; et, en général, une forme quadratique différen-
tielle Σ = gijdxidxj n'admet pas de transformation ponctuelle. 

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. III, 1929. 33 
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Il y a cependant, entre autres, un cas remarquable ou la circons-
tance en question se présente : c'est celui des systèmes X/ complets 
et ponctuels, examiné au n° 9. Supposons en effet que nous soyons 
dans ce cas, et reprenons les notations des nos 8 et 9 : le système XJ' 
est issu d'un groupe simplement transitif X, /', ..., X,,/*, le système 
réciproque est issu, de même, du groupe simplement tran-
sitif Y,/, . .., Y „/, réciproque du précédent; et l'on a l'identité (4o), 
liant les Y,·/ aux invariants linéaires iil de XJ\ que je récris 

(77) >V=«'V,f, yj = r. i£r: 

.le récris également les formules de structure (43) 

(7*) ( Y//» Y//) = cfj y<·/·' 

Ceci rappelé, formons les crochets des deux membres de (77) avec 
YLf : le calcul, analogue à celui du n° 9, donne, Y)"/' désignant la 
transformation Y,·/prolongée et compte tenu de (78), 

(79) Vf)uk.Y
l
.f=iii(Y

i
f, Y//) = c'fjH'.Yji/]· 

d^où l'on conclut 

(80) Y ak=<:';jU'. 

Si donc on prend les u! comme variables à là place des dx
n 

les YJ-'y deviennent 

(«ο ' \ff=r,f+R,/, v=4"'^· 

On reconnaît dans les Εjj les transformations infinitésimales du 
groupe adjoint (Sophus Lie) de la structure cj. Or on sait (1) 
que ce groupe adjoint admet l'invariant quadratique 

( 82 ) φ ( u' ..., tik) = <ή
Ηc'j,.u' u', 

que le discriminant de cette forme est different de zéro si la 
structure c'jj est simple ou semi-simple, et quele groupe adjoint n'a pas, 

( ') Voir, par exemple. E. CARTAN, La géométrie des groupes de transformations 
(,Journal de Mathématiques, 4. 1927, p. 70, n° 66). 
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à un facteur constant près, d'autre invariant quadratique, si cette 
structure est simple. Or la forme (82) est l'une de celles que dT/laisse 
invariantes, et il résulte des formules (81) que / la laisse égale-
ment invariante. 

On conclut donc que toute structure simple ou semi-simple de groupe 
continu fini fournit un ds'1 invariant par les deux systèmes transitifs 
réciproques (complets et ponctuels), issus des deux groupes paramé-
triques de cette structure. 

L'étude des.géomélries riemanniennes particulières, auxquelles on 
est ainsi Conduit, est intimement liée à la théorie des groupes 
continus finis (1 ). 

lo. Le système transitif gcodésiquc. — En tant que servant à définir 
le groupe général du ds% les systèmes transitifs complets Xf du 
type (72) peuvent être remplacés par un système transitif quelconque 
laissant le ds2 invariant. La considération des géodésiques du ds- en 
fournit un, dont l'importance dans la géométrie riemannienne est 
fondamentale, car il équivaut à la dérivation tensorielle de Ricci et au 
transport parallèle que Levi-Civita en a déduit. Voici comment on y 
est conduit. 

L'intégration du système différentiel des géodésiques 

. d_( dx,\ ( /,· \ dxi dxj _ 

dans lequel les coefficients sont les symboles de Christofiel 

. d_( dx,\ ( /,· \ dxi dxj _ 

est équivalente à celle de l'équation aux dérivées partielles 

(85) o=c/= |^ _ j * j (*;=§')· 

Or il est bien connu que le système (83) admet l'intégrale 

(1) Ou sait que M. E. Cartan a consacré à cette étude toiite une série de beaux 
travaux, et que M. J.-A. Schouten y a aussi contribué. Pour la bibliographie qui s'y 
rapporte, je me permets de renvoyer au récent Mémoire de M. Cartan, publié dans ce 
Journal, 8, 1929, p. 1. 
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première Ζ — ghU
 ochx,. : cette forme Σ est donc un invariant de G/. 

Pour faire la vérification, on est conduit à mettre G/sous la forme 

(86) g§,/= j:_j 

et l'on a 

(
 8

? ) '
 C

J'i
5
 =

 <^j~
i

 X'h — 2 gh}X\ | '■], | x'lr 

Le coefficient de xkx'k dans cette expression est, pour k φ h, 

•(ΐ^'.Μ»]Μ*4ΐΗΐΒ· 
et, pour k = h. 

(86) g§,/= j:_j 

L'une et l'autre expression sont nulles identiquement. 
On conclut donc que les §,/sont des transformations infinitésimales 

d'éléments qui laissent Σ invariante; et l'on a le système transitif 
annoncé, que nous appellerons le système transitif géodésicjue du ds2 

considéré, 

(88) £/_àxi&f, £,·/_ ^ -1 IUi |<5Xidxn 

D'après les formules (84), les coefficients 

(8g) A
'
!}

' ~ | /λ} 

sont symétriques relativement aux indices i et Λ; on a donc là un 
système transitif symétrique; et, par conséquent, identique à son 
réciproque (n° 5). 

C'est, comme il est connu, le seul système transitif symétrique 
laissant Σ invariante. Pour le vérifier, il suffit de constater qu'il est 
impossible de choisir des coefficients pf tels que la transformation 
(fkl&

hl)ox
s
, formée en combinant η transformations quelconques du 

groupe des rotations de Σ, présente la symétrie en question. Comme 
on a Q>kl = — &//i, on peut aussi supposer 

(9°) Phi = — ?i% 
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et la transformation considérée s'écrit, en vertu de la formule (76) 
(n° 15) qui définit les 

P«ox‘dx\°'odïj) -

La symétrie cherchée exigerait donc 

(91) 9i"i = p'Jh ou, d'après (90), p&= —p£. 

La permutation circulaire (kls) multipliant le coefficient ph par 
(—1), on conclut, en la répétant trois fois, ph =— ρ^, ce qui prouve 
que les p*, ne peuvent être que nuls. La vérification est donc faite. 

. 16. Géodésiques et trajectoires principales. — Si Γόη compare le 
système (83) des géodésiques avec le système (45), qui définit en 
général les trajectoires principales d'un système transitif, on constate 
que les trajectoires principales du système gèodésique de Σ sont les géodé-
siques et que l'arc s peut remplacer, sur toutes ces trajectoires, 
la variable canonique t. 

En raisonnant comme à la fin du numéro précédent, on trouve 
immédiatement que la formule 

(92) ' xf=e,f
+9

faàx^! 

définit le système transitif le plus général laissant Σ invariante et 
admettant les géodésiques pour trajectoires principales, pourvu que 
ph ne change pas de valeur par la permutation circulaire (kls) de ses 
indices. 

Parmi les systèmes transitifs ainsi définis aucun n'est complet dans 
le cas d'un ds2 quelconque; car si l'un d'eux était complet, ses inva-
riants linéaires uJ fourniraient (n° 11) η intégrales premières (5o) du 
système différentiel de ses trajectoires principales, c'est-à-dire ici des 
géodésiques du ds2. 

Or il est facile de voir que l'existence d'une intégrale première 
linéaire du système des géodésiques équivaut à Vexistence dUine trans-
formation infinitésimale (ponctuelle) laissant le ds2 invariant (1 ). 

(*) Ce théorème connu peut être considéré comme une conséquence d'un théorème 
de Maurice Lévy. Voir, par exemple, WITTAKER, Treatise on the analytical 
dynamics. 
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Si, en effet, Σ admet une transformation ponctuelle 

T/ =9‘ J ihr.. 

on a, par hypothèse, l'identité 

(94) 9<~ + (W>~-=o.' 

ce qui équivaut, puisque le premier membre est homogène par rapporl 
aux différentielles, à l'identité 

( u5 ) 9' 1——r-r — ο, -η- — —-- .χ. 

où nous reprenons les notations du n" 115. 
La combinaison, obtenue en multipliant les équations des géodé-

siques, 

^ dV dx\ ' ûx\~0' 

respectivement par Θ; et sommant, s'écrit donc 

0 - e's s k+ iï; - s <)k) ' 

et,l'on a l'intégrale première annoncée 

(97) d7;=C0nHi' 

Réciproquement, toute intégrale première linéaire du système (96) 

peut s'écrire sous cette forme (97). En reprenant le calcul précé-
dent dans l'ordre inverse, on conclut que l'équation (p5) est une 
conséquence des équations (9G); et, comme elle est du premier ordre 
et homogène, cela exige qu'elle soit une identité. 11 en est, dès lors, de 

même de (94)? et Σ admet la transformation infinitésimale Τ 
Remarquons que l'intégrale première (97) exprime que la projec-

tion du vecteur 0', définissant la transformation infinitésimale, sur la 
tangente à une géodésique, est constante le long de cette géodésique; 
le mot projection étant entendu au sens de la géométrie riemannienne 
considérée. 
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Revenant aux systèmes transitifs qui laissent Σ invariante et ont les 
géodésiques pour trajectoires principales, on conclut du théorème 
précédent que l'un d'eux ne saurait avoir une intégrale linéaire sans 
que Σ admît une transformation infinitésimale ponctuelle, ce qui est 
un cas exceptionnel; et si l'un d'eux était complet, Σ admettrait 
η transformations infinitésimales ponctuelles divergentes, et, par 
conséquent, un groupe ponctuel (fini) transitif. 

Supposons que l'on soit dans ce cas, et reprenons les notations du 
n° 8. Xf est complet, ses invariants linéaires sont m1 , . . ., //", et l'on 
peut supposer que Σ = u'u'\ de plus, les équations u' — C'ds sont des 
intégrales premières du système des géodésiques. Cherchons la trans-
formation infinitésimale Τf qui correspond à l'intégrale uh. On a, 
d'après la formule (97), 

O'idnJ; — u1', 
c'est-à-dire 

■i'U,- e/t_ x h = k 

Or, d'après l'identité (4°)? on a 

'niU j~ Zh' 
Ou conclut donc 

0/=η£, Tf=Y/,f. 

Les transformations infinitésimales ponctuelles de Σ, qui corres-
pondent aux invariants de Xf, sont donc celles qui figurent dans le 
système réciproque *-})/de X/. 

On est donc dans le cas 011 Σ est invariante à la fois par X/supposé 
complet, et par son réciproque (cf. n° 14); et l'on voit que, dans ce 
cas, XJ et son réciproque /, qui est ponctuel, ont pour trajectoires 
principales les géodésiques de Σ; ces géodésiques sont les courbes 
intégrales du système iï=C'ds (les u' étant les expressions de Pfafï 
invariantes par Xf), et sont les trajectoires des transformations ponc-
tuelles qui appartiennent à (cf. n° 11). 

Enfin, dans le cas, plus particulier encore, où X/ est complet et 
ponctuel (n° 14), les géodésiques sont les trajectoires des transfor-
mations inlinitésimales de chacun des deux groupes simplement tran-
sitifs réciproques qui donnent naissance respectivement à Xf et à son 
réciproque ^J/; et l'on a, pour ces géodésiques, deux systèmes d'inté-
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grales premières linéaires iii=Aids et e'=B'ds, fournis respecti-
vement par les invariants pfafîiens des deux groupes. Le système 
transitif géodésique est, de plus (cf. n° 15), l'associé symétrique 
commun S/(cf. n° 5), de X/ et de <})/. 

17. Interprétation du parallélisme géodésique. — La considération 
des géodésiques permet de donner, de la variation infinitésimale 
imprimée à un élément linéaire par l'une quelconque des transfor-
mations infinitésimales du système transitif géodésique, l'interprétation 
suivante : 

Soit Ε un élément linéaire quelconque, d'origine M (coor-
données a?), et de composantes a', auquel on applique la transfor-
mation infinitésimale géodésique o/, où 

w a4=-|A)· 

Celle-ci déplace M dans la direction du vecteur D de composantes E':, 
et le déplacement a pour composantes i'ot. 

Toutes les géodésiques issues de M, dans toutes les directions 
a'u de l'élément plan défini par Ε et D, engendrent une surface S. 

Soit Γ celle qui part dans la direction de D : si Ton imagine l'élément 
linéaire variable A, dont l'origine décrit Γ, dont la longueur est cons-
tamment celle de E, et qui fait constamment avec F un angle égal à 
l'angle θ de Ε avec D, la variation infinitésimale de cet élément A, 
pour le déplacement ζ'et de son origine à partir de M sur Γ, a même 
partie principale que la variation correspondante de l'élément E. 

Comme ^./laisse le ds2 invariant, il déplace l'élément E de manière 
à conserver sa longueur; de plus, puisque nous négligeons les infini-
ment petits d'ordre supérieur, nous pouvons supposer que §/ est une 
transformation principale, de sorte que sa trajectoire issue de M est Γ. 
Cèlle-ci est alors invariante par §/, comme multiplicité d'éléments 
linéaires, et l'invariance du ds2 entraîne ainsi la conservation de 
l'angle de E avec Γ. 11 suffira donc, pour justifier l'interprétation 
précédente, de montrer qu'il y a un élément linéaire A', dont l'origine 
décrit Γ, qui est constamment tangent à S, et dont la variation a 
même partie principale que celle de E. Ce sera l'élément A lui-même. 
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Effectivement, le système différentiel des géodésiques étant 

(99) ds ds '''■ ds ds ' 

les géodésiques qui engendrent S ont pour équations générales 

( 100 ) X /— ·£/· -4- sx/t. -{- — À ·
/(
 x'j x

jt
 . .., 

avec 

( 1 ο 1 ) χ). — i»aK <y/'— d-{-aktt, — gact'c/J. 

En remplaçant la variable s par la variable t = ms, ces équations 
s'écrivent 

(99) ds ds '''■ ds ds ' 

et représentent la surface S avec les deux paramètres t eL u. 
Considérons alors l'élément linéaire d'origine XA. et de compo-

santes 

(. ο3) γ = y.k + t \l;
/
, rjjé + . . . . 

Il est langent à S en son origine : si l'on fait /* = 0, cette origine 
décrit Γ, et l'on a, pour t = 0/, l'élément Λ annoncé 

( 1 o/|) X/· = xk -h ol ξ* -F- \k ~ ak -4- ôl.Ku
]h

c!ah 

Remarquons que cette interprétation pourrait se généraliser pour 
tout système transitif de transformations infinitésimales d'éléments, 
les trajectoires principales du système remplaçant les géodésiques 
du ds-. 

18. La courbure. — La considération du dérivé (n° 12) du système 
géodésique g/ conduit tout naturellement à la courbure riemannienne. 
Gardant les notations du n° 12, avec les expressions (89) des A'a, 
nous écrirons ce dérivé, ûCf — g'/, 

(ï°5) Xj = A*
>/t

 ôxi ô'xj dxh . 

Journ. de Math., lome VIII. — Fasc. Ill, 1929. 34 
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Les Δ J'y
 /t

 ne sont pas autre chose ici que les symboles à quatre indices 
\hkji) de Christoflel. 

Etant le crochet de deux transformations qui laissent le ds" inva-
riant, JC/possède la même propriété et appartient au groupe de rota-
tions du ds· (n° 15). C'est donc une combinaison à coefficients fonc-
tions des &■/, soit des ΰΐ,-j définis par les équations (73), 

(.<*» ''■/ = «jfc, - "'ôTû,' " = 7)^ 

soit des définis par les équations (7b), 

(107) [£'//'— ω'' dxj — oj/ dx
h
 JÎj- (i ). 

En se servant des identités, déduites des formules ci-dcssus, 

/ df 

on obtient immédiatement les expressions 

( ιn8) X/· = g»àî„ &r,6'.C/ff,= i*< «r,η'χ,β, ~-j-, 

( j 09 ) X/ = gn Δ J'/)/f OJ'I o'.Vj dxk (,)' — Δ//,/,/ d.L-i o'xj dx/, <>->', 

de sorte que l'on a les combinaisons en question : 

( 11 ο ) Kf= Δ| ';jl [ αVi ox,] ί*[/Λ], 

( 111 ) OC/ = Δ[;7],(/,/) [ oxL oxj~\ i2l/Al, 

dans lesquelles on a utilisé les notations du calcul tensoriel, en indiquant 

^1 ) Remarquons ici que les 10^' sont les dérivées partielles de la forme 

<} = gkh j)f ()f ^ (_i - gklρk ρhi 

corrélative de Σ, qui servirait à définir la propagation des ondes correspondant 
au ds- [surface d'onde Σ (α1, . .., a" ) = 1], et dont les géodésiques du ds- constituent 
les rayons. Sur ce point de vue de la géométrie riemannienne. qui est laissée de côté 
dans cet article, je renverrai à ma Note de 1918 : Sur la proposition par ondes et 
sur la théorie de la relativité générale (C. H. Ac. Sc. de Paris, t. 100. p. 34g). 
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par des crochets [... | les sommations qui correspondent aux diverses 
combinaisons des indices ainsi encadrés. 

On arrive à la notion riemannierine de la courbure en considérant 
la variation oY que subit, par le transport le long d'un cycle élé-
mentaire situé dans l'élément plan (ox,·, o'x,·), l'angle V de l'élément 
linéaire dx, transporté avec un élément linéaire d'x, resté en place 
{cf. n° 12). Appliquant l'opération JC/à la formule 

cmV='" rfr τ/ητ 

on obtient, puisque ds est invariant, | par la formule (io5)], 

- sin V oV = g„-jç. A
!m

 m, ο x, -j- , 

c'est-à-dire 

( 11 « ) — si η V o\ = Δ(/ι/,/. o.Vi ο x/ · 

Si le cycle, parallélogramme construit sur o.r, et sur o'&v, se confond 
avec le parallélogramme construit sur dxh et d'χ i, on a 

(ι i3) — sin V ds d's. ο Y Δ[,·/·|>(/
/
/! .[dx, d'x/'\.\' dx/, d'xf\; 

et l'on a, d'autre part, pour le carré de l'aire A du parallélogramme, 

( m -i ) /V- = sin- V. ds-. d's- = ghighj[ d;ct. dfx/][dxk d'x/\, 

d'où, par division, la courbure riemannienne 

κ — — — - Δί//ί·Ι/·/1 d'xj\\d.vL· d'x,] _ 

Si l'on prend JC/sous la forme (108), on obtient de même 

(116) Iv = ', σ, = glh dxh, σ, = glk d x/„ 

qui donne, pour le cas de la courbure constante, 

Δ'ή=· Κ = const. pour k=f, l—jt 

les autres Δ" étant alors nuls. Ce cas est donc celui où l'on a, d'après 
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(no) et (7/1), 

(ll7) xf=k.iKf, 

Κ étant une constante. 

19. Problèmes d'équivalence. — Si la courbure Κ est nulle pour 
tout élément [doc

t
 dxj], le dérivé JC/de Qf est identiquement nul, et 

réciproquement. C'est donc le cas où g f est complet, cl, puisqu'il est 
symétrique, c'est le cas où il est réductible, par un changement de 
coordonnées, à la forme non prolongée of (voir n° 7, in jirw), et où, 
par conséquent, le ds* est réductible à la forme euclidienne. 

D'une manière générale, la question de l'équivalence de deux ds2, 
par rapport aux changements de coordonnées, se ramène à celle de 
l'équivalence des symboles qui représentent les systèmes de transfor-
mations attachés à ce ds*. On aura à considérer successivement olf 
| formule (75)], puis g/ [formule (88) |, et les dérivés successifs 
de g/, dont le premier est X/[formule (io5)|. 

L'équivalence des dl/ associés respectivement aux deux ds* fournit 
les mômes équations aux dérivées partielles du premier ordre, définis-
sant les nouvelles coordonnées y·, — Φ/(λμ , que l'équivalence 
des ds* eux-mêmes. 

L'équivalence des deux g/donne, comme il est facile de le vérifier, 
toutes les équations du'second ordre résultant des précédentes par dif-
férentiation, c'est-à-dire les formules de Chrisloffel qui. donnent les 

expressions de toutes les dérivées secondes f · 

L'équivalence des deux dérivés (courbure) JCf dorme ensuite 
toutes les relations du premier ordre qui résultent des précédentes par 
difleren dation et élimination des dérivées troisièmes. Et ainsi de 
suite. 

Sans approfondir ces généralités, bornons-nous au cas de deux ds*, 
dont l'un est à courbure constante Κ non nulle. Comme on aura 
l'identité (117), dont les deux membres sont des covarianls du ds2, 
même identité devra avoir lieu pour l'autre ds2, qui doit donc être aussi 
à courbure constante K. 

S'il en est ainsi, l'équivalence des JC/résultera de celle des ûlf, 
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c'cst-à-dire que toutes les équations du premier ordre résultant de 
la diiïérentiation du système de Cliristoll'el et de l'élimination des 
dérivées troisièmes seront des conséquences des équations du pre-
mier et du deuxième ordre déjà écrites. Celles-ci constituent donc 

un système complètement intégrablc, formé de n^n ^ li équations 

du premier ordre et des équations qui donnent toutes les dérivées 
du second ordre. Le nombre des fonctions inconnues et de leurs 
dérivées, premières étant /*(//.-)-1), la solution générale dépend 

de ^ constantes arbitraires. Ainsi, l'équivalence a lieu et 

le ds- supposé doit admettre un groupe continu fini à ^1 ) para-

mètres. 
Les transformations infinitésimales de ce groupe, prolongées, feront 

partie du groupe infini de transformations d'éléments, introduit 
au πυ 13 par la condition de laisser le els'- invariant, et devront suffire 
pour construire les systèmes et ùlf relatifs à ce c/.y-. 

On aura un groupe ponctuel répondant à la question (1 ), en prenant 
le groupe de la quadrique 

( ι 18) ο ~ 0 — ,.v
t
;v

t
 H- ni. 

11 est défini par les transformations infinitésimales 

(119 γ- Χι X h ~r~ ? CCι ~Γ Χ-τ- ' 

qui, prolongées, donnent 

(120) 3C,f — -y- H XiXk -f- H (Xia'1 + alXk -γη. ? 

( 12 ■} w=χι ί - " ί+^ · 

Celles-ci laissent invariante la forme 

(122) 1— ~
f
j a

1
 a

1
 — ψ (Xitt1)-, 

(') Il est bien connu que les geometries non euclidiennes donnent les types de cls-
à courbure totale constante. 
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c'est-à-dire le ds2, 

( 123 ) ds- = dxi d.vi — ~1Q dO 

On obtient un système transitif de ceds'2 en formant la combinaison 

m όχι. X,f -ι- ( ./·/ <u· j — xi o.i'j ) f, 

puis, en divisant par 0, il vient 

(124) Cyf —of + xt 0Xi. a!1 + Xi a'. 0,r/, ) 

OU 

(125) Çif =df ~{Ô0.dx
h
 + ̂ .OX/,) ~J—. 

Etant symétrique, ce système est le système géodésique du ds'2. En 
prenant son dérivé «7C/' et calculant ôlf par la formule (74), on 

vérifie sans peine l'identité (117) pour Κ = — · 

20. Dériva lion lensoricllc. Identités de, Bianchi. — L'application de 
la transformation infinitésimale géodésique Ç /|n°15, équation (88) | 
aux formes différentielles, équivaut à la dérivation lensoriellede liicci. 
En effet, si l'on se donne un tenseur quelconque Cjjî'f, et si l'on 
applique la transformation 

( "6 ) */=? ( %, + Ai»
a

" si -
 A

 ><>P" 'L· ) 

à la forme différentielle 

ÎZ / 11«#. >•»/ st] ».( I ) ' • -IJh I I; il) „(2) 

en opérant successivement sur les coordonnées des divers éléments 
linéaires a et des divers éléments de gradienccρ, on obtient une forme 
de degré supérieur d'une unité 

ÎZ / 11«#. >•»/ st] ».( I ) ' • -IJh I I; il) „(2) 

et le système des coefficients C·'" constitue le tenseur dérivé du ten-
seur donné. On le vérifierait immédiatement. -
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Gomme application cle ce principe fondamental, nous nous bor-
nerons à montrer que les identités, dites de Bianchi, se présentent, 
dans notre théorie, comme une simple application de l'identité de 
Jacobi, systématiquement utilisée par Sophus Lie, 

(•«7) ( V.( V/, Z/)) + ( Y./·, (Z/, X/)) + (Z/, (X/, Y/))- o. 

Désignons, en effet, par §-,/et §.
a
/ ce que devient le symbole g / 

quand on y remplace la caractéristique de differentiation δ par 
d'autres caractéristiques δ< et oa; et posons, dans (127), 

x./' —: V/,/' */ = *./, &/=*./. 

Il vient, d'après la définition du symbole dérivé Χ/[ηυ18, équa-
tion ( 1 ο 5 ) |, 

(>«8) («./. &/) = *<,·.„ ϋ,·η.δ <·>Ί·>Ι·η £{
7ι

; 

d'où une formule de la forme 

(139) (v7/· (V/ι,Λ Ç/2/)) = 

et l'identité de Jacobi (127) donne 

(1*0) MU+MÎW+^0· 

En effectuant le crochet (129), on a appliqué la transformation infi-
nitésimale Ç f à la transformation infinitésimale (128); pour déduire 
de

 /(/la dérivée tensorielle Δ}Λ/(ί/, il faut donc lui ajouter les termes 
qui proviennent de l'application de <$.f dans le second membre de 
(128) aux ο, χι et aux ο.,Χι. 

Ce sont les sommes 

(•30 δο,Λ ;/+δ;·
ι/(

.\^=Δ^
α

Λ'
/
.-Δ;

λα
Λ

//
. 

Or, si l'on y permute circulairemcnt les indices /, i, j et si l'on ajoute, 
les sommes partielles se détruisent deux à deux. On conclut donc que 
la formule (i3o) entraîne les identités de Bianchi : 

('32) ^'jlM i + Ij — °' 

qu'il s'agissait d'établir. 


