
E. CARTAN
Groupes simples clos et ouverts et géométrie riemannienne
Journal de mathématiques pures et appliquées 9e série, tome 8 (1929), p. 1-33.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929_9_8__1_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929_9_8__1_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


JOURNAL 
D Ε 

MATHEMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Groupes simples clos et ouverts et géométrie riemarinienne 

PAR E. CARTAN. 

Dans des Mémoires récents ('), j'ai été amené à considérer de nou-
velles classes remarquables d'espaces de Riemann (espaces S) dont 
l'étude se lie d'une manière intime à la théorie des groupes continus 
simples et éclaire des points importants de cette théorie. Mes recherches 
sur ce sujet ont eu une double origine; d'une part, elles constituent 
une application intéressante des théories relatives à la géométrie des 
groupes de transformations^2); d'autre part, elles m'ont été suggérées 

(') Sur une classe remarquable d'espaces de Riemann {Bull. Soc. math., t. 54, 
1926, p. 214-264; t. bii, 1927, p. 114-i 34); La géométrie des groupes simples {A nnali 
di Matem., 4° série, t. 4, 1926-1927. p. 209-2.5G); Sur certaines formes riemanniennes 
remarquables des géométries à groupe fondamental simple {Ann. Ecole Norm.. 
'5e série, t. 44, 1927, p. 345-46"). 

(2) Voir E. CVRTAN et J. À. SCHOUJEN, On the Geometry of the Group-manifold 
of simple and semi-simple groups {Proceed. Amsterdam, t. 29, 1926, p. 8o3-8i5); 
E. CARTAN, La géométrie des groupes de transformations {Journ. Math., t. 6, 1927, 

p. 1-119). 
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Ί Ε. CΑΗΤΑΝ. 

par la résolution d'un problème particulier de géométrie riernannienne, 
où un rôle important était joué par les espaces de Riemann dont la 
courbure riernannienne se conserve par le transport parallèle (1 ). C'est 
en cherchant à déterminer tous ces espaces que s'est révélée l'impor-
tance géométrique des groupes continus simples*, en particulier j'ai 
montré que leur détermination revenait à celle des différentes formes 
réelles qu'est susceptible de prendre un groupe simple de structure 
complexe donnée. J'ai pu faire d'autre part une première étude topolo-
gique des espaces 3, permettant en particulier de déterminer, au point 
de vue de 1 'Analysis situs, le groupe de connexion des différents groupes 
simples ouverts : c'est là un problème qui n'avait jarnîtis été abordé. 
Enfin les espaces & ont une grande importance d'un autre point de vue, 
car ils fournissent une forme riernannienne remarquable aux différentes 
géométries qui ont, au sens de Klein, un groupe fondamental simple. 

Dans les problèmes, de nature assez variée, qui se sont ainsi pré-
sentés, il s'est trouvé quelques théorèmes importants que j'ai vérifiés 
pour chaque structure simple particulière, mais dont je n'avais pu 
réussir à mettre en évidence la raison profonde. Je me propose dans ce 
Mémoire de revenir sur ces théorèmes fondamentaux et d'en donner 
une démonstration générale. Il résultera de là non seulement que la 
théorie des espaces 3 reposera sur une base logique beaucoup plus 
satisfaisante, mais encore que les calculs souvent pénibles que j'ai 
été obligé de faire peuvent être réduits énormément; bien plus, le 
long Mémoire dans lequel j'ai déterminé toutes les formes réelles de 
groupes simples (3) pourrait maintenant être réduit de 90 pages à 
une vingtaine. 

La première partie de ce Mémoire est consacrée à une étude som-
maire des groupes clos. C'est M. H. Weyl qui a montré le premier la 
grande importance de la distinction entre groupes clos et groupes ouverts. 
Dans cette première partie, je n'utilise que les théorèmes les plus élé-
mentaires de la théorie des groupes et ne suppose rien sur la théorie des 
groupes simples. Dans la seconde partie, je donne deux démonstrations 

(2) E. CARTAN el J. A. SCHOUTEN. On Riemannia'n Geometries admitting an 
absolute parallelism (Proceed. Amsterdam, t. 29, 1926, p. 933-9/J6). 

(2) Les groupes réels simples finis cl continus (Ann. Ecole Norm., 3e série, t. 31, 

1914, p. 2.63-355). 
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générales d'un théorème que j'avais vérifié pour chacune des grandes 
classes de groupes simples, d'après lequel le groupe adjoint mixte d'un 
groupe simple ouvert est identique au groupe des isométries de l'es-
pace & correspondant; la scconçle démonstration va beaucoup plus 
loin que la première, car elle montre que les sous-groupes clos d'un 
groupe simple ouvert sont tous contenus (à une transformation près 
du groupe adjoint continu) dans un môme sous-groupe du groupe 
donné; cette démonstration utilise un théorème remarquable de géo-
métrie ricmanniennc. Je déduis de là la détermination de quelques-uns 
des nombres de Bctti du domaine d'un groupe simple ouvert. Dans 
la troisième partie, je démontre a priori que la détermination des 
formes réelles des groupes simples revient à la recherche des isomorphics 
involutives de la forme close correspondante et par suite que la déter-
mination de ces formes réelles et celle des espaces & sont deux pro-
blèmes équivalents. Enfin dans la quatrième partie, j'applique le 
théorème précéclenl à la détermination effective des formes réelles des 
quatre grandes classes de groupes simples. 

I. — Les groupes clos. 

1. Etant donné un groupe de transformations G fini et continu, 
engendré par r transformations infinitésimales indépendantes X,, 
V \„ on peut appeler voisinage d'une transformation S de ce 
groupe l'ensemble des transformations obtenues en multipliant S par 
les différentes transformations engendrées par la transformation infini-
tésimale 

X| H- (.„ \.j -i-.. . -+- erXr, 

ou les coefficients ec2, . . ., e
r
 prennent toutes les valeurs inférieures 

en module à un nombre iixe. 
Une transformation S de G sera dite limite d'un ensemble infini de 

transformations du groupe si, dans tout voisinage de S, il y a une 
infinité de transformations de l'ensemble. 

Un groupe G sera dit clos si tout ensemble infini de transfor-
mations du groupe admet au moins une transformation limite appar-



4 Κ. C.\RTAN. 

tenant au groupe ('). Dans le cas contraire le groupe est. dit ouvert. 
Dans le plan le groupe des rotations autour d'un point fixe est clos, 

celui des translations parallèles à une droite fixe est ouvert. Cet 
exemple est très instructif. En effet les deux groupes énoncés ont la 
même structure infinitésimale; mais l'isomorphisme n'est que local et 
ne sJétend pas au domaine complet des deux groupes; les constantes 
de structure d'un groupe ne suffisent donc pas pour décider si le 
groupe est clos ou non. 

2. Un exemple simple de groupe clos est fourni par le groupe (con-
tinu) de toutes les rotations autour d'un point fixe dans un espace 
euclidien à un nombre quelconque de dimensions. Soient en effet 

(i) x\ z=z^ji
lk
x

k
 (/ = !.«, //) 

les équations d'une substitution orthogonale à η variables. Les coeffi-
cients a;,· sont définis par les équations 

Î2a^=l' 

(2) 

Î2a^=l' 

Dans l'espace à η2 dimensions de coordonnées a;j, les équations (2) 
définissent une variété algébrique dont tous les points sont à distance 
finie (la variété est tout entière située sur une hypersphère de 
rayon \Jn). Cette variété algébrique peut se décomposer (et se décom-
pose effectivement) en plusieurs autres dont l'une forme le domaine 
du groupe orthogonal continu. Elle est évidemment close, car tout 
ensemble infini de points de la variété a au moins un point limite dam 
Γ espace, et ce point limite est sur la variété elle-même, en vertu de la 

(') Il importe de remarquer que dans le domaine représentatif d'un groupe, il n'y a 
que des points intérieurs; c'est pour cela que j'emploie le mot clos plutôt que le mot 
fermé. L'ensemble des points intérieurs à un cercle ou sur la circonférence de ce 
cercle est fermé, mais il n'est pas clos. 
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continuité des premiers membres des équations (2). Le raisonnement 
repose ici sur la propriété de la variété d'être algébrique et bornée. 

Si le groupe orthogonal complet est clos, cela ne veu t naturellement 
pas dire que tout groupe orthogonal soit clos. Un exemple simple est 
fourni, dans l'espace à quatre dimensions, par le groupe à un para-
mètre t représenté par les équations 

f x\ — x{ cos at — χ» sin α/, 

\ χ'„ — χ. sinrt/.cosa/, (3) 
j χ.Λ = χ, cos υI — χκ si ηϋί, 

\ χ\ — χ·
Λ
 sin bl -t- χ

κ
 cos ht., 

où a el b sont deux constantes incommensurables entre elles. 

3. Il existe une condition nécessaire simple pour qu'un groupe de 
substitutions linéaires soit clos : c'est que les coefficients de la substitu-
tion générale du groupe soient bornés. Il en résulte une conséquence 
importante relative aux racines de l'équation caractéristique de la 
substitution infinitésimale génératrice 

a ι A.| -f- A, h~ ... H- f 1· A /· 

du groupe. En effet soit ω une de ces racines ('); par un changement 
fixe de variables on pourra s'arranger pour que l'une des équations 
de la substitution du groupe à un paramètre engendré par la substitu-
tion infinitésimale considérée soit 

rrr .r, ; 

si donc ω a sa partie réelle différente de zéro, les coefficients de la 
substitution ne peuvent pas rester bornés. Il faut donc que toutes les 
racines de l'équation caractéristique soient nulles ou purement imagi-
naires (2). En particulier il faut que la forme quadratique en eu e>2,..., 
c,. qui donne la somme des carrés des racines de l'équation caractéris-
tique soit définie ou semi-définie négative. 

(') Gela veut dire qu'il existe une combinaison linéaire ξ des variables dont l'accrois-
sement infinitésimal soit égal à ωξ. 

('-) Il faut en outre que si ω est racine multiple d'ordre ρ, cette racine annule tous 
les mineurs d'ordre ρ du premier membre de l'équation caractéristique. 



6 Ε. CARTA.N. 

Cette condition est évidemment réalisée pour un groupe ortho-
gonal réel. 

4. Application au groupe adjoint d'un groupe continu. — lîtant 
donné un groupe continu G à paramètres réels, le groupe adjoint 
continu Γ de G est celui qui indique comment les transformations S,

(
. 

de G sont transformées entre elles par une transformation particu-
lière S„ : 

S -—S-1 s s · 

si Ton se borne aux transformations S* infinitésimales, Γ devient un 
groupe linéaire, dont les opérations s'appliquent aux coefficients x-

t
 de 

la transformation infinitésimale générale du groupe G. Les 
transformations infinitésimales génératrices de Γ sont 

(1) lì,-

en désignant par cn
ih

 les constantes de structure du groupe G. 
Considérons la forme quadratique φ(e) qui donne la somme des carrés 

des racines de l'équation caractéristique de la substitution infinitési-

male^e/E, : 
i 

(a) y(e )= ^ eieicUch Cjuu· 

Pour que le groupe adjoint Γ soit clos, il est nécessaire que cette Jorme 
soit définie où semi-définie négative. 

5. Si le groupe G est clos, il est clair que le groupe Γ l'est aussi; car 
à une transformation de G correspond une transformation et une seule 
de Γ; par suite si tout ensemble infini de transformations de G admet 
une transformation limite appartenant à G, la même propriété aura 
lieu a fortiori pour Γ. Mais la réciproque n'est pas vraie, à moins qu'à 

une transformation de Γ ne correspondent qu'un nombre fini de trans-
formations de G; dans ce dernier cas, on démontre facilement que la 
propriété du groupe Γ d'être clos entraîne la même propriété pour G. 
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En définitive, si la forme <p(<?) relative à an groupe G est indéfinie, le 

groupe G est, ouvert. 

6. Dans le cas où la forme o(e) est définie, le groupe G est clos; ce 
théorème fondamental, dû à M. H. Weyl, est à la base de sa théorie 
de la représentation linéaire des groupes semi-simples ('). On peut 
montrer directement, sans avoir recours à la théorie des groupes 
semi-simples, sinon que le groupe G, du moins que son groupe 
adjoint Γ est clos (a). 

Remarquons d'abord que si ω est racine de l'équation caractéristique 

relative à la transformation infinitésimale^^X,, cela signifie qu'il 

existe une transformation infinitésimale Y satisfaisant à la relation 

YWyi 

toute substitution linéaire effectuée sur les transformations infinitési-
males du groupe G et qui conservera ses constantes de structure (subs-
titution isomorphique) laissera donc invariantes les racines ω, et par 
suite la forme o{e). 11 en sera ainsi en particulier des substitutions 
linéaires de Γ (ϋ). Or on peut réduire la forme définie φ(<?) à une 
somme de carrés 

(3) φ(β) = ± (<?■■·+eç-h. . . + <?;:)· 

11 en résulte que le groupe Γ peut être supposé orthogonal, ce qui 
se traduit par les relations 

r//;h -+" ('ihk —- Ο 

entre les constantes de structure. Ces constantes jouissent par suite 

(') H. WEYL, Théorie cler Darstellung, kontinuierlicher halh-einfacher Gruppen 
durch lineare Transformalion.cn (Math. Zeitschr.. i. 23, I9*i5, p. 271-309; t. 24, 
1925, p. 3a8-3g5). 

(2) Ce théorème, qui sert de point de départ à M. Weyl, est énoncé par lui sans 
démonstration (loc. cit.. p. 377). 

(3) La vérification par le calcul de cette propriété se trouve dans ma Thèse : Sur la 
structure des groupes de transformations finis et continus, th. II. p. 27 (Paris, 
Nony, 1894). 
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de la propriété de se reproduire, avec ou sans changement de signe, 
suivant qu'on effectue sur leurs trois indices une permutation impaire 
ou paire. La forme (2) de φ(β) montre alors que les coefficients des 
termes carres sont négatifs, et l'on a 

(4) 2
 C

'
kh
 " '

! 2',ΧΛθ/Χ·Α= ο [i yi j). 

k,h k,h 

11 faut donc mettre le signe — dans la formule (Ύ). 

7. Nous allons maintenant montrer que le groupe Γ esL le plus grand 
groupe continu de substitutions isornorphiques de G (' ). 

Remarquons d'abord que toute substitution isomorpbique de G est 
orthogonale, d'après la remarque faite plus haut. Si les équations 

biiXk 

représentent une telle substitution, les coefficients by sont déterminés 
par les relations 

( 5 ) 2 b)
%l

 Ιμ/ = 2 bkP Q/p ( i} j) />' = r, ...,/')» 

qui définissent une variété algébrique. Le plus grand groupe continu 
de substitutions isornorphiques est donc engendré par des substitu-
tions infinitésimales. Pour les avoir, donnons, dans les équations (5), 
aux quantités bu des valeurs 1 Η-γ« infiniment voisines de 1, et aux 
quantités bfj(i ̂ j) des valeurs infiniment petites γ,-y. Nous avons du 
reste 

*///— y <7+ y/i= °-

Nous obtenons alors 

2 cVk yn + ('iu yu — «αϊ y ki — o, 

(l) Ce théorème est démontré dans ma Thèse (p. n3) comme conséquence de la 
théorie générale des groupes semi-simples. 
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ou, plus symétriquement, 

( 6 ) 2<'jL· γα -ι- <Ίώ. γ/ι -+- <ί/ι γα — ο. 

Multiplions par cjkh
 et sommons par rapport aux indices j et k\ 

nous obtenons, en tenant compte de (4) et effectuant dés changements 
d'indices de sommation, 

y/i+ 2 (f-iW/i )k — ('ijk ('lkh ) γ /1 = o. 

Or on a, d'après les identités de Jacobi, 

y/i+ 2 (f-iW/i )k — ('ijk ('lkh ) γ /1 = o. 

par suite 

γ λ -t- 2 Cm Ck
fr '/A ~ °-

Posons maintenant 
a

h
— 2 Ck/ΐγ/ΐ ; 

nous obtenons 
y

l7i

—2^/.·/,-,7, ; 

par suite la transformation infinitésimale considérée est une combi-
naison linéaire 2Û/,.Ea. des transformations infinitésimales du groupe 
adjoint. Ce dernier est donc bien le plus grand groupe de substitutions 
linéaires isomorphiques de G. 

Comme les coefficients de ses substitutions forment une variété 
algébrique (5) bornée, le groupe Γ est clos. 

Les groupes G dont la forme φ(<?) est définie sont les groupes semi-
simples unitaires (1 ). 

(l) M. H. Weyl démontre qu'ils sont clos pn montrant a priori que le domaine 
simplement connexe de recouvrement du groupe adjoint Γ ne recouvre ce dernier 
qu'un nombre fini de fois (loc. citp. 38o-38i). J'ai déterminé effectivement, pour 
chaque type de groupes simples unitaires, le groupe de connexion (fini) de Γ (Annali 
di Matem., 4e série, t. 4, 1926-1927, p. 2ii-a3o). 

Jauni, de Math., tome VIII. — Faso. I, 1929. 2 
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8. Cherchons s'il peut exister d'autres groupes clos que les 
groupes précédents. La forme sera alors semi-définie négative*, 
supposons qu'on ait 

© ( e ) — — ( e; -f-. . . f'x ) s /'. 

Les équations e., = .. . = <?, = ο délinissenl. un sous groupe invariant 
dont les transformations infinitésimales ont toutes leurs racines carac-
téristiques nulles et par suite sont échangeables avec toutes les trans-
formations du groupe. Désignons par i, j, . . . les indices 1,2, . . ., 

par α, β, ... les indices suivants. Une constante de structure différente 
de zéro ne peut avoir qu'un indice grec et elle est alors de la forme c//a ; 
les autres ont les propriétés de symétrie qui tiennent à l'invariance 
de la forme φ(<?) par le groupe adjoint; on aura en particulier les rela-
tions (/|). 

L'identité de .lacobi 

('ί/Ι rtk'j. + r jkl'~l'rj. f'kit Ο 

si l'on fixe l'indice a, est identique à l'identité (6), les quantités cij% 

jouant maintenant le rôle des γ/,·; il en résulte donc que, pour un indice α 
donné, on a des relations de la forme 

'7/a Ml-t'ijl·) 

et par suite 011 aura d'une manière générale 

'7/7. — α '7/7·· 

On a donc 
( x /X/) = Σ Ci

<
k
 (^

k+Σ m
·
x'· j ■· 

en posant 

Χ— X7-+- Y anXi, 

on voit que les transformations infinitésimales X,· engendrent un 
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groupe semi-simple unitaire d'ordre s. Par suite tout groupe clos se 
décompose en un sous-groupe simple unitaire et un ou plusieurs groupes 
à un paramètre. 

9. Les groupes linéaires clos. — Nous pouvons, en n'utilisant que 
des procédés de démonstration élémentaires, montrer que.« un groupe 
de substitutions linéaires est semi-simple unitaire, et si de plus il est irré-
ductible ou complètement réductible, il est clos. Le groupe G est dit com-
plètement réductible si les variables qu'il transforme peuvent être par-
tagées en un certain nombre de séries 

:V\» . . . , ■£/> > ,Y\} y il ...) y η ! 5,, . . . , . . . ; 

de telle sorte que les variables de chaque série soient transformées 
entre elles et que, dans chaque série, formée par exemple de h variables, 
il soit impossible de trouver des combinaisons linéaires indépendantes 
des variables en nombre inférieur à h et qui soient transformées entre 
elles par les substitutions de G. Le groupe G est irréductible s'il n'y a 
qu'une série de variables. 

Chaque substitution de G résulte de la juxtaposition d'un certain 
nombre de substitutions linéaires portant, la première, sur les 
variables χ,, . . ., xp \ la seconde, sur les variables y

{
, y.,, . .., yq, et 

ainsi de suite. Nous allons d'abord démontrer que chacune de ces 
substitutions partielles est de déterminant ι. 

En effet soit, en se bornant à la partie qui concerne les variables χ, 

ν V 

on a 
( \ / X j ) — ( α, /·ρ Λ/ρ h CLjk ρ flip h ,) -Χ,· Cijp Χ ρ ; 

ρ, Μ /,· 
on en dédujl 

Cijp Λρkk — ( Λ(·/φ Cljp/c Λ·//·ρ Λ/ρ/· ) — Ο. 

d'où, en multipliant par cijh et sommant par rapport aux indices ι et/, 

^ Uhkk— O. 
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Chaque substitution du groupe appartient donc au groupe linéaire et 
homogène spécial; elle a par suite son déterminant égal à ι ( '). 

Cela posé, soit Γ le groupe adjoint de G; en désignant par S$ une 
substitution arbitraire de G, les opérations T„ de Γ peuvent ctre définies 
par l'équation 

S
V
-S-'S

5
S„. 

A une opération S„ de G ne correspond qu'une opération T„de Γ; 
mais à une opération T,

t
 de Γ correspondront inversement autant 

d'opérations de G qu'il y aura dans Γ d'opérations correspondant à la 
substitution identique de G. Cela nous ramène à chercher combien il 
existe dans G de substitutions S„ échangeables avec tontes les autres 
substitutions S*. "9 

Prenons une de ces substitutions S,„ et considérons la manière dont 
elle transforme les variables x. Soit ω une des racines de son équation 
caractéristique*, il lui correspond un ensemble de combinaisons 
linéaires u des χ dont chacune se reproduit multipliée par ω. Toute 
transformation 8ξ de G changera une des combinaisons linéaires u en 
une combinaison linéaire des χ qui se reproduira également, multipliée 
par ω, si on lui applique l'opération S„; par suite le groupe G trans-
forme entre elles les quantités «; ce n'est, possible que si ces quantités 
sont au nombre de ρ : autrement dit l'opération S„ multiplie toutes 
les variables χ par un même facteur ω ; mais comme le déterminant de 
la substitution ainsi effectuée sur les χ est égal à ι, c'est que ω est une 
racine plhme de l'unité. Des conclusions analogues peuvent être formulées 
sur les autres séries de variables. Par suite il ne peut exister dans G 
qu'un nombre fini de substitutions échangeables avec toutes les autres. 
Le groupe G est donc clos, comme le groupe Γ qu'il recouvre un 
nombre fini de fois. 

10. Le théorème précédent s'applique en particulier à une catégorie 
importante de groupes orthogonaux. J'ai en effet montré, d'une 
manière élémentaire (2), qu'on peut choisir les transformations infini-

(') La démonstration suppose en réalité simplement que le groupe G est son propre 
groupe dérivé. 

(!) Bull. Soc. math., t. 54, 1916, p. *.>.55-9.37. 
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tésimales de base d'un groupe orthogonal de manière que ses cons-
tantes de structure ciJk se reproduisent, avec ou sans changement de 
signe, suivant qu'on effectue sur les indices une permutation impaire 
ou paire. Si donc le groupe orthogonal n'admet aucune transformation 
infinitésimale échangeable avec toutes les autres (transformation dis-
tinguée), la forme φ(^) correspondante, d'après (2), est définie néga-
tive. Par suite si un groupe orthogonal n'admet aucune transformation 
infinitésimale distinguée, il est clos. 

Il existe une autre classe de groupes orthogonaux clos, ce sont 
ceux qui sont irréductibles, au moins du point de vue réel : je veux dire 
que si η est le nombre des variables, on ne peut trouver p<^n combi-
naisons linéaires indépendantes à coefficients réels qui soient trans-
formées entre elles par le groupe. J'ai montré en effet (■) que le 
groupe G ne peut admettre au plus qu'une transformation infinitési-
male distinguée; s'il en admet une, η est pair et G se décompose en un 
sous-groupe invariant kr— 1 paramètres et un groupe à un paramètre 
défini par les équations 

.» | — «x■>/—-j COS / *£*>( s 1 il L j 

;jc[2j — sin t + (/=1,2, ...,// ). 

Le premier sous-groupe est clos, le second l'est évidemment aussi; 
par suite le groupe G lui-même est clos. Il rentre dans la catégorie des 
groupes considérés au n° 7. 

11. On pourrait essayer de démontrer que tout groupe linéaire 
semi-simple unitaire est clos en employant le même procédé de démons-
tration que celui qui nous a servi dans le cas où le groupe est complè-
tement réductible. Mais cela ne semble pas facile; du reste, c'est parla 
marche inverse (démonstration du théorème que tout groupe semi-simple 
unitaire est clos) que M. Weyl a démontré la réductibilité complète des 
groupes linéaires semi-simples. 

(') Bull. Soc. math., t. o4, 1926, p. M ο-φ· 
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II. — Les sous-groupes clos (Tua groupe simple ouvert. 

12. J' ai indiqué, dans le Mémoire précédemment cité du Bulletin 
de la Société mathématique de France, comment la détermination des 
espaces irréductibles dont la courbure riemannienne se conserve par le 
transport parallèle (espaces & ) est ramenée, à une exception près, à 
celle des formes réelles d'une structure simple donnée. Je me propose 
de donner ici la démonstration générale de certains théorèmes que 
j'avais été réduit à vérifier pour chaque structure particulière; cela 
nous conduira du reste à de nouveaux théorèmes intéressants. 

Tout espace & irréductible admet un groupe de déplacements 
simple (') (à part l'exception signalée tout à l'heure), et l'on peut 
prendre pour base infinitésimale de ce groupe des transformations 

\lr \,: X.v-RL, -Y,·:-,, ( .V -(- /I — /' ) 

jouissant des propriétés suivantes : 

ι" La forme <p(e) est égale à 

(6) ? ( e ) = - ( e'ï + · · · + e; ) + ε +., ■ + ci;t ) (e=±:i); 

2° Les crochets de deux des s premières transformations ou de deux 
des η dernières ne dépendent que des .v premières; les crochets d'une 
des s premières eL d'une des η dernières transformations ne dépendent 
que des η dernières. 

J'ai également démontré la réciproque, mais avec une lacune; car, 
pour que l'espace & obtenu soit irréductible, il faut que les s premières 
transformations Ε,, . .., E, du groupe adjoint, considérées comme 
opérant sur les coefficients . . ., des η dernières transforma-
tions, engendrent un groupe linéaire g irréductible : c'est ce que j'avais 
oublié de montrer. 

La démonstration est du reste facile. Supposons que le groupe g, 
qui est orthogonal, soit réductible; on pourra partager les η dernières 
transformations en deux séries, que nous désignerons respectivement 

(!) Bull. Soc. math.. I. ?>.v). mγ?.η. μ. iig. 
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par les symboles X«, X«j, . .·. d'une part; XM X,,., . .. d'autre part, de 
telle sorte que, i désignant un des indices ι, . . ., .v, on ait 

' (;) '-/αλ—Ο, · <.*&«== Ο. 

D'après la l'orme (6) de o(e), les constantes de structure conservent 
leur valeur absolue si l'on permute leurs indices d'une manière quel-
conque^, les relations (7) montrent alors que les crochets (X

a
X>)sont 

tous nuls. 
Considérons l'ensemble des transformations X/ échangeables avec 

toutes les transformations X>. ; supposons qu'elles se déduisent linéai-
rement de X1, . . ., Xh : nous leur réserverons les indices ; 
nous désignerons par k un quelconque des indices 1,2, . . ., .y. Cela 
posé, il est facile de voir que les transformations X, et X

x
 engendrent 

un sous-groupe invariant de G. D'abord les crochets (X,X).) et (X
a

X>.) 
sont tous nuls; en second lieu les crochets (X/fXa

) ne dépendent que 
des X

a
, et les crochets (X/.X,) ne dépendent que des puisqu'on a, 

d'après l'identité de Jacobi, 

( ( V.* i ) ) — 0. 

Enfin les crochets (\
a
Xp) ne dépendent également que des X/puisque, 

d'après l'identité de Jacobi, ils sont échangeables avec les Χ
Λ

. 
Le groupe G admettant un sous-groupe invariant, nous arrivons à 

une contradiction. 

15. Il résulte aussi de ce qui précède que, si l'on considère le 
groupe adjoint Γ de G, le sous-groupe g· correspondant est clos(n° 10), 
puisque c'est précisément le groupe linéaire orthogonal dont nous 
venons de démontrer l'irréductibilité. Mais cette conclusion pourrait 
tomber en défaut si nous considérions le groupe G lui-même, car le 
sous-groupe g correspondant serait un groupe de recouvrement du 
premier; il en serait par exemple ainsi si G était le groupe simplement 
connexe de la structure donnée et si le sous-groupe g admettait une 
transformation infinitésimale distinguée. Le théorème resterait cepen-
dant vrai si G était un groupe linéaire, car ce groupe linéaire étant, 
d'après le théorème de Weyl, complètement réductible, son domaine 
recouvre un nombre fini de fois celui de Γ ; par suite le domaine du 
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sous-groupe g de G recouvre un nombre fini de fois celui du sous-
groupe correspondant de Γ. 

L'espace & admettant Γ pour groupe des déplacements, le groupe· 
des rotations isométriques autour de l'origine, qui n'est autre que g, 
est certainement clos. 

Les considérations précédentes s'appliquent à un groupe simple G 
à paramètres complexes; on peut le regarder comme à paramètres réels, 
sa base étant formée de a/· transformations infinitésimales 

Χ,, X.,. ..., X/·*, / \,, .... ιX,·. 

dont les /'premières engendrent un groupe clos, et cela quel que soil 
le groupe de la structure infinitésimale donnée. 

14. Convenons de dire qu'un sous-groupe g d'un groupe simple 
ouvert G à paramètres réels est caractéristique si l'on peut choisir 
pour G une base 

Χ,, X, X,; Y„ Y». Y„ 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

Γ La forme o(e) relative à G est 

• <p(e) = — (e? H-... -Κ'; ) -I- η'ί· +.. . -4- η,1 ; 

2° La substitution linéaire 

x;-=xt, Yk=-Y., 

effectuée sur les transformations infinitésimales de base, est isomor-
phique. 

Laissons pour le moment de côté la question de savoir si tout groupe 
simple ouvert admet un sous-groupe caractéristique (voir ξ III). Nous 
allons démontrer que tous les sous-groupes caractéristiques forment une 
famille continue et, d'une manière plus précise, qu'/Zv sont homologues 
entre eux dans le groupe adjoint continu. 

Soient en effet deux sous-groupes caractéristiques correspondant à 
deux bases caractéristiques distinctes (Χ,·, Y

a
) et (XI, Y^). On peut 

toujours passer d'une de ces bases à l'autre par une substitution 
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linéaire (à coefficients réels) laissant invariante la forme quadra-
tique 9(e). Or le groupe des substitutions linéaires qui laissent cette 
forme invariante peut être considéré comme isomorphe au groupe des 
isométries d'un espace de Riemann à courbure riemannienne néga-
tive ('); il en résulte (3) que chacune de ces substitutions peut être 
obtenue, d'une manière et d'une seule, en effectuant successivement 
les deux opérations suivantes. La première R est une substitution 
orthogonale sur les ei accompagnée d'une substitution orthogonale 
sur les η

α
; elle laisse invariant le sous-groupe caractéristique g, en en 

changeant simplement la base. La seconde Τ est une substitution 
(transvcction) toujours réductible à la forme 

c'H- -η)— 
(■'i~ = <?-"'·(ci —ru) (/ — ι, . . ., h), 

Ctl-rj—— ^h \ j (,/ I, ..., S II), 

^n~/( — \-h ( — 1 ) · ·, H II ) , 

les exposants aL sont réels. Cette substitution Τ fait partie d'un groupe 
à un paramètre obtenu en multipliant tous les exposants par un 
même facteur réel t. 

On peut supposer que, par une même substitution linéaire effectuée 
sur la base (X/, Y

x
) et sur la base (X·, Y

x
) et donnant naissance à 

deux nouvelles bases (U;) et (L · ), la seconde opération indiquée plus 
haut se traduise par les formules 

(9) Lj—C/Ui, 

les Ci étant réels et positifs (égaux à e±ai ou à 1). Si l'on change, dans 
la base (X/, Y

e
), tous les Y

a
 de signe, cela reviendra à effectuer une 

permutation sur les U,·, chaque coefficient c
t
 étant changé en son 

inverse. 
Or si l'on pose 

(Ij/VJ/) —(b'tL/)—///y/,LA-, 

(!) C'est un espace du type (BDI). Voir Annales École Normale, t. 44, 192.7, 

p. 4«o-4o5. 
(-) Annales Ecole Normale, t. 44, 1927, p. 367-072. 

ο 
Journ. de Math., tome VIII. — Faso. I, 1929. Ο 
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les formules (9) montrent qu'on a 

<:■,<■ j 

la. permutation effectuée sur les indices, qui correspond à un change-
ment simultané-de signe pourjles Y

a
 et les Y

a
, est isomorplnquc par 

hypothèse pour chacune,des deux bases ; on a donc 

'hjk— Γ7Γ Vu*' 

Il en résulte, si la constante γ
(//

, n'est pas nulle, 

('!<·] ~'Ίη 
d'où 

CiC j —— ('k t'I· '////,·—·'/'//.·· 

Par suite les deux bases (U,·) et (U, ), et, par voie de conséquence, 
les deux bases (X,·, Y

 a
) et (Χ'ί} Y

a
) qui s'en déduisent par la même 

substitution linéaire, ont les mêmes constantes de structure. On voit 
donc déjà que les deux sous-groupes caractéristiques considérés sont 
isomorphes. De plus l'égalité γ^

Α
. == γ

//7ι
. subsiste encore si l'on remplace 

les exposants «,· par ta,·; autrement dit les deux sous-groupes caracté-
ristiques font partie line famille continue de sous-groupes caracté-
ristiques. Comme ils sont tous isomorphes, et que le plus grand groupe 
continu d'isomorphie d'un groupe simple est son groupe adjoint con-
tinu, nous arrivons à la conclusion que deux sous-groupes caractéris-
tiques sont homologues entre eux dans le groupe adjoint continu. 

Dans le cas particulier où le groupe G est un groupe simple ouvert 
à paramètres complexes, nous voyons que tous les groupes clos simples 
d'ordre r (Tune structure (complexe) donnée sont homologues entre eux 
dans le groupe adjoint continu (à paramètres complexes). 

15. Le théorème que nous venons de démontrer a une grande 
importance. Tout sous-groupe caractéristique d'un groupe simple 
ouvert fournissant un espace &

1 c'est-à-dire une forme riemannienne 
de la géométrie de Klein admettant G pour groupe fondamental, on 
voit qu'une telle géométrie ne peut être rendue riemannienne que par 
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un seul choix de l'élément générateur de l'espace ('). Dans mon 
dernier Mémoire des Annales de l'École Normale, j'avais été obligé de 
vérifier cette propriété pour chaque structure particulière simple (en 
me bornant du reste aux classes générales de groupes simples). 

16. Nous allons donner une nouvelle démonstration du théorème 
précédent, fondée sur la considération des groupes clos. Plus généra-
lement nous allons démontrer que tout sous-groupe clos d'un groupe 
simple ouvert admettant un sous-groupe caractéristique g est homologue 
(dans le groupe adjoint continu) à un sous-groupe de g. 

Nous allons pour cela utiliser l'espace de Riemann & à courbure 
négative attaché au sous-groupe caractérique g et admettant G (ou 
plutôt F) comme groupe des déplacements; le sous-groupe g de Γ est 
le groupe des rotations isométriques autour du point origine O. 

Soit alors γ un sous-groupe clos de G; le sous-groupe correspondant 
de Γ est aussi clos. Appliquons au point origine Ο les différents dépla-
cements définis parles transformations de γ. Le groupe γ étant clos, 
nous obtenons ainsi une variété fermée Y (qui peut se réduire à un 
point). Or dans un espace de Riemann sans point singulier à distance 
finie, simplement connexe., à courbure négative ou nulle, on peut 
trouver, étant donnés des points en nombre fini, un point fixe invariant 
par tous les déplacements qui échangent entre eux les points donnés : 
c'est le point pour lequel la somme des carrés des distances au point 
donné est minima (2). dette propriété est encore vraie si, au lieu d'un 
nombre fini de points, on en a une infinité formant une variété fermée: 
nous arrivons donc à la conclusion que le groupe γ, qui laisse évidem-
ment invariante la variété V, laisse invariant un point fixe de l'espace, 
il fait donc partie du groupe des rotations (isométriques) autour de ce 
point. Mais ce groupe est homologue à g dans le groupe adjoint con-
tinu, ce qui démontre le théorème. 

(J) Voir Annales École Normale. t. 44, 1927, p. 421. Ce théorème revient à affir-
mer l'identité du groupe adjoint mixte de G et du groupe total des isométries de 
l'espace & dont Γ est le groupe continu des déplacements. ( Voir le Mémoire cité, 
p. 872.) 

(2) E. CARTAN, Leçons sur la Géométrie des espaces de Riemann. p. 267 (Paris, 
Gauthier-Villars, 1928). 
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17. On peut tirer de là des conséquences intéressantes sur les 
nombres de Betti du domaine d'un groupe simple ouvert. Supposons 
d'abord que le sous-groupe caractéristique g (dont nous démontre-
rons un peu plus loin l'existence générale) 11'admette aucune transfor-
mation infinitésimale distinguée. Il est clos, quel que soit le groupe G 
de la structure infinitésimale donnée. J'ai montré ailleurs (' ) que toute 
variété fermée située dans le domaine de G pouvait, par déformation 
continue, être ramenée tout entière dans le domaine de g. Les nombres 
de Betti (-) du domaine de G sont donc les mêmes que ceux de g, 
mais il faut leur ajouter un .ylèmo nombre de Betti égal à i, correspon-
dant au groupe clos g lui-même. Le domaine simplement connexe de 
recouvrement de g ne recouvrant g qu'un nombre fini de fois, le pre-
mier nombre de Betti est nul, et Ton démontre facilement qu'il en est 
de même du second (a). Par suite, en tenant compte des théorèmes 
classiques sur les nombres de Betti d'une variété fermée ("), on a, rela-
tivement aux nombres de Betti jk du domaine du groupe G, les 
relations 

j\ ~j-ï— <>> Js I = <>, J,~ I . = <>. 

Supposons maintenant que g contienne une transformation infinité-
simale distinguée et aussi, tout d'abord, que le domaine de G recouvre 
un nombre fini de fois celui de Γ (il en est ainsi par exemple si G est 
un groupe linéaire ou projectif); le premier nombre de Betti du 
domaine de g est égal à ι, et l'on a les relations (;i) 

,/ I — 1 > ,/.<—1 —' 1 js-r ι—·' · · —I — °· 

(5) Annales Ecole Normale, t. 44, 1927, p. H77. 

(!) Voir H. POINCARÉ, Analysis situs (J. de l'École Polyt., 2E série, t. 1. 1890. 

p. 1-121). Les nombres de Betti du texte sont ceux que Poincaré désigne sous ce 
nom, mais diminués d'une unité. 

(3) Cela tient à ce que les transformations singulières d'un groupe semi-simple 
d'ordre r forment des variétés à r — 3 dimensions dans le domaine du groupe et que. 
par suite, toute variété close à 2 dimensions peut être déformée sans rencontrer ces 
variétés singulières; mais alors, d'après un procédé général, elle peut être réduite au 
point qui représente la transformation identique. 

(4) H. POINCARÉ, loc. cit., p. les nombres de Betti également distants des 
extrêmes sont égaux. 

(s) On peut démontrer facilement qu'on a aussi jjs.~2— o. 
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Supposons enfin que le domaine de G recouvre une infinité de fois 
celui de Γ. Le sous-groupe g n1est plus clos, mais son plus grand sous-
groupe invariant semi-simple £·, (d'ordre s — i) l'est. Le domaine de G 
peut être regardé comme constitué par l'ensemble des couples de deux 
points, l'un pris dans le domaine de gu l'autre dans un espace eucli-
dien à λ + ι dimensions. Comme le premier et le second nombre de 
Betti du domaine du groupe semi-simple g, sont nuls, on a ici 

/,— y,— o, o. j,— js> I -·. . .=/,·+«-! ~ °-

Dans tous les cas le dernier nombre de lletli non nul est égal à ι. 

18. On peut, du théorème général relatif aux sous-groupes clos 
d'un groupe simple ouvert, déduire une conséquence géométrique 
intéressante. Considérons un espace de Riemann (à ds- défini) admet-
tant un groupe de déplacements simple ouvert G. 11 est d'abord facile 
de démontrer que si s est l'ordre d'un sous-groupe caractéristique g 
de G, cet espace admet au minimum n = r— s dimensions. Il en est 
ainsi par exemple de l'espace & attaché à G; nous allons voir que cet 
espace est le seul dont le nombre de dimensions ne dépasse pas cette 
valeur minima . 

On démontre assez facilement que le sous-groupe g' des rotations 
isométriques de l'espace considéré est d'ordre s et qu'il existe pour G 
une base 

U„ USI ..., U,; V,, V2, , . . , V„, 

jouissant des deux propriétés suivantes : 

i° Les s transformations U
t
· engendrent g' ; 

2° La forme <p(e) relative à la transformation eaVe est 

— ( u7 -h... + α·;·) H- v\ + v\. 

Il ne résulte pas a priori de ces hypothèses que le sous-groupe g' soit 
caractéristique. Les transformations du groupe adjoint Γ qui corres-
pondent à U,, . .., U,, considérées comme substitutions linéaires sur 
les variables e

2
, ., ., engendrent un groupe orthogonal décom-

posable, comme on sait, en un sous-groupe semi-simple clos γ et un 
ou plusieurs sous-groupes à un paramètre échangeables entre eux et 
avec γ. Le sous-groupe γ étant clos, on peut supposer qu'il appartient 
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au sous-groupe caractéristique g, et par suite qu'on a (en conservant 
les notations flu n° 14) 

U^X,, Tj,= x„ X /, ; 

soit alors, ce qu'on peut toujours supposer, 

b h-<r | +. 1 Χ Λ +. 1 H- (31 Y) ) 
. . . . . . . . . . 

t. ,v:— α,Χ,-ι-β,Υ,, 

les coefficients α, β étant réels et les coefficients β différents de zéro. 
Les relations (U/Ll/

t+
, ) = ο montrent alors que Xh+i et β, Y* sont tous 

les deux échangeables avec Χ,, ..., ΧΛ. Or,le sous-groupe g admet au 
plus une transformation infinitésimale distinguée; donc, si g' ne se con-
fond pas avec g, g' est formé d'un sous-groupe clos d'ordre s — ι de g et 
d'une transformation αΧ,+ βΥ., échangeable avec X,, . . ., Χ*-,. Le 
coefficient β n'est pas nul, sans quoi g' serait identique à g. Il existe 
donc une transformation Y

4 échangeable avec X,, . .., X,_H. Suppo-
sons d'une manière générale que les transformations Y échangeables 
avec X,, Xa, . . ., X

v
_, se déduisent linéairement de Y,, Y2, ..., Y,,. 

Les relations 

(XiX,) = ( XΥα ) = o (/ — ι. .. ., - ι ; « = ι, V..', /») 

entraînent 
(Χ,(Χ,Υ,)) = ο, 

par suite (Χ.Λ,), . (X,Y/>) sont c^es combinaisons linéaires 
de Y,, ..., Yp. D'après une propriété fondamentale du sous-groupe g·, 
cela n'est possible que si p~n\ mais alors les crochets (Υ

α
Υβ) ne 

dépendraient que de X, (à cause des propriétés de symétrie des 
constantes déstructuré) et les transformations X„ Y^, . . ., Y„ engen-
dreraient un sous-groupe invariant de G, ce qui est absurde. 

Le sous-groupe g' étant homologue à g
}
 le théorème énoncé est 

démontré. On voit donc que si un espace de Iiiemann admettant un 
groupe simple ouvert de déplacements a le nombre minimum de dimen-
sions compatible avec la nature de ce groupe, il jouit de la propriété 
d'avoir sa courbure riemannienne conservée par le transport parallèle; 
tous ces espaces sont applicables les uns sur les autres. 
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III. — Les isomorphies involutives des groupes simples clos 
et les groupes simples ouverts. 

1?). Dans le paragraphe précédent, nous avons supposé, pour un 
groupe simple ouvert G, l'existence d'un sous-groupe caractéristique. 
Si G est à paramètres complexes, cela revient à admettre l'existence 
d'une forme réelle unitaire [©(e) étant définie négative] pour toute 
structure simple. J'ai trouvé effectivement une telle forme pour 
chacun des types de groupes simples ('). M. H. Weyl (-) a démontré 
ensuite l'existence de cette forme par un raisonnement général s'appli-
quant à tous les cas à la fois. Ori peut se demander si les calculs qui 
l'ont conduit à ce résultat ne pourraient pas encore se simplifier, ou 
plutôt si l'on ne pourrait pas, par un raisonnement a priori, démontrer 
ce théorème; une telle démonstration permettrait de simplifier nota-
blement l'exposition de la théorie des groupes simples. Je ne suis à 
cet égard arrivé à aucun résultat; j'indique simplement l'idée qui m'a 
guidé dans mes recherches infructueuses. On peut toujours choisir la 
base d'un groupe simple de manière que la forme o(e) soit réduite à 

©(<?) = — . .+ *):), 

les paramètres e,· étant ici complexes. A chaque choix de la base répon-
dant à cette condition correspondent des constantes de structure 
complexes c

//7l
. 11 est certain, le théorème à démontrer étant vrai, que 

la somme des carrés des modules des quantités c-ψ admet une borne 
inférieure, qui est atteinte précisément quand ces constantes sont 
réelles. Ce qu'il faudrait démontrer a priori, c'est d'abord que la borne 
inférieure de la somme considérée est effectivement atteinte, et ensuite 
que lorsque celte borne est atteinte, les constantes de structure sont 
nécessairement réelles. Bien entendu, une telle démonstration ne 
devrait exiger que les théorèmes élémentaires sur la structure des 
groupes. 

(*) Annales École Normale, t. 31. 1914, p. ·263-3:»5
ν 

(-) Math. Zeitsrhr., t. 24. 190). p. 1-370. 
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20. Passons maintenant à un groupe simple ouvert G à paramètres 
réels. J'ai indiqué, dans mon Mémoire du Bulletin de la Société mathé-
matique ('), comment on pourrait, pour chaque type de groupe 
simple ouvert, vérifier l'existence d'un sous-groupe caractéristique. 
Cette vérification serait du reste très pénible. Je puis maintenant 
démontrer cette existence d'une manière générale. 

Soit G un groupe simple ouvert à paramètres réels et soit G
u
 un 

groupe clos de la même structure complexe. Soient 

Xn X... X/. 

une base particulière du groupe G
lt

, et 

Yn Y2, Y, 

une base particulière du groupe G. On peut passer d'une base à l'autre 
par une substitution linéaire S, à coefficients nécessairement imagi-
naires. Nous écrirons 

^ (lù) (X)r--SfV), 

ou, d'une manière explicite, 

X; =2 <tikY/.·
 {J~h -h ···,'')· 

Si l'on forme les crochets (X;X,·), on obtient les relations 

(u) 22
(iha

'"y*
tk

 ^

L ·· ·'r)' 

en désignant respectivement par c
£;

-
f
 et γ

Λί/
. les constantes de structure 

des groupes G„et G. 
Ces constantes étant toutes réelles, les relations (ι i) restent valables 

si l'on remplace les coefficients ay parleurs imaginaires conjugués β;;. 
11 en résulte que la substitution S, imaginaire conjuguée de S, fait 
passer de la base donnée du groupe G à la base 

ν' ν y 

(!) Tome 5.1, 1927, p. 123-124. 
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d'un second groupe clos G'
n
 ayant les mômes constantes de structure 

(réelles) que G
t(

; nous écrirons 

il·.'.) ( V)rrS('YL 

121. Considérons maintenant l'espace d> à /· dimensions dont le 
groupe des déplacements est le groupe à paramètres complexes de la 
structure donnée. Aux deux groupes G

u
 et G'

u
 correspondent deux 

points A et A', qu'ils laissent respectivement invariants, et dont nous 
désignerons le milieu par Ο. Il existe un déplacement continu (trans-
vection) amenant A en A' le long de la géodésique AA', les vecteurs 
issus de A se transportant par parallélisme. Cette transvection, faite 
par exemple en partant du point Ο pris pour origine, est engendrée 
par une transformation infinitésimale obtenue en multipliant par \j— ι 
une des transformations infinitésimales du groupe adjoint du groupe 
clos; on peut donc la représenter par une substitution linéaire à coeffi-
cients imaginaires, effectuée sur les transformations infinitésimales de 
base des groupes G„ qui correspondent aux différents points de la 
géodésique AA' ; par cette substitution les constantes de structure 
sont conservées. 

Soit alors Θ la transvection qui amène Ο en A; on peut supposer 
qu'elle fait passer d'une base convenablement choisie (X") du groupe 
clos G* représenté par Ο à la base (X) du groupe G

u
 : 

13; ·,\; ' 0;V): 

la substitution Θ = Θ-1, à la fois inverse et imaginaire conjuguée de Θ, 
fera passer de la base (X") à une certaine base du groupe G],; on aura . 
donc, R désignant une substitution réelle. 

(i4) (X'j-Re-HX'). 

On déduit des égalités (io), (12), (i3) et (14) 

ΗΘ-2—SS-1; 

en changeant chaque matrice dans son imaginaire conjuguée, on 
obtient 

R Θ0- = SS-1 = ( SS-1 )-i = Θ2 R-* ; 

Journ. de Math
 Λ

 tome VIII, — Fasc, I, 1929, 4 



2 G Κ. CAUTAN. 

puis, en multipliant à droite par R et à gauche par R- 1. 

(i5) 02R = R-i0^. 

enfin 
0'· R = 0* ( 0* R ) := 0* R-' 02 = ( R02 ) 02 rrr R0 '. 

La substitution R est donc échangeable avec Θ'. Mais les racines 
caractéristiques de Θ sont réelles et positives; par suite toute matrice 
échangeable avec Θ4 est échangeable avec Θ2 et avec Θ('); donc, 
d'après (i5), 

R = R-1. ou R'-=i. 

22. Partons maintenant du groupe G"
(
 au lieu de partir de G„. 

Nous avons 
(Xtf) = 0-'(.X) = 0-1S(Y); 

le procédé appliqué plus haut conduit à une nouvelle base de groupe 
clos 

0S(Y) = 0(X') = 0R0-1(X") = R(X/'). 

Ainsi donc on a les deux relations fondamentales suivantes, où Σ désigne 
la matrice imaginaire Θ~· S, 

(Χ")=Σ(Υ), 
R(X") = 2(Y.)· 

La matrice R étant involutive, on peut, par une substitution linéaire 
réelle effectuée sur la base (X/;)5

 s'arranger pour que tous les éléments 
de R soient nuls, sauf ceux de la diagonale principale égaux, les s pre-
miers à ι, les η derniers (s +- η = r) à — ι. On voit alors immédiate-
ment que les éléments des s premières lignes de Σ sont tous réels et que 
les éléments des η dernières lignes sont tous purement imaginaires. Un 

(') La matrice θ est réductible à une matrice diagonale dont tous les éléments r, 
sont positifs; la matrice 0" sera une matrice diagonale avec les éléments /·". Si alors 
une matrice (a,j) est échangeable avec 0n. c'est qu'on a 

(r?—rj)aU= 
mais alors il en résulte 

U'î— rf)aij = o. 

et la matrice est échangeable avec 0. 
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choix convenable de la base (Y) da groupe G conduit alors aux rela-
tions fondamentales 

, ( V-- V,- \\=Y
S

, \*,= Y · 
j ( \.<H = /Υ,Η. \r—iY,·. 

Autrement dit, étant donné un groupe ouvert simple G, on peut tou-
jours trouver un groupe clos G

u
 de même structure, une base pour G et 

une base pour G
(f

, de telle sorte que les transformations infinitésimales 
de base de même rang des deux groupes soient ou égales, ou dans le rap-
port i. 

23. Des formules (16) on déduit immédiatement que les transfor-
mations Y,, Yo, Y, engendrent un sous-groupe caractéristique 
de G. On voit aussi que la substitution involutive R, appliquée aux 
transformations de base X/ du groupe clos, est isomorphique. 

Réciproquement considérons une substitution isomorphique involu-
tive du groupe clos G

tt
. On peut supposer qu'elle est de la forme 

λ';·=Χ/· — X*+/ (< = !. a, .... .ç;y = i, n). 

En exprimant que les constantes déstructuré ne sont pas changées, on 
voit immédiatement que les seules constantes non nulles sont celles qui 
contiennent ο ou 2 indices supérieurs à s. En posant alors 

Y|=X„ y,.·-,·— 

on voit que les constantes de structure de la base (Y) sont réelles, ce 
qui donne un groupe ouvert de même structure que G

(l
, mais avec 

une forme o(e) qui contient η carrés positifs et s négatifs. 

La recherche des groupes réels ouverts d'une structure simple donnée 
revient donc à celle des substitutions involutives isomorphiques du groupe 
clos de la structure donnée. 

On peut ajouter qu'i/j a autant de groupes ouverts non homologues 
dans le groupe adjoint continu (à paramètres complexes) qu'il y a de 
substitutions involutives isomorphiques non homologues entre elles dans le 
groupe adjoint continu clos (à paramètres réels). 

24. Le théorème précédent donne une nouvelle méthode beaucoup 
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plus simple que celle que j'ai exposée en 1914 (') pour obtenir toutes 
les formes réelles d'une structure simple donnée. Elle est particulière-
ment facile à appliquer si le groupe adjoint du groupe clos est continu, 
car alors la substitution R admet une substitution infinitésimale 
génératrice appartenant au groupe adjoint, cl l'on connaît la forme 
canonique à laquelle on peut toujours ramener cette substitution infini-
tésimale. Le problème est donc virtuellement résolu pour les structures 
simples des types (13), (C), (E)(de rang 7 et 8), (F) et (G) (a). Mais 
la solution est également très simple, même dans le cas ou 13 n'appar-
tient pas au groupe adjoint continu, si l'on est dans le cas des types ( A ) 
ou (D). En réalité, il ne reste, comme détermination difficile, que celle 
des groupes ouverts du type (E) de rang 6, dans le cas où 11 n'appar-
tient pas au groupe adjoint continu; mon ancienne méthode, dans ce 
dernier cas, ne fournit qu'un groupe ouvert difficile à obtenir direcle 
ment(a). 

IV. -- Détermination effective des groupes simples ouverts 
des quatre classes générales. 

2d. Nous allons, comme application, indiquer comment on peu! 
effectivement obtenir les formes réelles ouvertes des quatre grandes 
classes de structures simples; il n'y aurait, sauf la réserve faite tout 
à l'heure, aucune difficulté à procéder de même pour les classes excep 
tionnelles. Nous partirons dans chaque cas d'1111 groupe clos particu 
lier. 

2(>. Type (A). — Comme groupe clos G,
(
 du type (A), choisissons le 

groupe linéaire unimodulaire d'une forme d'Hermite définie positive 

• J1-) —l·- .ΈλΟ-'Η , . . — |- .Ύ. 

(!) Annales École Normale, t. 31, 19145 P· 263-350. 
(2) Pour ces types, en effet, le groupe adjoint du groupe clos est continu {Bull. 

Soc. math., t. 49, 192.5, p. 36i-366). 
(3) Il correspond aux espaces & du type (EIV) à 26 dimensions (Bull. Soc. math., 

t. 55, 1927, p. 131 ). 
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Le groupe adjoint comprend deux familles distinctes; la première 
indique comment les transformations de G

K
 sont échangées par une 

transformation du groupe G„ lui-même (homographie), la seconde 
indique comment elles sont échangées par une antihomographie (homo-
graphie combinée avec le changement de #, en xi). 

Si la substitution involutive R appartient au groupe adjoint continu, 
elle provient d'une homographie, qu'on peut toujours supposer 
ramenée à sa forme canonique 

■ r:',. <?'«* xk ■+- — ο ) ; 

pour que la substitution correspondante du groupe adjoint Tu soit 
involutive, il faut et il suffit, le groupe linéaire G„ étant irréductible, 
qu'elle multiplie toutes les variables par un même facteur m quel-
conque. Les opérations 11 cherchées s'obtiendront donc en exprimant 
que toutes les quantités sont égales entre elles; par suite, du point 
de vue qui nous occupe, l'opération R peut être définie par les équa-
tions 

—■ Xi ! i ~~\. . . ., μ ). 

■'i j~*r>xj G'"-» / !-' ~Ί')· 

Les transformations de G
w
 communes avec le groupe ouvert corres-

pondant sont celles qui sont échangeables avec l'homographie précé-
dente, et par suite celles qui transforment entre elles les ρ premières 
variables, ainsi que les /+1 — ρ dernières. Elles engendrent le groupe 
commun g des rotations dans chacun des espaces 6, clos et ouvert, 
correspondants (1). Le groupe ouvert est ici le groupe linéaire unimo-
dulaire de la forme d'Hermite indéfinie 

•X'j .T| ~Î- ... Η- ίCpXj) Χμ X/I-L·.] ... X/.(-1 Λ-7+-1. 

27. Si l'opération involutive R n'appartient pas au groupe adjoint 
continu, elle provient d'une antihomographie involutive ou antiinvolu-
tion. Il en est de deux espèces (s ). 

(') Ce sont les espaces des types (AIII) et (A1V), ce dernier type correspondant i\ 
ρ — ι (ou l). Voir Annales École Normale, t. Ai, 199.7, p. 3g5-^oo, 446-45o. 

(-) Voir Annales Ecole Normale, t. AA. 1927. p. 436-44<>· 44·Μ43. 
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L'antiinvolutiori de première espèce est réductible à la forme 

χ\·=ζ.χι (/=ι,2. . . .. / H- J ) ; 

le sous-groupe clos g· commun à G,
t
 et à G est formé des substitutions 

à coef ficients réels de -G
(t

, c'est-à-dire des substitutions orthogonales 
réelles effectuées sur , x,

+ s
. Le groupe G est celui des substitu-

tions réelles quelconques; il est isomorphe au groupe projectif réel 
de l variables (' ). 

L'anliinvolution de seconde espèce, qui n'existe que si / —t- ι est 
pair, est réductible à la forme 

x1 = x2 , x2 = x x3 = x4 x4 = x3 
ΧΙλ·\ι ΛΊ · ι —·χ7· 

Le groupe ouvert G est ici isomorphe au groupe linéaire quaternionieu 
à l—~~ variables (quaternioniennes); le sous-groupe clos g· est celui 
qui laisse invariante une forme d'Hermite quaternionienne définie 
positive (2 ). 

28. Types (β) el (D). — On peut prendre pour groupe clos G„ le 
groupe linéaire réel d'une forme quadratique définie positive. Le 
groupe adjoint indique comment sont échangées les transformations 
de G

(t
 par une substitution orthogonale de déterminant ι ou — i. Là 

encore cette substitution fournit l'opération identique du groupe 
adjoint si elle multiplie toutes les variables par un même facteur. 

La forme canonique d'une substitution orLhogonale est 
ι — &·'οj COS *y. Sllï &y,* 
sin a y, -I- cc.x α cos a y ( α = ι, 2. 
Τ-ιρ+k - îkX-n>+k ( /.· = !. . ... η — ■>. ρ : ij.— t). 

Le carré de cette substitution ne peut multiplier toutes les variables 
par un même facteur que si tous les angles 2«

a
sont des multiples de T.. 

Si η > 2.p, il faut que tous les α
α
 soient des multiples de π, et la subs-

(!) Les espaces & correspondants sont du type ("-AC) (.Annales École Normale, t. 44, 
1927, p. 385-390, 437-442). 

('-) Les espaces & correspondants sont du type (AU) (loc. cit.. p. 390-394, 442-446). 
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titution orthogonale est alors, en changeant les notations, 

*'* I -- ·7·'|? ···· -Vf, ·1'/ι· (Cn- Λ'«· 

Si /i = 2jy, on arrive à la même conclusion, à moins que tous les 
angles 2α

α
 ne soient des multiples impairs de π; on obtient alors la 

forme canonique 

x1 = x2 x2 = x1 x3 = x4 x4 = x3 
n~\ ··*'«> X u — Χ/ι— ι · 

Dans le premier cas, le sous-groupe clos g commun à G
(
, et G est 

formé des substitutions qui laissent invariante chacune des deux 
formes 

■ ■X'j ■+■... -f- xx, xx
p, ( -t- :i'7, ; 

le groupe ouvert G est le groupe linéaire de la forme quadratique 
indéfinie 

·' 7 ~ · · · -! a./, χ
 p | · · · - 'hn ( ). 

Dans le second cas, le sous-groupe clos g est celui qui laisse inva-
riante chacune des variétés planes imaginaires conjuguées l'une de 
Tau Ire 

χ ! -f- iit\, —- ..r..-t- ix,
t

 ̂ . . .·=ζ^χ
η
_χ 4- ix

n
 — o. 

•r, — ixi — χ.. — /,r. — Î-Xn — °j 

tout entières situées l'une et l'autre sur la quadrique 

X î -t- X7, —I- . . . -τ* X"Ji — U 1 )' 

29. Type (C). — Le groupe clos G
tt
 est par exemple le groupe 

linéaire qui laisse invariantes à la fois la forme extérieure 

[.«,#,] -}-·.· -ί- Λ.\./] 

et la forme d'I lermite définie positive 

M- Ί·»:Χ!λ H" ... H- Χ',ιΧ,ι. 

(^On obtient ainsi les espaces du type (BDI) avec, comme cas,particulier (p — l'\, 
le type (BDII) (Annales École Normale, t. 44, 1927, p. l\oo-^oh, 45o-454)-

(!) Les espaces correspondants sont du type (Dili) {foc. cit.. p. {405-409, 454-459). 



32 Ε. CÀRTAN. 

Le groupe adjoint est continu. Toute substitution de G,t
 est réduc-

tible à la forme canonique 

.Ζ-^/ί-ί — eiakOC o/;_n ·£'·_>/,·== 

il faut et il suffit que les il quantités cJUk et c~2/at soient égales; cha-
cune d'elles est par suite égale à ι ou à — ι. 

Dans le premier cas, la substitution est réductible à la forme 

•*| " 3- ·£ 2 ·-£ >1. · ···· &·>ρ-\—- >Έ·>ρ— 1) p'i 

x2p+1 = x2p+1 x2p+2=x2p+2 

Le sous-groupe g laisse invariantes deux variétés planes polaires l'une 
de l'autre à la fois par rapport à la forme quadratique extérieure et 
par rapport à la forme d'Hermite. 

Dans le second cas, la substitution est réductible à la forme 

ûi>·) | —— l CL · CL>,) j· ■■ — L OC) 

le sous-groupe g laisse invariantes les deux variétés planes 

x1 = x3 = x2+1 = 0 
x2 = x4 = 

qui appartiennent chacune au complexe linéaire défini par la forme 
quadratique extérieure et sont polaires l'une de l'autre par rapport à 
la forme d'Hermite. 

Dans l'un et l'autre cas, les espaces & à courbure positive sont les 
espaces représentatifs des couples de variétés planes obtenus ('). 

30. Dans le cas du type (D) de rang 4, la méthode précédente doit 
être complétée parce que, à côté des isomorphics qui se présentent 
dans le cas général et qui proviennent des substitutions linéaires de 
déterminant =bi, isomorphics qui forment deux familles continues 
distinctes J et J,, il existe quatre autres familles continues d'isomor-
phies «^3, J-,, (2). Le groupe total des isomorphics est ainsi 

(') Les espaces & correspondant au premier cas sont du type (Cil) {Annales École 
Normale, t. Ai, 1927, p. ί\\§-1\Ίο, 462-466) ; ceux qui correspondent au second cas sont 
du type (CI) (loc. cit., p. 4i2-4i6, 460-462). 

(2) Bull. Sc. math., t. Ji9. 192.5. p. 367-374. 
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isomorphe (mériédrique) au groupe des substitutions de trois lettres, 
chacune de ces' substitutions correspondant à une des familles d'iso-
rnorphies. L'isomorphie involutive R appartient donc soit à la 
famille 3, soit à une des familles qui correspondent à une transposition 
de deux lettres; mais toutes ces familles sont homologues entre elles; 
on peut donc supposer que R appartient à J,, et Ton est ramené au 
cas général. Néanmoins on voit que les isomorphics involutives R qui 
proviennent d'une substitution orthogonale de déterminant — ι et 
celles qui leur sont homologues dans le groupe adjoint mixte donnent 
naissance à trois groupes ouverts de même structure (réelle), mais 
non homologues entre eux dans le groupe adjoint à paramètres com-
plexes ('). Ces groupes sont isomorphes au groupe linéaire d'une 
forme quadratique indéfinie à huit variables, réductible à un nombre 
impair de carrés positifs et un nombre impair de carrés négatifs. 

(J) Cela explique pourquoi les géométrics de Klein à groupe fondamental simple 
clos peuvent admettre plusieurs formes riemanniennes distinctes qui fournissent des 
espaces de Riemann identiques, mais proviennent do choix essentiellement distincts 
de l'élément générateur de l'espace. Cette circonstance au contraire, comme nous 
l'avons démontré plus haut, ne peut pas se présenter si le groupe est ouvert. 
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