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. JOURNAL

gy DE

IATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Groupes simples clos et ouverts et géomdétrie riemannicnne.

Par E. CARTAN.

Dans des Mémoires récents ('), jal éLé amené 4 considérer de nou-
velles classes remarquables d’espaces de Riemann (espaces &) dont
I'étude se lie d’une maniére intime a la théorie des groupes continus
simples et éclaire des points importants de cette théorie. Mes recherches
sur ce sujel ont eu une double origine; d’une part, elles constituent
une application intéressante des théories relatives & la géométrie des
groupes de transformations (*); d'autre part, ellesm’ont été suggérées

(1) Sur une classe remarquable d’espaces de Riemann (Bull. Soc. math., t. 54,
1926, p. 214-264; L. 53, 1927, p. 114-134); La géomdétrie des groupes simples (Annali
di Matem., 4° séric, t. 4, 1926-1927. p. 209-256); Sur certaines formes riemanniennes
remarquables des géométries & groupe fondamental simple (Ann. Ecole Norm.,
3¢ séric, t. 44, 1927, p. 345-467). .

(2) Voir E. CARTAN ¢t J. A. ScHOUTEN, On the Geometry of the Group-manifold
of simple and semi-simple groups (Proceed. Amsterdam, t. 29, 1976, p. 803-813);
E. CarTAN, La géométrie des groupes de transformations (Journ, Math., t. 6, 1927,
p. 1-119).
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par la résolution d'un probléme parliculier de géométrie riemannienne,
ol un réle important était joué par les espaces de Riemann dont la
courbure riemannienne se conserve par le transport paralléle (*). Clest
en cherchant & déterminer tous ces espaces que s'est révélée I'impor-
tance géométrique des groupes continus simples; en particulier j’ai
montré que leur détermination revenait i celle des différentes formes
réelles qu’est susceptible de prendre un groupe simple de structure
complexe donnée. J'ai pu faire d’aulre part une premiére étude topolo-
gique des espaces &, permeltant en particalier de déterminer, au point
de vue de1’Analysis situs, le groupe de connexion des différents groupes
simples ouverts : c’est 1a un probléme qui n’avait jamhis été abordé.
Enfin les espaces & ont une grande importance d’un autre point de vue,
car ils fournissent une forme riemannienne remarquable aux différentes
géométries qui ont, au sens de Klein, un groupe fondamental simple.

Dans les problémes, de nature assez variée, qui se sont ainsi pré-
sentés, il s’est trouvé quelques théorémes importants que j’al vérifics
pour chaque structure simple particuli¢cre, mais donl je n'avais pu
réussir & mettre en évidence la raison profonde. Je me propose dans ce
Mémoire de revenir sur ces théorémes fondamentaux et d’en donner
une démonstration générale. Il résultera de 1a non seulement que la
théorie des espaces & reposera sur une base logique heaucoup plus
satisfaisante, mais encore que les calculs souvenl pénibles que jai
été obligé de faire peuvent étre réduits énormément; bien plus, l¢
long Mémoire dans lequel j’al déterminé toutes les formes réelles de
groupes simples (*) pourrait maintenant étre réduil de go pages a
une vingtaine.

La premiére partie de ce Mémoire est consacrée i une élude som-
maire des groupes clos. C’est M. H. Weyl qui a montré le premier la
grande importance de la dislinction enlre groupes clos et groupes ouverts.
Dans cette premiére partic, je n’utilise que les théorémes les plus élé-
‘mentaires de la théorie des groupes et ne suppose rien sur la théorie des
groupes simples. Dans laseconde partie, je donne deux démonstrations

(*) E. CarTAN ¢t J. A. SCHOUTEN, On Riemannian Geometries admitting an
absolute parallelism ( Proceed. Amsterdam, t. 29, 1926, p. 933-946).

(2) Les groupes réels simples finis ¢t continus (Ann. Ecole Norm., 3¢ série, 1. 31,
1914, p. 263-355).
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générales d'un théoréme que j’avais vérifié pour chacune des grandes
classes de groupes simples, d’aprés lequel le groupe adjoint mixte d'un
‘groupe simple ouvert est identique au groupe des isométries de 1es-
pace & correspondant; la scconde démonstration va beaucoup plus
loin que la premiére, car elle montre que les sous-groupes clos d’un
groupe simple ouvert sonl tous conlenus (2 une transformation prés
du groupe adjoint continu) dans un méme sous-groupe du groupe
donné; cette démonstration utilise un théoréme remarquable de géo-
métric riecmanniennc. Je déduis de 1a la détermination de quelques-uns
des nombres de Betti da domaine d'un groupe simple ouvert. Dans
la troisi¢me partie, je démontre a priori que la détermination des
formes réelles des groupes simples revient 4 la recherche desisomorphies
involutives de la forme close correspondante et par suite que la déter-
mination de ces formes réelles et celle des espaces & sont deux pro-
blémes équivalents. Enfin dans la quatriéme partie, j'applique le
théoréme précédent i la déiermination effective des formes reelles des
yuatre grandes classe-s de groupes simples.

I. — Les groupes clos.

1. Etant donné un groupe de transformations G fini et continu,
engendré par » Lransformalions infinitésimales indépendantes X,
Xs, ..., X,, on peut appeler voisinage d'une transformation S de ce
_ groupe l ensemble des transformations obtenues en multipliant S par
les différentes transformations engendrées par la transformation infini-

tésimale
X+ Ny e X

ot les coefficients ¢, ¢,, . . ., ¢, prennent toutes les valeurs inférieures
en module 4 un nombre fixe. :

Une transformation S de G sera dite limite d'un ensemble infini de
transformations du groupe si, dans tout voisinage de S, il y a une
infinité de transformations de I’ensemble.

Un groupe G sera dit clos si toul ensemble infini de transfor-
mations du groupe admel au moins unc transformation limite appar-
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tenant au groupe ('). Dans le cas contraire le groupe est dit ousvert.

Dans le plan le groupe des rotations autour d’un point fixe est clos,
celui des translations paralléles & une droite fixe est ouvert. Cet
exemple est trés instructif. En effet les deux groupes énoncés ont la
méme structure infinitésimale; mais I'isomorphisme n’est que local et
ne s’étend pas au domaine complet des deux groupes; les constantes
de structure d'un groupe ne suffisent donc pas pour décider si le
groupe est clos ou non.

2. Un exemple simple de groupe clos est fourni par le groupe (con-
linn) de toutes les rotations autour d’un point fixe dans un espace
euclidien & un nombre quelconque de dimensions. Soient en effet

(1) x, :Zamwk (Ff=1.9, ....m)
n

les équations d’unc substitution orthogonale i n vaviables. Les coeffi-
cients «;; sont définis par les équations

~‘ )
:a;,:

2({@&/;,‘: (o] (l;é,/).
vk

(2)

Dans P'espace a n* dimensions de coordonnées a;;, les équations (2)
définissent une variété algébrique dont tous les points sont & distance
finie (la variété est tout entiére située sur une hypersphére de
rayon yn). Celle variété algébrique peut sc décomposer (et se décom-
pose effectivement) en plusieurs autres dont I'une forme le domaine
du groupe orthogonal continu. Elle est évidemment close, car toul
ensemble infini de points de la variété a au moins un point limite dans
l'espace, et ce point limite est sur la variété elle-méme, en vertu de la

(") Hlimporte de remargquer que dans le domaine représentatif d’un groupe, il n'y a
que des points {ntéricurs; c'est pour cela que j'emploic le mot clos plutdt que le mot
Sermé. L'ensemble des points intéricurs 3 un cercle ou sur la circonférence de ce
cercle est ferme, mais il w'est pas clos.
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continuité des premiers membres des équations (2). L¢ raisonnement
repose et sur la propriété de la variété d’étre algébrique et bornée.

Si le groupe orthogonal complet est clos, cela ne veul naturellement
pas dire que tout groupe orthogonal soit clos. Un exemple simple est
fourni, dans I'espace 4 qualre dimensions, par le groupe & un para-
métre ¢ représenté par les équations

&\ =z, cosal — x,sinal,
(3) &, =x, sinal 4+ x,cosal,

Zy = a,cosbl — x,sin b,

xy ==, sinhl - z, cos bt,

ol a el b sont deux constantes incommensurables entre elles.

3. Il existe une condition nécessaire simple pour qu'un groupe de
substitutions linéaires soit clos : c'est que les coefficients de la substitu-
tion générale du groupe soient bornés. Il en résulte une conséquence
importante relative aux racines de I’équation caractéristique de la
substitution infinitésimale génératrice

e A+ e Ay .. -0 A,

du groupe. En effet soit w une de ces racines ('); par un changement
fixe de variables on pourra s’arranger pour que I'une des équations
de la substitution du groupe & un paramétre engendré par la substitu-
tion infinitésimale considérée soit

S omee o o .
A (= »’«[ ” .

si done w a sa partie réelle différente de zéro, les coefficients de la
substitution ne peuvent pas rester bornés. Il faut donc que toutes les
racines de 1'équation caractéristique soient nulles ou purement imagi-
naires (*). En particulier ¢/ feut que la forme quadratiquecne,, ¢, . . .,
e, qui donne la somme des carrés des racines de l’équation caractéris-
tique soit définic ou semi-définie négative.

(1) Cela veut dire qu'il existe une combinaison linéaire £ des variables dont 'accrois-
sement infinitésimal soit égal & wk.

(*) Il faat en outre que si w est racine multiple d’ordre p, cette racine annule tous
les mineurs d’ordre p du premier membre de 'équation caractéristique.
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Cette condition est évidemment réalisée pour un groupe ortho-
gonal réel.

4. Application au groupe adjoint d’un groupe continu. — Etant
donné un groupe conlinu G a paramctres réels, le groupe adjoint
continu I' de G est celui qui indique comment les transformations S,
de G sont transformées entre elles par une transformation particu-
liére S, :

S,==87" 8,8,

si I'on se borne aux transformations S, infinitésimales, I' devient un
groupe linéaire, dont les opérations s’appliquent aux coefficients ; de
la transformation infinitésimale générale Ta;X; du groupe G. [Les
transformations infinitésimales génératrices de I sont

' - Jaf
(1 I ::2( =t
) i ikh Uk ()7;, 9

4
bk

en désignant par c;, les constantes de structure du groupe G.
Considérons la forme quadratique (¢) qui donne la somme des carrés
des racines de I'équation caractéristique de la substitution infinitési-

male'2I e, E;:

(2) pler= Z e Cjnt

iy h

Pour que le groupe adjoint ¥ soit clos, il ¢st nécessaire que cette forme
soit définie ou semi-définie négatice.

B. Sile groupe G est clos, il est clair que le groupe I' Uest aussi; car
a une transformation de G correspond une transformation et uneseule
de I'; par suite si tout ensemble infini de transformations de G admet
une transformation limite appartenant &4 G, la méme propriété aura
lieu @ fortiori pour I'. Mais la réciproque n’est pas vraie, 4 moins qu’a
une transformation de I' ne correspondent qu’un nombre fini de trans-
formations de G dans ce dernier cas, on démontre facilement que la
propriété du groupe I' d’étre clos entraine la méme propriété pour G.
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En définitive, sila forme ¢(e) relative @ un groupe G est indéfinie, le
groupe G est ouvert. ‘

6. Dans le cas ot la forme ¢o(e) est définie, le groupe G est clos; ce
théoréme fondamental, da &4 M. H. Weyl, est & la base de sa théorie
de la représentation linéaire des groupes semi-simples ('). On peut
montrer directement, sans avoir recours a la théorie des groupes
semi-simples, sinon que le groupe G, du moins que son groupe
adjoint T est clos (*).

Remarquons d’abord que si w est racine de I'équation caractéristique
relative a la transformation inﬁnitésimaleZeiX;, cela signifie qu'il

. t
existe une transformation infinitésimale Y satisfaisant a la relation

<2e,X,~, ?):wY;

N

toute substitution linéaire effectuée sur les transformations infinitési-
males du groupe G et qui conservera ses conslantes de structure (subs-
titution isomorphigue) laissera donc invariantes les racines w, et par
suite la forme o(e). Il en sera ainsi en particulier des substitutions

linéaires de T (*). Or on peut réduire la forme définie 3(e) a une
somme de carrés

(3) o(ey==X(ei+e3-+...4+¢}).

11 en résulte que le groupe I' peut étre supposé orthogonal, ce qui
se traduit par les relations

Cill = Cipfe === O

entre les constantes de structure. Ces constantes jouissent par suite

(Yy H. WeyL, Theorie der Darstellung, kontinuierlicher halb-einfacher Gruppen
durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr., 1. 23, 1925, p. 271-309; t. 24,
1925, p. 328-395).

(2) Ce théoréme, qui scrt de point de départ & M. Weyl, cst énoncé par lui sans
démonstration (loc. cit., p. 377).

(3) La vérification par le calcul de cette propriété se trouve dans ma Thése : Sur la

structure des groupes de transformations finis et continus, th. II, p. 27 (Paris,
Nony, 1894). :

-
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de la propriété de se reproduire, avec ou sans changement de signe,
suivant qu'on effectue sur leurs trois indices une permutation impaire
ou paire. La forme (2)de ¢(¢) montre alors que les coefficients des
termes carrés sont négatifs, el 'on a

(4) , zc}’,‘,,,-_: f, 2!'4/:1’1/1;112 0 (FFZ£ ).

byl by

11 faut donc mettre le signe — dans la formule (3).

7. Nous allons maintenant montrer que le groupe I est le plus grand °
groupe continu de substitutions isomorphiques de G (').

Remarquons d’abord que toute substitution isomorphique de G est
orthogonale, d’aprés la remarque faite plus haut. Si les équations

, \
] z by
_ &

représentent une telle substitution, les coefficients b;; sont déterminés
par les relations

. Y I
(9) zb).ibpi’f).p.k :Z /’/-'p”i/'p (i fy h=1, ..., 1),
N ¢

qui définissent une variété algébrique. l.e plus grand groupe continu
de substitutions isomorphiques est donc engendré par des substitu-
tions infinitésimales. Pour les avoir, donnons, dans les équations (3),
aux quantités b; des valeurs 1+ vy; infiniment voisines de 1, et aux
quantités b;;(i 5£) des valeurs infiniment petites v;;. Nous avons du

reste
Ju=0, vii+ 7ji=0.

Nous obtenons alors

Z Cajk Yt €LY — Cij) Y. == 0,

A

(1) Ce théoréme est démontré dans ma Thése (p. 113) comme conséquence de la
théorie générale des groupes semi-simples,
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ou, plus symétriquement,

-
(6) zcm Yo = Cr Y i Y == o,

2

Multiplions par ¢, et sommons par rapport aux indices j et &;
nous obtenons, en tenant compte de (4) et effectuant dés changements
d’indices de sommation,

‘

vin+ 2( CMEChjE— CLkOWR) Y % = O,
FARA

Or on a, d’aprés les identités de Jacobs,

»

_‘( CLCRjE— Cijk ok )= Z ChakC s
b 3

par suite

Ykt 2 Cikh Ckp). ) . == 0.
j’ A’} )‘ )

—
= 2‘ Crpyins
jrt

7ih— Z ALt kin s
A.

par suite la transformation infinitésimale considérée est une combi-
naison linéaire X4, E, des transformations infinitésimales du groupe
adjoint. Ce dernier est doncbien le plus grand groupe de substitutions
linéaires isomorphiques de G.
- Comme les coefficients de ses substitutions forment une variété
algébrique (5) bornée, le groupe I" est clos.

Les groupes G dont la forme ¢(¢) est définie sont les groupes semi-
stmples unitaires (').

Posons maintenant

nous obtenons

(1) M. H. Weyl démontre qu'ils sont clos gn montrant a priori que le domaine
simplement connexe de recouvrement du groupe adjoint I' ne recouvre ce dernier
qu'un nombre fini de fois (loc. cét., p. 380-381). Jai déterminé effectivement, pour
chaque type de groupes simples unitaires, ie groupe de connexion (fini) de T' (4dnnali
di Matem., §° série, t. &, 1926-1927, p. 211-230).

Journ. de Math., tome VIII, — Fase, 1, 1929, 2
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8. Cherchons il peut exister d’aulres groupes clos que les

groupes précédents. La forme o(e) sera alors semi-définie négative;
supposons qu'on ait

o(ey=—(ej+...+¢}) s <.

Les équations ¢, =...=¢,= o définissent. un sous groupe invariant
dont les transformations infinitésimales ont Loutes leurs racines carac-
téristiques nulles et par suite sont échangeables avec toutes les trans-
formations du groupe. Désignons par , j, ... les indices 1, 2, ..., s;
par «, 3, ... lesindices suivants. Une constante destructure différente
de zéro ne peut avoir qu’un indice grec et elle est alors de la forme ¢;j. 3
les autres ont les propriétés de symétrie qui tiennenl a l'invariance
de la forme o (e) par le groupe adjoint;.on aura en particulier les rela-
tions (4).
I’identité de Jacobi

I=s

E CijtC ke =5 Ok Crin = Chit Crjy = 0,

=
si 'on fixe V'indice «, est identique & l'identité (6), les quantités ¢,
jouant maintenant le role des y;;; 1l en résulte done que, pourun indice «
donné, on a des relations de la forme

Cijo = E @) Cijtey

et par suite on aura d’'une maniére générale

Cijo = 2 fo, Cijle
/l.

On adone

MAVAWES 2:(31//: (XH— Z an. /\,>

Ao, )
en posant

Ni= N\ 2 an Ny,
A

on voit que les transformations infinitésimales X; engendrent un
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groupe semi-simple unitaire d’ordre s. Par suite tout groupe clos se
décompose en un sous-groupe simple unitaire et un ou plusieurs groupes
& un paramétre. ‘

9. Les groupes linéaires clos. — Nous pouvons, en n’utilisant que
des procédés de démonstration élémentaires, montrer que st un groupe
de substitutions linéaires est semi-simple unitaire, et st de plus il est irré-
ductible ou complétement réductible, il est clos. Le groupe G est dit com-
plétement réductible si les variables qu'il transforme peuvent étre par-
tagées en un certain nombre de séries

Ty, Ty, il Yir Yo ooy Vo Syy By .., 555 e

de telle sorte que les variables de chaque série soient transformées
entre elles et que, dans chaque série, formée par exemple de 4 variables,
il soit impossible de trouver des combinaisons linéaires indépendantes
des variables en nombre inférieur 4 het qui soient transformées entre
elles par les substitutions de G. Le groupe G est irréductible sl n’y a
qu’une série de variables.

Chaque substitution de G résulte de la juxtaposition d'un certain
nombre de substitutions linéaires portant, la premiére, sur les
variables z,, ..., x,; la seconde, sur les variables y,, ¥, ..., ¥, €t
ainsi de suite. Nous allons d’abord démontrer que chacune de ces
substitutions partielles est de déterminant 1.

En effet soit, en se bornant a la partie qui concerne les variables x,

of
X, = W)~
i E aAn:hXr ()x/,
k,h .
on a _ :
. . Jdf O .
(XoXj) = E (airg jpr— a//;pﬂzp/,)-r/;b'—/ :Zci/oxoi
T, v ¥
o vy i
on en déduit

2"“/9 Dok == 2 (@ikpjok— @jkg s ) = 0.
[ P,k ,

d’ou, en multipliant par ¢, et sommant par rapport aux indices i et f,

Y ww=o
i hklk— O.
/.

5
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Chaque substitution du groupe appartient done au groupe linéaire et
homogéne spécial; elle a par snite son déterminant égal a 1 (*).

Cela posé, soit T'le groupe adjoint de G; en désignant par- S; une
substitution arbitraire de G, les opérations T, de I' peuvent étre définies
par I'équation

Se=58,'8:8,.
A une opération S, de G ne correspond qu'une opération T, de 1';
mais & une opération T, de I' correspondront inversement autant
d’opérations de G qu’il y aura dans I' d’opérations correspondant a la
substitution identique de G. Cela nous raméne a chercher combien il
existe dans G de substitutions S, échangeables avee tontes les antres
substitulions S:.

Prenons une de ces substitutions S, et considérons la maniére dont
elle transforme les variables &. Soit w une des racines de son équation
caractéristique; il lui correspond un ensemble de combinaisons
linéaires « des & dont chacune se reproduit multipliée par w. Toute
transformation S; de G changera une des combinaisons linéaires « en
une combinaison linéaire des z qui se reproduira également, multipliée
par w, si on lui applique P'opération S,; par suite le groupe G trans-
forme entre elles les quantités «; ce n'est possible que si ces quanlités
sont au nombre de p: autrement dit [opération S, multiplie toutes
les variables & par un méme facteur w; mais comme le déterminant de
la substitution ainsi effectuée sur les a est égal a 1, c’est que w est une
racine p*™ del'unité. Des conclusions analogues peuvent étre formulées
sur les aulres séries de variables. Par suite il ne peut exister dans G
qu’an nombre fini de substitutions échangeables avec toutes les autres.
Le groupe G est donc clos, comme le groupe I' qu’il recouvre un
nombre fini de fois.

10. Le théoréme précédent s’applique en particulier a une catégorie
importante de groupes orthogonanx. J'ai en effet montré, d’une
maniére élémentaire (*), qu'on peut choisir les transformations infini-

(') La démonstration suppose en réalité simplement que e groupe G est son propre
groupe dérivé.
(*) Bull. Soc. math., 1. 34, 1926, p. »35-237.
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tésimales de base d’un groupe orthogonal de maniére que ses cons-
tantes de structurc c;j; se reproduisent, avec ou sans changement de
signe, suivant qu'on effectue sur les indices une permutation impaire
ou paire. Sidonc le groupe orthogonal n’admet aucune transformation
infinitésimale échangeable avec toutes les autres (transformation dis-
tinguée), la forme @(e) correspondante, d’aprés (2), est définie néga-
tive. Par suile sz un groupe orthogonal n’admet aucune transformation
infinitésimale distinguée, il est clos.

Il existe une autre classe de groupes orthogonaux clos, ce sont
ceux qui sont irréductibles, au moins du point de vue réel’: je veux dire
que si n est le nombre des variables, on ne peut trouver p < n combi-
naisons linéaires indépendantes a coefficients réels qui soient trans-
formées entre elles par le groupe. J'ai montré en effet (') que le
groupe G ne peut admettre au plus qu’une transformation infinitési-
male distinguée; s'il en admel une, » est pair et G se décompose en un
sous-groupe invariant 4 r—1 parameétres et un groupe a un parametre
défini par les équations

.

Xyjy T= Lyimyg COSL— Ly SINL,

Ly T Egiy SINE - Zy€OSE (=1, 2, ..., 1)
Le premier sous-groupe est clos, le second I'est-évidemment aussi;
: B ) 3
par suite le groupe G lui-méme est clos. Il rentre dans la catégorie des
groupes considérés au n°® 7.

11. On pourrait essayer de démontrer que toul groupe linéaire
semi-simple unitaire est clos en employant le méme procédé de démons-
tration que celui qui nous a servi dans le cas ot le groupe est complé-
tement réductible. Mais cela ne semble pas facile; du reste, ¢’est parla
marche inverse (démonstration du théoréme que tout groupe semi-simple
unitaire est clos) que M. Weyl a démontré la réductibilité compléte des
groupes linéaires semi-simples.

(1) Bull. Soc. math., t. 34, 1926, p. »40-241.
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JI. — Les sous-groupes clos d’un groupe simple ouvert.

12. J'ai indiqué, dans le Mémoire précédemment cité du Bulletin
de le: Société mathématique de France, comment la détermination des
espaces trréductibles dont la courbure riemannienne se conserve par le
transport paralléle (espaces &) est ramenée, & une exception prés, &
celle des formes réelles d’une structure simple donnée. Je me propose
de douner ici la démonstration générale de certains théorémes que
javais été réduit & vérifier pour chaque structure particuliére; cela
nous conduira du reste 4 de nouveaux théorémes intéressants.

Tout espace & irréductible admet un groupe de déplacements
simple (') (4 part D'exceplion signalée tout & 'heure), et on peut
prendre pour base infinitésimale de ce groupe des transformations

N N Xy s Ny, ($=- 0 == 1)
jouissant des propriétés suivantes :

1° La forme o(e) est égale a

(6) ole)=—(ej+...4e})+e(eig+...+¢2,) (g ==z 1);

s=n !

2° Les crochets de deux des s premiéres transformations ou de deux
des n derniéres ne dépendent que des s premiéres; les crochets d’une

des s premiéres el d’une des n derniéres transformations ne dépendent
que des n derniéres.

J’ai également démontré la réciproque, mais avec une lacune; car,
pour que l'espace & obtenu soit irréductible, il faut que les s premiéres
transformations E,, ..., E, du groupe adjoint, considérées comme
opérant sur les coefficients @, ,, ..., &,., des n dernicres Lransforma-
tions, engendrent un groupe linéaire g irréductible : ¢'cst ce que javais
oublié de montrer.

La démonstration est du veste facile. Supposons que le groupe g,
qui est orthogonal, soit réductible; on pourra partager les n derniéres
transformations en deux séries, que nous désignerons respectivement

(1) Buldl. Soc. math.. 1. 835, 1927, p. 11g.
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par les symboles X,, Xs, . ... d'une part; X;, X,. ... d’autre part, de
telle sorte que, ¢ désignant nn des indices 1, ..., s, on ait

(=) Cih == 0, g =<0,

D’aprés la forme (6) de o(e), les constantes de struciure conservent
leur valeur absolue si I'on permute leurs indices d’une maniére quel-
conque’; les relations (7 ) montrent alors que les crochels (X, X, ) sont
lous nuls.

Considérons P'ensemble des wransformations \; échangeables avec
toutes les transformations X; ; supposons qu’elles se déduisent linéai-
rement de X,, ..., X, : nous leur réserverons les indices 7, /, ... ;
nous désignerons par £ un quelconque des indices 1, 2, ..., 5. Cela
posé, il est facile de voir que les transformations X; et X, engendrent
un sous-groupe invariant de G. D abord les crochets (NXs) et (N \)
sont tous nuls; en second licu les crochets (X, X,) ne dépendent quc
des X, et les crochets (X, X;) ne dépendent que des X; puisqu’on a,
d'apres I'identité de Jacobi,

(:( \A..\i,)/\",_') —o.

Enfin les crochets (X, Xg) ne dépendent également que des X; puisque,
d'apres I'identité de Jacobi, ils sont échangeables avec les X;.

Le groupe G admettant un sous-groupe invariant, nous arrivons a
une contradiction.

13. Ul résulte aussi de ce qui précéde que, si l'on consideére le
groupe adjoint I de G, le sous-groupe g correspondant est clos (n° 10),
puisque c’est précisément le groupe linéaire orthogonal dont nous
venons de démontrer lirréductibilité. Mais cette conclusion pourrait
tomber cn défaut si nous considérions le groupe G lui-méme, car le
sous-groupe g correspondant serait un groupe de recouvrement du
premier; il en serait par exemple ainsi si G était le groupe simplement
connexe de la structure donnée et si le sous-groupe g admettait une
transformation infinitésimale distinguée. Le théoréme resterait cepen-
dant vrai si G était un groupe linéairve, car ce groupe linéaire étant,
d’aprés le théoreme de Weyl, complétement réductible, son domaine
recouvre un nombre fini de fois celui de I'; par suite le domaine du
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sous-groupe g de (G recouvre un nembre fini de fois celui du sous-
groupe correspondant de I'.

L'espace & admettant T" pour groupe des déplacements, le groupe -
des rotations isométriques autour de I'origine, qui n’est autre que g,
est certainement clos. .

Les considérations précédentes s’appliquent a un groupe simple G
a parametres complexes ; on peut le rcgarder comme a paramétres réels,
sa base élant formée de 27 transformations infinitésimales

X Xae oo X Xy, oo (X,

dont les » premiéres engendrenl un groupe clos, el cela quel que soil
le groupe de la structure infinitésimale donnée.

/ ) 1 1 Qe 3 ! 4 A

14. Convenons de dire qu'un sous-groupe g d'un groupe simple
ouvert G & paraméires réels esl caractéristique si I'on peut choisir
pour G une base

N Nge o Ne o Y Yae i Y,
satisfaisant aux condilions suivantes :
1° La forme o(¢) relative 4 G esl
gle)=—(el+...cf)+ni+.. .+ 0l
2 La substitution linéaire
X; =X, Yo=—Y,,

effectuée sur les transformations infinitésimales dc base, est isomor

phique. | '

Laissons pour le moment de coté la question de savoir si tout groupe
simple ouvert admet un sous-groupe caractéristique (voir § 1II). Nous
allons démontrer que tous les sous-groupes caractéristiques forment une
Sfamille continue et, d'une maniére plus précise, qu’ds sont homologues
entre eux dans le groupe adjoint continu.

Soient en effet deux sous-groupes caractéristiques correspondant a
deux bases caractéristiques distinctes (X;, Y,) et (X}, Y,). On peut
toujours passer d’'une de ces bases a I'autre par une substitution
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linéaire (a coefficients réels) laissant invariante la forme quadra-
tique o(¢). Or le groupe des substitutions linéaires qui laissent cette
forme invariante peut étre considéré comme isomorphe au groupe des
isométries d'un espace de Riemann & & courbure riemannienne néga-
tive (*); il en résulte (*) que chacune de ces substitutions peut étre
obtenue, d’une maniére et d'une seule, en effectuant successivement
les deux opérations suivantes. La premiére R est une substitution
orthogonale sur les ¢; accompagnée d’une substitution orthogonale
sur les 1, ; elle laisse invariant le sous-groupe caractéristique g, en en
‘changeant simplement la base. La seconde T est une substitution
(transvection)) toujours réductible a la forme

¢ ny== et eg+4- ),

Cr— = (e — ;) ({=1, ..., 1),
Chpij==Chyj (J=1, ..., s—N),
’ . .
Myl = e 1k (h=1,. ., n—");

les exposants a; sont réels. Cette substitution T fait ‘partie d'un groupe
4 un paramétre obtenu en multipliant tous les exposants a; par un
méme facteur réel ¢.

On peut supposer que, par une méme substitution linéaire effectuée
sur la base (X;, Y,) et sur la base (X}, Y,) et donnant naissance a
deux nouvelles bases (U;) et (U;), la seconde opération indiquée plus.
haut se traduise par les formules

(9) Ui=elUy

les c; étant réels et positifs (égaux & ¢=i ou 4 1). Si l'on change, dans
la base (X;, Y,), tous-les Y, de signe, cela reviendra & effectuer une

permutation sur les U;, chaque coefficient c; étant changé en son
inverse.

Or sil'on pose

(CU) =N yuule  (GUN =37,k
13 k

(1) C'est un espace du type (BDI). Voir dnnales Ecole Normale, t. 44, 1927,
T p. 400-405.
(*) Annales Ecole Normale, t. b4, 1927, p. 367-372.

(@8]

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. I, 1g920.
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les formules () montrent qu'on a

, citl;
Yoa s T — i
Yijr= Yijk

la permutation effectuée sur les indices, qui correspond a un change-
ment simultané de signe pouriles Y, et les Y, est isomorphique par
hypothése pour chacune des deux bases ; on a donc

, &3
. == —_— i)
7ijl i 7ii

1} en résulte, si la constante v, n"est pas nulle,

23— 2
CPC] =0
)
d'on
==y el YO8

Par suite les deux bases (U;) et (U;), et, par vole de conséquence,
les deux bases (X, Y,) et (X}, Y,) qul s’en déduisent par la méme
substitution linéaire, ont les mémes constantes de structure. On vout
donc déja que les deux sous-groupes caractiristiques considérés sont
isomorphes. De plus I'égalité v;;, = v, subsiste encoresil’on remplace
les exposants «; par ta;; autrement dit les deux sous-groupes caracté-

_ristiques font partie d’une famille continue de sous-groupes caracte-
ristiques. Comme ils sont tous isomorphes, et que Ie plus grand groupe
continu d’isomorphie d’un groupe simple est son groupe adjoint con-
tinu, nous arrivons a la conclusion que deux sous-groupes caractéris-
tiques sont homologues entre eux dans le groupe adjoint continu.

Dans le cas particulier ou le groupe G est un groupe simple ouvert
4 paramétres complexes, nous voyons (ue zous les groupes clos simples
d’ordre r d’une structure (complexe) donnée sont homologues entre cux
dans le groupe adjoint continu (4 paramétres complexes ). ’

15. Le théoréme que nous venons de démontrer a une grande
importance. Tout sous-groupe caractéristique d'un groupe simple
ouvert fournissant un espace &, c’est-a-dire une forme riemannienne
de la géoméirie de Klein admeltant G pour groupe fondamental, on
voit gu'une telle géométrie ne peut étre rendue riemannienne que par
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un seul choix de I'élément générateur de I'espace ('). Dans mon
dernier Mémoire des Annales de I’Ecole Normale, j'avais été obligé de
vérifier cette propriété pour chagque structure particuliére simple (en
me bornant du reste aux classes générales de groupes simples).

16. Nous allons donner une nouvelle démonstration du théoréme
précédent, fondée sur la considération des groupes clos. Plus généra-
lement nous allons démontrer que tout sous-groupe clos d'un groupe
stnple ouvert admettant un sous-groupe caractéristique g est homologue
(dans le groupe adjoint continu) @ un sous-groupe de g.

Nous allons pour cela utiliser I'espace de Riemann & a courbure
négative attaché au sous-groupe caractérique g et admettant G (ou
plutdt I') comme groupe des déplacements; le sous-groupe g de T est
le groupe des rolations isométriques autour du point origine O.

Soit alors y un sous-groupe clos de G; le sous-groupe correspondant
de I" est aussi clos. Appliquons au point origine O les différents dépla-
cements définis par les transformations de y. Le groupe v étant clos,
nous obtenons ainsi une variété fermée V (qui peut sc réduire a un
point). Or dans un espace de Riemann sans point singulier 4 distance
finie, simplement connexe, a4 courbure négative ou nulle, on peut
trouver, étant donnés des points en nombre fini, un point fixe invariant
par tous les déplacements qui échangent entre eux les points donnés :
c’est le point pour lequel la somme des carrés des distances au point
donné est minima (*). Cetle propriété est encore vraie si, au lieu d'un
nombre fini de points, on en a une infinité formant une variété fermée:
nous arrivons donc & la conclusion que le groupe v, quilaisse évidem-
ment invariante la variété V, laisse invariant un point fixe de I'espace,
il fait donc partie du groupe des rotations (isométriques) autour dece .
point. Mais ce groupe est homologue & g dans le groupe adjoint con-
tinu, ce qui démontre le théoréme. '

(1) Voir Annales Ecole Normale, t. 44, 1927, p. 421. Ce théoréme revient a affir-
mer I'identité du groupe adjoint mixte de G et du groupe total des isométries de
'espace & dont I' est le groupe continu des déplacements. ( Foir le Mémoire cité,
P 372.)

(2) E. CarTAN, Legons sur la Géométrie des espaces de Riemann, p. 267 (Paris,
Gauthier-Villars, 1928).
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17. On peut tirer de la des conséquences intéressantes sur les
nombres de Betti du domaine d’un groupe simple ouvert. Supposons
d'abord que le sous- groupe caractéristique g (dont nous démontre-
rons un peu plus loin I'existence générale) n admette aucune transfor-
mation infinitésimale distinguée. 1l est clos, quel que soit le groupe G
de la structure mﬁmtesxmale donnée. J’ai montré ailleurs (') que toute
variété fermée située dans le domaine de G pouvait, par déformation
continue, étre ramenée tout entiére dans le domaine de g. Les nombres
de Betti (*) du domainc de G sont donc les mémes que ceux de g,
mais il faut leur ajouter un 5™ nombre de Betti égal a 1, correspon-
dant au groupe clos g lui-méme. Le domaine snmplement connexe de
recouvrement de g ne recouvrant g qu'un nombre fini de fois, le pre--
mier nombre de Bettl est nul, et l‘on démontre facilement qu’il en est -
de mi¢me du second (*). Par suite, en tenant compte des théorémes
classiques sur les nombres de Betti d’une variété fermée (*), ona, rela-
tivement aux nombres de Betti j, du domaine du groupe G, les
relations

Ji= =0, s == fam =0, Js=1, S = T J e =04

Supposons maintenant que g contieune une transformation infinité-
simale distinguée et aussi, tout d’abord, que le domaine de G recouvre
un nombre fini de fois celui de I' (il en est ainsi par exemple si ( est
un groupe linéaire ou projectif); le. premier nombre de Betti du
domaine de g est égal a 1, et 'on a les relations (*)

Ji=1, Js—1=Js=1, Jset =" o= s~y = 0.

(1) Annales Ecole Normale, t. 44, 1927, p. 377.

(*) Voir H. Poincant, dnalysis situs (J. de U'Ecole Polyt., 2° scric, t. 1, 1895,
p. 1-121). Les nombres de Betti du texte sont ceux que Pomcaxe désigne sous ce
nom, mais diminués d'une unité.

(3) Cela tient & cc que les transformations singuliéres d'un groupe semi-simple

d’ordre r forment des variétés & r — 3 dimensions dans le domaine du groupe et que.
par suite, toute variété close & » dimensions peut étre déformée sans rencontrer cos
variétés smgulleres, mais alors, d’aprés un procédé général, elle peut étre réduite au
point qui représente la transformation identique.

(%) H. Poincang, loc. cit., p. 45; les nombres de Betti également distants des
extrémes sont égaux.

(%) On peut. démontrer facilement qu'on a aussi j, = jo 2= 0.
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Supposons enfin que le domaine de G recouvre unc infinité de fois
celui de I'. Le sous-groupe g n’est plus clos, mais son plus grand sous-
groupe invariant semi-simple g, (d’ordre s — 1) 1'est. Ledomaine de G
peut étre regardé comme constitué par l'ensemble des couples de deux
points, I'un pris dans le domaine de g,, 'autre dans un espace eucli-
dien 4 n+ 1 dimensions. Comme le premier et le second nombre de
Betti du domaine du groupe semi-simple g, sont nuls, on a ici

Sy TE ST 04 Jsn 7= Jsm =0, Js =1, VY NNy )

Dans tous les cas le dernier nombre de Betti non nul est égal d y.

18. On peut, du théoréme général relatif aux sous-groupes clos
d'un groupe simple ouvert, déduire une conséquence géométrique
intéressante. Considérons un espace de Riemann (& ds* défini) admet-
tant un groupe de déplacements simple ouvert G. 11 est d’abord facile
de démontrer que si s est 'ordre d'un sous-groupe caractéristique g
de G, cet espace admet au minimum n=r—s dimensions. Il en est
ainsi par exemple de l’espace & attaché a4 G; nous allons voir que cet
espace est le seul dont le nombre de dzmennons ne dépasse pas cetie
valeur minima.

On démontre assez fdulement que le sous-groupe g’ des rotations
isométriques de I'espace considéré est d’ordre s et qu'il existe pour

une base
Uy Uy, oo Uy Vi Ve o, Vg

jouissant des deux propriétés suivantes :

1° Les s transformations U; engendrent g';
2° La forme o(e) relative a la transformation Xy, U;+ ¢,V , est

— (Ui U)o e

Il ne résulte pas a priori de ces hypothéses que le sous-groupe g' soit
caractéristique. Les transformations du groupe adjoint I' qui corres-
pondenta U, ..., U, considérées comme substitutions linéaires sur
les variables ¢, ¢,, ..., ¢,, engendrent un groupe orthogonal décom-
posable, comme on sait, en un sous-groupe semi-simple clos y et un
ou plusicurs sous-groupes &4 un paramétre échangeables entre eux et
avec y. Le sous-groupe v étant clos, on peut supposer qu’il appartient



22 E. CARTAN.

au sous-groupe caracléristique g, et par suile qu'on a (en conservant
les notations du n° 14) '

U, =\,, U, =X,, RS L= X;

soil alors, ce qu'on peut toujours supposer,

Usopr = sy Niiey + B, Y,

. L'\: “.vx.\- == 5.y Y.v’

les coefficients o, 3 élant véels et les coefficients § différents de zéro.
I.es relations (U;U,..., ) = o montrent alors que X, et B, Y, sont tous
les deux échangeables avec X, ..., X,. Or, le sous-groupe g admet au
plus une transformation infinitésimale distinguée; done, si g’ ne se con-
fond pas avec g, g’ est formé d'un sous-groupe closd’ordre s — 1 de g et
d’une transformation « X,+ 3Y, échangeable avec X,, ..., X,_. Le
coefficient 3 n’est pas nul, sans quoi g’ serait identique a g. Il existe
donc une transformation Y, échangeable avec X,, ..., X,_,. Suppo-
sons d’'une maniére générale que les transformations Y échangeables
avec X,, X,, ..., X,_, se déduisent linéairement de Y,, Y., ..., Y,.
Les relations o

(XX, =(X:Y,)=o0 (f=m1, ..., 8s—1;0==1,4.4,p)

entrainent :
(Xi(X,Y,)) =0,

par suite (N,Y,), ..., (X,Y,) sont des combinaisons linéaires
deY,, ..., Y,. Daprés une propriété fondamentale du sous-groupe g,
cela n’est possible que si p=n; mais alors les crochets (Y,Y3) ne
dépendraient que de X, (4 cause des propriétés de symétrie des
constantes de structure) et les transformations X,, Y,, ..., Y, engen-
dreraiént un sous-groupe invariant de G, ce qui est absurde.

Le sous-groupe g’ étant homologue & g, le théoréme énoncé est
démontré. On voit donc que st un espace de Riemann admettant un
groupe simple ouvert de déplacements a le nombre minimum de dimen-
stons compatible avec la nature de ce groupe, il jouit de la propriété
d’avoir sa courbure riemannienne conservée par le transport paralléle;
tous ces espaces sont applicables les uns sur les autres.
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1II. — Les isomorphies involutives des groupes simples clos
et les groupes simples ouverts.

19. Dans le paragraphe précédent, nous avons supposé, pour un
groupe simple ouvert G, P'existence d’un sous-groupe caractéristique,
Si G est & paramétres complexes, cela revient & admettre 1'existence
d’une forme réelle unitaire [o(e) étant définie négative] pour toute
structure simple. J'ai trouvé elfectivement une telle forme pour
chacun des types de groupes simples ('). M. H. Weyl (*) a démontré
ensuite l'existence de cette forme par un raisonnement général s’appli-
quant & tous les cas & la fois. On peut se demander si les calculs qui
'ont conduit & ce résultat ne pourraient pas encore sc simplifier, ou
plutdt sil'on ne pourrait pas, par un raisonnement a priord, démontrer
ce théoréme; une telle démonstration permettrait de simplifier nota-
blement I'exposition de la théorie des groupes simples. Je ne suis &
cet égard arrivé a aucun résultat; j'indique simplement 'idée qui m’a
guidé dans mes recherches infructueuses. On peut toujours choisir la
base d'un groupe simple de maniére que la forme 2(¢) soil réduite &

o(e)y=—(e]4-el-+... 4 e}),

les paramétres e; étantici complexes. A chaque choix dela base répon-
dant a cette condition correspondent des constantes de structure
‘complexes ¢; ;. 1 est certain, le théoréme 4 démontrer étant vrai, que
la somme des carrés des modules des quantités ¢;;; admet nne borne
inférieure, qui est atteinte précisément quand ces constantes sont
réelles. Ce qu'il faudrait démontrer a priori, c’est d’abord que la borne
inférieure de la somme considérée est effectivement atteinte, et ensuite
que lorsque cette borne est atteinte, les constantes de struclure sont
nécessairement réelles. Bien entendu, une telle démonstration ne
devrait exiger que les théorémes élémentaires sur la structure des
groupes.

(1) Annales Ecole Normale. t. 31. 1914, p. 263-355.
(2) Math. Zeitsehr., t. 24 ig25. p. 371-375.
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20. Passons maintenant & un groupe simple ouvert G &4 paramétres
réels. J'ai indiqué, dans mon Mémoire du Bulletin de la Sociélé mathé-
matique ('), comment on pourrait, pour chaque type de groupe
simple ouvert, vérifier 'existence d'un sous-groupe caractéristique.
Cette vérification serait du reste trés pénible. Je puis maintenant
démontrer cette existence d’une maniére générale. '

Soit G un groupe simple ouvert & paramétres réels et soit G, un
groupe clos de la méme structure complexe. Soient

X, Xo, .., X,
une base particuliére du groupe G, et
Y, Y, ..., Y,
_une base particuliére du groupe G. On peut passer d’une base a I'autre

“par une substitution linéaire S, A coefficients necessau‘ement 1magt-
naires. Nous écrirons

(10} (X S(0Y),

ou, d'une maniére explicite,
Xi::z((,»/;\'/; fi==1,2, ..o, r).
P
Sil'on forme les crochets (X;X), on obtient les relations

(1r) 2f‘/,‘.\-a.m:zn;.\-an'/.m.. (I Jy h==1,2, ..., 1),
s st

en désignant respectivement par c;; et Y,y les constantes de structure
des groupes G, et G.
Ces constantes étant toutesréelles, les relatlons (11) restent valables

si 'on remplace les cocfficients a;; par leurs imaginaires conjugués a;;.
Il en résulte que la substitution S, imaginaire conjuguée de S, fait
passer de la base donnée du groupe (3 4 la base

(1) Tome 53, 1927, p. 123-124.
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d’un second groupe clos G/, ayant les mémes constantes de structure
(réelles) que G ; nous écrirons

1) | (N == 8V,

21, Considérons maintenant U'espace & a r dimcensions dont le
groupe des déplacements est le groupe a4 paramétres complexes de la
structure donnée. Aux deux groupes G, et G, correspondent deux
points A et A/, qu'ils laissent respectivement invariants, et dont nous
désignerons le milieu par O. 1l existe un déplacement continu (#rans-
vection) amenant A en A’ le long de la géodésique AA’, les vecteurs
issus de A se transportant par parallélisme. Cette transvection, faite
par exemple en partant du point O pris pour origine, est engendrée
par une transformation infinitésimale obtenuc en multipliant par y—1
une des transformations infinitésimales du groupe adjoint du groupe
clos; on peut donc la représenter par une substitution linéaire a coeffi-
cients imaginaires, effectuée sur les transformations infinitésimales de
base des groupes G, qui correspondent aux différents points de la
géodésique AA’'; par cette substitution les constantes de structure
sont conservées.

Soit alors @ la transvection qui améne O en Aj on peut supposer
qu’eclle fait passer d’une base convenablement choisie (X”) du groupe
clos G, représenté par O a la base (X)) du groupe G, :

Dty (X @(X7):
la substitution ® = 0", & la fois inverse et imaginaire conjuguée de ),

fera passer de la base (X") a une certaine base du groupe G’ : on aura .
donc, R désignant une substitution réelle,

(ry) (X' == RO—1 (X",
On déduit des égalités (10), (12), (13) et (14)
RO §S—!;

en changeant chaque matrice dans son imaginaire conjuguée, on
obtient : ]
RO=S$5-1=(§S~1)=@*R~;

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc, I, 1929, 4
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puis, en multipliant & droite par R et & gauche par R-*.
(15) @R =R-10",

enfin
O'R=0(0:R)=0:R~'02= (R6*)O*= RO".

La substitution R est donc échangeable acec ©*. Mais les racines
caractéristiques de O sont réelles et posiiives: par suite toute matrice
échangeable avec @ est échangeahle avec ©* et avec O ('); donc,
d’aprés (15)

) -
3 R=R-, on Ri==1,

22. Partons maintenant du groupe G’ au licu de partir de G,.

Nous avons
(X" =0~ (X)=0-"S(Y):

le procédé appliqué plus haut conduil a une nouvelle base de groupe

clos )
05(Y)=0(X")=0R0~(X")=R(X").

Ainsi donc on a les deux relations fondamentales suivantes, ou Edésigne
la matrice imaginaire @~'S,
(X)=Z(Y),
R(X")=3(Y.).

La matrice R étant involutive, on peut, par une substitution linéaire
réelle effectuée sur la base (X”), s’arranger pour que lous les éléments
de R soient nuls, sauf ceux de la diagonale principale égaux, les s pre-
miers 4 1, les n derniers (s +- n=7r) 4 — 1. On voit alors immédiate-
ment que les éléments des s premiéres lignes de Zsont tous réels et que
les éléments des n derniéres lignes sont tous purement imaginaires. Un

(1) La matrice © est réductible 2 une matrice diagonale dont tous les éléments r,
sont positifs; la matrice O” sera une matrice diagonale avec les éléments »?. Si alors
une matrice (a;;) est échangeable avec 87, ¢’est qu’on a

7 iie—= )
» (7‘; r.;-‘)a;j__o,
mais alors il en résulte

()'[—— r,-)aii_—_ [V

et la matrice est échangeable avec 9.
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choix convenable de la base (Y) du groupe G conduit alors aux rela-
tions fondamentales

( \,=V,. N, =Y, .. N,=Y,

(16) PNy =Yoo Newe= Yo .o Nz=iY,.

Autrement dit, étant donné un groupe ousert simple (, on peut tou-
Jours trouver un groupe clos G, de méme structure, une base pour G et
une base pour (x,, de telle sorte que les transformations infinitésimales

de base de méme rang des deux groupes soient ou égales, ou dans le rap-
port i.

23. Des formules (16) on déduit immédiatement que les transfor-
mations Y,, Y,, ..., Y, engendrent un sous-groupe caractéristique
de G. On voit aussi que la substitution involutive R, appliquée aux
transformations de base X; du groupe clos, est isomorphique.

Réciproquement considérons une substitution isomorphique involu-
tive du groupe clos G,. On peut supposer qu’elle est de la forme

Ni=X. X j=—Xqj (i=v,2, ...,8/=1,...,n).

En exprimant que les constantes de structure ne sont pas changées, on
voit immédiatement que les seules constantes non nulles sont celles qui
contiennent o ou 2 indices supérieurs & s. En posant alors

Y, =X\, Y,\-,zw/: "Xsw'e

on voit que les constantes de structurc de la base (Y) sont réelles, ce
qui donne un groupe ouvert de méme structure que G,, mais avec
une forme o(e) qui contient n carrés positifs et s négatifs.

La recherche des groupes réels ouverts d’une structure simple donnée
revient donc a celle des substitutions involutives tsomorphiques du groupe
clos de la structure donnée.

On peut ajouter qu'il y a autant de groupes ouverts non homologues
dans le groupe adjoint continu (& paramétres complexes) qu’il y a de
substitutions involutives isomorphiques non homologues entre elles dans le
groupe adjoint continu clos (4 paramétres réels).

24. Le théoréme précédent donne une nouvelle méthode beaucoup
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plus simple que celle que j'ai exposée en 1914 (') pour obtenir Loutes
les formes réelles d’une structure simple donnée. Elle est particuliére-
ment facile 4 appliquer si le groupe adjoint du groupe clos est continu,
car alors la substitution R admet une substitution infinitésimale
génératrice appartenant au groupe adjoint, et 'on connait la forme
canonique a laquelle on peut toujours ramencr cette substitution infini-
tésimale. Le probléme est donc virtuellement résolu pour les structures
simples des types (B), (C), (E)(derang 7 et 8), (F) ct (G) (*). Mais
la solution est également trés simple, méme dans le cas ot R n’appar-
tient pas au groupe adjoint continu, sil’on est dansle cas des types (A)
ou (D). Enréalité, il ne reste, comme détermination difficile, que celle
des groupes ouverts du type (E) de rang 6, dans le cas ot R n’appar-
lient pas au groupe adjoint continu; mon ancienne mdéthode. dans ce
dernier cas, ne fournit qu'un groupe ouvert difficile 4 obtenir directe-
ment ().

1V. — Détermination effective des groupes simples ouverts
des quatre classes générales.

23. Nous allons, comme application, indiquer comment on peut
effectivement obtenir les formes réelles ouvertes des quatre grandes
classes de structures simples; il n’y aurait, sauf la réserve faite tout
a I'heure, aucune difficulté a procéder de méme pour les classes excep-
tionnelles. Nous partirons dans chaque cas d’un groupe clos particu-
lier.

26. T'ype (A). — Comme groupe clos G, du type (A), choisissons le
groupe linéaire unimodulaire d'une forme d’Hermite définie positive

Ly L2y W Xy

(1) Annales Ecole Normale, t. 31, 1914, p. 263-355.

(2) Pour ces types, en effet, le groupe adjoint du groupe clos est continu (Bull.
Soc. math., t. 49, 1925, p. 361-366).

(3) Il correspond aux espaces & du type (EIV) & 26 dimeasions ( Bull. Soc. math.,
t. B8, 1927, p. 131).
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Le groupe adjoint comprend deux familles distinctes; la premiére
indique comment les transformations de G, sont échangées par une
transformation du groupe G, lui-méme (homographic), la seconde
indique comment elles sont échangées par une antihomographie (honio-
graphic combinée avec le changement de z; en ;).

Si la substitution involutive R appartient au groupe adjoint continu,

elle provient d'une homographie, qu'on peut toujours. supposer
ramenée a sa forme canonique

age ey (&gl et Opgyz=0);

pour que la substitution corvespondante du groupe adjoint [, soit
involutive, il faut et il suffit, le groupe linéaire G, étant irréductible,
qu'elle multiplic toutes les variables par un méme facteur m quel-
conque. Les opérations R cherchées s’obtiendront donc en exprimant
(ue toutes les quanlilés ¢#* sont égales entre elles; par suite, du point
de vue qui nous occupe, I'opération R peut étre définic par les équa-
tions

AT L W=t P R 1

.r;, NE=r (Jz=z1. oo ety

Les transformations de G, communes avec le groupe ouvert corres-
pondant sont celles qui sont échangeables avec I’homographie précé-
dente, et par suite celles qui transforment entre elles les p premiéres
variables, ainsi que les [+ 1 — p derniéres. Elles engendrent le groupe
commun g des rotations dans chacun des espaces &, clos et ouvert,
correspondants ('). Le groupe ouvert est ici le groupe linéaire unimo-
dulaire de la forme d’Hermite indéfinie

BYZ | A B Z o T g Ly = e KLy Bl
27. Sil'opération involutive R n’appartient pas au groupe adjoint

continu, elle provient d'une antithomographic involutive ou antiineolu-
tron. 11 en est de deux espéces (*).

(1) Ce sont les espaces des types (AllL) et (AlV), ce dernier type correspondant &
p =1 (oul), Yoir Annales Ecole Normale, \. &4, 1997, p. 395-400, 446-450.
(2) Voir Annales Icole Normale, t. &. 1927, p. 136-440. 442-443.
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I’antiinvolution de premiére espéce est réductible & la forme
o=y (f=1, 2. ..., 041);

le sous-groupe clos g commun a G, et & G est formé des substitutions
a@ cocf ficients réels de G, c’est-a-dire des substilutions orthogonales
réelles effectuées sur z,, ..., x,.,. Le groupe G est celui des subslitu-
tions réelles quelconques; il est isomorphe au groupe projectif réel
de / variables (').

L’antiinvolution de seconde espéce, qui n'existe que si [+ 1 esl
pair, est réductible & la forme

T L T .

Ly TZ = Xy Ly =X

Le groupe ouvert G esticiisomorphe au groupe linéaire quaternionien
a /——;*_—' variables ((quaternioniennes); le sous-groupe clos g est celui
qui laisse invariante une forme d’Hermite quaternionienne définie
positive (*).

28. Iypes (B) et (D). — On peul prendre pour groupe clos G, le
groupe linéaire réel d'une forme quadratique définie positive. Le
groupe adjoint indique comment sont échangées les transformations
de G, par une substitution orthogonale de délerminant 1 on —1. La
encore cetle substilution fournit 'opéralion identique du groupe
adjoint si elle multiplie toutes les variables par un méme facteur.

La forme canonique d’une substitution orthogonale est

Liygmy == Ly COS Uy = L'y SIN L.
Lo == Xyymy SNy~ Tz COSA, (G =1,2, ..., p).
Lo = T gpie (h=1, ..., n—ap:ei=1).

Le carré de cette substilution ne peul multiplier toules les variables
par un méme facleur cue si tous les angles 2a, sont des multiples de .
Si n> 2p, il faut que tous les a, solent des multiples de =, et la subs-

P> q P )

(1) Les espaces & correspondants sont du type (A[) (Annales Ecole Normale, . ki,
1927, p. 385-390, 437-442).
(*) Les espaces & correspondants sont du type (AIl) (loc. cit.. p. 3g0-394, 442-446).
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titution orthogonale est alors, en changeant les notations,

. :’ —_— . .I — ] ’ — v
A Ty, e .LI,__.——,I,,. ""/:--pl——“b/'-l-l! ey Ly == T'y»

Si n=2p, on arrive & la méme conclusion, 4 moins que tous les
angles 24, ne soient des multiples impairs de ©; on obtient alors la
forme canonique

.' —_— 3 Jo— . ,v.’ -—— . . :’ — Lyt
AT L xy =y, Ly I — L, A I i,

B

7 — /] Jp— oy
APt &) =Ty

Dans le premier cas, le sous-groupe clos g commun a G, et G est
’ i} . 14 . . . .
formé des substitutions qui laissent invariante chacune des deux
formes

0 Y m

: o ] e
KR aR RN 1) B P R e e

le groupe ouvert G est le groupe linéaire de la forme quadratique
indéfinic

A aE —

9
p a3 ().

Dans le sccond cas, le sous-groupe clos g est celui qui laisse inva-
riante chacune des variétés planes imaginaires conjuguées 'une de
Pautre

Ly (==, - (==, =y - (X 0.

Ty = Ty Ty (0 ==, T Ay — (2720,
toul entieres situées une et autre sur la quadrique
Ly XA+ ai=o0 (*)
29. T'ype (C). — Le groupe clos G, est par exemple le groupe
linéaire qui laisse invariantes a la fois la forme extérieure
720 I S P VR
et la forme d’Hermite définie positive -

T N S N A e L IR

(1) On obtient ainsi les espaces du type (BDI) avec, comme cas particulier (p = {),
le type (BDIl) (Annales Ecole Normale, t. &, 1927, p. 400-405, 450-454).
(2) Les espaces correspondants sont du type ( DIIT) (oc. cit.. p.i405-109, 154-459).
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Le groupe adjoint est continu. Toute substitution de G, est réduc-
tible & la forme canonique

O S e ity
Ty ey = €T gy Ty == ki

il faut et il suffit que les 2/ quantités ¢** et ¢™** soient égales; cho-
cune d’elles est par suite égale a 1 ou d — 1. :
Dans le premier cas, la substitution est réductible 4 la forme

I'v-— l—v oy /" — /] ‘ —— M
e AT Lo =i Ay e lLQ/l__1-—-—.L'3,;_” . ‘7,'.”,—-——"932/),

.

— ! —— 7} " Rt
Ty pey = Tapays Z g pay == Lopens Ce L) Lyl

Le sous-groupe g laisse invariantes deux variétés planes polaires I'une
de I'autre 4 la fois par rapport & la forme quadratique extérieure et
par rapport & la forme d’Hermite. ~

Dans le second cas, la substitution est réductible a la forme

’

Ty oy T2 LT gy Ly = — (Zak;
le sous-groupe g laisse invariantes les deux variétés planes

[ SR/ g e CHY M ey 6 1

T T, T=L L T Ty =0,

qui appartiennent chacune au complexe linéaire défini par la forme
quadratique extérieure et sont polaires I'une de 1’autre par rapport a
la forme d’Hermite. _

~ Dans I'un et P'autre cas, les espaces & 4 courbure positive sont les
espaces représentatifs des couples de variétés planes obtenus ().

30. Dans le cas du type (D) de rang 4, la méthode précédente doit
étre complétée parce que, a coté des isomorphies qui se présentent
dans le cas général et qui proviennent des substitutions linéaires de
déterminant =1, isomorphies qui'forment deux familles continues
distinctes J el J,, il existe quatre autres familles continues d’isomor-
phies J,, J5, J,, S (*). Le groupe total des isomorphies est ainsi

(1) Les espaces & correspondant au premier cas sont du type (CII) (4 nnales Ecole
Normale, t. &4, 1927, p. 416-420, 462-466); ceux qui correspondent au second cas sont
du type (CI) ({oc. cit., p. 412-416, 460-462).

(2) Bull. Sc. math., 1. 49, 1925, p. 367-374.
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isomorphe (mériédrique) au groupe des substitutions de trois lettres,
chacune de ces substitutions correspondant & une des familles d'iso-
morphies. L'isomorphie involutive R appartient donc soit & la
famille &, soit & une des familles qui correspondent & une transposition
de deux lettres; mais toutes ces familles sont homologues entre elles;
on peut donc supposer que R appartient & J,, et I'on est ramené au
cas général. Néanmoins on voit que les isomorphies involutives R qui
proviennent d'une substitution orthogonale de déterminant —1 et
celles qui leur sont homologues dans le groupe adjoint mizte donnent
naissance & trois groupes ouverts de méme structure (réelle), mais
non homologues entre eux dans le groupe adjoint a paramétres com-
plexes ('). Ces groupes sont isomorphes au groupe linéaire d'une
forme quadratique indéfinie & huit variables, réductible & un nombre
impair de carrés positifs et un nombre impair de carrés négatifs.

(1) Cela explique pourquoi les géomdétries de Klein & groupe fondamental simple
clos peuvent admettre plusieurs formes riemanniennes distinctes qui fournissent des
espaces de Riemann identiques, mnais proviennent de choix essentiellement distincts
de I'¢lément générateur de I'espace. Cette circonstance au contraire, comme nous
I'avons démontré plus haut, nc peut pas se présenter si le groupe est ouvert.

O
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