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MOUVEMENT DE LA LUNE. 61

Sur la théorie analytique du mouvement de la Lune;

Pin H. ANDOYER.

Au Tome XVII du Bulletin astronomique (p. 87 et 167), et au Cha-
pitre XXIX de la deuxiéme Partie du Tome Il des Legons de Mécanique
céleste, H. Poincaré a indiqué une nouvelle méthode extrémement
intéressante pour effectuer le développement analytique des coordon-
nées de la Lune dans son mouvement relatif autour de la Terre. On
peut étendre la portée du principe trés simple sur lequel il s’appuie,
et, procédant d'une fagon un peu différente, obtenir, ainsi que nous
allons le montrer, des résultats entiérement satisfaisants pour celui
qui se propose le calcul effectif des divers éléments dont dépend la
théorie solaire analytique du mouvement de la Lune.

1. Soient les équations canoniques

( de; ﬂ‘l dy; oH
1) dt oyl dt =7 oz,

ot H est fonction de ¢, des «;, y;, et d’un certain nombre de para-
métres (p). Aprés solutlou a; et y; sont des fonctions de ¢, des (p) et
des constantes arbitraives d intégration (¢) : les quantités (p) et (¢),
dans leur ensemble, seronl les (g).

Lla fonction H, aprés remplacement des x;, y; par leurs valeurs,
devient une fonction de t et des (¢), et il en est de méme des dérivées
partielles par rapport a ¢ et aux (p) de la forme primitive de H,
dérivées que, pour éviter toute confusion, nous marquerons de la
caractéristique ¢.
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Dans ces conditions, on a
oH oH i 0 o
9 ()tz ‘99 T 9q Z vot’

. 1 . .
la dérivée %j n’existant pas si ¢ est 'une des constantes (c).
9

. i oH

sﬁf (u +2x,7)7> a, W= [
ces quadratures n’gtant définies qu’a des constantes prés (par rapport
4 £). En considérant S comme fonction de ¢ et des (¢), et désignant
par (C,) des fonctions des seules variables (¢), on a donc

““*Z d)’z g;:ll,,—i—(i,,—i—z.r,%,

Faisons -

ou bien, finalement,
(2) dS=1H dt+2x,dy,+2(ﬂ,,+ C,)dq.

Tel est le principe général (u’il s’agit maintenant d’appliquer a la
théorie de la Lune.

2. 1l est nécessaire de rappeler d'abord, aussi briévement que
possible, les conditions du probléme.

Si X, Y, Z sont les coordonnées rectangulaires de la Lune par
rapport & la Terre, avec r comme rayon vecteur correspondant, son
mouvement est celul d'un point matériel de masse égale a l'unité,
sous l'action d’une fonction de forces

U:—ﬁ- + n"*R,
r

la fonction R étant elle-méme de la forme
R,+ B R+ B,R, +...
les quantités n', 3, B}, B,, ... sont des conslantes, et les R, sont des

polynomes homogénes en X, Y, Z, de degré k. Ces polynomes
dépendent encore des arguments

N'=n't+ 1, G'=N-—uw,
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et d'une nouvelle constante ¢ : ¢ désignant le temps, n', ¢/, /', & sont
respectivement le moyen mouvement, l'excentricité, la longitude
moyenne de I'époque et la longitude du périgée dans I'orbite pure-
ment képlérienne du Soleil autour du centre de gravité du systéme
Terre-Lune, le plan de cette orbite étant normal a I'axe des Zj; les
paramétres restants, 3, 3, 3,, ... dépendent d'une fagon simple du
coefficient de I'atlraction universelle, des masses des corps en présence,
et du demi-grand axe ' de I'orbite solaire. Bien entendu, la fonction U
a pour dimensions le carré d’une longueur multiplié par celui d'une
vitesse angulaire.

L’intégration fait apparaitre six constantes arbitraires n, ¢, v, 4,
@,, 3,, dont la premiére est le moyen mouvement de la longitude
lunaire; les cinq autres seraient respectivement, si 'on supposait
nulle la constante ' (et si I'on néglige les carrés et le produit de ¢, y),
Pexcentricité, l'inclinaison, la longitude moyenne de 1'époque, la
longitude du périgée et la longitude du neeud ascendant dans l'orbite
alors purement képlérienne de la Lune. Le temps ¢ et les angles /,,
®,, 9, ne figurent dans les expressions des coordonnées X, Y, Z, et
dans celles de leurs dérivées par rapport au temps, X', Y', Z', que
par les arguments

N=nt+1{. ~Gz=gn -, H = fln — %,

les coefficients g, & dépendant eux-mémesde n, e, y, 7', ¢, 3, 8,, 8, ...
Ajoutons que les expressions des coordonnées sont périodiques par
rapport aux arguments N, N, G, G’, H, et qu'il en est de méme de
celle de R par rapport 4 N’ el G/, le temps ¢ n’y figurant pas autre-
ment.

Les équations du mouvement ont la forme canonique (1) en faisant

H=U— .;(x'=+¥'=+ Z't),

et prenant les x; pour X', Y/, Z, les y; pour X, Y, Z; donc, avec les
variables ¢, (¢), c’est-a-dire ici

. o , ,
tn, ey, Ly, 5y, 0,8, U, @', 8,8, 8y ...,
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ona

(3) dS—lU—l(X’=+Y”+ z'z)] dt +X'dX +Y'dY + Z'dZ

et 'on voit que la fonction S pourra étre prise sous la forme S,1+S,,
en désignant par S, une constante, et par S, une fonction purement
périodique (c’est-a-dire sans partie constante). Nous conviendrons

. : R JU
d’ailleurs de prendre sous la méme forme toutes les quadratures f % dt.

Il est avantageux de développer la relation fondamentale (3) en
faisant usage d’autres variables. Posons d’abord

!
mz%, n'a?=R, pi=afi, G.=afl, ...,

de sorte que a est une longueur, tandis que m, 3,, 8,, ... sout de
purs nombres. Puis attribuant aux lettres e et ¢ la signification habi-
tuelle en analyse, faisons encore

. £ ..
§ = e!!N—N) g, = —eib, v

5 -
=Ly €, = - e'¥,
2 2 2

£ G 7 .

—E -6 i — L e—lb.
e, =-e¢ , €= —¢

=3 ’ 7-1= 4 1= 3 5

nos nouvelles variables seront, avec ¢,
n, a, N, m, 9, €1y E—ps Y1y Y1y &y ey By P -
D’autre part, remplacons X, Y, Z par p, ¢, {, 4 I'aide des formules
X + Y = ape'¥, X —iY=age ¥, i1 = at,

L e a1 ~ Yy > a- s | 4 f et
et désignons aussi par ¢ le rapport ~; employons la caractéristique D
comme signe de dérivation par rapport i la variable (¢N) remplagant ¢
[la notation inverse D—'F représentera la quadrature f F d(i'.\")], el

faisons
pP'=bp+p,  ¢=Dg—yq, =D
de sorte que

X'+ Y = ianp’ e, X'— Y =iang'e'Y, Z'=an{.
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Les foncuonsp, ¢, p'sq', ¢ sont développables suivant les puissances
enliéres positives ou nulles (et négatives, quand il s'agit de 0) des
variables m, 0, ¢,, ¢_,, ..., énumérées plus haut, i 'exclusion de n,
ay Nj p ct ¢, comme p’ el —¢', sont des fonctions conjuguées; g, &'
sont réelles; { est purement imaginaire.

n faisant encore

s R .
7 =g s l‘z-i—,@,l‘;,—*-ﬁ,]“,,—i—...,

les F; seront des polynomes homogénes en p, ¢, 7, de degré k3 I n'y
figurera que par son carré; ct ces fonctions seront en outre dévelop-
pabl( s suivant les puissances de ¢ et &, dépendantes encore de ),
mais uniquement par les combinaisons pf, 0. On désignera d,ms
ce qui suil par I’ Pexpression

2P, 4+ 35 F,+ 45, F, +.
Enfin, nous prendrons la fonction réelle S sous la forme
nta*K,t + inac K,

K, ct K désignant respectivement une constante et une fonction
purement périodique : K ne renferme ni n, ni ¢, ni N; K, comme les
cocfficients g, b, ne dépend que de m, 5,, 3,, ... el des prodnits

i
Eeyy YiY—ir EE,.

a. Envisageons d’abord la fonction K. Faisons
K'=K —D(pg — ),

—_ ! 9 . wu9P\ e,
Jo= ([;u( + ¢ () )—{-C

pour u=m, 0, e, ey, Yo, Yo1, &y &,y B4y Bay .. .5 et convenons de
réduire toutes les fonctions figurant dans les formules qui vont suivre
immédiatement a leurs parties purement périodiques. On voil aisé-
ment, en opérant quelques combinaisons linéaires trés simples, s'il est
nécessaire, que la relation (3) donne naissance aux équations suivantes,
- ot 'on a remis partout le signe 9 aulieu de 6, aucune confusion n’étant

Journ. de Math., tome VII, ~ Fasc. 1, 1928, 9
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plus & craindre:

oF
/ L VA Ry ovt N
(4) 2<p q p_q) m20 '(9 d@)"_o’
I Dpg —8)— (p'y'—5"*)+ 2m*(F 4+ F')
s +2m"l)"'(03~: ——s',%ﬂ—a‘,'%)‘:o.
(5) ¢, N
5 DHpg — &) +p + m (GIF + )
“+2m*D! (9%—;- — ¢ (%:7 +¢, 5‘?—):
1 -1
. ¥ oF oF
I 2 R o B ) o i____ [ [,
. DK'= 2222 (F + ')+ 33D '(e’)g 4 5+ ()8;’),
K'+ 3<mﬂ‘§ N J) HamtD= (2 F — 'y =o,
om
7).
“:)—l.l_ 4-dy=0 (H'——"—'G“E—-,,?” 7——!)‘
(7) :
JK . oF A
u% 4+ Jy+ nrD-*l(u:;—;)::o (11:9, €, &y, p,, ﬁ,, cae).

On trouve de méme, relativement & K, en désignant par (f), la
partie constante d'une fonction périodique quelconque f,

(PG =k (ply— (P =0,
(P =8+ %([;’r/ —pg" Yo+ (v —m) (Jg)y + 2.5 (Je,)s

+2h(dy))y+2mJe) =0,
2Ky =3(p)y+ m*(2¥ — F'),, .
(8) oKy L% v 08 o :
m_—=am (F)y—m(Jg)y+ 2m ;)',',;(Jh)ci“’"‘ am o Jyi )=+ 20 (d Do

oK 02 oh
u-(ﬁt-‘-':mtd—‘;’l(.lsx)o—i—zuﬁ(.l.{,)o . (e=¢, y,),
K,

K, _ dg oh . OF . :
147)7_2"7”(.]3‘)0—!,- ur;h—l(J-{l),,—;—m (u()T)o (rt==¢4BBs...).

Pour préciser la définilion des constantes ¢, y, le mieux serait sans
doute de les choisir de facon que (J;)o=r¢,c_, (J;,)o= 77~} mais
ce choix n’est aucunement nécessaire. Si 'on veut donner & ¢, y la
méme signification que dans les travaux que j'ai publiés précédem-
ment (Mémoires de I'Académie des Sciences, t. LVIII et LIX), on
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prendra les coefficients complets de ¢ el ¢" dans les expressions de ¢

, . . & mz\¥ - AN

et { égaux respectivement & - (1 + 7) ) f(] + 7) .
Les équations (4) et (5) ont été déja utilisées par les différents
auteurs qui se sont occupés de la théorie de la Lune & la suite de
G. W. Hill; elles résultent d’ailleurs fort simplement des équations

primitives du mouvement

? S " 2() ¥ —
(D*+2D+1—0%) p+um Jg =°
, ,OF
(9) (n"—‘21)—4—l--—p“)t/+2m-;)-F = 0,
D2y 2 0 ’ o
(D*—0*)yZ —m T =0

utilisées aussi, et dont il convient de noter les deux combinaisons

( , , . OF L O\
\' (D+1)(p's—pl)y+m (pz -}—0.,7(})__0.

— ly 4 2 __( ‘ ) ’; —
((I) N(qg's—q¢')y+m <r/')§~+-";') )_n.

4. Cet usage des équations o ne figure pas K est en général simple
et sir, en raison de la forme particuliére de la fonction Fj mais il
entraine des inconvénients assez graves, et qui pourraicnl pratique-
ment devenir insurmontables, quand il s’agit de la détermination des
termes a période voisine du mois lunaire ou & longue période, ¢’est-
a-dire, d’une fagon précise, pour lesquels le coefficient D différe de == 1
ou de o, d’'une quantité qui est au moins de 'ordre de m. Quand on
veul obtenir un tel terme & l'aide des équations (4), (5), (9), el avec
un certain degré d’approximation par rapporl a m, on est amené i
des calculs superflus, c’est-a-dire que le développement des opérations
exige une approximation supérieure a celle que I'on recherche, sans
qu’il y ait la une nécessité. découlant des conditions mémes du pro-
bléme. Toutefois il faut ajouter que cette difficulté n’affecte pas les
termes & longue période de {, et qu’elle disparait pour les termes &
période voisine du mois dans cette coordonnée, par un usage judicienx
des équations (10).
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Nous allons montrer qu’en faisant intervenir la fonction K, on peut
instituer une méthode réguliére, aussi simple et aussi stre, évitanl
tout calcul superflu.. '

Nous supposerons d*abord que les différents termes du développe-
ment de { sont déterminés par les équations (10), qui, nous l'avons
déja dit, ne présentent aucune difficulté; considérons alors les coeffi-
cients dans K, K/, p, ¢ d’un certain monome M, de la forme générale

M == mbGrefiet oy T2 el BB

et appelons K,, K, p,, ¢, ces coefficients (sans confusion possible sur
le sens de la notation K, déja employée).
Observons que, si I'on se horne aux parties principales, on a

p=q=p =—q=1;

soit aussi D, la partie principale s+ ¢, — ¢+ 5, — 5., du coeffi-
cient D relatif au monome M, et faisons

c?:Ko‘*"‘;'(]%“‘/o)-

Si le monome M est a courle période, c’est-a-dire si D, n’est pas nul,
on voit facilement que les équations (7) fournissent d’abord, 4 I’ alde
de quanlités connues par le jeu des approximalions successives conve-
nablement dirigées, les valeurs s¢, o,90, 9, ..., w9, ..., et par
suite celle de ¢, obtenue le plus souvent de plusieurs fagons nécessai-
rement concordantes; la valeur de K| résulte de méme de la premiére
équation (6), ou de la seconde, en se servant de celle de ¢. Mais K

vaut Ko— Dy(py—+ 7o), it des termes connus prés, et par suite on
obtient la quantité

Dy( po-+ go) + j;j([)o’—‘]o)
égale 4 o — K ; dans les mémes conditions, I'équalion (4) détermine
1
Po~+go—+ 5 Do(po—90)-

'Si donc la période du monome M n’est pas voisine du mois, on a
immédiatement les inconnues p, et ¢, ; dans le cas contraire, on a seu-
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lement la valeur de la combinaison 3p,+ g, ou p,+ 3¢,, suivant
que D, est +1 ou —1.

Supposons maintenant le monome M a longue période, c’est-a-dire
D, nul. Dans ce cas, il faul faire intervenir encore les parties princi-
pales de p, 4, p', ¢’ en ¢, et z_,, soit, en y joignant celles déja consi-
dérées, ;
P =g — Be, ¢ =1—3e +z2_,
JOEEN Y- == —28_;

il faul aussi mettre en évidence les coefticients p,, ¢, p_, q_, dans p, ¢,
des deux monomes & période voisine du mois qui sont contigus a M,

UMM .
savoir —» —; s'ils existent.

& €.

Faisant alors

I
N S pe— ) o e

on vérifie sans peine (ue les équations (7) fournissent actuellement, a
P'aide de quantités connues, les valeurs de

$O, POy, 09 — AP, 59, ... D,

on peut done encorc déterminer o (car sis, 5,, 5-,. ... étaient tous
nuls, M serait constant); ¢,, p_, en résultent, et en achevant comme
ci-dessus, on obtient finalement p, ct ¢,. La détermination compléte
des termes associés a période voisine du mois est assuréc par le fait
que I'on connait déja p,+ 3¢,, 3p_, + ¢_,. Remarquons encore que,
dans I'hypothése o I'un au moins des exposants 6,, 5., n’est pas nul,
on peut tirer des formules (7) toules les quadratures nécessaires a
Pachévement du calcul, et éviter ainsi des intégrations effectives qui
pourraient devenir incommodes.

Le succés éprouvé confirme la valeur de cette méthode qui n’exige
que des calculs simples. Ici, d’ailleurs, comme dans ce qui suit, il
serait facile d’imaginer bien des variantes, et de nombreux procédés
destinés a assurer I'exactitude des calculs : mais il n'y a pas lieu d'in-
sister actuellement sur ces points, et il convient de lalsser a lexpé-
rience le soin d’une telle recherche.

Les équations (8) serviront a la détermination de g, de 4, des
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termes constants et des lermes & période voisine du mois qui leur sont
contigus; leur usage n’appelle aucune observation nouvelle.

8. On peut aborder le probléme d'une maniére entiérement diffé-
rente, en cherchant & déterminer directement les éléments variables
de 'orbite de la Lune considérée comme képlérienne : ces éléments
peuvent sans doute se déduire des coordonnées elles-mémes et de
leurs dérivées, mais par des formules trop peu simples en général pour
se préter a I'application.

Si ay, ¢,, fo,, @, 3 sont respectivement le demi-grand axe, !'excen-
tricité, inclinaison, la longitude moyenne, la longitude du périgée,
et la longitude du nceud ascendant dans I'orbite képlérienne de la
Lune; et si I'on fait, en conservant partout les notations déja intro-
duites dans ce qui précéde,

A ==yBa, B==AQ—yi—ed), C=(A—=B)(1—cos/,).
3

2 A?

“+n"?R,

les équations du probléme sont les équations canoniques (1), en pre-
nant A, B, C pour les x;, et [, — &, — S pour les y;; et par suite, il
existe une fonction S’ telle que '

(11) AdS = H dt + \ dl — Bclm—C(13+2(C,,+ [ %I'Illll)(/(/.

La définition primitive des fonctions S el 8’ comme quadratures
monlre sans peine que
_du?)

S—8 dt ’

en vertu de la relation simple qui lie r, @, et X'*4 Y24 7Z'*, ainsi que
du fait que X, Y, Z sont homogénes et du second degré par rapport
aA, B, C; et par suite, on a

S'==n?a2K,t + ina’K’,

K, et K’ étant précisément les mémes fonctions que ci-dessus.
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[Faisons
R Lo 4 I Wl
A=na'x. BZ /=T (3 nat) y, C? etN~-N= (2na*)is,
0 - . ' T ool
id=iN~+17, B e~ ={ana?)?y’. CreN=-I=(2na*)7e,
l’——wzzg)l+ )"//()“—y—- Y + 3 ML
! du 7 " du Cd “u du’

les développembnts des nouvelles variables sont semblables a ceux
de p, (_/, ¢ : les fonctions & et A sont respectlvement réelles et pure-
ment imaginaire; y, ¥, comme z, 3, sont conjuguées.

La formule (11) conduit directement aux équations suivantes ana-
logues 4 (4), (5), (6), (7), et qu'il faut comprendre de la méme
facon :

, . I
o=y = 053~ m2D- (9—) =0,

-'— — l)<m -)l\— + |,,t> + mH D~ (9 oF —g, il +e., )
t)E _y

x? Jdm P e
DK'= sm*(F -+ F) - 3meD- (690 g 00y o >
o toe) )_
(12) < JR’
K'+ 3<m7);l- -+-.l§,,> “+2mD="'(aF — 'y =o0,
K’ ,
u—()T +Jy=0 (=2, ey 71y J=i

IR’ , F o
i lt(()T + 3 4+ 2D~ (//%):u (n=90,¢,,¢,, B, Ba v

Les derniéres équations (8), relatives 4 k,, subsistent, en ohservant
que les quantités (Jy), et (Jy),, (J;,), et (J.),, ... sont nécessairement
égales; quant aux trois premiéres, elles sont faciles a transformer en
ohservant les relations

x—2)y —a2s53= %([;’(/ — pq’)

1 <. ’
=+ DN pg— )+ w4 (plg — ),
\
valables d'une facon générale, c’est-a-dire aussi bien pour les parties
constantes que pour les parties périodiques.
Joignons encore a ces relations entre les éléments et les coordonnées
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les deux suivantes, relativement simples :

1
Sl —ayy'— 53"y (/]’C—-(/Z;’)::n,
(14)

~(L——)))—55) -+ - (/;C-—pt,")::u.

6. En raison du développement prolixe et compliqué dc la fone-
tion I' exprimée 4 l'aide des six variables «, X, y, ¥/, 3, 5/, el en vue
d’éviter les substitutions rebutantes et peu sires analogues & celles
qu’exige la méthode de Delaunay, il n'y a pas lieu d’envisager ici les
équations primitives de la-forme (1) qui définissent directement les
éléments, ni méme de se servir des équations (12) sans en avoir ¢li-
miné F. Déterminant tout a la fois et les éléments et les coordonnées,
on emprunlera plutdt, s'il est nécessaire, pour le calcul des premiers,
quelques-uns des résultats obtenus en recherchant les secondes. Les
calculs deviendronl alors extrémement faciles, et 1'on rencontrera, en
procédant ainsi, de nouvelles et nombreuses vérifications, dont il suffit
d’avoir signalé I'existence.

En tirant les valeurs de m*D~' (0 ())19), m? D"'(;, §L>, .., des
derniéres équations (12) pour les porter dans les premiéres (sauf la
Lroisi¢me), et désignant, pour abréger, par 1 la quantité
gF 9oF , JF )

2 N1 - — — ] ——
m*D (9 7 s‘()s; e, e

on a 'ensemble de formules, ou F a disparu,

I : , JR’ .
Z— 21y — 058 + 6 — 55+ Jg=o,

— ~|)(m IR +],,L>+mn_o

(1d) “ om '

., JK’ , JK’ ' _

K3 (m gy i)+ 2 (B g +35) + 4 (835, ) =0,
‘ ()K’ J _ o

() +d,=0 (=g, e, 7, 7—1)-

Envisageons alors le méme monome M que précédemment, et sup-
posons-le d’abord a courte période. Soient K, x,, 7,, les coefficients
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de ce monome dans K/, z, &5 el ¥, y_,, 5,, 5—, les coefficients dans y’,

. .M M M M
¥, 5, 5 des monomes contigus —, —, —, —, s'ils existent.

& & Y1 Y=
Observons qu’en se bornant aux parties principales, et aux termes

€N €, ey, Y1y Y-, 0N 4
=N )=, =g, ) m=ey, 5=y, siizyoy,

et faisons
$=K\+h— yi+ )3, +5_,.

On voit sans peine que les équations (15) fournissent, a I'aide de quan-
tités connues par le jeu des approximations successives, les valeurs de

R P R R BN Y- Y A JUR azy+ Dok,
Ky =+ 30 420, 4+ Jw+.. Y,
o0y, pabary, o2z, oo b —azi;

éliminant encore y',, ¥_,, 3, 3,, la premiére de ces quantités devient
2o+ Dy, et par suite, puisque D, n’est pas nul, toutes les inconnuces
introduites sont déterminées, si Loutefois I’exposant k n'est pas 2.

Si k=2, on déterminera ¢ 4 I'aide de la valeur de K, qui a déja
servi au calcul des coordonnées; ou bien encore, on utilisera I'une des
derniéres équations (12), en y mettant de méme pour les quadra-

F
tures nz’l)"'(u (—;—) les valeurs précédemment calculées. On peut

d’aillenrs opérer ainsi dans les autres cas, et obtenir alors de précieuses
vérifications.

Dans le cas d’un monome & longue période, les quantités connues
restent les mémes; mais D, étant nul, .z, est immédiatement déterminé,
et il faudra encore chercher directement 5 on y arrive comme ci-dessus
4 I'aide des valeurs supposées connues de K| ou des quadratures

or
m* D~ (u 5 ) Mais tous ces procédés Lombent en défaut lorsque les

exposauts £, s, ¢\, §_,, ,, @,, ... sont tous nuls : dans ce cas excep-
tionnel, on determmera directement z, ou z_, (I'un des deux existant

nécessairement) par les formules (14); ¢ en résultera, et les autres
inconnues s’ensuivront.
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