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MOUVEMENTS D'UN SOLIDE DANS UN FLUIDE VISQUEUX LIMITE. 429

Sur certains mouvements
d’un solide dans un fluide visqueux limité,

Par Hgesst VILLAT.

Onsait que M. C.-W. Oseen, dans une série de beaux Mémoires|c/.
notamment : Betirage sur Hydrodynamik ( Annalen der Physik, Bd 46,
1915)], a réussi & caractériser des cas généraux de mouvement-d’un
fluide peu visqueux lorsqu’un solide se déplace dans ce fluide supposé
indélini et incompressible. M. N. Zeilon [ On Potential Problems in the
Theory of Fluid Resistance (K. Sv. Vetenskapakademiens Handlinger,
3¢ série, Bd 1, 1923) | a appliqué la méthode de M. Oseen dans divers
cas concrels, et a réussi, malgré la difficulté du sujet, & expliciter avec
une trés grande élégance la solution de plusieurs problémes essentiels
concernant un fluide ilinaté, dans le cas de deux ou trois dimensions.

Ainsi que je ai fait connaitre récemment (cf. Comptes rendus de
I’ Académic des Seiences, février 1927), la théorie est susceptible d’étre
étendue, et des cas précis peuvenl éire explicitement développés,
lorsque le fluide n’est pas illimité. Je vais dans le présent travail
exposer sur un exemple simple cette extension et sa Inise en ceuvre,
laquelle — dans ce cas comme dans des cas plus généraux — se
rattache aux considérations que j'ai développées dans un article : Sur
un problime généralisé de Hilbert concernant les fonctions analytiques
(Congres des Sociétés savantes, Poitiers, avril 1926).

Envisageons un mouvement permanent a deux dimensions ainsi
défini : une lame rectiligne ', placée sur Ox, se déplace avec une
vitesse constanie Ui dans la direction Oy le fluide est [imité par cet
axe Oy, indéfini dans les deux sens. Pour une raison de symétrie évi-
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ente, il revient au mcéme de consi erer, a la place du lrlOU\(,an
dente, il L l 1dé la pl 1 t
susdit, celui qui serait déterminé par deux lames, I et IV, sy metrlques
une et 'autre par rapport au mur Oy, en supposant le {luide illimi

I t Pautre p pport Oy, pposant le {luide illimité
dans tous les sens. On détermine naturellement le mouvement du fluide
relativement aux axes Oz, Oy.

La théoric de M. Oseen prouve alors ¢u’'un mouvement du flnide
peu visqueux est déterminé par la connaissance d’un potentiel ¢ satis-
falsant, sur la partie avant (y =+ 0) des deux lames, & la condition

l/o . *
) 4); =L
et sur la partie arriére a
oy
dr
“nfin, on doit avoir
do _ dy
dr /)v "

a linfini. Les formules connues de M. Oseen (loc. cit.) permeltent
alors de calculer les vitesses et les pressions en tout point du fluide.

Pour déterminer la fonction harmonique ¢ dont dépend la question,
nous commencerons par transformer le domaine (doublement con-
nexe) défini par le plan 2Oy muni de coupures le long de I' et 1", en
un domaine annulaire compris entre deux circonférences concen-
triques. Pour cela, posons z=wx -+ iy; il est facile de voir que les
relations

(2) ' s=if 'z; PR P ~+~ '+/
) ala

“

(3) Z:el";"'.

ol { el ¥ sont deux constantes, et oii la fonction { est la fonction de
de \Ve;erstrass construite avec les dem.i-périodes w, et w; (*), font
correspondre le plan 5 coupé, & I'anneau du plan Z indiqué sur la

Ty

figure; les rayons de I'anncau sont 1 et g=¢ " (<1). Les deux

(1] Dans tout e qui suivra. la notation concernant les lonctions elliptiques seront
relles du Traité de Tanaery et Motk (Gauthier-Villars, éditeur).
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portions supérieures des circonférences correspondent aux cotés supé-
rieurs des deux coupures.

Fig. 1.
K
Plan z z3) T w,
Wy 1z,)
Plan u
I" I T
—tin z;—’; x X fwi
R oo z,) (z,)
[Les points
7y=1. Ly—=—1, L, =y, Ly=—yq
correspondent a
ty=o. == . 1y,=— . ", == tn, + t,
et a
Loy M ey M .. oo oy R sy M
Sy~ ')./%—;, =7 'AIQ;,:':l- y S3==7-— z,f,{“»;’—, -..--/——.)./,31_'(_.~?-‘—-

La condition d’égalité des deux coupures peut s’écrire sous la forme

S E Gt 5
i
) 5
¢ est-a-dire
1,
"',, » (n_i - 0_)' ,.'L ~— 0
= =1 =2 -
) ) DY 2

¢'est 14 une formule facile & vérifier directement. L.e centrede symétrie
sera I'origine du plan =, si I'on choisit v par la condition 3, + 7, =0,
c'est-a-dire ‘

(N ‘/:113(:—4--1'—:“ ,_)

I.a longueur commune / des deux lames sera [ =3,— 3, c'est-a-dire

, My My

o, ‘|) o Gy Ty

e f L PG . 2 R 2 2
/:'er‘,((——l R ::—~-l@————---—::'?.ll’5————-———~—-

Zoa ) ", My

Y e g--lg, =
LU ! 0 '
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Mais sur I'axe réel (o <u <l w,), 9, 9y, 5, et g, sont réels et positifs;
quand on passe sur l'axe imaginaire par une rotation d'un quart de

U3
cercle, argo augmente de = donc
2

('7'."73) N - PLET ; o0,
o, W, a7, [~ [ 0,
u= 2 w= G
D’ailleurs
.93 __ VP —eVp—¢y
oo, \/‘p —e,
et

o), T
‘p;— =€t Ve — 3yl — €y,

d'ot, par un calcul facile,

( .9, ) e\ e ( Oy ) g

L9 S, ViR AN G

puisque, avec les notations adoptées, ye, — ¢, est négatif. On a donc
en définitive

() /::-~'1,[3\('—._,»~ e,

Ceci posé, revenons a notre fonction 9 qu'il s'agissait de déterminer,
En posant

(6) PRE B R

\ %‘:‘ e (sur Pavant des coupures),
(7) ' Ao, ST
’ -4):!'." —0 (sur Farriére)
el i
2, o )2, 0 (# 'infini).

dr A

Iln appelant ¢, la fonction harmonique conjuguée de 7,, la fonc-
tion

s =9, + 1Y,

-¢
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est une fonction analytique de z, et il en est de méme de

_dfy ¢y .0y, do, .09, __ ,

(on désignera pour un instant par A et B la partie réelle et le coeffi-
cient de ¢ dans ®,).

Sur les deux frontiéres, en posant Z= ¢, et Z=ge" respective-
ment, on voit qu’on est ramené, dans le plan Z, a trouver une fonction
analytique dont les valeurs, A+¢B sur I, et A’+ B’ sur I, satis-
fassent aux relations ‘

B=o. B'=o (& T'avant),

(r10)

A=—o. Al=o (a Parriere).
Or ces conditions sont de la forme

aA+bB=0o (a Favant),
a' N W =0 (i Parriere),
en posant
== 0, =0 |

our o<Li<
h=n, =1 pot =~

=1, n'=
pour L0 <<am

I =0, h=o|
I1s’agit donc ici d'un probléme qui généralise un probléme classique
de M. D. Hilbert, et on résout cette généralisation par le procédé
que j'ai décrit dans un article Sur un probléme généralisé de Hilbert cilé
plus haut. J'appliquerai ici purement et simplement les résultats de
ce travail.

Formons d’abord la quantité
f u—ib
v .

— —lo ;
v a4 ib

Sur [" elle prend la forme
1 , 1, .
- low(-— 1) == -~ SIm pour o < 8 < 7.

et la valeur zéro pour = <0< 2%. Construisons alors une fonc-
tion F (Z) définie dans la couronne, et telle que sa partie imaginaire

Journ. de Math.. tome VII. — Fasc. IV, 1918, 55
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soit égale, sur 1" aux nombres qui précédent, et sur I aux nombres
analogues calculés de méme (et par suite égaux aux précédents dans
les intervalles correspondants). D'aprés ma formule générale ('),
on trouve

., i, (77 im ) . )
Ri7) = '[ (- ’-):(»."h,g/,.-i'.o),/o
: AR S 7

Ll s . <

et ),

R
o

I.a condition de régularité est ici remplie d’elle-méme.
Comme on a, conformément i P'équation (3),

0, .
u= . logZ.
(T

il vient

. 1 glt-—n g, (1t — o
(ll) '.( L):__ ,_,I“;’ _(._-., - ) ) —“+ — oy 2 __._~__.__.'._).
) g R

by

Je dis maintenant que la fonction

o v a('u"??rTE;
(12) b /y=rt= Gullt == W
gL —= )o' "

vérifie les condilions (m) Cela résulte des conclusions dn Mémoire
cité ci-dessus, el cela esl ici & peu prés évident, car pour o < n<lm,,
5(u—w,), comme (11 — w,), esl réel avec I'argument =, y G(Il —w,)
a pour argument ~ T de sorte que P, est, a Pavant de I'; égal & un
nombre réel positif; on y a done B=o.

Et pour w, < ¢ < 2w, (arriérede I'), o (u — w,) est réel avec I'argu-
ment zéro, en sorte que l'on a A=o0. Sur I" les résultats sont ¢videm-
ment les mémes, a cause de la syméirie, et du reste on a, par des for-
mules classiques, en posant 1 = + w,,

(13) ®(Zy=7/ ‘“’(4‘—:3—':—%-;1—)-__

= Zsa ¢
Lo o))

¢9y WL Vaaar, Bendiconti del Circolo Matemeadico i Palermo, 1. XXX yge.
I, p. 135175,
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(ui reproduil, au signe prés, inverse de la valeur examinée ci-dessus
pour I". D’or1 les conclusions énoncées.

Nous avons donc ainsi une solution satisfaisant aux conditions (7),
mais évidemmnient pas aux conditions (8) a Pinfini.

Mais, st @, satisfait aux conditions (7), il en sera évidemment de
méme de @, >< y(Z), en désignant par y(Z) une fonction réelle sur I
et TV, et qui par suite, & moins d'étre une constante absolue, devra
posséder sur I el IV quelque point singulier; ces points singuliers ne
peuvent d'aillcurs étre que les points Z ===, 7 = ¢, qui corres-
pondent aux bords des deux lames.

Or il est facile de s’assurer que, si A\, Ay, uy, uy, Gy, C, sont des
nombres réels, la fonction

. N+ A, . Lo
NGOy )4 NS =) ~’—{—-L—"r,,u—+—(J,+l(,.:

),

possede les deux points singuliers réels u, et wu,, ct sa partic ima-

ginaire reste constante sur I et sur 1. On voit de méme que la fonction
\, -\,

T e L I T W4 /2R M LN e -

ot + Cy+ 00,

1
ot \y, \4, ¢ ey Gy, G, sont réels, jouit de propriétés analogues en
intervertissant le role des deux frontiéres. IFaisons alors la somme de
deux telles fonctions, en prenant u,=o, 1, =w,, ¢,=o0, v, =w,, de
facon que les poinls singuliers coincident avec les points qui déter-
minent les bords des deux lames. Nous avons ainsi la fonction

\NvZo = NS -y = Ny
A+ N AL,

S Ny e S Y A S ey O
B l,)‘

ou blen

\NiZ= NG - NG
VLA AL A
o,

AN L — Ay = Nyt — Ny ) — i+ G- G

(Clette fonction aura sa partie imaginaire nulle sur I'(o < u < 2m,) s
I'on prend
(As 4 A\, =i

Passons a I'autre frontiére, en faisant v =w, +¢(0o v < 2w,); la
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fonction devient

ALy 9+ )+ Ay (Low 1) 4+ Ay (v )
A+ A+ Ny A,
w,

+ A (G ) — 0 (A, + Ay) — N w34 0) 4+ G,

et sa partie imaginaire sera nulle, sil’on a

(r\,+;\._,+x\;,+:\,,)<'ﬂ:; M2 )-

f.)l
c’est-a-dire
A+ A+ AL+ A =0,
puisque l'on sait que (
3 _m
Ny 0, — Y300 = e

En changeant légérement les notations, nous voyons que la fonction

(15) (L) == AT A4= NSt 4= AL 4= A% 1 G

comme aussi toutes les puissances de cette fonction, satisfail a la con-
dition voulue, d’avoir sa partie imaginaire nulle sur I' et sur 1" dés que
A, A, A, Ay, G sont des nombres réels, et que

(13) A+ A A +A =0

Remarquons d’ailleurs que cette condition était nécessaire pour que
le produit @, vy, veste uniforme dans 'annean du plan 7.

Nous allons maintenant voir qu’on peul résoudre complétement le
probléme proposé, en prenant pour P, justement le produit qu’on vient
d’écrire, c’est-a-dire en posant

U g (-~ tmy)
oyt o — o)

G, =/ (NS0 +=A L+ AL = NS a4 O,

On s’assure immédiatement que l'on a

R oo, (n—w) /a‘ " 5'17
! —-————————‘(('—(‘) —_—

O g( it — ) TG u

formule qui met mieux en évidence I'allure au voisinage des points
singuliers, — en sorte qu’on posera

sug
(16) 1 P (m,{u N SN N (NN S N [ SeS
! 3
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avec

(17) Ay (0,4 Ay~ ay== 0.

H faut maintenant nous assurer qu'au moyen de la fonction ®
q ) 1

définie par (16), les conditions (8) a 'infini sont satisfaites : cela revient

, . - . R . . T o,
& dive que @, =T au point i linfini, c’est-i-dire pour u= ‘;‘

Et enfin nous achéverons le choix des coefficients arbitraires figurant
encore dans la formule (16) par des considérations de symétrie, et en
imposant que la pression Lotale soil finie sur chacune des deux lames.
Or, ainsi que nous le savons dans le cas d'une lame unique (c/. ZeiLov,
loc. cit.) et comme il sera vérifié plus loin par un calcul direct, la
pression contient dans son évaluation l'intégrale

do . )
J(FE-v)e

étendue sur la face arriére de la plaque. D’autre part on a

do . .
m-,-_l — D)

,(/1

d’aprés la définition (6) et (g) de ®,. Donc il faul que | J (b, W7

soil intégrable par rapport 4 « dans Pintervalle w,, 2¢,, qui correspond
a Parriére de T'. On a de suite, sur I, d’aprés I'équation (2),

r / o s 1 i5 .
= el ) el 5 = Bt
Sy

celte expression posséde deux zéros simples pour u =, et u = 2w,.
Mainlenant on voit sans peine que, dans I'intervalle en question, on a

gugy U
J(P)= (ﬂé‘u—{-a“,u+ac14-1-0” "+ ).
: e

Pour « = v, cette derniére expressmn se comporte comme («# — m.)

sia,5£ 0, et comme (u—w,) *si @,= o. L'intégrale de | J(®,) |" dx
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serait donc infinie, comme celle de (4 — w, ), si ¢, était différent de
zéro.

Il faut donc prendre ¢, = o.

Pour u=2w,,'expression susdite reste au contraire intégrable sans
condition nouvelle.

Si nous faisons un raisonnement analogue concernant la paroi 1"
(aprés avoir posé u = w,~ ¢), nous trouvons, de la méme manieére,
qu’il faut choisir

3== 0.

La relation (17) donnera alors
ay—+1,== 0.

de sorte que le crochet qui figure dans @, se réduira &

(o (Zu-- Loy
Or on sait que

e T _p' v 'zl.r_/_ _,I‘I Gyl " f:,(/ﬂcf,,.//,
: i 2 pu—e, ) giu -
p a3 —ZE— -
2y
O "] 71 d .
en sorte qu'il viendra
kzd r',// AN E- ] .
b, = VTR e
r:, uf:,u "gus,u

c’est-i-dire
o jom— —
g, IIO' / g, S Zanl Zay
b, =a, \/ ! o \/ e, ety v :i'._i s \/;:,'__..
cHG - Eay 1t LY
lntroduisons naintenant une considération de symétrie. Si nous
changeons u (réel) en u + w., en supposant par exemple o < n < wy,
nous passons d'un point de la face avant de I au point de 1", situé lui
aussi sur la face avant, et symétrique du précédent par rapport a I'ori-
gine du plan z. Or, sur ces deux faces avant de I' et I, les vitesses
. A (. Jo . I
doivent étre symétriques, donc les valenrs de 5, qui se réduit ici a &,

doivent étre opposées.
Mais si I’on change u en « + w,, on trouve

. e, — e,
EN (//+m~)__—-\——-—‘-¢,,//,

ve, e,

Su(t +my)==—\ & — e\ ey— €321
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et par suite &, devient

il faudra poser

A\ &y — Op==-— 1, -

el, par suite, on aura

(18) =1 E AT
— — e - e, =2 1.
) ), 0 \ E \ & 3 oll

Il nous reste i calculer le coefficient a,, en écrivant que, pour le
e e W, . '
point & P'infini (u = —2—>, on a®, = U. Pour cela nous commencerons

3‘,, N A
Lot cucyl
Si I'on passc de I'axe réel sur I'axe imaginaire en tournant d’un petit
quart de cercle autonr de l'origine, cu se comportc comme u, et son

par observer (ue - est réel et positif pour « positif petit.

argument augmente de = 5> done argument de — diminue de” 7ot
\ T

CONMNE G, T4, Gy SODL des fonclions paires, voisines de 1 pour « petit,

7‘——' T

r‘ . —i=
on voit que \/ ~ sera égal a ¢ \/

Cay

. . [O)
et w,. Il en sera ainsi notamment pour 1 = —'2-

; ’ pour u cnmpns cnlre o
C)|

Or on a

Utilisant les formules

., /
Pl =y —e e —e,

P r .
\Cy— €y T=— 1\ €y — €y, Ver— ey =1\ €,— €.
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un calcul élémentaire nous donne

:\-/‘(31_6:;);

1
en prenant pour (e, —e¢,)" sa valeur arithmétique.
LLa condition & I'infint donne alors immédiatement

: . B
iC=a,(e,—e,) (—iy2).

de sorte qu’en définitive la fonction @, cherchée est la suivante
— Gat o S ],
) b= \ '((' — ¢, ) [\/”lu Vo \/z:m"]

[’expression \/ et son inverse onl leur détermination arithmé-

tique positive pour o < < m,, et on les suit par continuité dans tout
le rectangle du plan «.

Calcul de la pression totale sur I'. — On sait que, dans le cas d’une
plaque unique dans un fluide indéfini, la pression totale sur la plaque
est fournie par la formule

a0 doy
Ry==-— —)—f(( — -'7;) d.r.

ou l'intégrale est étendue a I'arriére de la lame, et ol ¢ désigne la
densité du fluide (¢/. N. ZgewLon, loc. cit., ou mes Legons sur U'Hydro-
dynamique, sous presse, Chap. XIV). Mais ainsi qu'on le constate par
le développement des calculs que je rappelle ici, cela résulte de ce qu'on
a la formule générale suivante pour la pression totale R, en projection
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sur Oy :

#=—"t f ( U— g_".’i)z dz — partie réelle de P [ (:jj [%)2:{:.
c’est-a-dire Y

)

) ()(P ()? \ -
Ry= LR (()’ /ml) iz,

Dans le cas du fluide indéfini, contenant un seul solide, l'intégrale
curviligne qui figure au second nombre était nulle. Mais dans le cas
présent il n’en est pas nécessairement de méme, et en fait il n’en est

Fig. 2,

N
s

2

pas ainsi: tout ce gu'on peut affirmer, c'est que cetteintégrale est
indépendante du contour formé entourant s (¢'est-a-dire I') auquel on
peut aussi bien I'étendre, & condition que ce contour ne contienne
aucun point de I". Comme on peut choisir ce contour de facon que
3’[- ety soient partout finis, il est clair que l'intégrale curviligne
en (uestion est elle-méme linie, et que par conséquent R, est fini en
méme lemps que R,. Le raisonnement qu'on a fait dans le Chapitre
précédent, a partir de R, en vue de la construction de (I)., est donc
entiérement légitime. Mals la formule que donne R, n'est plus la
formule classique. :

Pour plus de clarté, nous allons établir la formule qui représente
R, au moyen d’un calcul direct.

En posant

(20 "= ki = %

(20) - ().r ’ - ().l"

la pression p dans le fluide, sur I, est donnée par les formules suivantes
Journ. de Math., tome VII, — Fasc. IV, 1g28. 56
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(/. Oskex, loc. cil.):

) of (o \* Jo \* 45, , -
m=ol < ffl(——‘)—g-((—c"‘-) l:,‘:";] e Scn e vy i Pavant .

/)‘ym:’, A\dr v "
p = :
do p . ooy .
=l S P ol P o Vavriere ),
Pr=7 N s . ci Varriere)

D’ailleurs, d’aprés les conditions (1) imposées 4 -, on a
1 3 l v

=1 (it avant ).
w=no (a Varrieren,
Done
=t uy

L’expression de la résistance R, (ou R) sur I' sera

. 6. o7 . .3y
{21 B= prle=2r1¢ TV I v
. 02 )
< eontone de |<; - vz, avanl. ’ c o, arriere
Hot , T .
- L ] 1whidr -l .
D
Tz avant) 5 arriire

Maintenant on a

. do  do

W= L = — (U P,
dr Jy
e —_—
) | 1 NN ! G T,
=i —— —y ) A
G

i | i
\ 2 P i che, i

Sur Pavant de I' (0 < u < w), le radical \/c'g" est réel et positif, et

55,

'on a

L 1 5.5y ! z
3 . 1”7 2
(an) R T T L & .
\ 9T 7,7

. T T
‘,,l__(::;'l [l

Si 'on passe a P'arriére (w, < u<2w,) en évilant le poinl u = w,
i P,
par un petit demi-cercle au-dessus de V'axe réel, on voit aisément

0, 5. . . 7, 0. . . , e, ..
ue (/- devient — £/ — %, ce dernier radical écrit étant positif.
q
56, 55,
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A Farriére on a donc

U ] 7 . ! 55,
(23) (v o= o G ) L (o) — eyt — 2.
) )nrrlere \ ,, (e o !' 772 5\ 7,
S T 1

On apergoit donc qu'il sera facile de calculer f u'* dx, par une

v Lavandy

intégrale qu'on verra ¢tre elliptique. Mais U'inlégrale f v dx serait
*/ larriére)

beaucoup plus malaisée, car clle contient les racines carrées des
diverses fonctions 3,.

Fort heureusement on peut esquiver, par un ariifice, le calcul de
cette derniére intégrale. Pour cela, ohservons tout d’abord qu’un rai-
sonnement tout semblable au précédent nous fournit pour la pression
totale S sur I, la formule suivante

S=R=0olz 35 — 'D-v[ u'tdre 7‘—‘0['[ v,
0 s, avaph S aveiere
de sorte qu'on a la formule plus symétrique

(29) aR=0ol(z— 2,4+ 1, — )

[f - / . "' r/.r]
:'x tvant s, avanl .
[ 7 [ v tv"ll.l,'l .

Fig. 3.

On a d’ailleurs

Sa— 5y =sp— 3z, =/ i longneur commune des deux lames),

[ w e — [ n?edr ( par raison de svméirie ).

-3y
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Ceci posé, envisageons l'intégrale

l_ffb /L_ftb,(;;

étendue aux frontiéres de la couronne du plan Z (I' parcouru dans le
sens direct, et I" dans le sens inverse). Le long de ces deux frontiéres,
~ds est réel (il est égal i dz sur les deux lames), et 'on a vu que -

0 == il P,
donc

J _/ 7 T BY7 A
Tl

v

» Sy oy R o 5
= w dr + Al e = ’ o' e - AU —cyde.
Sy vt >z arviere. *z avanl. e s arrlire
puisque ' = U al'avant, et = o & Parriére. Donc entin

J= [[ ' da —i~j . u'//fl:]
s >y avaul

~1

T e » 5
H iUz — 5, =3, 3,) /'[ { ¢ do + / ("//.’L“l

Par suite

apridve

[ RNAL +j o

(S

Part, imag, de J=- ol /

arviepey

Reportons dans (24), nous obtenons ainsi apreés réduction

Ss
() 2R=. p f n*tdr - o U > Part. imag. de

Enfin.) est lui-méme égal, d’apreés le théoréme de Cauchy, 4 2i=
multiplié par la somme des résidus, correspondant aux poles comprix

. .. . oz
entre les deux frontiéres, concernant la fonction b, 77 C ‘est-a-dire

concernant
_ - . g
(26) "’1 ((/I’;, e ~l— ~ --l-<~-~---—v-‘- \/gf_-lf' — (e, ) \/ ’-Gf.'::,
‘ \/2 {e,—ey)t v R
h ,o g
- Py 2 Wy 1
= - —- — V7
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(I faudra naturellement supposer qu’on a évité les points Z=z=1,
7. = = ¢ (qui correspondent & ¢ =0, w,, 20, W, W, + ©,, W;+ 20,)
par de petites dentelures dont les rayons tendent-vers zéro, et dont la
contribution sera du reste nulle a la limite.

Les sculs pdles poss1bles de la fonctlion (26) sont ceux qu1 corres-

::'fr

pondent a 1= —1—penode, c'est-a-dire 4 L=¢* (fi cause

.

N !
, T ™ . . » ? )
de/Z=c"" ) L.e scul pole situé dans la couronne est Z,= ¢*, corres-

N Gy ;. ‘o, e P
pondant au,= _‘E Désignons par rle résidu correspondant a Z,. Alors

on aura
J=2inr
et enfin
(27] all= -2 wdx —amol. x (Part, véelle de r).

v rpavan)

Il nous reste donc a trouver : 1° l'intégrale L:f w'?dzr; 2 le

L. S¢lavant)
résidu r.

.

Calcul de L.. — Sar I'avant de I, «' est donné par la formule (22),
en sorte que

1 T UGN e TU G, U
ST Hy e ey —=te | dr
|\ -y 5//73 " Gy T,

! 77, 7,7 ’
' (pa-—p™)
On peut séparer ccei en deux parlies, en écrivant
S m;
) ey 9 (T ugu UG Vo i
(2R L=~ Uiz, — 2y - e [ [ () L .
2y ey — ey g GG F UGN ( pi - '_’1)5)'-'
T2

Occupons-nous de ['intégrale

T T TNTH 1
o — e _;- ((’I —_— I, ) S
snG.N ,,." "

pudu

(29) o / ey
: (J) "—-p 5

e
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Pour cela transformons tout d’abord la fonction & intégrer. On a

7.7 9,5 o7, |/ 0,0.,0;
[ l "+((’ -—('l).._....|p o _'_Q"_,;,_“,I__ ;) a..J(~ i J ‘)
. 07 G0y o

_ %1% T

g '_c” ey —ey) =

= 2 (JJ(I ey )(J)II Sy ) (e e ple—ey)
= al{pu-— ey ~-—(c — e )(e,—e3) |

- (J)u - p—— (})u ---9(',+(|)?-)- )-

Transportant et simplifiant, on a donc

o DU 20

{30) gz du

Jo e
Y -—
pu—p-

et I'on est ramené i\ intégrer une fonction clliptique. Celle-ci a les

deux poles u == dans un rectangle de pf‘nodes Le résidu de la

. . . )y . .(‘P———(,‘n)
fonction sous le signe somme, pour u = rest | —S——= , c'est-
w,

. . ol
a-dire — ( Z

) - On voit aisément quc celte expression est égale

est réel |)051l1f pour o < < wy, et une rota-

tion d’un angle droit autour du point o fait apparaitre dans cu le fac-
teur Z. D’ailleurs on a

(ao’, _
T,0s /),
Ve — e, \(' — e,

ll -—-f'l—r~\f'~4‘\ﬂ~t’ -I[L’:;——-—(' -+ 4 ‘—r'\('——(’
/ r

T e e e e T e ;-~-—»——--—— —

\;’,‘ e W L \/(’ = Oy \ 0, — Oy

le dernier signe étant déterminé sans ambiguilé par les remarques ei-
dessus.
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g o, , ; .
[.e résidu concernant — " est opposé au précédent d’aprés un

théoréme classique, ct par suite on a la décomposition

On détermine la constante C, en faisant par exemple u = o, et I'on
trouve

+ "y
Y - a4 o=t .
J : 4 2 / ” fnn\ » ), O™
—_———— T e e == =i B Wl e R el e e
AN / 2 2 ® 2
jroe - p— VO s N e L N " -
Il I 2

on a par suite

%)
. Vd
1 1m, g -
)
(1) ZT=— 20y - == e
VO Oy N —
- Iy s ",
2 E—
. 21 d
- — S IO; — B e s

I est nécessaire de calculer avee précision la quantité

5,

1), e
ot - - 2)
\ 2

1
(32) m =<\ log — ———L

14 Oy
ol + —)
2/ I

Il est clair que, pour u = w, ou pour u =0, on a

/ o, .,
gL m - — 7( - oy )
) 1 2 iy
— log —= = l()ﬂ' "o, : :'”—:L' Fokr
; p ; , o, T AR
(I 14 "., = !
| m, [ TR, ) 7( P r 2
2 B !
n;
o)
f 2]
Jdog —— =m--ahN'7,
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K et K’ étant deux entiers (positifs, négatifs ou nuls), de sorte que

UTian
m=—m— L2 40k — h)m.
{

Mais la valeur exacte de (K — K’) n’est pas évidente. Pour la
déterminer plus aisément, transformons l’expression étudiée, en
ssant aux fonctions %, pa ormule
passant fonctions &, par la formul

TU ==, :,'(V)e'-"fu"h"’; (('_—_ _-,_/__, ’:'.'L ).
J,(0) 20, ory
Il vient de suite -
; . ) -
a(u—-“ 5,(4«;--)
A ” 4 .
_— — o=,y

et

Mais on connait la maniére dont se correspondent univoquement,
par la formule Z = %, (z), le rectangle fondamental du plan s et I'aire
du plan Z indiquée sur la figure.

Fig. 4.

(g
’c .
1 11 /\_l
y wE |2 0,(%} ....... i
R EEET .

_% 0 1 ———=== 5 A '0 i *;161(121)
Py S SO A 8,(12_
Z

? [

(qui correspond

i

~ 0

Lorsque u réel varie de o a w,, le point ¢~

. A . T, T 1 P T ..
du+ =% ) varie de i + sel %, (v : ) décrit dans le plau de la
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variable 3, la ligne simple indiquée en pointillé sur la figure, dans le
premier quadrant. En sorte qu’en désignant par A 'argument <comprns

entre zéro et 2) de .a.(‘ + 4 ) sur ectte ligne, on a pour l'une des
déterminations de [ :

] .
- I.(_~ 20— AL g8,

En conservant dans tout le calcul cette méme détermination, comme
e T . , .

les valeurs, initiale et finale, de A sont - et o, on voit avec évidence

que l'on a

N

1 1 LT Ty
M= — 2y X - A =
{ 2 2 {

(. » W3
WL — Ty, —+ f!/‘il,—?—‘

Ve,—e,—ve,—e,

On conclut de la

Pz —— Ay -

et ensuite, en revenant & (28),

0.

Uip'—
{. :——["/wl@ .____.—.,:/
2 )y
.
D'ailleurs on a
A TN .11 IR S Gy gy
T - : ! ¢

LizEaiye, — e \Je,—e. [\ el — Cy =\ €r— €, ]

:)‘

Mais on sail que ip'u est positif pour o < < ; donc, puisque

vV 1'2-— e, est négatif,

ST 1) 4 . 4 .
133 p ’2:‘ =iy ey — gy ey —eg(y Py — e3— e, — e:‘>.

On a v | équation (5)] que [ =— 23y ¢,— e, ; il vient donc, aprés
«uelques réductions élémentaires,

¢ R B . ).
B Lo=23Uye, e ooy - 2/'.1“—— —-'.»,(\P, \/P.,-—P)

Calcul de r. — 11 nous reste a calculer le résidu r, pour la fonction
Journ. de Math., tome VII. — Fasc. IV, 1928, 57
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d::r' Py ’ ‘IT (l)‘n\ N . ,
b, = et pour le pole Z,= ¢ (m.= =} ): Cetle fonction se présente

. ’ iz du !.-
comme une fonction de «, (l),(u)(— » multipliée par —» ou —_.
. a7, nl

, « ds
Nous allons d'abord évaluer ®, —= au voisinage de «,, en fonction de

)., \ . « K
hr=u— 7. linsuite nous passerons a Z au moyen de la formule

my. . w, , .
oty e (Lo Ly - (7 Tyt 4 .
T inhy Y ) )

Préparons d’abord les calculs; observons que, par suite d'une
remarque déja employée, il est clair que 'on a

- in e — i
G0y - 040, c7, - / oG,
— e — 1 —_— = /
99s [, ™ | 00, o955/, ™ 7,7

el par suite, aprés des calculs faciles, inutiles a reproduire,

- (= )

7,G e 7

\/-I—E> e le—e).
992/,

1=

(39)

—_ s 1

P & o

—= —=e' (e-—¢€;) .
9,95/ - w

On a maintenant

d jouT,u : 5.»0-;0 Z3n2a
du Lcuc u du g_,,u 3,
. a(—2 viin) — Zsel(€y— €, 2 ) Eovan . gin i . 7in
== e i v S R Y B el
22 52 u "aiu
Donc
(’)Z'n
D —
. d [yt ) L ’
(36) == "’ = p-—”——-e, — (e, —¢,) ———
dul\t,u ", 2 Wy
;—7 J).__. — 1,._‘
2 2
) 2 , < N
pP—=—e) —(e,—e,j(e;—e,)
2
- My ,
L

€y Cymim\ Oy =\ Oy Oy

—_—

=—2y€ —Cy\C,—¢,
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Par un calcul semblable, on a

d [ oua,n ) g gin
by vl Grrremntll EEEC ST Rl
duNeus,u H

d, { U "
el ’on trouve

R (/ _‘::” 1 e‘:.’: e,
o7 i (20) NG,
o\ zuatt - \ e -

ce qui, d’ailleurs, résulte aussi bien directement de (35) et (36).
On en conclut, au voisinage de «,,

— in - U -
g, g, i - 4 BN "'.: L ieH "
— e (e ﬂ‘,‘ PN \ ,_— R ~+ O 16— uy)?
sHg, A= s
o f (Pl - (’::/\6 -
= 1 n 1
me ey eyt et ey ey ey ey (- ag) -

On aura de méme

' ) T i

SUT = -; = __.}

—_— e ey ¢ lepeees Ty ey l' o=ty -
- 2

Il en résulte pour @, le développement suivant | ¢/, formule (26)] :

&~ 4 iU\ e, —ein ).,

A titre de vérification, on retrouve bien la valeur {U correspondant
\ My . <19 .
au= -2 (point a l'infini).
= (p )

On a ensuite

’ )/ :’l
ds . ., P l a3y
T ; el avee "Hy=— ~,
du ' my\? YTy
(J)I( P —;)
pPu=puy (0 —n)pu, -,
o ' e —uy)?
i == == =y iy - T Py -
b 1 )
d’'on
dz s pu
’ ’ \ " l
— = o[ p U, —u Uy 4. )| 1 — T 7R S
du Dy — Lpluy -+ P Mo ] i pi, ) )
3

= 2 i O — )]
(=g [V Ogu—uy)?
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D’ou facilement

ds 51 5UNer e ,
O = T e G Ol .
! AR A

Maintenant on a

. ity (T 7, :
T mg =g\ —7-*>
1 eV A 7- 7, .
dn o, o, [ L 1, )
7= 7;‘7,‘,17/‘,,(\ S )

et enfin

ds |  BUmLY [ Aty ) BUinhaye oo
‘h,;—li——-’—* ;’)fm(zgzo)‘ + Z,, ‘...——F ‘—7;;—[‘(-7/ _7‘0.) il ! A..lﬁ cy

), 7 -1,
XI'RZ,, 1 -— 7 ... ).

De sorte qu’aprés quelques réductions simples, on trouve le résidu
r="~3Uye, s

En reportant dans la formule (27) les valeurs de L et de 7, il vient

. . L, My
u\_oﬁl--\ (’ e, [ e ey~ 200, - " iy ey = ey ey - e ) |

Et comme la longueur de la lame est

[ = - 2(5\:~ o

on en conciut la formule définitive, qui fournit la«valeur de la résis-
tance de la lame, rapportée a 'unité de longueur de celle-ci

Uz . Ly '
7= g;—— E— (N, -+ 20m § T I Y e N e |
Le probléme proposé est ainsi enti¢rement résolu. 1l est susceptible
d’étre étendu et généralisé de diverses maniéres, en utilisant des. pro-
cédés analogues a ceux qui viennent d'étre exposés, ainsi que cela sera
développé ailleurs. SRR

l
. N
——— g ———— I B



