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PROPAGATION DU SON DANS LES FLUIDES. 299

De la propagation du son dans les fluides ;

Par H. GALBRUN.

1. Dans un ouvrage intitalé L'acousiique des canons et des projec-
tiles (). M. Esclangon a exposé les importants travaux qu'il a menés a
bien sur ce sujet pendant la derniére guerre. On v trouve notamment
ane théorie de la propagation des ondes sonores dans 'atmosphére
terrestre, oft il a tenu compte des effets du vent el des variations de la
température avee altitude. En Pétudiant, il m™a semblé qu'il ne serail
pas sans intérét de la reprendre an moyen d'une méthode différente de
celle qu’avait employée son auleur, afin de préciser les résultats aux-
quels il a abouti et en obtenir de nouscaux. .

Pour trouver les positions successives de la surface du front de Ponde
sonore, M. Esclangon considére cette surface S a Dinstant £; il en
déduit la surface Sy, sur laguelle, par suile du mouvement propre du
milieu, sont situés a 'instant ¢+ ¢ immédiatement suivant les points
matériels qui, a I'instant ¢, étaient situés sur la surface Sy il définit
alors {a surface du front de 'onde S’ 4 'instant ¢+ d¢ comme 'enve-
loppe des sphéres dont les centres sout les points de S, et dont le
ravon est égal i cde, la letire ¢ désignant la vitesse propre de propa-
gation du son au centre considéré sur la surface S,. Clestlanne appli-
cation du principe d’Huyghens, ou, plus exactement, de V'une des
propositions connues sous ce 1om.

Or cette forme du principe d’Huyghens ne trouve sa justification en

(') Ernest EscLaNcoN, L'acoustique des canons et des projectiles (Imprimerie
Nationale, 1925). '

’
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(quelque sorte qu’r) posteriori, dans los propriéiés des cguations aux
dérivées partielles végissant le phénoméne vibratoives il n’est donc pas
inutile de controler, au moyen de ces équations mémes, les conclusions
de toute application nonvelle qui en est faite. (Yest a quoi V'on par-
vient en considérant la surface de front d’onde comme le siége d'une
discontinuité dans le mouvement du fluide. Les conséquences de cetle
définition de la surfacede front d'onde, qui a é1éimaginée el appliquéce
par Hugoniot, ont ¢été développées systématiquement par M. Hada-
mard dans ses Legons surla propagation des ondes (). Les résultats ue
nous exposerons ici découlent done, pour la plupart, de I'application
des méthodes générales de M. Hadamard au cas particulier d’un
fluide dont ’éLat avant le passage de I'onde, ne dépend que de alti-
tude 3, tandis que ses différents ¢léments se déplacent avee une vitesse
horizontale également fonction de cette seule variable.

2. Supposons lout d'abord que le fluide dans lequel se propage
I'onde est un gaz; soient u, ¢, o les composantes de la vitesse de P'élé-
menl de ce gaz qui, a Uinstant ¢, est aw point MGry y, 53 Yo, Yo Yoo
celles de son accéléralion, p el ¢ sa pression el sa masse spéeifique, \,
Y, 7 les composantes de la force donnée. Les équations de Chydrody-
namique s'éerivent

o= XN — P oy = "—.]..)"J‘ '._:"*!.l_:
(1) - S =YD =y
(2) ‘i‘% A+ p (U Py 5) =0,

en désignant les dérivées partielles de toute fonction f par cette méme
lettre affectée en indice de la variable de dérivation, et par le sym-

hole % f la dérivée de cette méme fonction prise par rapport au temps

en sulvant I’élément du gaz dans son mouvement.
La surface d’onde S est représentée alinstant ¢ par 'équation

(3) Nz, y,z t)=o0.

(1) 3. Haoamanv, Legoris sur la propagation des ondes et les equatwm de U'hy-
drodynamique (Hermann, Paris, 1go3 ).
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Cette surface divise le gaz en denx régions (1) et (2) 3 les éléments
situés dans P'une (1) n’ont pas encore été atteints par Ponde a lins-
tant £; la pression p et la masse spécifique 3, dans cette région, ne
dépendent que de Paltitude 575 il en est de méme des composantes u, ¢
de la vitesse, dont la composante ¢+ suivant O3 est nulle; dans cette
région (1) Y., Yiyis Yz Py P $O0L done nuls; par suite il en est de
méme de X et Y et les équations (1) se véduisent

(h) 7— 12
p
Il convient d’ajouter i celle-ci Péquation caractéristique de fliide,
(qui pour un gaz parfait s’écrit
(D) Iid
4

’

cza(y - aT)

~ désignant la température, fonction de la scule variable 5. Les fonc-
tons u, ¢, p, ¢, = sont des données du probléme de la propagation de
l'onde dans la région (1).

On considére alors la surface S comme le sicge d’unc discontinuité
du second ordre dans le mouvement du gaz; il faul entendre par la
(que, quand le pomt M(x,y, 5) traversc lasurface S, les fonctions u, v,
W, P,y o ¢ restent conlinues, ldndlequelem's dérivées premmres éprouvent
les variations brusques

(6) [w. = wd—u), [, =0 — il

1 est aisé dapercevoir que ces discontinuilés satisfonl aux relations

A= la [0]f= ma, (vt na [p)f= ke [plf= ha,
)= 12 loli= ma [wIB= a8, [pIR= kB [pIB= 45,
wli= Iy leli= my le)D= ap (= by [pB= hy,
[w]? =0, [0)f=—mo, [o|}=—no, [p]i=—/le, [p]}=—/how,

dans lesquelles «, 3, Y désignent les cosinus directeurs de la direction

de la normale & S qui s’enfonce dans la région (1), nou encore atleinte

par l'onde a l'instant ¢, tandis que

— 1T

(8) 0= — ‘
ooll + 31, + 11,
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représente la vitesse apparente de propagation de Uonde S, comptée
suivant cette méme direction.
Des équations (1) résultenl alors les 1‘e]at10m

h y/ /
(9) P = %, mr’:%—)-l-, /4[’::2‘0—‘-,
dans lesquelles
(10) v P=w—au-—B¢—yw

repréeente la vilesse propre de propagalion de 'onde S, c’est-d-dire
celle qui apparaitrail & un observaleur qui serail cnlrainé avec la
vitesse u, ¢, w de 'élément du fluide an point considéré de la sur-
face S; de la définition de la direction o, 3, y résulte que cetle vitesse I’
est e c.s.senl,ncllemcnl positive.

Les équations () entrainent la relation

(1) l’(a/—i-ﬁlnﬁ—yu)_—:g.

D’autre part, I'équation de continuité (2) donne
(12) —hP +plal-Gm+yn)y=o,
Si 'on exclut le cas

ol +Gm4-yn=o, P—=o,

qui correspond & une onde transversale stationnaire, des relations (11)
et (12) résulte Pégalité

(|3) ”2-‘;—//%.

: . h

Ou obtient une antre valeur du l'upport-i en admettant que le mou-
vemenl pris par le gaz a partir du passage de la discontinuité est adia-
batique; la pression p et la masse spécifique ¢ d’un élément du gaz, au
cours des transformations subies par cel element, satisfont alors cons-
tamment & la relation

(L'l) : % = const.,’

)

dans laquelle & désigne le rapport dela chaleur spécifique du gaz sous
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pression constanle & sa chaleur spécitique sous volume constant. En
dérivanl cette relation par rapport au temps, en suivant P'élément
dans son mouvement, il vient

~
f)/l
ol

-8
I
o

(19)

g
o
Iy

Cette relation est vérifiée dans la région (2) par hypothése; elle
I'est également dans larégion (1), parce que les fouctions p, o, 4, ¢ 'y
dépendent que de la variable 3; tandis que la fonction 4+ y reste tou-
jours nulle; on a donc

‘ p1® p o> ’
G L B A I —
o [6t]<1, © o Loy, *
d’ou
(17) Plh---ch}=o0

en posant
" {(1R) =gt

Si I'on exclut le cas de 'onde transversale stationnaire, en rappro-
chant les égalités (13) et (17) on constate que

{(19) P—t=6--au-—-Bv-c=o

puisque w est nul.
Maix

(10) | 8 ' Kr

La fonction (w, y, s, 1) satisfait donc & Iéquation aux dérivées
partielles

(1) ' o+ ol + ¢l +ecKp=0o

dans laquelle u, ¢, ¢ sont des fonctions données de la variable 5 la fonc-
tion ¢ s'obtient notamment par la relation (18), ou Yon reconnait la
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formule bien connue donnant la vilesse de propagation du son dans
un gaz.
En posant

(22) 1=z eKycosT cosd, I, =¢KzcosFsind, H,=:c:Kysin3,

relations dans lesqnelles 5 et 4 désignent I'inclinaison sur le plan hori-
zontal et "azimut de la direction de la normale & la surface d’onde
dirigée vers la région (1), les équations différenticlles des courbes
caractéristiques de I'équation (21) deviennent

o dx - dy _dz dt dll dy  dH,
(23) ( + cosT cosd =9 +ccosTsing T csin3 T T T T e
. — dK, . 757
T Kaf oo+ cosTULTsinG T - cosT[ e+ U cosT ’
avec
(24) V.= u cosd + v sind,

Elles admettent les intégrales premiéres
8 I

S H=1ue, In,=1", UEXUI Ky cosT = K@ cos3,,
(25)

( ._"'_.+IE;_-_-('" 4= U, == my,

COsT (087,
en posant
U == w cosd, + v sind,, U = u, cosy,+ o, sind,,

el en désignantlavaleur prise partoutefonction fan point M, (z,y,5,),
origine de la courbe caractéristique et au temps ¢, auquel la surface S
passe en ce poinl, par cette méme lettre affectée de I'indice ou de I'ex-
posant o. ,

L.a derniére relation (25) permet de calculer & en fonction de 3, tout
le long d’une caractéristique
.

-
2% CO8T 22—
(»7) T T, — U

Les coordonnées , y, d’un point quelconqué M de cette caractéris-
tique ct le temps ¢ auquel il est atteint par la surface S, s'obtiennent
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ensuile par des quadratures "

G ¢ o8 (,osq40+ "

(€L == iy - do
" csin% ’
CCosIsIingy -+ ¢
(28) )y =X —+—f (—:;'T‘j—-—— T,

2 e
L =1, ‘+‘j e
2 (111

On remargque que le long d’une (:araCI.('rrisliquc_'l’uzimut de la
normale & la sarface d’onde S reste fixe. Ces courbes caracléris-
liques ne sonl autres gue les rayons; on retrouve ainsi le résultal de
M. Esclangon. '

3. Mais les méthodes de M. Hadamard permettent daller plos loing
elles donnent le moyen de déterminer la variation de la grandeur de
la discontinuité le long d’un rayon.

On remarqgue tont d*abord que les quantités I, my, n, b, I dont
dépend la discontinnité s’expriment en fonction de P'une d’elles /. Si
'on cherche a calculer les valeurs des dérivées secondes des fone-
tions u, ¢, w, p, ¢ sur la surface d’onde, comme si ’on se proposait de
l‘t,s()lldl e le probleme de Cauchy sar cetle surface pour les équations
anx dérivées particlles du mouvement du gaz, on aboutit & former une
éqnation dilférenticlle permettant de calculer les valeurs de /i loul le
long d’un rayon, dés quel’on connait la valeur de cette fonction en un
point de ce rayon.

Toutefois dans le cas actuel, il est plus commode d’atteindre ce
méme résultal en partant de Péquation obtenue par dérivation de
I'équation (15) par rapporl au temps en suivant U'élément du gaz dans
son mouvement. Si 'équation de la suiface S a éLé mise sous la forme

(»9) (=9lx, y, z),
et st l’on désigne par /' la discontinuité

(30) [pl3=h=—lo,

(1) Pour ¢viter toute confusion dans la suite des caleuls, nous désignons la variable
d'intégration par la lettre ¢ ct non comme on le fait généralement par la lettre s.

Journ, de Math., tome VII, — Fasc, T11, 1g28. 59
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on Lrouve ainsi (ue la fonction A’ satisfail & Iéquation

) dh’ . dh’ Y dh’
31y 2 o [0y~ 2, |+ 7/1’— [ Hoa4- "0, |42 ;—]-;-1-2@:

v

¢! 9t @. BT R/
- /l, -A |- ;‘?;P:."’ "T]‘%'”:@.l:“}‘ ".1(?]')] - "qz.a""""P"'_'— ==,

7
dans laquelle

(32) ( Mo=1—ug.—vg,  Kj=ol+ol+s,
VA =120 0 210 Qg+ 920y — (2 ( Qo= Opy =+ ©z ).
Nous verrons plus loin comment cette équation (31) se transforme
en une équation de Bernoulli, donnant les valeurs de /' tout le long
d’un rayon.

4. Dans ce qui précéde il n’a é1é fait ancone hypothése sur Pordre
de grandear des déplacements subis par les éléments du gaz, dans le
wouvement qu’ils preunent apres le passage de la surface de disconti-
nuité; or il est intéressant d'étudier plus particuliérement le cas ot ces
depldcements restent petits. L'introduction de celle hypothése permet
d'é¢tendre la méthode, d’une part a tout fluide qu'il s’ dglw'd un liquide
oud’un gaz, d’aatre part aux discontinaités du prcmlcr ordre portant
sur la vitesse, a pression et la masse spécifique du fluide, ¢’est-a-dive
correspondant & une onde de choc.

On commence par définiv un état initial du fluide; dans cet état la
masse spécifique ¢, la pression p, la lempérature = des éléments du
fluide ne d«-pendenl que de Paltitnde 73 de plus ces éléments sonl en
équilibre on sont animés d’ane vitesse horizontale ne dépendant que de
cette méme variable 5 la définition de Pétar initial n'est done autre
que celle adoptée plus haut pour I'état du gaz dans la région (1).

Soient alors &, y, 5 les coordonnées du point M ot se Lrouverail un
certain élément du fluide a I'instant ¢ dans 'état initial, si Je petit mou-
venent w'existait pas, et 27, ', 7' les coordonnées du point M’ oir ce
méme élément se trouve en réalité & ce méme instant, du fait du pelit
nmouvement ; on pose :

(3?') e E(‘”a Js 5 ). .)',: ¥+ nlz. T {), 3'z=35 4 C(‘xa Y ),

£, ~q, 5 désignant les composantes du depldcemcm de Pélément dit au
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petit mouvement. Sil'on suppose que les dérivées des fonctions &, 7,
par rapport aux coordonnées d’espace x, y, 5 peuvent étre considérées
comme Lrés petites par rapport & Punité et si-l'on néglige leurs carrés
et leurs produits, on constate que les équations du petit mouvement
s'éeriven!

sz,

Jo= @,

[S%)

).
o 4,3y == (20, 4= Py
7 ; P

Vo 1@, 4 2@ L2 ),
p 0

en p()s;ml

0O i, L (o= 2L

7 désiguant le coeflicient d’élasticilé du fluide qui, dans le cas d'un
gaz, n’cst aulre que p, et & le vapport des chaleurs spécifiques, qui dans
le cas d’un liquide est Loujours voisin de Punité. Enfin les équations (34)
ne sont valables que si le déplacement %, 7, { reste constamment assez
petit pour que les variations éprouvées de son fait par la force don-
née \, Y, Z appliquée i I'élénient du fluide restent négligeables.

Comime dans I'état initial les éléments du fluide peuvent étre animés
de la vitesse horizontale u, v, les coordonnées &, y, 5 de 'élément qui
a 'instant ¢ est en M sont des fonetions du temps :

(3 Lz - ()=, Y=y (5) (L — L), 322 5,
d'on
dre' . . o , .
\ [y A B A S L e o e N L N A 2 T
9 !

{36) gy = i S - 200 U N~ 2UC Ny -+ 00y,
' oy

Ve = o = Su + 208us + 298y 4+ U + 2 U9y + 02y

La variation de pression Ap el la variation de masse spécifique Ac
résultant du pelit mouvement sont

(37) Ap =—wx o, Ap=— p@.
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Soit alors une surface S définic par U'deuation

(e, y, 3, t)==0.
ille est le siége d’une discontinuité du premier ovdre, si les dérivées
Elle est le siége d’une d Linuité du | lre, si les d
premicres des fonctions &, v, L éprouvent une variation brusque quand

le paint M la traverse; on démontre que la variation de ces dérivies
est de la forme

s )= la (L)%= ne,
(38) [S‘]E;:\: 4 JC)]i:\:: np,
' Nt (&8s ny,

[ £ )3 =—lo, [CG)i =—rno.

a, [, v désignant toujours les cosinus directeurs de la normale & S
» 2y

qui s’enfonce dans la région (1) non encore atteinte par Ponde et w sa

vitesse de propagation apparente. On démontre que les quantités I, m,

n satisfont aux relations

5 [P*=oact(al+fm+yn)
(39) mPr=Fc(al+ pm -+ yn) P—=w—cau-+pe;c?= gz
o
nP2=ye*(al+Bm+yn) ’
en partant de la théoric des percussions.
De ces équations on déduil la relation

(10) P—=o,

et I'on conslate ainsi que la fonction 11 doit encore satisfaire & I'équa-
tion aux dérivées partielles (:22).

La grandeur de la discontinuité est déterminée par les quantités /,
m, n et les quantités ket £ :

i=—we(al+Lm—+yn)y=h,

[Ap];
@y { Apl3i=— p (al+Bm—+yn)=h.

Ces cing quantités s’expriment en fonction de 1'une d’elles; d’ailleurs
d’aprés (39), [, m, n sont proportionnels & «, {3, y et si I'équation de
la surface S est mise sous la forme (2q) résolue par rapport a ¢, on
peut écrire

(42) Edi="low [n)3=Vo, [&L)3="/0.,
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la grandeur de la discontinuité dépendant de la seule fonction /. En
appliquant aux équations (36) la méthode employée dans le probléme
de Cauchy relatif i ces équations, pour calculer les dérivées secondes
des fonctions %, v, { sur la surface S, on trouve «que la fonclion [ satis-
fait A l'éuation

!

. A1 i , ll
1 " :712 [y 2, ] + 2 :——- [0y 2oy ] 42 (d—-;n? -

[ [A —- )—-’(‘? (// e+ v;'?_y)"— %;(Pzés]:()r

dans laquelle

i § Hyzch —wo, — vy, K3 =02+ o} + o3,
W DA = 2004 2109 Q=+ V2 Qyy— (P Pyy =+ Paz)-

Iin introduisant dans Péquation (43) les relations (28) définissant les
ayons, on latransforme en une équation différentielle linéaire, permet-
tant de caleuler # sur tout le rayon en fonction de sa valeur en un point
de ce rayon.

Ces mémes résullats s'étendent o une surface S, siége d’une discon-
tinuité du second ordre; la fonelion 'Il(z', ¥, 3, £) qui, égalée & zéro,
représente une telle surface satisfait & Péquation aux dérivées par-
tielles (22), tandis que la grandeor de la discontinuité dépend d’une
fonction /' satisfaisant & I'équation (43).

8. Soil le rayon correspondant i I'inclinaison initiale Z,, 4 I'azimut
initial 4, et issu du point M,(z,, ¥, 5.); les coordonnées x, y du
point M de ce rayon qui est atteint par 'onde au temps ¢ sont

0 cosT cosdy - it e cosT sind, ¢
(45 x~~w0+f % ds, y:yo—l—f T T e,
S0

¢csinZ csing

avee
* de
) pumng —
(1) ¢ l°+f csiny’
S

la fonction ¥ de la variable z (ou o) étant définie par 1’égalité

« " -

’ ~ [} H
- o8 = ——— my= —= 4 Uy,
(i7) my;— U’ 7 cos, 0
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d’oli

. C \/( mg— U =) (my— U -+ ¢)
( ST ==k .
(1e) mJg g ,No___U

Pour étudier plus commodément la forme des rayons issus du
point M,, on v transporte l'origine des coordonnées; les coordon-
nées X, Y du point M dans le triegdre OXY = formé par le plan hori-

. ) . 3
zontal passant par M, el les plans verticaux d’azimut ¢,, 4, - ': sont

. 5 I e . H \
(49) \_[ e [¢eosT + Ulde, Y_£ pye 3dcr
avec '
(H0) V= —using,+ ¢ cosd,.

Dans lous les cas de la pratique, la vitesse ¢ est d'un ordre de gran-
deur supérieur & celuj de la vitesse 175 il en résulte que ni,— Ui 4 ¢ ne
peut s'annuler. Pour la méme raison, on comstale que la quan-
lité e cosS —+ U reste stirement positive, sauf peut-étre ponr les rayons

e e ' R n n
dont I'inclinaison initiale 3, st trés voisine de - ou — -+

Faisons alors varier I'inclinaison =, tandis que 'azimul , reste
fixe; on construit dans un plan auxiliaire rapporté aux axes Oz, Oy
la courbe D, ayant pour équation

(h1) e+ U

et la dyoite Ty, paralléle al’axe O s passant par le point 4, de 'axe O
dont Pordonnée est m,. La courbe Dy, coupe ce inéme axe au point «,.
Clomme si grand que soit 5 les fonctions ¢ et U restent finies, la
courbe Dy, est lout entiére comprisc entre deux paralléles a O z situées
a distance finie de cet axe. Quand $, varie 4 parlir de zéro en croissant
par valeurs positives, ou en décroissanl par valeurs négatives, le
point b, part du point «,, pour décrire la portion de O située au-
dessus de «,; d’ailleurs & lout point b, de cette portion de O, corres-
pondent deux valeurs de 3, de méme module el de signes opposés.

A la limite supérieure 5 des intégrales (46) et (49) correspond un
point b de T, ayant pour abscisse cette valeur de z; si ¥, est positif, il
y-a lieu de prendre tout d'abord le signe + devant le radical figurant
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dans 'expression de sin 3; la valeur de 5 commence par croitre guand
le temps croit; si 5, est négatif, il y a licu au contraire de prendre le

signe — devanl ce méme radical et la valeur de 5 commence par
Fig. 1.
i
Ts, by p /
T
b,
% Dy,
0 F3

décroitre quand le temps croil. En étudiant la correspondance entre le
(lupl.u-vnu-nl du point M décrivant le rayon et celul du point b sur la
droite T's , on aboutit & distingner plusieurs cas.

1 La droite I's nerencontre pas la courbe I)? ; laltitnde z du pmnt’\’l
qui pdrcoml le rayon ne cesse de croitre, si 3, est posilif, ou de
décroitre, st S, est m,gatlf d’oili une premicre catégorie de rayons que
nous dlI‘ODb de premicre espéce.

2* Ladroite T rencontre la courbe D, d’oiy ine seconde catégorie
de rayons que nous dirons de scconde espice. PPar exemple, si la
droite Ty, rencontre la courbe D, en un point b, situ¢ du ¢coté des
ahscisses positives ¢l ne renconlre pas celle conrbe du ¢oté des abscisses
négalives, le point Mdu rayon correspondant a la valeur positive de 7,
comunence par avoir une altitude croissante; il ¢n esl ainsi jusqu’a ce
«que le point b atteigne le point b, auguel correspond le sommet M, du
rayon, ol sinJ est nulj le point 4 rétrograde ensuite sur la droite T,
et laltitude du point M ne cesse de décroitre; la portion du rayon cui
est situce au-dessus du plan horizontal du point M, se compose de
deux arves %ymetnque% par rapport a la verticale du sommet M.

Si la droite T rencontre Dy, en b, du coté des abscisses posilives el
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en by du coLé des abseisses négalives, il est clair que le point b ne peut
qu’osciller indéfiniment entre les points b, el by, Le rayon correspon-
danmt a la valeur positive de 7, se compose alors 'un arc el
que MoMM,, présentant le sommet M, et se décomposant en denx
branches M M,, MM, symétriques 'une de Pantre par rapporl a la
verticale du sommet M,; puis d'un second arc tel que M, M/M,, pré-

Fig. 2.

Ms

Mg x

senlant le sommet My el se décomposant en deux branches M, My,
MM, symélriques l'une de Pautre par rapport i la verticale du
sommet My. Pour les Lemps supéricurs a celui auguel la surface d’onde
alteinl le poinl M,, le rayon se continue par la courbe qui se déduit
de MyM,M, M, M, par une série de Lranslations horizontales M;M,. On
trouverait naturellement un résultat analogue pour l'inclinaison 3,
négative.

Enfin, dans le cas ou la droite Ts,, au lieu de couper D, en b,,
est tangente a celte courbe en un tel point, il est clair que le point M,
correspondant est rejeté a infini dans le plan horizontal d’altitude =,
(abscisse dc b,); le rayon est asymptote a ce plan.

Pour les rayons de seconde espéce, les fonclions x, y, ¢ de la
variable z, figurant dans les équations (45), (46), comportent donc
plusieurs déterminations, dont chacune correspond a la branche du
rayon comprise entre deux sommets consécutifs. Pour passer d'une
détermination a la suivante, on est amené & introduire des intégrales
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telles (ue

‘e ms.aumb 4 'z ur../ sin } e //o'
— g, — _f_‘l,,_ iz, e
- csing ¢ SINg Jooor sing

0 EN 2

dans lesquelles =, est Paltitude d’un somm(‘:l M, ou My or pour ces
valeurs de z,, sin5 s"annule comme (z — 3,)*. Le caleul des dérivées
de ces inlégrales par rapport a S, {4, exige done Uintroduction des
parties finics d’intégrales infinics s il en est par suile de méme de celui
des dérivées des fonctions v, y, ¢ relatives aux différentes branches
d’un méme rayon de scconde espice.

De cette analyse ressort une condition nécessaire de 'existence de
rayons de seconde espice pour Pazimat initial 4,5 il ne peut y avoir
de tels rayons pour cet azimut que si la conrbe D, pour certaines
altitudes z s’¢éleve au-dessus de Tordonnée du point /1',(/1 . 1), antre-
ment dil, si pour certaines altitudes la quantité ¢+ U prend des
valeurs supérienres & celle qu’elle a au point M, origine du ravon.
Ce résultat mérite de reteniv Pattention, car il semble bien avoir é1é
completement négligé par les auteurs qui ont pensé trouver que Pétat
des régions élevées de Patmospheére tervestre, avait pouor effel de faire
revenie au sol les rayons sonores émis par une source située & la sur-
face du sol.

6. On peut se donner la surface d’onde S, a Uinstant initial souns la
forme
(5n) == 2, ( 2y y) FE=an(h, p), 32z 3, (A @),
et u étant deux paramétres variables: la position de la surface
d'onde S a chaque instant ¢ est alors définie par les équations

08T eosd,~+ 1 ‘eceosZsind, 4 ¢
\ X _.L.,+f ‘J" e, . )‘:)'ﬁ—f RAhilih () ds,

3 csing csing
(n5) 7

. 2 o
’ =1, +/ —
_oesing

~u

daus lesquelles Ja foncuon s'oblicnt par I'équation

., N - .
54 COsT = —— .. my= —— +0U
(54) my,— U T cos%, o

Journ. de Math., tome YII, — Fasc, {11, 1428, [IO
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les lettres &, y,, 5, désignant les fonctions (52), tandisque <,, {, sont
Vinclinaison et 'azimut de la normale & S, au poinl 7, .. Mais on pent
également assujettir la surface de front d’onde & passer & chaque ins-
tant ¢, par une courbe C qui engendre une surface X, définie par les
¢quations (52). Soit alors
log== '#(').. E)

le temps auquel la courbe C passe par le point M, (%, 1) de cetle sur-
face T. On peul Loujours supposer que 'un des paramétre 7 ou . est la
variable 1, elle-méme; par exemple

=t

De. plus, on peul admetire que le paramétre 7 a é1€é choisi de telle
sorle que les courbes de X sur lesquelles 7 reste fixe, soient les trajec-
toires orthogonales I' des courbes €. Pour oblenir 5, 4, en fonction
de %, 1, on est alors amené & la conslruction suivante.

Soit M, un point de X; par ce point on mene le plan Q normal a X
et & la courbe € passant en My il coupe le plan tangent & X en M,
suivant la langente a une courbe I'; sur celle Langente on porte le

! r . .
vecleur M, mesuré par la vilesse c,, avec laquelle la courbe (7 se

Fig. 3. - ’

déplace normalement 4 elle-méme sur la surface X au point M, ; avec

le poinl [ comme origine, on construit le veeleur Im opposé a la
vilesse w, ¢ en M,. Son extrémité m se projette sur le plan Q en n;
dans le plan Q on trace le cercle de diamétre Myn et le cercle de
centre M, el de ravon e, vitesse propre de propagalion de I'onde au
point M,. Les poinl D de rencontre de ces deux cercles sont les extré-
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mités des vecteurs M,D ayant pour inclinaison el azimut les angles
cherchés 2,,4,. '

Cetle construction des directions M, D est & la hase de la théorie de
la réflexion et de la réfraction des surfaces d’onde.

7. Dans les deux cas précédents les équations de la surface d’onde
se présentent sous la forme
{(H) Corrz el @ 3), y=p( u, 5). t=y(. p. 3).

Les deux premicres représentent les rayons qui dépendent des deux
paramétres 7. el w et forment une congruence; elles permettent de cal-
culer 7., w en fonction de x, y, 33 en portant les valeurs de 7, v ainsi
oblenues dans la troisieme équation (55)

Py (e 3) =9 (e, v 3),

on obtient 'équation de la surface d’onde 4 chaque instant /5 les déri-
viées partielles de o (e, v, ) sont

e : s =

COs S1 tang 3

Y= Yo @, = “Pn’ G= hahik-Bagl
m, ' n, e

La surface focale K de la congruence des rayons esl représentée par
les denx premicres équalions (55) et Iéquation
@ d do. J
%7\ 5{% ——;;TL (7; =D pos)=n0.
La courbe I, suivant laquelle la surface d'onde S coupe la surface
focale I, est une aréte de rebroussement de la sarface S. Soit, pour pro-
ciser, la surface d’onde S, correspondant au temps ¢; clle présente
deux nappes qui viennent se raccorder suivant la courbe [ les points
de la nappe antéricuve appartiennent & des rayons dont le point de
-contact avee la surface focale E sera atteint par la surface d’onde & un
temps postérieur & £, auquel correspond la surface S, ; les points de la
nappe poslérieure apparticnnent a des rayons ui onl Lonché la sur-
face focale IS 4 une époque antérieure & /.

8. Nous avons va que la grandeur de la discontinuité du second
ordre se propageant dans un gaz dépend de la fonclion /' satisfaisant i
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. lcqualmn (2! }; or celte vquauon r[uand ony lienl comple des deux
premicres équations (55) définissant les rayons, devient
b’ /

Gor g

-
|)su|4((>~q7

e _| ':)» |)/,’z
|

e = ST )

Dy psing cos3

C'est donc une équation de Bernoulli dont Vintégrale est de la forme

Siad

, . g K(3y) cosT N ep? I
(Go) W(z)=h'(z) h(s) (cos.’v =N (30) N (5, 3)
1Py’ .
avee
: L
(61) - K(s)=[Dsin3)?
et
‘ .
, LB K(5) cos3,? [F dz
{G2) Az, z) = Ty 7 [ %.

T
r'opn‘-’ % N(z)ep?sinTcosT:

Cette expression de /(2 ) contient en dénominaleur une quantité de la
forme
Qs).=1— ' (3)\ (3, 3,),

A(z, 5,) étant une fonction essenticllement positive.

Si  I'instant initial 14 discontinuité est telle que la pression de I'élé-
ment du gaz diminue au passage de la surface d’onde, la quan-
tité /' (z,) esl négative, et la fonction (Q(z) ne peut s’annuler; mais si
au contraire & 'instant initial, la pression du gaz augmente au passage
de la discontinuité, A'(z,) est positif; la fonction Q(5) peut s’annuler
en un certain point du rayon et par suite la fonction /'(5) devenir
infinie. Cette singularité de A'(z) correspond au phénoméne de
Riemann-Hugoniot, comme il est aisé de s’en readre compte en calcu-
lant Q( =) dans le cas des ondes planes.

Quand on s¢ horne a étudier les petils mouvements du fluide, la
grandeur de la discontinuité dépend d’une fonction /'( 5) satisfaisant &
I'équation (43). Or cette derniére, quand on y tient compte des équa-
tions (53 ) définissant les rayons, devient -

\ dl’ y !Dbll]..ll .
(63) 2z d~ cong P
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Son intégrale générale est

-

I),,sm.;u
Nsing

3
3

cos*3, p?

) |
K ”
cos® T cade?
]

(61) o lisy== /(,‘,

Cette fonction /(z) devient infinic sur la surface focale 1< de In con-
gruence des rayons, Mais le long de la courbe T communcilasarface E
et 4 la surface @’ onde S, cetle derniére se compose de deux nappes se
raccordant suivant la (,mul)c I. On est alors -amené & prendre pour
valear de ¢ s) sur la nappe antéricure, celle qui est définie par Péga-
lité (64) et pour valeur de cette méme fonction sur la nappe posté-
ricure, celle définie par 'égalité

l),; sin'z,

{ Hi

Yok 2 % g g 2
2 CO8T T gy

0 /t' .
P sin3

(6h) Visyz =13,

$

cost3, cp?

Sur celle nappe postérieure, la discontinuilé a donc le signe opposé
ivcelui qu’elle a sur la nappe antérieure; le passage dn rayon au con-
Lact de la surface focale a pour effet I'inversion de la discontinuité;
c’est le phénoméne bien connu des physiciens qui a ¢té signalé el
étudié par Gooy. |

9. L’étude des nappes réelles de lasurface focale E est particuliére-
menl aisée dans le cas des rayons issus d'un méme point; elle se sim-
plifie encore diés que P'on se borne au cas de Ponde ¢émise dans atmo-
sphére par un centre sonore situé a la surface d’un sol horizontal.

On démontre gu’il ne |xcut y avoir de poinls réels de la surface
focale sur les rayons de premiére espice b surles branches ascendantes
des rayons de seconde espce; par contre, il peut v avoir un tel point
et un scul sur la portion de la branche descendante d’un rayon de
seconde espéce située au-dessus du plan horizontal de la source; il en
est ainsi d¢s que la courbe auxiliaire D, , qui a ¢1é utilisée pour ¢tudier
la forme des rayons, présente des tangentes suffisamment inclinées sur
I’horizontale. ) ‘

L'existence des nappes réelles de la surface focale s’élevant au-
~ dessous du plan horizontal de la source est en rapport éLroit avec la
forme de la surface, licu des sommets des rayons de seconde espéce.
Ces mappes sc raccordent entre elles suivant des arétes de rebrousse-
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ment et leur section par des plans verticaux présente une forme géné-
rale analogue 4 celle i est représentée sur les figures 4 et 5.

Fig. 4.

o
~

4

Les régions délimitées dans le plan horizonlal de la source parI'in-
tersection de la surface focale avec ce plan se distinguent les unes des

Fig. 5.

Y

autres par le nombre de rayons passant par chacun de leur point.
autrement dit par le nombre de nappes dela surface d’onde ¢ni viennent
les couper. 11 est. ainsi des régions ol un méme son émis par la source
pent élre percu plusieurs fois. Enfin an voisinage méme des courbes
limitant ces régions, leson est percu avec une intensilé accrue puisque,
d’aprés I'équation (64), la fonction /'( =) devient trés grande preés de
la surface focale. Ce résultat explique comment un son ¢émis par la
source peut étre percu par des observateurs trés éloignés de la source,
alors qu'il n’cst pas entendu par d’autres plus rapprochés.

D O P



