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Théoremes sur les ensembles d’intervalles linéaires au
sens général, avec application aux fonctions @ limites
unilatérales uniques et finies en tout point;

Par Rosarinxo Ceciey YOUNG.

Dans ce qui suit, nous envisageons un domaine borné sur la droite,
que nous supposerons fermé.

1. Nous allons désigner, d'une facon générale, sous le nom d’/nter-
valle (a, b), (a<b), tout ensemble de points de 'un des quatre types :

Type « et a < < (intervalle fermeé),

Type < v<-e i a<<a <b (ouvert en a, fermeé en &),
Type « »e > a l<h (fermé en a, ouvert en b),
Type «<ee> 1 a<<uw<<b (intervalle ouvert),

a el b sont ses fronticres et leur distance (b — a) est appelée la lon-
gueur de lintervalle. Les intervalles fermés de longueur nulle com-
prennent le seul point @ = b; les intervalles de longueur nulle non
fermés ne comprennent aucun point et sont dits vides. Une frontiére
appartenant & l'intervalle s’appelle aussi extrémité ou point extréme de
Pintervalle. Les autres points d’un intervalle sont ses points intérieurs.
Tous les intervalles de mémes fronti¢res ont mémes points intérieurs
el ne différent que par l'adjonction ou la suppression de points
extrémes. Les origines des deux fléeches indiquant le type d’un inter-
valle représentent la premiére sa frontiére gauche, la seconde sa fron-
tiere droite, et chaque fléche se trouve dirigée du coté ol se trouve
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l'autre fléche, ou du coté inverse, suivant que la frontiére correspon-
dante appartient a 'intervalle ou ne lui appartient pas.

Tout intervalle (a, 4) est rcprésenmblc parun point (z, y) du plan,
dont Pabscisse 2 = a représente la frontiére gauche, I'ordonnée y = 6
la fropti¢re droite de l'intervalle. Les intervalles (de tous types) de
longucur nulle ont alors pourreprésentatifs les points deladroite y =«

Pour que la représentation devienne biunivoque sur le demi-
plan y > w, il faut décomposer le point réel (z, ) cn ses quatre cons-
tituants radiaux

(r4o0,y+0), (r+o0,)-—0) (&—o,y40), (x—o,)y—o)().

Dans le présent travail, nous nous contenterons de la représenla-
tion (1, 4) par les points réels du demi-plan.

Deux intervalles sont dits distincts s’ils n’ont aucun point commur.
I'un des deux intervalles est alors situé tout entier & la gauche du
second. Deux intervalles (distincts) sont dits séparés s'il existe au
moins un point £, étranger 4 tous deux, tel que les deux intervalles se
trouvent de part et d’autre du point &; lc point & sépare les deux inter-
valles. Un intervalle (#/, b") séparé d un intervalle (@, 6) de type
déterminé est toujours distinct des intervalles (a, b) des trois autres
types. Deux intervalles distincts non séparés sont dits contigus, leur
somme, ainsi que celle de toute paire d'intervalles non séparés, est
également un intervalle. Observons que 'ensemble des points qui
séparent deux intervalles donnés distincts est encore un intervalle
contigu a chacun des deux intervalles donnés.

Deux intervalles contigus ont une fronti¢re commune qui doit évi-
demment faire partie de I'un des intervalles et non de I'autre; nous
dirons que le second adhére (extéricurement) au premier en leur fron-
tiére commune. Un intervalle A est donc dit adhérer (extérieurement)
a un autre intervalle A’ en un point a lorsque les deux intervalles sont
distincts, ont a pour frontiére commune et que A est ouvert, A’ fermé
en a.

Nous dirons encore que A adhére (intéricurement) a A’ en a lorsque A

(1) Voir ma Note sur Les fonctions additives d’ensemble, les fonctions de point
¢ variation bornée quelconque et la généralisation de la notion d’espace a
n dimensions (Enseign. math., 1927, n* 1, 2, 8).
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est compris dans A’ et que les deux intervalles ont a pour frontiére
commune et sonl tous deux ouverls en «.

Pour pouvoir adhérer d un antre inteevalle cn 'ane de ses fronticres,
un intervalle donné doit donc en tout cas étre ouvert en cette fron-
ticre. D'autre part, & un intervalle quelconque donné A, on pourra
toujours faire adhérer des intervalles en chacune de ses frontiéres,
extérieurcment en une exirémité, intéricurcment en une frontiére
exclue de U'intervalle ().

“De denx intervalles de longueur différente, celui de longueur plus
grande est dit le plus grand des deux. Parmi les intervalles de méme
longueur, ceux du type < «« » (ouverts) seront dits plus petits, cenx du
type - - <-- (fermés) plus grands que ceux des trois autres Lypes.

Une svite d'intervalles (a,,, 0,), chacun d’un type déterming, sera
dite monotone (au seus élroil) si les fromliéres @, et b, décrivent
chacune une suite monotone (au sens étroit) (*).

Flle sera également dite monotone (par extension) si une des fron-
titres demeure constante, Mautre décrivant une suite monotone (au
sens éLroit), & condition que la frontiére constante soit Lonjours exclie
o11 soll Loujours comprise.

Toute suite monotone d'intervalles sera de Pun des quatre Lypes

(» »< o) (« c<-e), (. ro =) (< e ),

oti chaque fleche indique soit le sens ascendant (- ) ou descendant (<),
de la suite des fronticres correspondantes, soit le fait que la frontiére
correspondante demenre invariable et comprise (fleche divigée du coté
de sa compagne) dans chaque intervalle ou exclue (fleche dirvigée du
cOLé opposé) de chaque intervalle de la suite. En adoptant ce symbo-
lisme, nous pourrons formuler de fagon trés concise la propriété fon-
damentale des snites monotones d'intervalles.

Nous rappelons qu'une suite- d’ensembles E, est dite avoir pour
Limite unique un ensemble L (qui peut étre vide) lorsque chaque point 4
de E apparticnt & Lous les ensembles E, & partiv d’un certain rang

(') La notion d'intervalle adhérent tire son imporlance de la considération du
groupe assoeié¢ d'une suite d’'intervalles; voir au n» 2,

(2) Unesuite de points z, est dite monntone (au sens étroit) si 'on a, soit 2, < 2,4
pour tout n (sens ascendant), soit £,>> %,..4 pour tout n (sens descendant).

Jourx.. de Math., tome V11 — Fasc, IT, 1928, 30
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fixe N;, mais que tout point étranger & E fait partie d’'un nombre fini,

toul an plm d’ensembles I, de la suite. Il est clair d’aprés cette défi--
nition qu'érant donnée une suite d’ensembles ¥, & limite unique E, on

~ obtient encore une suite d’cnsembles I, & méme limite unique F si

Pon ajoute ou retranche i chaque ensemble F, des points de Ien-

semble ¢, correspondant d'une suite & limite unique vide.

Une suite d’intervalles dont 'une des fronticres demeure fixe et
C\clue, ct dont la longueur tend vers zéro, cst évidemment & limile
nnique vide. Car en ce cas tout point a (hstance positive ¢ de la fron-
ticre fixe est exclu de tous les intervalles de la suite de longueurs
inférieures & ¢, et la fronti¢re fixe elle-méme est exclue de tous les
intervalles par hypothése.

Soient maintenant A, A., ... les mtu-valles d'une suite monolone
donnée, «,, b, les fronticres de A,, et soit A 'intervalle de fronticres

a=lima,, b=limb,,

dont le type se représente par le méme couple de fléches que le type
de la suite d'intervalles.

Les points de A n’appartenant pas a A, et ceux de A, n’appartenant
pas a A forment deux intervalles (dont I'un au plus pent éire vide),
g, de fronti¢res a,, a et ¢, de frontiéres ,, 6. Leur longuenr tend vers

, 1 . ~ ~ ., .
zéro avec —- Leur fronticre fixe, « pour ¢, b pour c,,, est nécessairement

exclue dans tous les cas. En effet, par exemple, ou bien ¢, est vide, ou
hien I'on a : 1° pour les suites de types .-» - : a,< a, 6,=(a,, a) con-
tigu & (a, b) fermé en a (Lypes .-».) doit donc étre ouvert en «
(2, adhére extéricurement a A en a); 2° pour les suiles de types < . :
a < tyy 8= {ua, a,) compris (a partir d'un rang N) dans (a, b) ousert
en a est donc également ouvert en a (5, adhére intérieuremeut a A
en @). De méme pour 3/,.
D’aprés nos rcmarques précédenles, nous avons donc

limd, = vide lin ), = vide,
9 n k)

et puisque l'intervalle A, s'obtient de I'intervalle A en ajoutant ou
retranchant 2, et ¢,
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nous en concluons que la suite des intervalles A, a pour limite unique
I'intervalle A.

Nous obtenons ainsi la propriété fondamentale que nous avions
annoncée : '

Toute suite monotone bornée d’intercalles (a,, b,) a une limite unique.
Cette Uimate est Uineervalle (a, ) de frontiéres

hma, = a, limb, =¥, ¢
ct du méme type (symboliquement) que la suite inéme.

Une suite monotone d’intervalles a pour représentatif sur le demi-
plan y 22 une suite de points, monolone et bornée ('). Réciproque-
ment, 4 toule suite monotone bhornée de points du demi-plan corres-
pond au moins une suile monolone d’intervalles. La proposilion
ci-dessus indique que toute suite monotone d’intervalles a pour limite
un intervalle bien déterminé (qui peut du reste ¢tre vide) correspon-
dant au point limite des points représentalifs de ses intervalles propres.

Etant donné un ensemble horné quelconque & d’intervalles, il lui
correspond un enscmble borné I de points du demi-plan. Tout point
limite de E est limite d’une svite partielle monotone de points de E,
correspond par conséquent 4 la limite d’une suite partielle monotone
d'intervalles de &; et réciproquement. Nous définissons, en consé-
(uence, comme entervalles limites de & les limites des suites partielles
monotones d'intervalles de &. Leurs représentatifs sont les points
limites de I'ensemble I, et réciproquement tout point limite de E
représente un intervalle limite dé &. 11 s’ensuit en particulicr que toute
suite monotone d’'intervalles limites de & a pour limite un intervalle
limite de &; en d’autres termes, 'ensemble formé par les intervalles
limites de & comprend tous ses propres intervalles limites et il en est
de méme de l'ensemble formé par les intervalles limites de & et les
intervalles de &. Un ensemble borné & d’intervalles qui comprend tous

(') Une suite de -points P, du plan est dite monotone lorsque P, ., fait partie du
méme quadrant en P, pour chaque n. En particulier si P, est sur la frontiére de deux
quadrants en P, [, sera sur la frontiére des mémes quadrants en Py,
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ses intervalles limites sera dit fermé; Pensemble 1 des points repré-
sentalifs des intervalles de & est alors lui-méme fermé. (1 est clair
cependant, vu que la représentation n'est pas binnivoque, (ue I'en-
semble des points représentalifs ’un ensemble & d'intervalles peut éire
fermé sans qu'il en soit de méme de l'ensemble &.) D’aprés notre
remarque précédente, I'ensemble formé par les intervalles de & el ses
intervalles limites, ou par ses intervalles limites seuls, est nécessaire-
ment fermé. Un ensemble & d’intervalles qui coincide avec 'ensemble
de ses intervalles limites sera dil parfait: 'ensemble des points repré-
sentatifs des intervalles de & est alors lui-méme parfail.

2. Supposons donnée une suite d’intervalles
A, By eer Ay ...,

distinets les uns des autres et de longueurs posilices.

Soit S I'ensemble des intervalles A’ tels que tout A, non distinel
de A’ soit contenu dans A" intégralement. S contient cerlainement des
intervalles (les intervalles A; cux-mémes). Nous appellerons S l'en-
semble d’intervalles assocté a la suite.

(1). S est un ensemble ferme.
Car
A'v A._,- oo oy A/‘, LR

désignant une suite quelconque d’intervalles de S, nous savons que 3,
ne peat avoir de point cn commun avec A’ sans lui appartenir inté-
gralement; par conséquent, si A, n’est pas distinct de tous les A’ @
partir d'un certain rang, A, fail partic de A’ pour une suile infinie
de valeurs de I'indice j. En particulier, lorsque A’ décrit une soite
monolone, tout intervalle A, non distinet de la limite unique de cette
suite fait partie de cetle limite.
' . Q. F. D.

(). Nous aurons l'occasion d'utiliser les Lermes ensemble du type
additif pour désigner un ensemble tel que toute paire d’intervalles
contigus lui appartenant ait pour somme également un intervalle de
V'ensemble. 1l est clair que l’ensemble S est du type additif.
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Les ensembles fermés du type additif ont une importance parti-
culiére en analyse. L'ensemble S fait partie, comme nous allons le
voir, d’une classe Lrés spéciale de ces ensembles,

La somme de dewx intercalles quelconques de S, non distincts, est
encore un intervalle de S il en est de méme de leur produit, ensemble des
points communs a tous denx; les points de 'un qui n’appartiennent pas
a Lautre forment également un intervalle, ou deux intervalles sépards,

de S.

Ces propriétés générales des intervalles de S deviennent évidentes
lorsqu’on fait la simple remarque que si A’ et A7 sont deux intervalles
de S, un intervalle A, quelconqgue de la soite doit ou étre distinet de
tows denx, ou étre contenu dans 'un et distinet de Pautre, ou étre
conlenu intégralement dans chacun d’eux.

Nous résumerons ces propriéiés générales des intervalles de S en
disanl que U’ensemble S constitue un groupe d’tntercalles.

(m). H est aisé de distinguer les intervalles limites de S de ses
autres intervalles. Nous anrons en effet la proposition suivante :

{'n intercalle de S auquel adhérerait, en chacune de ses froniiéres, un
intervalle A, ne peut étre intervalle limite de S.
Tout autre intervalle de S est intervalle Umite de S.

Pour démontrer la premiére partie de I'énoncé, il suflit de remar-
(quer quun intervalle A’ de type donné ne peul. étre limite gue d’une
suite monotone du méme type, et que 'ane au moins des fronticres
d’un intervalle décrivant une suite monotone devra, de son cOLé,
décrire une suite monotone an sens étroit. Celte suite de fronticres
sera donc extéricure i U'intervalle limite si celui-ci doit comprendre la
fronticre de laquelle elles vont s’approcher, intéricure, au moins &
partir d’un certain rang, si cette frontiére doit demeurer exclue. Dans
les deux cas, nous voyons que la suite de frontiéres en question
pénétre, a partir d’un certain rang, & U'intéricur de tout intervalle fixe
donné A adhérant a intervalle A’ en leur point limite (puisque A sera
en effet extéricur & A’ au premier cas, intéricur au second).

Or si les intervalles de la suite appartiennent & S, ils ne peuvent
avoir de frontiére intéricure & 'un des intervalles A, ; en la frontiére
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considérée, l'intervalle limite A’ ne peut donc avoir d’intervalle A,
adhérant & lui.
Tout intervalle limite de S a au moins une frontiére en laquelle
aucun des intervalles A, n’adhére a lui. C. Q. F. D,
Reste a établir la seconde partic de I'énoncé. Soit A’ un intervalle
de S dont I'une au moins des frontiéres, soit ¢, est telle qu’ancan des
intervalles 4, n’adhére & A’ en ¢, Nous distinguons les cas

1° ¢ fail partie de A’. Nous considérons uniquement les intervalles A,
distincts de A'. Par hypothése, ¢ a une distance positive ¢, de chacun
de ces intervalles A, ct celle distance peut, soil

a. Avoir unc horne inférienre positive, 2> o, auquel cas tout inter-
valle contigu (c’est-a-dire adhérant) a A’ en ¢ et de longneur inféricure
i 2 est distinct de tous les A, et appartient donc it S; soit

b. Avoir sa borne inféricure nullc, auquel cas une limite d’inter-
valles A, existe dont les distances 2,, au point ¢ forment une suile
décroissante & limite zéro. L'intervalle A sep.nranl A et 4, (et qui
.1dhvlc 4 A en c) appartient & S el a une Iongucur g, Lendant vers zéro
avee 7.-

Dans les deux cas, on peut trouver une suile monotone d’inter-
valles A; de S, de longuenrs décroissant & zéro, tous adhérant i A’
¢n ¢ ct, par conséquent, ouverts en ¢, La limite d'une telle suite est
nécessairement vide. La limite de

AT=A'+ A

est done A'. Llintervalle A7 apparlient a S, puisque ¢’est la somme de
deux intervalles de S. Done A est intervalle limite de S.

2° ¢ ne fait pas partie de A’. Nous considérons uniquement les
intervalles A, conlenus dans A’. Par hypothése, ¢ a une distance posi-
tive de chacun de ces intervalles A,, et cetle distance peut, soit avoir
unc horne inféricure 2> o, soit une borne inféricure nulle. Dans les
deux cas, on peut trouver comme ci-dessus une suite monotone d’in-
tervalles A; de S, de longueur décroissant a zero, tous adhérant (inté-

rieurement) & A" enc, c¢t par cons¢quent tous ouverts en ¢. La limite
de celte suite est v1de. L’intervalle

A=A —A
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appartient a S, puisque c'est la différence de deux intervalles de S et
a pour limite A’, Done A’ est inlervalle limite de S,
La proposition est enti¢rement vérifiée.

(1v). Un corollaire particulicr immédiat, remarcuons-le en passant,
c'est que'les interealles de S quit ne sont pas intervalles Uimates de S for-
ment un groupe. Car si A} ct A, ont en chacjue frontiére un intervalle A,
adhérant & eux, il en est de méme de leur somine, et aussi, au cas
ol A ct A, appartiennent & S, de 'un ou des deux intervalles formant
leur différence, ct de leur produit, précisément parce (ue ces inler-
valles appartiennent alors encore & S.

(v). Lorsqu’un intervalle A’ de S n’cst pas intervalle limite de S, il
existe done toujours, d’aprés (ur), un intervalle 4, ouvert en uncefron-
licre au moins, et adhérant (intérieurement ou extéricurement) i A’
Si Lous les intervalles A, sont fermés, il n’existe donc certainement
pas d'intervalle de S qqui ne soit. en méme temps intervalle limite de S.

Le groupe S d’interealles associé a une suite d’intercalles distincts
Jermés (de longueurs positives) est nécessairement parfait,

Nlemarque . — Le groupe associé, défini de la méme facon, d’un systéme
d'intervalles de longueurs nulles, comprend évidemment tous les intervalles du
domaine borné considéré, ¢'est-a-dire également un groupe parfait d'intervalles,

Bemaryue 11, — 1l est chair que le groupe associé d'une suite d'intervalles
A, AR, A}, AR, L A}, AR,
est le produit des groupes associés des deus suites partielles complémentaires

Ay, AP, L AR, L,
Az, AP, ... AP, ..,

c'est-a-dire V'ensemble des intervalles appartenant simultanément aux deux
groupes. Il s'ensuit en particulier (ue I'on n'altére pas le groupe associé d'une
suite d'intervalles distincts en ajoutant a celui-ci un certain nombre (fini ou
infini) d'intervalles de longueurs nulles.

Remarque [1]. — Par contre, le groupe associé d'une suite d'intervalles de
longueunrs positives ne peut étre associ¢ d'aucune autre telle suite. Car si deux
telles suites

A('( », A(zl)’ A(/i“’ V.. et Ai.‘.’)’ A’..‘.’J’ A(l.‘)’
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ont méme groupe associé S, un intervalle quelconque A7 de la premiére ne
peul ni contenir une partie d'un intervalle de la seconde, puisque 4} appar-
tient au greupe associé de cette suite; ni étre distinet’ de tous les intervalles de
la seconde suite, puisque les intervalles intéricurs & AjY appartiendraient an’
groupe associé de la seconde suile, sansappartenir i celui de la premiére. Ayl doit

donc contenir entiérement un intervalle A7 Kn intervertissant les indices, on

voit que A 2 doit contenir entierement un intervalle A}), et Pon doit avoir m =/,

)— Afl)=— AD)
A== A= AP

’

3. Clest un fait fondamental (ue 1'on peut toujours trouver eflecti-
vement, parmi les intervalles d’an ensemble fermé quelconque &, nu
intervalle de longuear maxima. Cette propriété correspond a celle des
ensembles linéaires fermés de points d’admettre toujours le choix
cffectif d’un de leurs points, le plus a gauche ou le plus a droite de
tous.

“n effet, si A désigne la borne supérieure des longueurs des inler-
valles de &, I'ensemble E de points représentatifs de ces intervalles
posscde des points dans un voisinage arbitraire de ladroite y —x =\,
c’est-a-dire, puisqu’il est fermé, sur la droite elle-méme. Ces points
constituent sur la droite un ensemble linéaire fermé, nous pouvons
donc en choisir un, soit (a,, b)), b, — a,= \. Ce point représcnte au
moins un et au plus quatre intervalles de & de longucur maxima .\. 11
est done clair que nous pouvons effectuer le choix demandé.

1l est évident que 'on peut demander de plus que I'intervalle choisi
's0it au moins aussi grand cjue les autres (0, 1, 2 ou 3) intervalles de &
de mémes frontiéres, c'est-a-dire qu’il ne soit contenu dans aucun
autre intervalle de &.

Celle remarque conduit immédiatement & une propriété générale
des enscmbles fermés d'intervalles.

Ftant ‘donné un ensemble fermé quelconque d'intervalles, on peut
trouser une suite ( finie ou winfinic) d’intercalles A, dé &, distincts les uns
des autres et de longucurs positives, tels que tout intervalle A de &, de
longueur positice, comprenne au moins un point de Uun deuz, et tels
cependant que (') Utntercalle A, d’indice moindre comprenant un point

(1) Si nous excluons le cas banal oi & comprendrait I'intervalle fermé constituant
notre champ entier.
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de A comprenne également un point étranger @ A, el soit, du reste, de
longueur supéricure o égale @ celle de A.

I’n désignant par &, 'ensemble des intervalles de & = &, distincts de
An A27 o0y All—lv

on définira A, par induction, pour tout n, comme intervalle de &, de
longueur positive maxima, ne faisant partic d’aucun autre intervalle
de &,. La possibilité du choix est établie par notre remarque prélimi-
naire; car toule suite monotone bhornée d'intervalles, distinets de A,,
A,y ..., 3, ,, apourlimite un intervalle également distinet de ces 4,
&, est donc un ensemble fermé d'intervalles,

I est évident ( puisque &, fait partie de &) que A, est intervalle de &,
et par construction les A, sont distincts les uns des autres. S'ils sont
en nombre fini, A,, 4,, ..., A,,c’estque &, | ne contienl aucun inter-
valle de longueur positive, aucun intervalle de &, de longueur positive,
n’est distinct de tout A;. N'ils sont en nombre infini, leur longueur
A, (> o) tend vers zéro avec /lt’ puiscjue la somme de ces longucurs est
hornée avee & et comme .\, est la borne supéricure des longdours des
intervalles de &,, il ne peut exister d'intervalle de &, de longueur posi-
tive, commun & tous les &,; aucun intervalle de &, de longueur posi-
tive, n'est distincl de tous les A,

Tout intervalle A de & contient donc au moins un point de P'un des
intervalles A,,. En désignant par A, celui d'indice moindre comprenant
un point de A, A e¢st distinct de A, A,, ..., A, appartient douc
a &,, ne peul donc contenir 4; . Clest-d-dire A, comprend au moins
un point étranger & A, Fn outre, la longueur de A doit étre S\,

La proposition est enticrement démontrée.

Remarquons ue les intervalles de &; ne faisant pas partie de &, sont tous
compris dans lintervalle fermé, concentrique i A, et de longueur triple; la
mesure de leur ensemble somme ne dépasse donc pas 3A,. De méme, les inter-
valles de &, n‘apparienant pas a &, recouvrenl un ensemble de points de me-
sure £3A,. Et ainsi de suite. Puisque chaque &, est compris dans le précédent
et (que tout intervalle de & appartient & ['un d’enx, 'ensemble de points recou-
verts par les intervalles de & a une mesure inférieure ou égale 4 la somme des
mesures des ensembles de points-considérés, c’est-a-dire

S3(A + A+ o+ Ay
Journ. de Math., tome VIL. — Fasc. I, 1928. 31
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En considérant Iinégalité dans 'ordre inverse, on dira donc que la mesure

(A4 A+ o+ A +000)

de l'ensemble de points recouvert par les intervalles A, est an moins égale au
tiers de celle de P'ensemble de poinls reconvert par tows les intervalles de I'en-
semble & entier.

4. La propriété des intervalles de longueurs positives de 'ensemble
fermé & (autre que les intervalles A, eux-mémes) de conlenir chacun
en partie 'un des intervalles A, de la suite spéciale choisie peul encore
s’exprimer en disant que I'ensemble & ne comprend aucun des inter-
valles de longueurs positives dn groupe associc de celle suite (autre
que les intervalles 4, cuox-mémes). [lessentiel de la proposition du
numdéro précédent se tronvera donc conlenu dans le lemme suivant :

LEMME, GENERAL. -— Ftant donné un ensemble fermé quelconque & d'in-
tervalles, on peut troucer une suite (finie ou infinie) d’intercalles A, de &,
distinets les uns des autres et de longueurs positices, dont le groupe
associé (fermé) S d’intercalles ne comprenne aucun intercalle de & de
longueur posttice outre les intervalles de la sutte elle-méme.

Ce lemme admet une série de cas particuliers, dont nous allons
examiner les conséquences les pius immédiatement applicables.

(1). Il peut se faire que 'enscmble fermé donné & soit du type addi-
tif. En ce cas, toul intervalle A, du [emme sera nécessairement sépuré
de tout autre intervalle A,. Car la somme de deux intervalles A, con-
tigus, dans le cas général, est toujours un intervalle du groupe associé
S, n’appartenant pas & & — Toute frontiére d’un intervalle A, étant
ici distincte de tout autre intervalle A, constitue, si elle n’appartient
pas déja a Ay, un intervalle A" de longueur nulle du groupe associé, et
en 'adjoignant & A, nous formerons un intervalle du groupe n’appar-
tenant pas 4 &, 1l s’ensuit, puisque & est un ensemble additif, que
Pintervalle A’ ne pouvait non plus appartenir 4 &. Toute frontiére non
comprise d’un’ intervalle 4, constitue donc un intervalle de longueur
nulle n’appartenant pas i &,
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(). 11 peut se faire en outre, cependant, que I'ensemble & com-
prenne déji tout intervalle de longueur nulle du domaine considéré.
IXn ce cas, il ne peut y avoir d’intervalle A, ne comprenant pas ses
deux frontiéres, raus obtenons le

LLEMME PARTICULIER. — ltant donné un ensemble fermé & d 'intervalles
du type additif et comprenant tous les intercalles de longucur nulle du
domaine considéré, on peut trouver une suite (finte ou infinte) d’inter-
valles fermés A, de &, distincts les uns des autres et de longueurs positices,
dont le groupe associé (parfait) d’intervalles ne comprenne, outre les
intervalles A, eux-mémes, aucun intercalle de &.

Dans fes deux femmes, suivant notre remarque finale au n© 3, les intervalles A,
recouyrent un ensemble de points de mesure an moins égale au liers de celle de
Pensemble de points recouvert pour tous les intervalles de U'ensemble & entier.

l

3. lin associant i tout intervalle A du domaine considéré 4, une
valeur numérique déterminée ct finie, on constitue unc fonction de A.
Celte fonction scra dite continue si la suite de ses valeurs relatives aux
intervalles d’une suite monetone tend vers sa valeur relative & lear
intervalle limite; c’est-a-dire o(A) est continue, st imA'= A entraine
limy(A9)=10(A). La fonction sera dite du type additif si ses valeurs
relatives & deux inlervalles contigus ont pour somme la valeur rvelative
a la somme des deux intervalles; ¢’est-i-dire ¢(A) est du type additif,
st A=A+ 4,, A\ A,=o0 entrainent 9(A)=2(A)+ 2(4,). (Ln par-
ticulier, 2(A)=o0si A est vide.)

[‘tant donnée une fonction 3(A), continue et du type additif, for-
mons I'ensemble & desintervalles A pourlesquels ¢ (A) est non négatit,
Cet enscmble sera évidemment fermé et du type additif. Supposons
qu'il comprenne encore lous les intervalles de longueur nulle, c’est-

a-dire que @(A) est2o pour tout A de longueur nualle. Nous poavons
alors appliquer le lemme particulier 4 Pensemble &. En écartant les

cas ol g(A.,) scrait > o pour le domaine entier A,, chacun des inter-
valles A, du lemme est intervalle pour lequel q_o(A,,)go, et limite d’in-
tervalles A’ pour lesquels' p(A') < o, c’est-a-dire qu’on a nécessaire-
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ment
¢ (Au) = 0.

1%L tout point étranger & la somme des 4, (comme Lout aulre intervalle
du groupe associé parfait S) est limite d'intervalles &" pour lesquels

9(A)<o.

Supposons quc d’une fonction donnée ¢(4), continue, dn type
additif, et non négative sur les intervalles de longueur nulle, nous
rclmnchlons un multiple Ky(4), K 20, d'une fonclmn v(4), continue
et du type additif, qui soit en outre constamment positive, sauf sur les
intervalles de longucur nulle, ot elle s"annule.

La fonclion résultante :

9(A)=9(A)—Ky(A)
sera cncore continue, du type additif, et prendra sur les intervalles de
longucur nulle les mémes valeurs 2o que la fonction 9(4) elle-méme.
Appliquons ce qui préeéde i la fonction 2(A), en supposant K choisi
de telle fagon que
(P(A): 0 (Ay)— K?(A0)< 0,
pour le domaine entier A,. Les intervalles A, satisferont mainlenant &
CP(A,,): KV(A,,),

el puisque y(A) est positive pour lesintervalles de longnenrs positives,
tout point élranger aux intervalles 3, sera limite dintervalles A7 ponr
lesquels

M ! O I y S eur S enr 3
Convenons d’appeler déricés inférieur et supérieur de (A) par
rapport ¢ y(A) les deux fonctions de points (non nécessairement finies)
¢égales respeclivement, en chaque point , i la limite inféricure et & la
)

limite supérieure du rapport f( lorsque A’ décrit des suites mono-

tones de limile  (suites arbitraires d'intervalles dont chacun contient
le suivant et le point «, et dont la longueur tend vers zéro). £n chaque
point étranger da tous les intercalles A, le dérivé inférieur de (A) par
rapport a y(A) est SK.
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6. Unc fonction d'intervalle ¢(4A), continue ct du type additif,
coincide avee la variation sur U'intervalle A d'une fonction de point a
limites unilatérales uniques et finies en tout point, — et réciproquement
— si Pon convient d'appeler variation sur Uintervalle A la limite,
toujours existante et finic pour une Lelle fonction, de la différence

f()')_‘f(r)r

des valears de la fonction aux frontiéres d’un intervalle variable
(z, y), y >, lorsque celui-ci décrit une suite monotone au sens
étroit, de limite A ().

Si @(4) s’annule en outre en chacue intervalle de longueur nulle,
clle coincide avee la variation sur A d'une fonction de point continue;
et réciproquement. De méme, si o (A) est non négalive partout, il lui
correspond une fonction monotone uscendante |au sens étroit, si 9(A)
n’est jamais nulle sur un intervalle de longueur positive]; et récipro-
quement,

Coutinmons d’appeler dérivés d'une fonction de point f(x) par
rapport @ une fonction monotone au sens étroit g(x), les dérivés de la
variation 3(Ad) de /() par rapporl a la variation y(A) de g(zx). It
désignons par les termes variation relative de f(x) par rapport & g(x)
sur un intervalle A le vapport de la variation de f(@) a celle de g(x)
sur cel intervalle.

Les résaltats (ue nous venous d’élablir au n® B s'énoncent alors
commie suit

Tukoneme [. — Lrant données, dans un domaine ferme Ay, une fonc-
tion f () a linutes unilatérales unigues et finies et @ variation non
néguative en tout point (*) et une fonction g(x) monotone ascendante au
sens étroit et continue, 'ensemble des points x, ol le déricé inférieur

(1) Sur un intervalle (@, 6) fermé, la variation est donc { f(& + 0)— fla— o)},
sur un intervalle (a, &) ouvert {f(b—o)— f(a+o0)}, ete. La démonstration des
diverses coincidences mentionnées se fait comme au cas particulier o /() est une
fonction monotone; voir ma Note citée, :

(?) C'est-a-dire sur Vintervalle de longucur nalle qui constitue ce poiant. La classe
de ces fonctions comprend en particulier toutes les fonctions continues et toutes les
fonctions monotones ascemdantes.
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de f(x) par rapport & g(x) dépasse un nombre donné K. (supéricur lui-
meéme & la variation relatice sur le domaine entier A,), fait partie de la
somme d’une suite (finie ou infinie) d’intervalles A, fermds distincts,
de longucurs positives, sur chacun-desquels la variation relative de f(x)

par rapport & g(x) égale K

e cas particulier ot f(x) est une fonction continue quelconque
donne précisément le principe de la gradation des fonctions continues
sur les ensembles parfuits utilisé p.u'M A. Denjoy.

Celui ot f(x) est au contraire une fonction quelconque monotone
ascendante et bornée offre un intérét nouveau. Remarquons qu’en ce
cas, la somme des variations de g(z) sur les intervalles A, (c esl-

a-dire la variation de g(x) sur leur somme) est au plus égale ¢ iy fons

la variation de /(&) sur le domaine entier A,, c'est-a-dire lcnd vers
. N .ty .

zéro avee - Nous pouvons en outre donner i I'énoncé pour ce cas une

forme un peu plus générale, en tenant compte de la remarque suivante.
Une fonction quelconque /() & variation hbornée est la différence
de deux fonclions monotones ascendantes et bornées. Sa variation sur
“un intervalle quelconque est égale & la différerice des variations des
deux fonclions monotones sur ce méme intervalle, reste done Loujours
inféricure ou égale, en valeur absolue, & la somme de ces variations,
c’cst-d-dire & la variation de la somme des deux fonctions monotones.
Cette somme est elle-méme une fonction monotone ascendante bor-
née (2, nous pouvons lui appliquer le théoréme précédent. Les rela-
tions d'inégalité entre la variation de f(x) el celle de f(z) sur le
méme intervalle subsistent lorsqu’on divise ces variations par la varia-
tion d’une fonclion monotone ascendante an sens élroil, et en passant
a la limite il est clair que les mémes relations auront lieu entre leurs
dérivés. Nous avons donc 1'énoncé spécial :

Takorine 1. — Eiant données, dans le domaine fermé A,, une fonc-
tion quelconque a variation bornée f(x) et une fonction g(x)continue,
et monotone ascendante au sens étroit, l'ensemble des pornts x ou le
dérivé infeérieur de f(x) par rapport & g(x) dépasse en valeur absolue
un nombre K donné, suffisamment grand, fait partie de la somme
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d’une suite ( finie ou infinie) d'intervalles fermés distincts, de longueurs
~ postives, sur chacun desquels la variation relative de f(x) par rapport
ag(x) est infericure ou égale @ K en valeur absolue, et sur la somme

desquels g(x) a une variation inférienre a un multiple constant de - -

7. On obtient, pour les fonclions générales a limites unilatérales
nniques et finies en tout point, un théoréme un peu plus général que
le théoréme I, mais un peu moins précis, en appliquant directement
le lemme général et en utilisant les remarques du n® 4 (1). Si nous
définissons & comme ensemble des intervalles A sur lesguels f'(a)
posséde, par rapport & une fonetion monotone au sens étroit quel-
conqie, une variation relative 2K, nous aurons en cffet un cnsemble
fermé du 1ype additif, el nous obtenons I'énoncé suivant :

Tueorime WI. — Etant données unefonction f(x) a limites uniluté-
rales uniques et finies en tout point et une fonction monotone (au sens
étroit) quelconyue g(.x), Uensemble des points x, ot le dérivé inférieur
de f(x) par rapport @ g(x) dépasse un nombre donné quelconque K,
Jait partie de la sonune d'unc suite (finte ou infinic) d’intervalles A,,
sévarés les uns des autres el de longueurs positives, sur chucun desquels la
variation de f(x) par rapport & g(x) est, ou =K, ou écentucllerment
(au seul cas o A, serait oucert en ses deux frontiéres) est > K muais
devient < K lorsqi’on adjornt 4.5, U'une de ses fronticres.

Pour voir que la variation relative pour un intervalle A, non ouvert

est effeclivement égale & K, on se sert du fait que les intervalles 4,
sont séparés les uns des autres; un intervalle A, non ouvert aura donc

a-dire d'intervalles n’appartenant pas a &.




