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LE THEOREME DE M. PICARD, 113

Le théoréme de M. Picard et le complément de M. Julic ;

Pan Georeks VALIRON,

le théoréme de M. Picard dont il sera question ici est la célébre
proposition d'aprés laquelle une fouction uniforme prend une infinité
de fois toute valeur, sauf deux au plus, dans-le voisinage d’une singu-
larité essentielle isolée. Ce théoréme a été l'origine de toute une
théorie qui a pour objet I'étude de plus en plus approfondie des fonc-
tious uniformes, soit dans les régions de régularité, soil au voisinage
des singularités,

En utilisant la Lthéorie des familles normales de M. Montel, M. Julia
a apporté (') au théoréme de M. Picard un complément trés impor-
tant qui peut aujourd’bui, aprés les travaux de M. Ostrowski (?),
s'énoncer ainsi. Supposons la singularité rejetée a 'infini et soit £(3)
une fonction méromorphe a l'extérieur d’un cercle, sauf au point
a 'ofini qui est point essentiel ; supposons en outre que f(3) n’appar-
tienne pas 4 une cerlaine classe de fonctions dites fonctions
exceptionnelles J. Il existe au moins une suite de points z(n, f)
s’éloignant indéfiniment et jouissant de lu propriété suivante : = étant
un nombre positif arbitraire et C(n, <) désignant le cercle de
centre 3(n, f) et de rayon z|z(n, [)|, la fonction [(3) prend une

) Voir notamment les trois Mémoires des Annales de U'Ecole Normale, 191y,
1920, 1921, et les Lecons sur les fonctions uniformes & point essentiel isolé.

(2) Mathematische Zeitschrift, t. 2%, 1925. Une partie des résultats de M. Ostrowski
est donnée par M. Montel dans sen Quvrage récent : Lecons sur les familles nor-
males de fonctions et leurs applications.

Ce

Journ. de Math., tome ViI.— Fasc. I, 1928, 1



114 GEORGES YALIRON.

infinité de fois toute valeur, sauf deux valeurs au plus, dans toute
suite infinie de cercles C(n, ¢).

M. Ostrowski a déterminé complétement la classe des fonctions
exceptionnelles J.

De la propriété précédente, on déduil que, si la fonction f(z) est
ordinaire, et si C esl une courbe continue allant & I'infini, on peut
faire tourner C autour de I'origine d'un angle tel que, dans sa nouvelle
position C, elle jouisse de celle propriété : e étant positif arbitraire,
S (3) prend une infinité de fois woute valeur, sauf deux au plus, dans
le domaine balayé par un cercle dont le centre s décrit C', le rayon
étant |z |. C'est sous cette forme que M. Julia donna pour la premiere
fois son théoréme et 'on a parfois appelé courbes de Julia les courbes
qui possédent la propriété des courbes C'. Jappellerai de telles
courbes, courbes de Picard, en réservant le nom de courbes de Julia a
celles qui contiennent une suite de points de Julia, courbes qui ont éLé
seules considérées par M. Julia, et qui sont seules en relation avec la
théorie des familles normales. Je montrerai que :

1. Toute fonction f(3) méromorphe autour du point & U'infini, qur est
point essentiel, admet un ensemble trés riche de courbes de Picard.

On peut préciser cet énoncé de diverses maniéres. On a par exemple
peut [
la proposition suivante :

I1. Si {’on consideére les spirales logarithmiques

7 — eiatl-o-ilr’

8, k et t étant réels, et une fonction f(z), toutes ces spirales sont, quel
que soit 8, courbes de Picard, sauf au plus pour un ensemble de mesure
nulle, E( f), de valeurs de k.

Cest ici le paramétre de forme £ qui est indéterminé dans un
ensemble de mesure nulle, tandis que dans le théoréme de M. Julia,
une courbe C étant prise au hasard, c’est la facon de la placer qui est
inconnue.

Pour une fonction méromorphe 1ion exceptionnelle il peut exister
des courbes de Picard qui ne sont pas courbes de Julia, mais je n’ai
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pas pu voir si, pour les fonctions holomorphes, toute courbe de Picard
n’est pas courbe de Julia.

Une courbe de Picard. qui n’est pas courbe de Julia, ce qui a tou-
jours lieu pour les fonctions exceptionnelles J, est une courbe d’indé-
termination compléte. Jentendrai par la que le domaine d’indétermi-
nation au point de 'infini de la courbe C considérée comprend tout le
plan. On sait que ce domaine, introduit par M. Painlevé, se définit
comme suit : on prend 'ensemble E(r) obtenu en adjoignant aux
valeurs prises par f(3) aux points de G de module supéricur a r les
valeurs limites de ces valeurs, et I'on considére ['ensemble A(C)
commun a tous ces ensembles E(7). Une courbe de Julia n’est pas
toujours une courbe d’indétermination compléle, mais alors il y a
d’autres courbes de Julia équivalentes a la premiére qui sont courbes
d’indétermination compléte.

Il existe des fonctions méromorphes autour du point & Uinfini pour
lesquelles toute courbe allant & Uinfini est courbe d’indétermination
compléte. Dans ce cas I'ensemble des points critiques algébriques de la
fonction inverse couvre tout le plan simple. Mais il existe de telles
Sfonctions pour lesquelles certaines de ces courbes d’tndétermination com-
pléte ne sont pas courbes de Picard.

Une étude analogue peut étre faite pour les fonclions méromorphes
dans un angle et d'ordre suffisamment grand & lintérieur de cet
angle, fonctions pour lesquelles j'ai établi (') l'existence d’une suite
de points de Julia. On peut aussi pour ces fonctions préciser la
valeur des rayons des cercles de remplissage de M. Milloux (?) en
suivant la marche que j’ai indiquéc (*) pour les fonctions méromorphes
autour du point & P'infini. Je montre ici que, dans le cas des fonctions
holomorphes dans I'angle, on peut obtenir directement une valeur
plus exacte des rayons de ces cercles (*).

1. Propriétés des fonctions exceptionnelles J. — Considérons

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, 1926.

(2) Journal de Mathématiques, 1927; Bulletin de la Société /nathematzque
1925; Comptes rendus, 1% mars 1926.

(3) Comptes rendus, 25 mai 1926; Bulletin des Sciences mathématiques,; 1927.

(*) Une partie des résullats de cette étude a é1é donnée dans une Note des Comptes
rendus, 22 juin 1925,
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d’abord une fonction f(z) méromorphe en toul point & distauce finie -
et exceptionnelle J. Toutes les familles considérées par M. Julia sont
normales sauf aux points o et o, en particulier la famille

(1) Sz n)=f(52"%) (n=1,2,...).

Nous allons montrer que cette suite de fonctions (1) admet des fonctions
limites non constantes. M. Ostrowski a montré qu'une fonction
exceptionnelle J est de la forme

(2) f(z):oez"']:['.-___?

et qu'en désignanl par A, et B, les modules de 4, et b,, ces nombres
supposés rangés par ordre de grandeur non décroissante, vérifient les
conditions sulvantes :

1° Les suites A, et B, sont infinies, mais le nombre des poles et des
zéros dont le module est compris entre 2” et 2”*' reste inféricur &
un nombre N = N( f) quel que soit n.

2° La valeur absolue de la différence entre le nombre des poles et
le nombre des zéros de module moindre que r est inférieure 4 un
nombre fixe D = D(f).

3¢ Silon pose

B,B,...B
— M+ ‘l“‘——*——‘_’i'
M(r)=/|a|rm+r- NA, A, .
qu r< Bl/."li A/’g',’< A/'H,
les nombres
. 1
M) ey

sont inférieurs & un nombre fixe M = M( /).

1l y a encore une quatriéme condition que nous n'utiliserons pas.

D’aprés la troisiéme proposition les limites d'indétermination pour
r infini de la fonction continue M(r) comprennent entre elles un
nombre fini positif 3

[{7AN

M, 8

Y
=l -

5
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[1 existe donc des valeurs R aussi grandes que I'on veut pour lesiuelles
M(R) différe de 3 d’aussi pen que ’on veut. Nous allons étudier £(3)
dans des couronnes dont les rayons extrémes comprennent de tels
nombres R. Nous posons

l
| fiz)]=M(r)

l

12}

)
)

Q

les produits P, P’ et P" étant définis par

S T I §

KA, SR Ap2KR
=11 (l_i’_/!> 1] (,n..f.)
; ap
K<Aﬁ2“ RCA,<KR

et Q, Q’, Q" étant définis de fagon analogue. K est .un nombre
supérieur & 4. l.a premiére propriété des A,, B, montre que P’, P,
Q’, Q" sont compris entre les nombres

ltl (t—27")¥ et 12[(1 + z;")”, ,
1 1

on a donc
(4) | fi2)]= M( rm!~——|
avec

I
< h<y,
y 14

v étant un nombre positif fixe.
Nous distinguerons alors deux cas :

Premier cas. — 11 existe unnombre fini K > 4 et une suite infinie de
nombres R pour lesquels il y a‘soil un pole, soit un zéro, dont le

. R ~ P R T
module est compris entre i et KR. En définissant n par les inégalités
.)ng R < 2”'“,

on en déduit qu'il existe une suite de fonctions (1) qui prennent dans
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la eouronne

K—'<lzl<K’

deux valeurs dont la différence est supérieure a un nombre fixe. Clest
évident s'il y a a la fois des poles et des zéros dans la couronne
(5) -;{-R<|z|<KR.

S'l n'y a, par exemple, que des zéros dans (5), il y en a 2D au plus

d’aprés la seconde propriété. Considérons alors la portion de cou-
ronne extérieure aux cercles ayant pour centres ces zéros et pour

RK . . .
rayon ——» m €tant assez grand pour que cetle portion existe. Ona
dans cette portion
l
P(z) [ > ek
donc

B

[ f(z)|> -2—:/- m—2P,

Il v a encore deux points en lesquels la différence des valeurs
de f(3) est supérieure & un nombre fixe. La suite des fonctions (1)
considérée ci-dessus admet donc une fonction limite non constante.

Second cas. — Supposons que, si grand que soit K, il n’existe pas de
poles ou de zéros dans les couronnes (5). L’exposant m—+p—gq
figurant dans (3) ne peut étre nul pour une telle valeur R. Car M(r)
seralt constant sur un certain segment, tous les points de ce segment
seraient des points R. Si ce segment est {ini a droite, son extrémité
droite est un point R qui est le module d’un zéro ou d’un pdle, on
est en réalité dans le premier cas; si le segment est infini a droite,
tous les p(‘)les et zéros ont deux 4 deux le méme module, on est encore
dans le premier cas.

Supposons donc que, pour la valeur R, m+ p — ¢ soit positif. Tant
que cet exposant est positif, M(r) croit. Soit R’ le plus grand des
nombres A,, B, qui sont inférieurs & R. Le rapport R : R’ croit indé-
finiment pour la suite des R considérée, sinon on retomberait encore
dans le premier cas. Dans l'intervalle R', R, le nombre m 4 p — g est
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au moins égal 4 1, on a donc

Um< MR f <28 (Rgr<R);

par suite, dans cette couronne,

. 2rBy
i .f(,") l < R ’
tandis que, pour |z| =R,

| f(3) > %

En choisissant r convenablement, on voit qu'il existe encore des
couples de points ol les valeurs de f(z)sont nécessairement distinctes,
R :r restant fini; il existe encore une fonction limite non constante
pour la suite (1).

On raisonne d’une facon analogue lorsque, au point R, m+p—gq
est négatif. :

La proposition en vue est ainsi etal)lle pour les fonctions méro-
morphes en tout point a distance finie. Elle est encore vraie pour les
fonctions exceplionnelles J qui sout seulement méromorphes autour
du point a l'infini, puisque de telles fonctions sont nécessairement le
produit d’une fonction exceptionnelle méromorphe sauf & l'infini
par une fonction holomorphe antour du point a l'infini et égale & 1 en
ce poinl.

2. Démonstration du théoréme II pour les fonctions exceptionnelles J.
— On vient d’établir que, pour ces fonctions, la suite (1) admet des
fonclions limites non constantes. Une telle fonction limite ®(z) peut
étre un polynome ou une fraction rationnelle ou bien admettre le
point & I'infini ou le point zéro pour point essentiel. Mais le théoréme
de M. Picard s '\pphque toujours : elle prend loute valeur sauf deux
au pluas une fois au moins dans le plan privé des points o et =.

Soit 3, un point de ce domaine en lequel ®(z,) prend une valeur
non exceptionnelle c. Si l'on entoure ce point d’un pelit cercle de
rayon arbilrairement pelit, dans ce cercle les fonctions f(z; m) de la
suite extraite de (1) qui converge vers ®(z) sonl uniformément con-



120 GEORGES VALIRON.

vergentes, elles prennent la valeur ¢ dés que l'indice m est assez
grand.

Ceci dit, considérons la famille de spirales

—_—

6) 5= eistl-é—llc,

" ¢ et k étant réels et ¢ variant de 1 & + . Le point d’inlersection de
cette spirale avec la circonférence

—
|z]|=2

a pour arglllnenl.
(z) . 04 kloga.:.

M. H. Weyl a montré (") que, sur la circonférence de rayon 1
centrée a U'origine, les points d’argument (7) sont denses, et méme uni- -
Sormément denses, quelle que soit la sutte infinie donnée d’entiers
distincts m, pourcu que les coefficients I loga sotent pris a Uextérieur
d’un certain ensemble linéavre de mesure nulle. Supposons que £ ait é1é
ainsi choisi et considérons la portion de plan D(e) balayée par un
cercle C(t) dont le centre décrit la spirale (6), le rayon étant ¢ (e est
un nombre positif donné arbitraire). Je dis que, dans D(¢), f(3) prend
toute valeur une infinité de fois, sauf deux valeurs au plus. Soient en
effet une valeur ¢ non exceptionnelle pour ®(z) et 3, un point
considéré ci-dessus on ®(z,)=c, 5, =r,¢%, el soil enfin T'(¢/, z,)
le cercle de centre z, et de rayon r,e’. lLes fonctions f(53; m)
prennent la valeur ¢ dans T'(¢/, z,) dés que m>m(e, 3,) et la

fonction f(z) prend cette valeur dans les cercles correspondants
C(e/, m)

|5 —3p2™ | <e'|5 2™ (m=my, my, ...

Les points d'argument (7) étant denses sur la circonférence [3|=1,
il existe une suite de valeurs m,, pour lesquelles

| Alogam,—+ klogry+ & — @y — 2mp,|

est inférieur & un nombre donné ¢”. En prenaut ¢’ et ¢” assez petits, on
voit que les cercles C(¢'m,) correspondants sont intérieurs a D(e),
ce qui démontre le théoréme Il pour les fonctions exceptionnelles J.

(1) Mathematisché Annalen, t. 71, 1916,"en particulier, p. 344-349.
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3. Démonstration du théoréme Il pour les fonctions ordinaires. —
Pour étendre le théoréme Il anx fonctions non exceptionnelles, il est
nécessaire d ntiliser les propositions complétes qui ont éLé données par
M. Ostrowski pour les fonctions des suites exceptionnelles. Nous con-
sidérons une famille de fonclions méromorphes dans un domaine D et
qui n’est pas normale dans ce domaine. Il existe alors un point de
Julia, z,, point en lequel la famille n’est pas normale, el une suite
exceptionnelle d'Ostrowski relative a ce point. C'est une suite f(z3;n)
de fonclions de la famille telle que, aucune suite extraite de celle-ci ne

soit normale dans aucun cercle de cenlre 3,. M. Ostrowski montre
que:

St f(z3n) est une sutte exceptionnelle en s,, & un nombre positif
ct Q un petit cercle de centre s, chaque fonction de la suite dont U'in-
dice n est supériewr ¢ un nombre n(e, Q) prend toute valeur dans Q,
sauf au plus des valeurs dont les poiats représentatifs sur la sphére de
Riemann appartiennent a Uun ou i Uautre de deuz cercles 1'(n), I' (r),
de rayons z, de cetie sphére ().

Si l'on extrail de f(35 ») une suite quelconque f(s3 n,), la propo-
sition reste évidemment vraic. En faisant tendre ¢ vers zéro suffisam-
ment lentement, on voit que les fonctions d’une Lelle suite prennent
dans leur ensemble toute valeur, sauf deux au plus, une infinité de
fois, dans Q. C’est cette proposition, due également & M. Ostrowski,
qui justifie la définition des suites de points de Julia donnée dans
introduction, Il suffit de I'appliquer & un point de Julia de lasuite (1).
On peut aussi supposer que le rayon de Q et ¢ tendent tous deux
vers zéro, on trouve alors des cercles de remplissage de M. Milloux.
Toute suite de pornts de Julia donne navssance & une telle suite.

Ici, la propriété des suites de points J sera suffisante. Si 3, est un
point en lequel la famille (1) n'est pas normale, il existe une suite de
points J de la forme

s(m)=z,2™ (m=my, my, ...).

Une spirale de la forme (6) qui n’est pas exceptionnelle pour cette

(1) La sphére de Riemann est une sphére de rayon 1 sur laquelle les points du plan
complet sont représentés au moyen d’'une inversion.

Journ. de Math., tome VII. — Fasc. [, 1928, 10
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suite d'entiers m, [c’est-a-dire lelle que la suite (7) ne fasse pas
exception au théoréme de M. Weyl] fournit un domaine D(e),
¢ arbitraire, qui renferme a son inlérieur une suite infinie de cercles
de centres z(m) el rayons ¢'| z(m)|, ce qui démonire le théoreme T1.

4. Généralisations. — On élend aisément les résultats précédents a
des familles trés générales de courbes s'enroulant autour du point a
I'infini. Considérons les courbes

(8) s elf etk

ou ¢, k, t et o(t) sont réels, et o(2) étant indéfiniment croissante
mais telle que o (At) — ¢ (¢) tende vers unc limite pour tout 2, fini,
On a pour ces courbes le mémic énoncé que 11, 11 suffit, pour le voir, de
se reporter a la démonstration précédente el & I'énoncé général de
M. Weyl : les nombres u, étant indéfiniment croissants, les points
d’argument u., k sont denses sur la circonférence de rayon 1 centrée
'origine (mais la densité n'est homogéne que si les p., croissent assez
vite), sauf au plus pour un ensemble de mesure nulle de valeurs £.
On pourra considérer d’autres familles. Par exemple, les courbes

- - {,i7( 1% I-’)/:.

e - =

k étant compris entre deux nombres posilifs fixes. Dés que 9(2) est
convenablement croissante, ces courbes sont encore, quel que soit 3,
des courbes de Picard pour f(z), presque pour tous les k. Ces exemples
justifient Iénoncé 1.

Pour les courbes ainsi obtenues, on voit que, C étant I'une d’elles,

. . . T 7 , T . .
si I'on fait tourner C de ~» 2>+ - (22 —1)~ autour de lorigine,

r étant un entier quelconque, le théoréme de M. Picard s’applique a
la fonction f(3) considérée dans chacun des 2n secteurs obtenus. S
I'on se donne un nombre fini ou méme une infinité dénombrable de
fonctions méromorphes, il existe encore des spirales (6) ou (8) ou de
la derniére forme considérée, qui sont courbes de Picard a la fois pour
toutes ces fonctlions quel que soit 8. Dans les secteurs correspondant &
ces courbes communes, le théoréme de M. Picard s’applique a la fois
a toutes ces fonctions. De telles spirales sont d’ailleurs courbes de
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Julia communes si aucune des fonctions considérées n'est exception-
nelle J.

On peut observer que, dans le cas des fonctions invariantes par la
substitution (3, 50), s==Xe", Z>1, les spirales logarithmiques (6)
sont courbes de Picard, sauf celles pour lesquelles £logZ — 5 est com-
mensurable a =. De méme, pour la fonction entiére

(9) f(z)=I(1—z2=")

pour laquelle les points o f(3)=rc convergent vers les zéros, les spi-
rales (6) qui ne sont pas courbes de Julia, quel que soit 8, corres-
pondent aux valeurs de klog2 commensurables a =. On peut se
demander si, d'une fagon générale, I'ensemble des spirales exception-
nelles n’est pas toujours dénombrable.

Lorsque le théoréme de M. Julia s’applique a une fonction méro-
morphe autour du point & I'infini, il peut exister effectivement, en
outre des courbes de Julia, des courbes de Picard. C’est ce qui a lieu
si, 4 une fonction méromorphe /| (3), d’ordre positif, tendant vers
une limite lorsque 3 s'éloigne indéfiniment dans un certain angle A, on
ajoute une fonction f,(z) invariante par la substitution (3, 35) consi-
dérée ci-dessus, s étant incommensurable 4 ©. Toute demi-droite d’ar-
gument constant contenue dans A esl alors courbe de Picard, mais non
pas courbe de Julia, pour la fonction f, (3 )+ f,(3) qui, étant d’ordre
positif, admel des courbes de Julia. En ce qui concerne les fonctions
holomorphes autour du point a 'infini, je n’ai pu reconnaitre s'il peut
exister des courbes de Picard qui ne sont pas courbes de Julia.

8. Le domaine d’indétermination au point a I’infini des courbes de

Julia. — Ce domaine A(J) peut se réduire & un point. Clest le cas
pour

sinz

— + d.

2

la famille (1) est ici normale en dehors de I'axe réel, mais ne I'est pas
pour les points de cel axe; il y a deux demi-droites de Julia et deux
seulement, pour ces demi-droites A(J) se réduit au point d. De méme
pour les fonctions
t z ]
[[(l—-z‘z_"e "), ——

sinz
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I’axe réel positif est courbe de Julia, pour cette courbe, A(J) se réduit
au point a 'infini. :

A(J) peut étre un segment fini ou infini, le premier cas se présente
pour sin 5, le second pour la fonclion (9) considérée ci-dessus, en pre-
nant pour courbe J Paxe réel positif. Pour ¢, en prenant pour
courbe J un demi-axe des quantités complexes, A(J) est une circonfé-
rence; en prenanl une courbe convenable située entre les droites
d’abscisses zéro et un, on obtient une couronne.

infin A(J) peut comprendre tout le plan. Cest le cas pour ¢
lorsqu’on prend pour courbes J les splrales (6), k étant incommensu-
rable.

D’ailleurs, élant donnée une courbe de Julia, contenant unesuite z(n)
de points de Julia, toute courbe s’approchant des points z(n), d'une
fagon exacte contenant une suite de points 3'(n) tels que

.5 (ny—z(n)

{10) lnn—-%—m)——::n

est aussi une courbe de Julia, les points 5/(n) étant les points de Julia
de cette courbe. On peut dire que les suites de Julia, z(r) et 3'(n),
sont équivalentes lorsque la condition (10) est réalisée. Deux courbes
sont de méme équivalentes au point de vuc des théorémes de M. Julia
lorsque 'unc appartient 4 tous les domaines D(e) relatifs & l'autre.
Il est loisible de choisir les 5'(n) pour que les valeurs de f(3) en
ces points soient denses dans le plan, cela résulte du théoréme de
M. Ostrowski donné plus haut. On obtiendra donc toujours des
courbes de Julia équivalentes & une courbe de Julia délerminée, pour
lesquelles le domaine A(J) comprendra tout le plan.

6. Les courbes de Picard qui ne sont pas courbes de Julia sont aussi
courbes d’indétermination compléte. — J'avais démontré cette propo-
sition dans le cas des demi-droites ('). La démonstration dans le cas
général est identique. Soit

5=28,0(t), a(1)=1 (18t << o)

(') Bulletin des Sciences mathématiques, 1925.
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la courbe de Picard P considérée. La famille des fonctions
Slse(0)]

est normale au point 5,, sans quoi la courbe serail courbe de Julia.
Supposous que f(5) ue soit pas complétement indéterminé au point a
Pinfini de la courbe Pj il existera un point ¢ extérieur & A(P). 1l est
loisible de supposer ¢ infini, en remplacant s'il y alieu f(5) pal‘f_-i—;-
Alors f[3,0(2)] est borné dés que ¢ est assez grand. La famille étant
normale dans un cercle de centre z,, les fonctions f] 55 (¢)]|sont hornées
uniformément pour ¢>I' dans un cercle concentrique |5 — 3, | < e.
/(z) ne prendrait pas les valeurs de module inférieur 4 un certain
nombre dans le domaine D(&) correspondant, la courbe P ne serait
pas courbe de Picard.

Celte proposition permet de montrer de suile, dans cerlains cas,
qu'une courbe de Picard est, en réalité, une courbe de Juliaj il suffit
que le domaine correspondant A(P) ne comprenne pas tout le plan.
Par exemple, le théoréme de Schottky montre trés aisément que,
lorsqu’une fonction f(3) est holomorphe et d’ordre infini dans un
angle, il y a une droite de Picard dans cet angle; si sur cette droite,
f(3) tend vers une limite, c’est une demi-droite de Julia. (On montre
d’ailleurs autrement gqu'il y a toujours des demi-droites de Julia dans
un tel angle.)

7. Toute courbe d’tndétermination compléte n'est pus courbe de
Picard. — Je vais montrer qu'il existe des fonclions méromorphes pour
lesquelles toute courbe s’éloignant indéfiniment est courbe d'indé-
termination compléte et pour lesquelles certaines de ces courbes ne
sont pas courbes de Picard. Considérons la fonction entiére

0

(s )= cuq”3" - (0T g<<t)
avec

1
(11) I—l-<|1,,]<11.

Le module du rapport du coefficient de 3"*' au coefficient de z" est

-
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compris entre :
q-r:m'-a-w et q+1!lt'+‘2h‘

dés que n est assez grand. Il s’ensuit que, pour
(12) g = | 5| < g,

g(3,c¢) estasymptotiquement égal au terme de rang n de la série. Dans
~ ces couronnes (12), la fonction méromorphe

Gis) = 8120
= e

~esl asymplotiquement égale 4 ¢,. On peul choisir les ¢, satisfaisant a
la condition (11) et denses dans tout le plan. Toute courbe s’éloignant
indéfiniment est alors courbe d’indétermination compléte pour G (3).

Il est, d’autre part, loisible de supposer que les ¢, vérifient, en
outre, cette condition supplémentaire : pour deux valeurs consécutives

de n, I'un au plus des nombres {c, — 1| est inférieur a ; Considérons
alors les zéros, les poles et les uns de G(z) [points olt G(z) =1]; ce
sont les zéros de g(s, c), g(3, 1) et g(3, c—1). Les deux pre-

miéres fonctions ont, en vertu du théoréme de Rouché, n zéros dans

les cercles
] 2 ! < (I-—-:;u";’:u

etilen est encore de méme pour la troisi¢me fouction pour une valeur au
moins sur deux valeurs consécutives de n. Il existe donc une suite de
nombres R, égaux a certains des nombres g—*"', pris parfois de deux
en deux, tels que, dans toute couronne

('3) Hll<lz|<RIH-l'

G(3) a un ou deux zéros, poles el uns. En outre, si 'on exclut les cercles
ayant pour centres ces zéros, péles et uns et dont le rayon est égal
a ¢ fois la distance de leur centre & l'origine, ces cercles exclus ne
coupent pas les circonférences |z|=R,, | z|=R,., limitant la cou-
ronne, et 1'on peut joindre ces circonférerices par un segment de rayon
wntérieur a la couronne ne coupant pas les cercles exclus. En procédant
ainsi dans chaque couronne, on obtient une courbe s'éloignant indéfi-
niment qui n'est pas courbe de Picard.
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On peut évidemment modifier de bien des fagons la construction de
la fonction G(s). Il résulte de ce que j'ai établi ailleurs (') que, en
géunéral, pour une fonction méromorphe d’ordre nul qui est lelle
que 'indicatrice T(r, /) de M. Nevanlinna vérifie la condition
Yir ) _

lim L oto,
(logr): =~ -

toute courbe s'éloignant indéfiniment est courbe d'indétermination
compléte. On passe de ces fonctions d’ordre nul 4 d’autres plus géné-
rales en les multipliant par des fonctions qui tendent vers une méme
limite finie sur des circonférences |3 |= const. appartenant aux cou-
ronnes analogues 4 (12) qui se présentent pour toutes ces fonctions. Il
suffit de prendre, par exemple,

N b
o (3) 2‘ S
z—a,

les |a,| pouvant croitre indéfiniment aussi lentement que I'on veut,
mais étant tels que, quels que soient p et n, on ait
l[((//l - "n’\)l

pour une valeur r, vérifiant les inégalités (12) (ou les inégalités ana-
logues dans le cas général), et les | b,| décroissant assez vite en valeur
absolue pour que Z|b,| converge. Une telle fonction g,(3) est méro-
morphe et est bornée sur les circonférences | 3| = r,, la fonction

5“1(5)—{—]

uy o~

tend vers un sur ces circonférences. le produit par G(z) (ou une fone-
tion analogue) jouit encore de la méme propriété que G(s), et 'ordre
de cette fonction est aussi grand que I’'on veut. On obtiendra, en par-
ticulier, des fonctions a croissance réguliére, par exemple d'ordre
fini, se comportant comme G(z). On remplacera g, (z) par une dérivée -
logarithmique. Si F(s) est une fonction entiére d’ordre fini ¢, et si &
est supérieur a.¢,

oo (3)—= l?/<z)
Ful(5) = m —+ 1

(1) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 49, 1925.
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tend vers 1 sur une suite de circonférences r, convenablement choisies,
cela résulte des travaux de P. Boutroux. l.a croissance de 1'indica-

4 F, 1 EX1 . ) . ’ L hd
trice T (r, 'F') est réguliére si F'(z) est a croissance réguliére et si

n'est pas entier, donc aussi celle de T(r, g,), et, par suue, celle
de T(r, g.G). '

8. Propriétés des fonctions pour lesquelles toute courbe allant a I'infint
est courbe d’indétermination compléte. — lies exemples précédents ont
é1é oblenus au moyen de fonctions qui tendent vers une limite lorsque
le point 5 s'éloigne indéfiniment en restant sur certaines circonférences
centrées 4 l'origine. Toutes les fonctions, pour lesquelles toute courbe
s’éloignant indéfiniment est courbe d’indétermination compléte,
jouissent d'une propriélé analogue. Considérons, en effet, une telle
fonction f(3) et un nombre ¢ quelconque. Chacune des courbes I'(¢, €)
sur lesquelles

(1) [ f(3)—c]=¢

est une courbe pouvant avoir des poiuts multiples, mais ui se ferme a
distance finie, puisque f(3) y reste borné. Celles de ces courbes qui
pénétrent dans un cercle |5|<R, sont en nombre fini, Les points
appartenant soit a ce cercle, soil a l'intérieur de 'une (uelconque des
branches fermées de ces courbes; forment une région D(R,) intérieure
4 un cercle |5|<R,. A T'extérieur.de D(R,) et dans le voisinage de sa
frontiére, | f(5) —c| est, ou bien constamment inférieur, ou bien
constamment supérieur & ¢. Nous supposerons, par exemple, que
f(z)—e| < 2.

11 existe des courbes I'(c, ) extérieures & D(R,). Sinon, 4 l'exté-
rieur de D(R,), f(3) serait horné contrairement au théoréme dé
Weierstrass. L.'une de ces courbes posséde une branche fermée simple
(qui peul passer par des points multiples) contenant D(R, ) 4 son inté-
rieur. Supposons, en effet, le contraire et considérons la circonfé-
rence |5]=R, : les courbes T'(¢, ¢) en nombre fini, qui sont exté-
rieures 4 D(R,) et qui pénélrent & l'intérieur de cette circonférence,
délimitent des domaines dans lesquels | f(3)—ec|<e L'un de ces
domaines a une frontiére comprenant la frontiére de D(R,) et posséde
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un point sur la circonférence | 5| = R,; on peut joindre ce point z, &
un point arbitraire de la fronticre de D(R,) par une courbe sur
laquelle | f(3) —¢|Se. On peut recommencer.le raisonnement a partir
du cercle de rayon R,, lc point 3, étant extérieur au domaine D(R,)
relatif a ce cercle, et I'on obtiendrait une courbe allant & linfini sur
laquelle f(3) serait horné.

Soit alors C(c, ¢)la premicre branche fermée extéricure 4 D (R,) cl
entourant ce domaine sur laquelle on a I'égalité (14), et soit | 5| =
une circonférence contenant C(c, ¢) a son intérieur. On peut recom-
mencer les mémes raisonnements avee cctte circonférence en rem-
placant dans (14) ¢ par un nombre plus petit e,. Et ainsi de suite en
prenantune suite de valeurs e = ¢, &, ¢4, ..., décroissantes et tendant
vers zéro. On obtient des courbes C(e, ¢,) entourant Uorigine, chacune
d’elles entourant lu précédente sur lesquels f(3) tend vers ¢ lorsque n
croit indéfiniment. 11 est manifeste que C(c, ¢,) s'éloigne indéfiniment.
Ces courbes jouent le vole des cercles introduits dans les exemples
précédents.

On voit que, dans ces conditions, la famille (1) ct les familles ana-
logues admettent toute constante finie ou infinie pour fonction limite
(si f(3) est exceptionnelle J). '

Le fait pour une fonction d’¢tre complétement indéterminée au point
4 l'infini de tout chemin allant a l'infini entraine que les points cri-
tiques algébriques de la fonction inverse 3 =g(Z), qui sont les scules
singularités de cctte fonction, sont denses dans le plan simple des 7.

Considérons, en cffet, une fonction méromorphe f(3), sans valeur
asymptotique et considérons un point Z, du plan simple des Z qui ne
soit pas point limite de points critiques algébriques de ¢(Z). Clest
dire qu'il existe un cercle |Z — Z, | <7 ne contenant, ni & son intérieur,
ni sur sa circonférence, de tels points critiques. Les domaines dans
lesquels

|f(2) = Ty] <m

sont ici simplement connexes et chacun d’eux est borné; ils sont donc
extérieurs les uns aux autres. Il est loisible de tracerune courbe allant
a I'infini et ne pénétrant pas dans ces domaines ; le domaine d'indéler-
‘mination au point a 'infini de cette courbe ne pénétre pas dans le

Journ. de Math., tome VIL. — Fasc. 1, 1928. 17
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cercle | Z — Z,| < 1. Cette conséquence de I’ hypothese faite démontre
la proposition soulignée plus haut.

9. Sur des fonctions enticres sans valeurs asymptouques finies qui
sont bornées dans un angle. — l.e mode de construction des exemples
donnés ci-dessus permet de mettre en évidence P'existence de fonctions
entiéres qui sont bornées dans un angle, mais ne tendent vers aucune
limite lorsqu'on s'éloigne indéfiniment dans un angle intérieur a
celui-ci.

On peut construire dans des conditions trés larges des fonctions
entiéres dont le module est alternativement trés grand et trés petit
lorsqu’on s'éloigne indéfiniment dans des angles formant une étoile
ayant pour sommet 'origine : le cas le plus simple est celui des expo-
nentielles ¢*" ou e, P(z) étant un polynome; puis celui des fonctions
d’ordre non entier donl les zéros sont distribués réguliérement sur une

. . , . o 1 ) . P ¢y
demi-droite (01'dre supérieur a ;>. Ces{onctions ont été étudiées par

MM. Lindelof et Leau et par I'auteur. Si F(3z) est une fonction de
cette espéce, des zéros de

(19) Fiz) 41

se placent réguliérement dans le voisinage des demi-droites séparant
les secteurs de grande croissance de ceux ot F(3z) tend vers zéro,
ou (15) tendra vers un. On peut extraire de la suite de ces zéros de (15)

une suite
Uy Gy o.., Qg

telle que
Vg | > an | 2m.

LLa fonction

jouit alors de propriélés signalées depum longtemps par divers auteurs :
dans les couronnes -

|alt|l\- <I l<|(’n,..|K (IlmKn:OO)



LE THEOREME DE M, PICARD, 134

ona

(16) H(z) == (1) (= 3)" (lime,=o0):
Ay ..y :

a 'extérieur des cercles

(17) [3—au|>h|an]. h>o0;

le rapport de H(3) au second membre de (16) a son module compris
cntre deux nombres positifs fixes. En prenant

3 ,
Il,(z).—.:[] <1-— E’_)’ a,=ael,
n
I

la fonction méromorphe

H,(3)

(18) M(s)=—= s

est bornée a I'extérieur des cercles (17) et, pour | 3| =] «.,|, est égale &
7)€k, | )
' ( -+ gp,) ,,-.nl&,

Fn supposant 0 incommensurable 4 =, les valeurs de M(3) sur ces cir-
conférences |3{=/a,| ont pour limite tout point de la circonférence
de rayon 1 centrée a I'origine. La fonction enti¢re

M(z)[F(z)+1]

reste bornée daus certains angles, et le domaine d’indétermination A(D)
relatif aux demi-droites intérieures a ces angles comprend la circonfé-
rence de rayon 1 considérée ci-dessus. En modifiant légérement la défi-
nition des «,, A(D) pourra renfermer une aire donnée (hornée). En
appliquant la méthode de M. Lindelof, on constate aisément qu’il n’y
a pas de valeurs asymptoticues.

Ceci s’applique aussi aux fonctions entiéres de MM. Lindelof et
Mittag-Leffler, en particulier aux fonctions d’ordre infini du dernier
de ces auteurs.

Ces circonstances, qui ne semblent pas avoir été signalées jusqu’ici,
doivent se présenter en général pour les fonctions bornées dans un
angle. Les fonctions envisagées ci-dessus sont d’ailleurs & croissance
trés réguliére. Voiei un exemple particulier, construit avec des fonc-
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tions usuelles. Considérons la fonction
e 2/1 — zﬁ
M(z)= l] ol g2’
0

qui vérifie I'équation fonctionnelle

: (1—=222)M(z) = (1+ 222) M(y22).
Le produit

\
Kis)=M(z M( :
%) ) 3 W)
est unc fonction classique invaciante par la substitution (3, 23),
M(z) est asymplotiquement invariant par la méme substitution et est
bornée a I'extérieur des circonférences

|5 iyan | = ey (e>>0).
Le produil B
E(s)==M(z)[em= —1] (e — 1)

: ‘s . 7 3
est une fonction entiére hornée dans tout angle ~ + ¢ < argz < —;—t —z

et dont le domaine d'indétermination au point a 'infini de toute demi-
droite située dans cet angle est effectivement une courbe.

10. Les fonctions holomorphes dans un angle. — .es fonctions F(z)
méromorphes dans un angle

(191 I<P|<§ (5 =re)

et qui sonl d'ordre assez grand au point 4 I'infini d’un angle inté-
rieur a celui-ci, 2| ¢ | <« <2, possédent des droites de Julia, donc
des droites de Picard qui peuvent étre plus nombreuses que les pre-
miéres. La méthode que j’ai indiquée pour les fonctions méromorphes
autour du point a l'infini ('), et qui est basée sur I'existence de
domaines dans lesquels il y a 4 la fois un grand nombre de points oi1 la
fonction prend une méme valeur (non exceptionnelle) ¢, montre pour
ces fonctions I'existence de cercles de remplissage de M. Milloux et
donne une valeur des rayons de ces cercles. Dans le cas des fonctions

(3) Loc. cit. [note (3) de la page 115].
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holomorphes, on obtient une meilleure valeur du rayon de ces cercles
en employant la méthode du cheminement et le théoréeme de
M. Schottky comme je I'ai fait pour les fonctions holomorphes autour
du point a l'infini, C’est ce que je montrerai rapidement ici. On part
de cet énoncé du théoréme de Schottky : si g(z) est holomorphe
pour | s — 3,| < d et ne prend pas les valeurs zéro et un dans ce cercle,
sik<r1et e>oetsi|g(s,)]|est supérieur & C(k, ¢), on a

11—k

log| g(2) | > (1~ &) T log | 5(30) |

dans le cercle |5 — 5, | < kd.

Supposons que I'angle a soit un peu inférieur 2 = et que l'ordre
de f(3) dans I'angle intérieur soit un peu supérieur 4 un. Partons d'un
point z, de module r, trés grand, en lequel

log | f(5y) | > ri+® (e>0).

. . o a
Si dans le cercle de centre s, et rayon rysin| o — — ), (" < = )»

/(z) ne prend pas les valeurs zéro et un, on a encore

log| /(3)] > (1—¢)

1 —k A+
Py AL

d’

pour |3 — 35,|< krysin (a”-—- ;) On peut faire le méme raison-
nement & partir du point 3, de ce dernier cercle dont le module est r,
et I'argument inféricur en valeur absolue a celui de 3, ; et ainsi de suite
en cheminant vers I’axe réel O tant que les cercles introduits ne ren-
ferment pas de zéro ou de un. Si Oz est atteint, on chemine en pre-
nant des cercles dont le centre r est sur Oz, r<r,, et dont le rayon

est rsina’. Sil'on arrive ainsi 4 un point d'abscisse r, on a encore en
ce point

—_ Y
log]f(r)|>Kl(| —¢) i_{_j:] rire,

K étant fini, et
_ Mogre— logr
T Zlog(1—ksina’)

En prenant k=sina”, on a

(20) log| f(r)| > Krdrire3
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avec
' Lo 1 -+ sino”
P(1—eg)(1— sina”)
— o log cosa”

-
Y
0=

o T :
On supposera que «” est assez voisin de = pour que 1+¢— & soit

positif. L'inégalité (20) exige que r soit grand, alors le second
membre doit étre moindre que 7'+ ¥, ¢” pouvant étre supposé arbitrai-
rement petit, et il faut alors que

. £l lim &'(ry) = u].

re==c

1l existe donc un cerele de cheminement de M. Milloux au centre
duquel
log | f(z)|>|5!"%,

qui contient un zéro ou un un de f(z). On applique alors le théoréme
de Schottky a un cercle de rayon convenable ayant pour centre ce

zéro ou ce un. On établit ainsi l'existence d’une suite infinie de
cercles C(n)

»

lz—z(n)|<|2(n)"=R(n) (1, < 1€, A tini ),

/(3) prenant dans C(n) toutes les valeurs de module moindre
que R(n), sauf au plus des valeurs appartenant a un cercle de

1 . Ie
rayon g En effectuant une transformation (z, z), on a le résultat
général suivant :

~ , . Al . : ’ . 337 .
St f(z) est holomorphe dans 'angle (19) et est d’ordre p supérieur
. T e e ., .. . . .
4 — au point & U'tnfini d’un angle intérieur, si petit que soit le nombre
positif €, il existe une suite de cercles C(n) intérieurs a l’angle
[2—z(n)|<|z(n)| P+,
tels que, dans C(n), f(z) prend les valeurs de module motndre que
R(nj=|s(n).

. . , ) 1
sauf au plus des valeurs qui appartiennent ¢ un cercle de rayon R(n)"



LE THEOREME DE M. PICARD. ‘ 135

11. Remarques sur les cercles de remplissage des fonctions holo-
morphes. — J'ai signalé dans d’aatres publications que, dans l'en-
semble d’une suite infinie de cercles de remplissage de M. Milloux,
obtenus en cheminant & partir d’un point de module maximum, les
fonctions f(5)+ P(s)s’annulent une infinité de fois, P(z) étant un
polynome quelconque distinct d'un certain polynome exceptionnel
(qui peut ne pas exister). C'est ce que se produit encore dans les cercles
que Uon vient d’obtenir (alors (ue mon ancienne méthode ne donnait
pas ce résultat). On voil en méme temps que la suite de points de
Julia obtenue est encore suite de Julia pour Loutes les fonctions 57 f(3),
¢ étant un entier positif ou négalif quelconque. On peut interpréter ce
fait ‘an point de vue des propriétés des familles introduites par
M. Julia. Par exemple : f(3) étant holomorphe autour du point
Uinfini, il existe un point z, en lequel aucune des suiles de fonctions

ah '/'(':O’") (lgl> LRZTE 2, )

correspondant aux diverses valeurs de Uentier g, n’est normale.

Ceci s'obtient, comme je I'ai dit, en parlant de cercles de remplis-
sage dans lesquels existent des points ou f(s) est comparable au
module maximum d’une fonction entiére. Mais la méthode de
M. Milloux permet, théoriquement tout au moins, d’obtenir aussi des
cercles de remplissage ne jouissant pas de cetle propriété. Je vais
montrer qu’il existe effectivement de tels cercles. Reportons-nous a la
fonction E(z) construite a la fin du n° 9. La fonclion K (z) prend une
méme certaine valeur ¢ en des points d, = — 2" £ de ’axe réel négatif ;
M(z) prend cette méme valeur dans le voisinage de ces points,
|M(z) — ¢| restant en outre supérieur a4 un nombre fixe v sur des cir-
conférences |d, — | < —ed, dés que n est assez grand. On a une
propriété analogue pour E(z). On obtient ainsi pour lafonction z E(z)
une suite de points de Julia et de cercles de remplissage dans lesquels
le maximum de | /()| est comparable 4 | z| seulement. La famille

o0 |, (”e,n (/t:l, 92, 4_')

est donc normale au point 5 =k lorsque q est négatif ou nul, et n’est
pas normale lorsque g2 1.

Ainsi se pose un nouveau probléme dans I'étude des ensembles E( )
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de M. Julia, ensembles des points ou la famille f(z6") n’est pas nor-
male, celui de la comparaison des ensembles E(a, f) et E(q, 57f).
Tous ces ensembles ont, on vient de le voir, au moins un point commun.
Il résulte d’une proposition donnée dans ma Theése (") que ces ensembles
coincident, quel que soit ¢, pour les fonctions d’ordre nul & croissance
lente, telles que

i log | f(5) ]

i
1

Togzyr =+

Mais la méthode de construction du n° 9, appliquée 4 'exemple donné
a.. paragraphe 18 de ma Thése, montre déja que ces ensembles peuvent
ne pas coincider pour certaines fonctions d’ordre nul.

(") Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1913.



