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RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 395

Recherches sur le calewl des wariations ;

Par Asore ROUSSEL.

INTRODUCTION.

Dans ce Travail, nous nous proposons d’abord d’étudier les prin-
cipes de la théorie connue sous le nom de Méthode directe du calcul
des variations. Dans les trois premiers Chapitres, nous serons ainsi
amené & indiquer une démonstration nouvelle et simple du théoréme
fondamental d’Ascolisur les ensembles de fonctions également bornées
et également continues, permettant de la généraliser; puis nous étu-
dierons la semi-continuité, propriété que posséde une vaste classe
d’intégrales. A l'aide d'une méthode trés simple, nous démontrerons
le théoréme obtenu par M. Tonelli sur ce sujet, et nous en donnerons
certaines extensions. Infin, dans un dernier Chapitre, dont la lecture
pourra se faire indépendamment, nous exposercns, sous le nom de
méthode d’adjonction, un procédé auquel nous a conduit la méthode
employée pour démontrer le théoréme de M. Tonelli, et qui constitue
une méthode nouvelle et autonome du Calcul des Variations, per-
mettant de trouver facilement les conditions pour qu'une extrémale
fournisse un minimum fort, et cela, non seulement dans le cas ol
l'intégrale étudiée porte sur une fonction des coordonnées du point

Journ. de Math., tome V. — Fasc. IV, 1926. 51



396 ANDRE ROUSSEL.

courant d'une courbe et de leurs dérivées premicres, mais encore
lorsyu’elle dépend de dérivées d’ovdre plus élevé.

Avant de commencer cet exposé dont une partie des résultats a été
communiquée a I'Académie des Sciences ('), qu'il me soit permis
d’adresser tous mes remerciements & MM. Goursat, Hladamard et
Lebesgne pour lintérét bienveillant qu'ils ont accordé & mes
recherches, ainsi qu'ad M. Villat quia bien voulu faciliter la publication
de ce teavail.

Rappel des dé finitions. — Rappelons les délinitions fondamentales,
qui interviennent & chaque instant dans le cours de cet exposé.

Nous considérons seulement des courbes continues et rectifiubles.

Soit s la longueur de l'arc qui va de la premidre extrémité \ d’'une
courbe C & son pointcourant M. D'aprés le théoréme de M. Lebesgue,
les dérivées «'(8), ¥'(s) existent dans lintervalle (O, 1.), saul peul-
éire sur un ensemble de mesure nulle, et sont en valeur absolue
inféricures i 1. | :

Soit alors (e, v, ¢, ') une fonction conlinue ainsi que ses
dérivies partielles des deux premiers ordves et positivement homogéne
par vapport a Pensemble des deux nombres &’ et y’, c¢’est-d-dire que
lon ait pour A positif 0

AUy &, )y =Fley gy by k).
Considérons 'intégrale (au sens de M. Lebesgue)

W
aez [ FLe(s), p(s) @ (), 2 ()1 b,

.

on lui donne le nom d’intégrale de forme paramétrique par oppo-
sition aux intégrales de forme ordinarre

b
;= [ S 0y ) de,
v

Siles coordonnées de M sont expriméesau moyen d’un paramétre /,

(') Les 16 février, 11 mai, 19 oclobre 192b.
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par des fonctions x(¢), y (¢) absolument continues, on aura
h
-‘c::f Fla(e, y (&), @), y'()]de (4> 4)
o

Dans les trois premiers Chapitres de ce travail, nous étudierons les
intégrales de forme paramélrique, les propositions & établir se pré-
sentant sous une forme souvent plus simple ue pour les intégrales de
forme ordinaire auxquelles nous reviendrons dans le Chapitre 1V.

Nous allons waintenant définir une fonction qui joue un role

important dans 'étude de 3. A tout systéme de valeurs (¢, y), faisons
correspondre la nappe du cone ayant pour équation dans son systéme
trivectangle Ox'y'u

w="V(x, y, 2\ ),

on donne a cette surface le nom de figurative.
Or, en vertu de 'homogéncéiteé de I, on a

CF 0 F L ook

—_— e ——— =B, (&, ¢, 2 9
¥ oz 'y gt dy! T Wt gy (8, 5 @ )

et la fonction 17, ainsi définie a une propriété remarquable.
lin elfet, si en un point (.2, y, 2, y’) ona

Fl(;;) 3'_:) Jl“', ‘)'J) i()*

la figurative en ce point tourne sa concavité vers les « positils, ou se
réduit & un plan.

Domaine (o) d’une fonction ou d’une courbe. — Soient f,(x) une
fonction définie dans un intervalle (@, &) et f(x) une autre fonction
définie dans (¢, ). On dit que f(«x) appartient au domaine (p)
de f,(x), stl'on a

le—c|Sps  1b—d|Zp,
/()Y —folx) |2p [ pour les & communs i (a, &) et (¢, )],
1/ (@) — fola)|ip pourwia, lf(e)—f,(b) |50 pour b,

De la méme facon, soit une courbe C,. On dira qu'un point P
appartient au domaine (p) de G, s'il existe sur G, un point M tel que
la distance MP soit inférieure & 2. Une courbe C appartiendra alors
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au domaine (p) de €, si tous ces points appartiennent au domaine ()
de C, et si ses extrémités sont respectivement intérieures aux cercles
de vayons g décrits des extrémités correspondantes de C, comme
centres.

Fonctions et courbes d’accumulation. — Soit \W un ensemble
formé avec une infinité de fonctions f(w). On dira qu’une fouc-
tion f,(x) est une fonction d'accumulation de cet ensemble, si daus
tout domaine (o) de /() il existe toujours une infinité de fonctions
de W,

De wéme, une courbe C, sera une courbe d’accumulation d’un
ensemble U de courbes €, si, dans tont domaine (3) de C, il existe
une infinité de courbes de U,

CUHAPITRE 1.

PRINCIPE DE LA METHODE DIRECTRE DU CALUUL DES VARIATIONS.
ROLE DE LA SEMI-CONTINUITE.

Position du probleme. — Nous supposerons, pour fixer les idées,
qu'il s’agit des intégrales

do= [F(w, ey ) ds.
Y

Le probl¢me & résoudre est le suivant :

Etant donnée une classe K de courbies G, cxiste-t-tl dans K wne
courbe Cq telle que Uon ait
9(1; °\l‘.°

pour towtes les courbes C de K?

C’est le probleme de I'extremum absolu ; les méthodes classiques
du Calcul des Variations ne sont pas, en général, capables de le
résoudre entiérement. En effet, les méthodes de M. Weierstrass et
de Darboux permettent bien d'affirmer la valeur de 3, relative & un
arc d’extrémale C, et, dans des cas ¢tendus, plus petite que les
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valeurs de cette intégrale prises le long des courbes ayant mémes
extrémités que G, ; par contre, on n’en peut déduire 'existence d’une
extrémale pour laquelle la valeur de 5, serait inférieure aux valeurs
prises par celte intégrale sur chacune des autres courbes. La question
devient encore plus difficile si, au lieu de prendre comme classe K
I’ensemble de toutes les courbes continues et rectifiables du plan, on
ne prend que certaines courbes particuliéres, par exemple, celles qui
fout prendre la mé¢me valeur & une fonction de ligne donnée (problémes
isopérimélriques).

L méthode divecte. Point de vue & Hilbert. — La nécessité de
nouvelles méthodes se fait donc sentir. Ce furent Arzela et Hilbert
qui, les premiers, eurent 'id¢e de rechercher directementles cas ot un
probléme donné de Calcul des Variations admet une solution. Nous
allons maintenant exposer leurs idées.

Soit K une classe compléte, c'est-i-dire renfermant les courbes
d’accumulation des courbes qui la composent (par exemple, la classe
formée avec toutes les courbes joignant deux points donnés), et soit ¢
la horne inférieure des valeurs de o, relatives aux courbes de K
(¢ pouvant ¢galer — ). On peut toujours former une suite ()

(%) Coo Goy oovy Cuy .no
telle que, quand 7 est finie, on ait

1
Sl + —
Gn= n

et quand { = — o,

ce point résulte de la définition méme de la borne inférieure.
On donne a (¥)le nom de swite minimisante pour > dansla classe K.
Hilbert cherchait alors les cas ot () admettait une courbe limite C
et il posait, par définition,

0y
e, =L

En étendant ainsi le sens du mot solution, il pouvait donc dire que
tout probléme de Calcul des Variations admet une solution, pourvu
que lasuite minimisante ait une courbe d’accumulation,

Ceci appelle la remarque suivante :
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Critique des idées de Hilbert. — Les problémes de Caleul des
Variations sont des problémes objectifs pour lesquels on ne saurait en
général se coutenter d'une solution purement formelle. Donc, pour
que la méthode ait une portée vévitable, on devra pouvoir délinir
directement », sur G,. Mais cela ne sera pas suftisant, ct il faudra
encore montrer que la valeur de »; prise sur la courbe C, est bien
égale & ¢; c'est encore ce qu'il faudrait faire, sous peine d'une véri-
table contradiction, méme si I'on se contentait d'unc solution formelle,
dans le cas ott la définition directe de 5, serait possible.

Pour ce qui est de la premicree difficulté, on fait en sorte, dans la
pratique, d'avoir les longueurs des courbes de la suite minimisante (X)
toutes inférieures & un nombre lixe. Alors, en vertu d'un théordme
d’Hilbert, (X) admet au moinsune courbe d'accumulation C,, continue
et rectiliable. Or, en vertu du théoréme de M. Lebesgue sur Uexis-
tence de la tangente & une courbe rectitiable, théoréme (ui joue, dans
toute sa théorie, un role absolumeut essentiel, on pourra définir.
sur G, P'intégrale (au sens de M. Lebesgue)

A == [ O N R B N7
(RN

Quant & la seconde difliculté, elle parait d’abord insurmontable.
On aurait bien 3, = 1 si 3, était continue, c’est-i-dive si, ¢tant donnée
une courbe G,, & tout nombre positif <, on pouvait faire correspondre
un_p > o tel que, pour toules les courbes C, appartenant au do-

maine (p) de C,, on aurait
. |'\(:~:“‘A(‘..|'\3~

Or, sauf dans le cas particulier des intégrales curvilignes, 3, rn'est
pas continue. 11 semble donc que la méthode directe doive ¢ltre
abandonnée. Mais ¢’est & ce moment qu’une idée simple de M. Le-
besgue sc révéle décisive. Nous allouns insister un peu sur ce point,
car nous croyons qu'il n’a pas toujours été¢ suffisamment mis en
lumiére.

Travauxr de M. Lebesgue. Role de la senv-continuité. — On
connait, dans la théorie des fonctions de variables réelles, la notion de
semi-continuité dont voici la définition :
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['indgalité bien connue qui sert i délinir la continuité
bal

|/ +h)y—f(e)]ze

est ¢quivalente aux deuy suivantes
e+ )y Zf(e) s fre+R)sf(e)+¢

et 'on peut se proposer I'étude des fonctions (&) qui satisfont seule-
ment & 'une des deux inégalités précédentes. Si la premiére est satis-
faite, on diva que f(x) est semi-conlinue inféricure.

Si c'est la scconde qui est veérilide, nous dirons au contraire
que f(e) est semi-continue supéricure.

M. Baire avait introduit ces notions dans le but de systématiser des
hivpotheses simples, se présentant avec une certaine fréquence, sans
toutefols en tirer des vésultats d'une portée essentielle.

Au contraire, M. Lcbesgue, en I'étendant aux fonctionnelles, est
parvenu & lui donner une portée considérable.

Nous dirons done que 3, est semi-continue inférieure si, étant
dounée une eourbe C,, & tout p > o tel que l'on ait .

.2 *\(:l— g

pour toutes les courbes C, appartenant au domaine (o) de C,.
Détinition analogue pour la semi-continuilé supéricure.
Or, et c'est ict que se révele Mimportance de cetle notion, pour que
sur ['¢lément d’accumulation C; de la suite minimisante, on ait bien

c\lio'-_"' N
il suffit que I'intégrale 3, soit semi-continue inférieure (ce serait bien

entendu le contraire s'il s'agissait d'un maximum). En effet, nous
avons

~
n,
¥
o
<
ns
2
ke
3
2}
W/

{4+ =+

[

.

Sl=

ce qui entraine I'¢galité annoncée, » et < étant arbitraives.
Partant de 1, M. Lebesgue a cherché des exemples de fonctions de
ligne semi-continues, et c’est ainsi qu'il a établi la semi-continuité
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wnférieure de la longueur d’une courbe, de I'aire d'une surface ('), des
intégrales
» ENLY
/ g, ¥)ds, / [ oy ds

[} ': LSRN \}‘}
ou
9>0,  [f>o

de l'intégrale double du probléme de Divichlet, et a obtenu ainsi des
résultats trés remarquables en traitant ce probléme par la méthode
directe.

Recherches de MA. Tonelli et Goursat. — A la suite des travaux
de M. Lebesgue, M. Tonelli est parvenu & mountrer que les intégrales

/l"(.r. Iy ds
~e

sont semi-continues moyennant des couditions d'un caractére trés
général () et il a entrepris systématiquement, pour ces intégrales,
‘étude du Calcul des Variations par la méthode directe.

Eafin, M. Goursat, étudiant le cas des courbes ayant des tangentes
variant d’une facon continue, simplifie notablement la démoustration
de M. Tonelli, et étudie en outre, dans le méme Mémoire (%), les
fonctions de surface et de ligne gauche.

Concluston. — En résumé, la méthode directe, d'aprés M. Le-
besgue, cousiste :

(V) Dans le méme ovdre d'idées, nous reavoyons le lecteur & un important
Mémoire de M. M. Fréchet : Sur le prolongement des fonctionnelles semi-
continues et Uaire des surfaces courbes (Fundamenia MHathematice, t, V1)
dans lequel auteur approfondit les notions de longueur. daive et de prolonge-
ment fouctionnel.

(*) Dans le Chapitre IV, nous étendrons le domaine d'existence de cette
propriété, en dounnant les conditions svivant lesquelles U'intégrale

‘.
/ Jreo v oLy de
Ve

est semi-continue.
(3) F. Goursar, Sur quelques fonctions de ligne semi-continuves ( Bulletin
de la Sociéte mathématique, t. 43, 191d, p. 118-130.
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i* A former une suite minimisante (X);

2* A montrer que (X) admet une courbe d’accumulation rectifiable
faisant pactie de la classe considérée (K);

3* A démontrer enfin la semi-continuité inférieure de 3, dans (K).
On peut remarquer que, daus tout ce qui précéde. il n'est nullement
question de la notion de variation, ce qui mavque bien l'indépendance
de la wéthade directe avee les procédés classiques du Caleul des
Variations.

Dans le Chapitre suivant, nous allons nous occuper des théorémes
fondamentaux qui permettent d'affirmer 'existence des courbes et de
fonctions d'accumulation, et fournissent par suite les éléments néces-
saires a la solution du (2™ puis dauns le Chapitre 1, nous établirons
Uexistence de la semi-continuité dans les cas étendus, ce qui nous per-
mettra de vésoudre Je (3).

CHAPITRE 1L

ENSKEMRLER DE FONCTIONS ET ENSEMBLES DE COURBES,

Comme nous I'avons dit & la fin du Chapitre précédent, nous allons
passer & U'étude des ensembles de fonctions et des ensembles de
courbes au point de vue de Uexistence des éléments d’accumulation.
Cette théorie présente avec celle des ensembles de points des analogies
tiraut leur origine des propriétés communes aux ensembles abstraits
pour lesquels on peut, par un procédé quelconque, définir la notion
de distance de deux éléments, et celle de limite d’une suite infinie
d’élémeunts. Cette étude a été développée systématiquement par
M.M. Fréchet (Cireolo Mathematico di Palermo, 19o3), wais malgré
ces analogies, des dillérences profondes séparvent les ensembles de
points des ensembles de fonctions : c’est ainsi que tout ensemble
borné, renfermant une infinité de points, admet nécessairement un
point d’accumulation: au contraire, on sail qu’une infinité de fonctions
bornées dans leur ensemble peuvent ne pas admettre de fonctions

Journ. de Math., tome V. — Fasc. IV, 1920, 52
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d’accumulation, comme le montre l'exemple classique des fonctions

ry=sinnr (n=agw o x)

Pour distinguer les ensembles abstraits ayant des éléments limites
de ceux gui n'en ont pas, M. Fréchet a introduit la notion de
compacite.

Un ensemble sera compact si on peut en extraire ume suite
d’éléments ayant un élément limite.

On voil donc que les ensembles formés d'une infinité de fonctions
ne sont pas x.oujom‘s compacts. Cependant on peut trouver une con-
dition trés géndrale moyennant laquelle une intinité de fonctions,
bornées dans leur ensemble, formeront un ensemble compact : ¢'est la
condition d'gsaLk coxuxuvire dont voiei la déhimton :

Feae coxtizerts. — On dit que les fonctions f(&) (définies dans
un méme intervalle) d'un ensembie \ sont égalvment continues. si,
a toul nombre positif s, on peut faire correspondre un nombire
positif & tel que Uinégalité

Jas——w ]88
calraine

If () — [ ()]s ¢

pour toutes les fonelions de \V.

Critere d’ Arzele. — Une condition suffisante pour I'égale conti-
nuité est quiil existe un nombre positif M tel que 'on ait pour toutes
les lonctions de 'ensemble

Dans le cas on les fonctions ont des dértvées, cect aura lieu st l'on a
VG IER N

Nous allons maintenant démontrer & 'axdde d’une méthode trés
simple un théoréme fondamental du & Ascoli en renvoyant pour une

¢tude plus compléte de cette théorie aux travaux de M. Paul Montel,
i sa thése en particulier.
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LEXISTENCR DES FONCTIONS DACCUMULATIONS 3 TUEOREME D' Asconl. — Tout
ensemble d’une infinité de fonctions également continues et éga-
lement bornées admet aw moins une fonction d'accumulation
conlinue. :

Ou dit. pour abréger, que les fouctions d’un ensemble W sont
¢galement bornées s’il existe un nombre positif M tel que U'on ait

|/ (o) <M

pour toutes les fouctions de W,

Supposons les fonctions de W détinies dans Uintervalle (o,1) et
représeutons-les dans un systéme (O.wy) d’axes rectangulaires par
des équations de la forme

y =/ (v.

Nous pouvons, dans le cas actuel, parler indifféremment de courbe
ou de fonction d’accumulation.

l.a démoustration du théoréme se divise en deux parties :

© Etant donné un 2> o, il caiste dans W un ensemble W (s)
reafermant une infinité de courbes telles que la différence des
ardonnées de dewr queleonques de ces courbes, correspondant @ une
méme valear de abscisse v, reste en valeur absolue inférieure a <.

Ln cftet, on peut trouver un entier n assez grand pour que, sil'on

divise Uintervalle (0,1) en # intervalles ¢gaux, on ait pour chaque
Jee) de W

(1 1f (27~ f(2)]$

~) o

>

&’ et.r” élant pris dans un méme intervalle partiel.

Seient 4, 4;, ..., 4, les pavalléles & Oy menées par les points de
division suceessifs. Sur O y, Pensemble des courbes veprésentant les
tonctions détermine au moins un point d’accumulation P,. Soit A, B,
un segment de O y de centre P, tel que

(R3]

(2) A By,=

-

w
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Soit W, P'ensemble des courbes de VW ayant un point entre A,
et B,. W renferme une infinité de courbes qui déterminent sur 3, an
woins un point d’accumulation P,. Soit A, B, le segment de 4, de

centre P,, de longueuri- 1l existe dans \V, une infinité¢ de courbes

formant un ensemble W, ayant chacune un point entre A, B, et un
autre entre A, B,. Ln vertu des relations (1) et (2), il est clair que
les portions des courbes de W, comprises entre O)- et A, sont con-
tenues dans un méme rectangle R, de hauteur <.

Les courbes \V, déterminent sur A, au moins un point d’accumu-
lation P,. Soit A,B, le segment de 4,, de centre P,, de longueur

égale & i Il existe dans W, une inlinit¢ de courbes, formant un

ensemble \W,, qul ont un point situé sur A, entre \, et B,, et les
portions des courbes de \V, comprises entre A, et 4, sont intérieures
& un reclangle R, de hauteur <. Les cotés de R, et R, situés sur A, ont
en commun un segment contenantles points d’intersection des courbes
de WV, avec A,.

On voit que, au bout de n opérations, on obtiendra un ensemble W (¢)
renfermant une infinité de courbes et qui sera tout entier contenu dans
une suite R, R,, ..., R, de rectangles de bases paralléles & O, et de
hauteurs égalesa ¢, ce qui établitJa proposition que nous avions en vue.

2 Cecl posé, soit

une suite décroissante de nombres positifs qui tendent vers zérvo
quand 2 tend vers + .

Formons W(¢,). Nous pouvons eflectuer, sur cet ensemble, les
opérations ue nous avons effectuces sur W pour obtenir W(g,), le
nombre ¢, étant remplacé pare,. On formera ainsi un ensemble W (e,)
dont on peut, par le méme procédé, extraire un ensemble W(s,), et
ainsi de suite. Finalement, on obtient une suite

W), W), ..o W)

d’ensembles renfermant chacun une infinité d’'éléments et tels que :
. Tous les éléments de W (¢,) appartiennent & W (s, );
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8. Lavaleur absolue de la ditférence des valeurs, pour un méme a,
de deux fonctions quelconques de Y (s,), est inférieure 4 ¢,

Coupons la suite d’ensemble de courbes représentatives par une
pavalléle D & O)-. Soient I, et 3, les points de D dont les ordonnées
sont respectivement égales & la borne inféricure et & la borne supé-
rieure des ordonnées sur D des courbes de W(s,). On a

LadpSe,
et 1,5, est tout entier intérieur & [,_,3,—.. Donc quand p tend vers
l'infin, 1, et », tendent vers un méme point K.
Soit I le lieu de K gquand D varie. On peut représenter I' par une

équation de la forme
y=F(x) {o. W),

I'() est une fonction d’accumulation pour les fonctions de W. En
effet, K est intérieur & tous les 1,3, Soit x un nombre positif. 11
existe un entier ¢ tel que

2

~

1

~ . ~
TS S

Oc [aZe, done Ip3;>2, quelle que soit labscisse de la droite D.
Portons de part et d'autre de K sur D une longueur égale & z. Le
segment obtenu contient L3, Quand D varie, nous détinissons ainsi
le domaine (x) de I'(.¢) et & U'intérieur de ce domaine sont contenues
toutes les courbes de W (g;). Ul est clair, en outre, que F(x) est
continue. On a en effet, f(&) étant une fonction quelconque de W (),

PE(e) — B S () — Fle) i+ Ja

"

Etant donné un nombre ¢, on prendra 1:;é et un nombre ¢ tel que
Lm0
entraine pour toutes les fonctions de \\'

FAGes) — fla) s

| @

-~

)

(2

On aura donc aussi
[F(2e) — Fe) i3

2]

et le théoréme est établi.
Nous allons maintenant démoutrer le théoréme d’Arzela, qui est
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pour les ensembles de courbes ce que le théoréme d’Ascoli est pour
les ensembles-de fonctious.

Turovtne 0’Anzeen. — Un ensemble dune i finité de courbes
continues pour lesquelles il existe une représentation analytique
stmultande

=, vy=gW) {o. )

les fonetions f(8) et @) étant également continues et également
borades, admet aw moins une courbe accumulation continue.

I saftit de moutver que Pon peut trouver deux fonctions ¥ (¢) et
Q) qui solent respectivement des fonclious d'accumulation pour
les f1¢) et les 2(7) et telles, qu'il existe dans tout domaine (<) de F(¢)
une infinité de fonctions /() ayant les g(7) qui leur sout associées,
contenues dans le domaine (¢) de G(7).

Soit

T

0

ne

la suite considérée dans la démonstration du théoréme d'Ascoli,
Formons avec les f(¢) un ensemble analogue & celul que nous avons
désigné par W (g,). lei nous le désignerons par U,. Soit V| I'ensemble
des #(?) qui correspondent aux f(¢) de U,. Nous pouvons extraire
de V| un ensemble V,, de propriétés analogues & U3 les f(¢) corres-
pondant & ses 2(¢) appartiendront toutes a U, et formeront un
eusemble U, De 1| nous pouvouns extraire, en remplacant ¢, par g,,
un nouvel ensemble U,. Soit V| Pensemble des & de V, qui corves-
pondent aux f de U,. Formons avec V, 'ensemble V,, ¢, Ctant
toujours remplacé par z,. Toutes les fouctions de V, auront leurs
assocides f contenues dans Ui,. Procédons ainsi indéfiniment, nous

obtiendvons deux suites

T S R NAC I B
Vo Vi ey Vo ooen gD
telles que :

1 U, renferme une infinit¢ de fonctious appartenant toutes a U,_,
(propriétés analogues pour V)3
2* Une inlinité de fonctions U; ont leurs correspondantes dans Vi3
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3v Les Ui, et les V; possédent les propriétés des ensembles W, du
théoréme d’Ascoli. :

Il en résulte que les U7; et les V; convergent respectivement vers
deux fonctions continues (/) et G(¢) qui répondent manifestement
& la question.

Courbes & longueurs borndes : théoréme d Hilbert. — Nous
démontrerous entfin le théoréme d'Hlilbert pour ne pas créer de discon-
tinuités dans cet exposé, quoigue la démonstration que nous allons
donner soit classique. Fu voict I'énoncd : ‘

Un ensemble formdé d*une infinité de courbes continues, towles
conlenues dans an espace limité, ot dont les longueurs sont infé-
ricures a un nombre fiee. admet aw moins une courbe & acewmu-
lation, continue et rectifiable.

Soient
@z (s). v=a(s) (o, L), L.\

les équations d'une de ces courbes, s désignant abscisse curviligue
du point courant, L sa longueur.
Posons

toutes les courbes considérées ont alors une veprésentation analytique
simultanée ‘
v ()

-

r=xo) o (oo,

Il est clair que les @ et les ) sont bornées dans leur ensemble. De
plus, B _
) = o)

[3 - tl

SLoM

=1 l:’fﬂ S5 = ()

Sy 8,

Donc, en vertu du critére d’Arzela, les fonctions v(¢) sont éga-
lement continues, il en est de méme des ) (7); et la démonstration
s'achove en appliquant le théoréme d'Arzela. La courbe d’accumu-
lation G, est rectiliable, car on voit facilement que la longueur de
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toute ligne polygonale inscrite dauns C, est inférieure ou au plus égale
aM. '

Nous avons mis ainsi en évidence un mode de paramétrage remar-
quable des courbes de longueurs iuférieures & un nombre fixe qui
joue un role important daus cette théovie.

Fonctions et courbes de psevdo-accumulation. — 1.e procédé que
nous avons employe pour démountrer le théoréme d'Ascoli va nous
permettre de faire uwne étude plus approfondie des ewsembles de
fonctions également borndes.

Posouns d’abord une Jdéfinition préliminairve :

Sott N un ensewmble forme d'une infinité de fonctions f(x)
définies dans un méme intervalle (a. b). Nous dirons quune fone-
tion () est une fonction de pseeno-aceenvianox de cef ensemble
8T, @ toul nombre positif z et @ tout entier ky on peat faire corres-
pondre auw moins une fonction f(x) de \N et p valeurs de
(1 av ooy ) sSalisfaisant awr condilions sutvantes :

Lo

[
2® Les indgalites
[ fee) —F(ae) ) ss (U==1, 3, .. p)
sonl vérifices:

3° Etant donné un intervalle yuelcongque (2, 3) appartenant
a(a, ), 1l y aura towjours au motns un (&) (ntérieur a cet inler-
calle, pourcu que k soit assez grand.

Ou peat alors énoncer le théoréme suivant :
Tout ensemble formeé d'une infintté de fonctions égulement

bornées admet au motns uae fonction de psewdo-accumulation.

Nous pouvous toujours preudre I'intervalle (o, 1) connue intervalle
de détinition des fonctions de W',

Divisons & eu p intervalles partiels égaux et, par lears extrémitss,
menous les paralleles '

Ag':" 0\)‘, A“ Ag_‘ [IRSRSN Ap
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a Oy; A, étant menée par le point (1, o) est fixe. Soit alors ¢ un
nombre positif arbitraire. En nous reportant & la démonstration du
théoréme d’Ascoli, nous voyons que l'on peut former un ensemble

W () renfermant une infinité d’éléments et jouissant de la propriété
suivante :

La diftérence des ordonnées qui correspondent a Uabscisse d'une \;
quelconque, mais procenant d’une division donnée de (o. 1), de deux
fonctions arbitraives de W (<) est, en valeur absolue, inférieure a «.

Pour abréger, nous dounerons 4 l'opération qui permet de passer
de W & W(¢) le nom de

FILTRAGE (&) de W sur les Af.

Cect posé, soit (5)
(l) e Sav aees Sy
une suite décroissante de nombres positifs ayant pour limite zéro.

Soient WV, le résultal du filtrage (c,) de W sur les Al; WV, lerésultat
du filtrage (5,) de W, surles A5 ..., W, le résultat du filirage (z,)
de W,_, sur les A, et ainsi de suite.

Nous formons une suite d’ensembles

W, Wa o W,

dans laquelle chaque \V; renferme une intinité de fonctions apparte-
nant toutes a W,_,.

Soit alors A une paralléle a O)- d’abscisse ..

Considérons I'ensemble des points déterminés sur A par les fonc-
tions de W ,. Cet ensemble est borné inférieurement et supérieurement.
Soient |;et 3, respectivement sa borneinférieure et sa borne supérieure.

Nous veprésenterons par la méme lettre, I; ou 5, 'ordonnée des
l; ou points »;. On a
P R PR

STE TN FE N

M,
-\,

VAN WAY

M étant un nowbre positif lixe supérieur & toutes les | f(x)].
Les I; et les 5; tendent donc respectivement vers des limites T et 3
quand ¢ tend vers + . Le segment I3 est intérieur & tous les seg-
Journ. de Math., tome V. = Fasc. 1V, 1920. 53
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ments ;3. Soit ¥ Pordonnée de I. Nous poserons, pour chaque valeur
de .,
F(a)=y (0. 1),

Tl est clair que F(&) est une fonction de pseudo-accumulation
de \. Eu effet, prenons un 2> o et soit & un nombre entier quel-
conque. Il existe un entier p tel que pour = p, on ait

2 g,

¢, 6tant un des nombres de la suite (1),

Soit alors # un cntier plus grand & la fois que p et que A. Considé-
rons P'ensewible WV, et soit d; une quelconque des droites A, 4, ..., 4,
que nous avons délinies plus haut. Les lettres 1 et > gardant la méme
signification, nous avons, d’aprés lafacon dont on a formé W\,

'Il ;\ll S.’l‘

I, et », étant relatifs & la droite A,. Le point I étant intérieur au seg-
ment 1,3, si de part et d’autre de ce point nous portons sur 3, des
longueurs égales & «. nous obtenons un nouveau segment a l'intérieur
duquel toutes les fonctions de WV, oat chacune uu point, et cela pour
toutes les valeurs de ¢, de o a n, ce qui établit la proposition, car on
peut en outre choisir n assez grand pour que chacun des intervalles
partiels obtenus en divisant (o, 1) en n parties égales soit inférieur i
un nombre ¢ donn¢ al'avance.

~

Faemple. — Considérons 'ensemble formé par les fonctions

y=sinnpa (n=1,2,..., ) {0,.7);

cet cnsemble n’a pas de fonction d'accumulation; par contre, toute

courbe
¥ = sinnyr {0, )

cst une courbe de pseudo-accumulation, », désignant un entier arbi-
traive (').

(") En effet, & chague entier n, ou peut associer les (), abscisses des points
d’intersection des courbes y =sinna, y==sinn,.e, 1l est clair que on pourra
prendre n assez grand pour que les (w@;) satisfassent aux conditions (1), (2). (3)
de la définition (eoir p. 410).
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Courbes de pseudo-accwmulation. — On délinit d’une maniére
analogue ce qu'il faut entendve par courbe de pseudo-accumulation
d’un ensemble de courbes

e=all),  y=x()  (a b

En raisonnant comme nous l'avons fait pour ¢tablir le théoréme
d’Arzela, on démontre sans peine, dans tout ensemble de courbes
contenues dans un domaine borné, 'existence d’au moins une courbe
de pseudo-accumulation.

Nous donnerons & la fin du Chapitve suivant, une application de ces
notions au Calcul des Variations.

Pour le moment, nous allonsdonner un critére qui permet d'afficmer
I'existence dans un ensemble \V d'une fonction de pseudo-accumu-
lation continue et & une variation bornce, c'est-i-dire représentie
graphiquement par une courbe rectifiable. Voici la proposition que
10Us avons en vue : .

Soit un ensemble NN renfermant une infinité de fonctions con-
tinues, bornies dans leur ensemble et définics dans wn néme inter-
valle (a, b). Supposons que les trois conditions suivantes sotent
satisfaites : ~

1 L chaque f(a), il est possible d'associer une division bien
déterminée de (a. b) en intercalles partiels (e @) tels que Uon
ait pour la fonction considéreée

SQrin) —fled ]y

(i=1,9 ..., p—1),

Lipt — &

p désignant le nombire de ces intercalles, et M étant un nombre
Jiee, le méme pour toutes les fonetions; ‘

2® La borie supéricure de Uensemble des p associés aux fone-
tions de W estinfinie;

30 Etant donné un intervalle quelconque (a, B) appartenant
a (a, b). il y aura toujours a son intérieur aw motns un des
nombres (x;) définis au 1° poursu que p soit asses grand.

Nous pouvons extraire de \V une suite &

()) fl(.‘.'l‘), f,(;c), Caey /‘,{(.‘L‘)‘

.
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telle que la suite formée avec les p correspondants
Pi: P2 ooy Py

augmente indéliniment.

A chaque fonction de (X), associons la ligne polygonale bien déter-
minde, inscrite dans la courbe y = f(2), dont les sommets ont res-
pectivement pour abscisses cclles des points de division de (a, b) en
les p intervalles partiels («;, .¢;,,) qui correspondent & cette fonction
en vertu du 1°. Cette ligne polygonale délinit une fonction continuc

Jom o)
et nous pouvons former ainsi une nouvelle suite
) 0 () 9a( ey 9a(),

de fonctions continues, bornées dans leur ensemble, et satisfaisant
quel que soit » & I'inégalité
i"(‘):' 94 (1) ‘ <ML
I |

(%, n) désignant deux nombres quelconques de («, 4). Ce dernicr
point résulte immeédiatement de la facon dont on a formé les ¢ (..

Donc les fonctions de X' sont également continues.

Illes ont donc au moins une fonction d’accumulation continue

ry=F()
qui satisfait a 'inégalité
l“(E) :F('fl‘
i

1"‘_ M

et qui est donc & variation bornée [autrement dit, la courbe y = I'()
est rectiliable]. 11 est clair que F(.x) est une fonction de pscudo-
accumulation pour les f(). Iin effet, de X' on peul extraire une
nouvelle suite, que nous désignerons par

(2;/) ?(‘)(;l‘)’ (‘)('z)(\l.‘),

qui converge uniformément vers I (). Considérons la suite X, formée
avec les /() qui correspondent aux fonctions de (X")

(20) SO, fO(e), . J(x), ..
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Soit alors un uwombre positif p, il existe un eutier x, tel que
~ .
pour » Z n on ait pour toutes les valeurs de @
o™ (@) — F'(x)| s,
Considérons la fonction /" () et soit p® le nombre p qui lui est
relatif. On aura
ARG R EIERY (F==1, 2, ..., pt0)),
quel gue soit nZa, cav
S () = ol (),
ce qui entraine hien la conclusion annoncée, en vertu des hypothéses
faites dans ’énoncé au sujet de la distribution des («t;) sur (a, &).
vweemple. — Considérons les foncuions

yrsinne (o, n) (n=1y1, ..., o©);
P'une d’elles
fi () = sinka,

ol & est queleonque, décompose (o0, =) par les points d’abscisses

T TN R SN o W% . ©

ou

g o == /
\

en / intervalles partiels égaux, et 'on a

fA (i) “./)e(il'i) —o

Ly — T}

et nous nous trouvons dans un cas o s’applique le théoréme précé-
dent. On a ici M = o, le nombre p associé & chaque fonction est égal
a son rang A, et I'on a identiquement

Qa(2) =03
la fonction de pseudo-accumulation obtenue est la fonction

y=o (o, m).
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CHAPITRE HI.

SEMI=CONTINUITE BT RECHERCHE DIRECTE DES MINIMA,

Dans ce qui va suivre, nous ne parlerons que de la semi-continuité
-inférieure, les résultats obtenus s’¢tendant d’eux-mdémes, avec des
modifications évidentes au cas de la scmi-continuité supérieure.
Nous nous proposons de démontrer un théoréme fondamental du
a M. Tonelli qui permet d’affirmer la semi-continuité d’une vaste classe
d'intégrales. Ce géométre 'avait obtenu sans mettre en évidence la
vévitable raison de Pexistence de cette propriété qui apparaissait ainsi
d'une maniére tout a fait imprévue. Nous allons montrer, au contraire,
que la semi-continuité de certaines fonctions de lignes est une consé-
quence immddiate de l'existence d'unc forme pricilégiée de a, qui
est continue dans la classe des courbes de longueurs bornées. Ce Cha-
pitre sera ainsi consacré & 'étude de la semi-continuité et des couse-
quences qu’on en tive relativement & I'existence de P'extremum absolu.
La méthode que nous allons employer nous fournira d’ailleurs cer-
taines généralisations des résultats connus, et nous montrerons dans
le Chapitre suivant qu'elle conduit & une méthode nouvelle de Calcul
des Variations.

LEMME FONDAMENTAL., — Ltntéorale curvilione
LEMME FONDANENTA Lintégrale curciligne

A= [ ; P(a. )+ Q(w, y))"g ds,
LN "

ot P et Q sont des fonctions continues, est continue dans la classe
des courbes dont les longueurs sont inféricurcs a un nombre fize A,
d’ailleurs quelcongue.
Soit
a=wz(1), y=x( {a, b)
une représentation analytique des courbes considérées. Donnons-nous
un nombre positif <. Je dis qu'il existe un nombre s > o, tel que les
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inégalités s
[2(8)—xo () [Zp,  |X(O—ru()|Ep  (a,b)

entrainent
|de— ¢, Z¢

pour toutes les courbes C de longueurs inférieures a A.
En effet, étant donné¢ un nombre positif «, nous pouvons toujours

trouver un p, > o et une division de G, en n arcs partiels

’

N TN N
AR, KK, ..., KB,
tels que, si '
(((.tl), ey (Ci, ti_‘_g), eeey (t,’,‘__l, b)

est la division correspondante de (a, &) en intervalles partiels, les iné-
galités :
e (8) — 4] - ps ly(e) =l zp (& tia)s

030
o l'on a posé ‘

L=w(0), nizyo(ef),
0, ¢tant une valeur de ¢ choisie arbitrairement dans (¢, ¢;,.,), entrainent
dans tous ces intervalles partiels

| P (@, )= P (2 ) |z, |Q(z, y)— Q(&, ) l sa.

Ce point résulte immddiatement de la continuité de P et Q. Posons
alors o
Pz n) = po Q& 1) =qs

=0 | (pa'+qiy)ds,
i

C’ étant sur chaque courbe C Plarc qui correspond i I'intervalle
(tiy ;1) On a
[3¢—3¢|SZ2longueurde C! < a a2\ a;
par suite,
| 3¢, —d¢,| S2Ae.
Or, en vertu de la continuité de P et de Q, il existe un nombre M

tel que ‘
I[’tléM) IQI‘;NL
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et l'intégrale curviligne .
j Pi dy 4 q: (()'

prise le long d'un contour fermé est nulle.
Il en résulte
[de— 36 "X 4Mp=4Mnop,
el enfin
[d¢—de ) > \a+ 3 M 179‘

n dépendant seulement de «. Si nous prenons

N <

X ) o

S\ CeSMn

on aura bien
l—\(:— ﬁ\(‘,"! N

et la proposition est établie. Remarquons que l'on peut 1'énoncer
ainsi @ Toutes les fors que la figurative U relative @ lintégrale >, est
un plan, cette tntégrale est continue dars la clusse des courbes dont
les longueurs sont {nférieures & un méme nombre \.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de M. Tonelli,
dont voici I'énoncé :

Tutorene v TozeLnl. — 8/
. . l"l('l‘» y, 2 ")") O,
Uintégrale
A= / F(u, v, 2, 3" ) ds
LN

est senii-conlinue infeérieure dans la classe des courbes de longucurs
bornées.

Rappelons que la condition IF, 2 o signifie que la ligurative [ est
situce au-dessus de son plan tangent, ou exceptionnellement est plane.
On a d’ailleurs

«J

= L LE

- v

1 i 1F

Ja'? @y TR’y

e
2

Soit G, une courbe donnée. Supposons d’abord que sur C, la tan-
gente varie d'une fagon continue. Soient M, le point courant de G,,
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I, le plan tangent & la figurative I',, relative au point M,, qui corres-
pond aux valeurs (.v,,),) des dérivées en M,. A chaque I' un peut
faire correspondre un plan tangent particulier II, variant d'une facon
continue avec (z, y) et tendant vers II, quand (, )) tend vers (&, ),
et cela d'une infinité¢ de maniéves. lin effet, on prendra comme plan 11
le plan tangent & 1" au point

P g

Lo (e, ), g )]s
¢ et Y étant deux fonctions continues Lelles que 'on ait sur (,
Dy () =@l (s), 2e() ] e (s)==d[ae(s), yu(9)]

On peut toujours trouver une inlinité de fonctious 9 et 4 qui satisfon!
aux conditions précédentes. En effet, prenons la fonction 9(x. y).
l.a détermination de cette function vevient & trouver une surface
continue

s=o9(w, )

passant par la courbe continue
=2y (5), y=r(s), =y (S

et il est clair que le probltme a une infinité de solutions.
Ceci posé, soit 3, I'intégrale ubtenue en prenant le plan 1l comme
figurative. Elle est de la forme

A= / Folae.y, 9, 4lde4Fola y,9,4]dy
-~ (::

et 'on a, en vertu de nos hypothéses,
(v A, =g,

D’autre part, ' étant au-dessus de I, nous avons sur toute la
courbe G

(2) SERp
D’autre part, étant donné un nombre positif M quelconque, d un ¢ >o
on pourra faire correspondre un 2 > o tel que, pour toutes les courbes

de longueurs inférieures & M, et appartenant au domaine (¢) de C,,
Journ. de Math., tome V. — Fasc. IV, 1926, 54
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on ait
[de—a¢] s,
d’ol
AT A, — 8,

el, en vertu de (1) et de (2),

~
AN E

. .

On peut passer maintenant au cas geénéral, grice & un procédé
souvent employé. La seule hyvpothdse faite sur G, est que cette courbe
est continue et rectifiable. Nous nous appuierons sur la propriété sui-
vante, bien connue et facile & démontrer :

La valeur > de >g relative & une ligne polygonale G, inscrite
dans G, tend vers o, quand G tend vers G,.

Soit alors ¢ un nombre positif donné, luserivons dans G, une ligne
polygonale C| de n cités, telle que

Po—3 3

wol tn

et désignons par G (2 =1, 2, ..., n) les arcs partiels déterminés sur C,
par les sommets successifs de G, ‘

Nous supposons que les courbes étudides ont une veprésentation
analytique simultanée

€= (), y=h {a. b,
de sorte que, sur toute courbe G, aux aves G ecorvespondent des ares C

bien déterminés. Posons

Ap= , VE (@ ye ke 3@t = g gy w307 L,
(SN
o
2, = cosf;, 3= sind,,
0, ¢taut Pangle de direction de la corde sous-tendue par Pave G). 1 est
clair que I'on a sur toute courbe C

‘\(1.\ ‘\:Is

car, dans chacune de n intégrales particlles, la (quantité sous le signe
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intégral est la valeur de w en (&', ') velative au plan Il, tangent a T
au point (%;, §;). Ov
A=t

donc

[, = | = :)

D’autre part, on peut toujours choisir C,, assez voisine de G, pour que
Ton ait de plus

§

24

|~\;:‘,—“ ‘\;::\! S s

o effet, étant donné un nowmbre positif avbitvaive ., on peut, en vertu
de la continuité de I¥, trouver une division de G, en n arcs partiels C,
telle que, en désignant pav (%, »,) les coordonnées d’un point arbi-
traire de G, on ait pour toutes les valeurs de ¢, eatre 1 et » et pour
tous les (v, y) relatifs & un point quelconque de Ci et de la corde
sous-tenduc par cet arc,

[EeGeo vy o 3) — oo (3 e 2 30 1w
IF‘\" (.(‘, J.\ ;s :SI) - l:\" ("‘* ,).\ iy 3!) ! 51-

On a alors, en désignant par G, le polygone formé des cordes sous-
tendues par les C), successifs et sa longueur par L),
3= Salep +aLlep s dlop.
[L suftit, pour établir ce point, de répéter le raisonnement qui nous a
servi plus haut pour établiv la continuité de f Pdz + Qdy,en posant
Y

= FJ"(EH Mie Xy .‘31’)' == Fy’(i&" Ty Ry ﬁl)

et en observant que les valeurs de chaque f pidz —+ q;dy, prises res-
. > l:.
pectivement le long de C| et le long de la corde sous-tendue par cet

arc, sont égales. Ceci posé, nous aurons donc
136, = e, 55 -
I

Or 3, somme d'un nombre bien déterminé de functionnelles continues
dans la classe des courbes de longueur bornée, est continue dans cette
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classe; par suite, il existera un nombre 3 tel que, pour toutes les G
intérieures au domaine (3) de C,, on ait '

IA‘(:—N;‘»\-}‘
TN .
d’onr
. 3 o N g
MM — = T — n — =
LI Nl W 5 Bt W 3 3

et le théorcme est établi.

Applications des modes précédents de raisonnement.

L. Semi-continuité large. — Nous allons maintenant démontrer
la proposition suivante :

Soit U'intégrale
M= [F(‘r. ot o) ds
b

la fonctton F satisfaisant @ la condition

J*F NF
Jx ();)" d v

et la ficurative
w=F( ¥ o)

lournant sa concasité vers les u posttifs.
E'tant donnée une infinité de courbes C possédant une représen-
lation analvtigue stmultande

RE=RIVAN y=ud) GAR

sott G, Uune delles, a towt nombre positif =, on peul faire corres-
pondre deux autres nombres positifs, 3 et 3, tels que si Uon divise
(a, &) en nintervalles partiels (1, U, tous infericurs a s, les tné-
galités :

fefa) —aafa) . Do oo () — () ive. .oy ja(d) —aa(b)lxo,
frla)—rufa@) 230 oo () —=u(@)iZe, el (B)—(b):te
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enlrainent
A2V, —s

Nous dirons alors que d; posséde la semi-continuité large.

Revenons & 'intégrale
n
-

e
1

I Fo(e y, an 3)de + Fo(a, yy i Bi) dy,

g

Ai: =

que nous avons définie a la page 42o0.
D’apres ce que nous avons vu plus haut, il existe un nowbre g, tel
que, pour toutes les lignes polygonales inscrites dans G, dont les n
v . [ v N .
¢cOtés sont tous inférieurs & o, on ait

€

(3) ' [3¢,— 3¢, 3

Or, la corde sous-tendue par I'arc G} a pour longueur

li= \"[\1\.(1,4;) — & ()] + [ Yo (1) — 3o (L]

En vertu de la continuité¢ de &,(2), y,(¢), on pourra trouver un
nombre & tel que, pour toute division de (a, #) en intervalles
moindres que ¢, on ait pour les /; corvespondantes

l[:\; 61.

L'inégalité (3), our o' correspond & une de ces divisions, sera alors
toujours satisfaite. Soit donc
(8) A Ay N

une des divisions de («, &) en intervalles partiels que nous venons de
définir. Les A, sont tous infévieurs i 0 et n’empiétent pas les uns sur

les autres. Désignans par , le nouvel intervalle obtenu en prenant
les & premiers intervalles de (S). On a

3_]: A‘"“. . .A};q
le nombre A étant tel que les inégalités

. . . Sl:_a<31+ AL‘-H
solent satisfaites.
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Désiguons de méme par 4, Pintervalle Ay, + ... <+ Ay, 01

—

¢ xésésa‘*‘ Abuﬂ-n
et ainsi de suite. Nous formons une division

() A N, ..., &;

vy

de (a, b) en a intervalles inférieurs & 6. On peut vemarquer que les
extrémités des 4; font partie des points de division déterminés
sur (a, b) par les intervalles de S. Je dis alors que n reste tnfericur
a un nombre fize K. Posons en effet

;= A+ (A); (i=rv a0 ..., n=1),

(A); désignant Lintervalle de (S) qui suit le dernier intervalle de cotte
suite faisant partie de ;. On a

<A<+, (i=1,0 ..., n—=1),
d’on
(n=1)s < AN+ 3.3 a(b—a).

Considérons maintenant une courbe C dont les coordonnées cou-
rautes satisfont aux inégalités

() — o (8) ] S () —»o(ti) S0 (i=vy2 ....p),

chaque inteevalle (4, #.,) étant inférieur A 8. Prenons comme suite (3)
la suite
((1\ 8)y coen (B tia)y sy (’p-—h b)*

IFormons la suite (N). Les intervalles qui la composent seront

(") 71)9 Saes (;i* ;iH)& ey (;)T—H b)
et nous aurons :

[o(t) —a(®)1Se, |0 (8) — n(2)] Se

Fornons alors Pintégrale 3’ qui corvespond aux intervalles de (S).
Observons que toute intégrale de la forme

;/ Fe(a. ¥ &y 531) dx + F."(“"a s Riy {3:) dy
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porte sur une différentielle exacte, d’aprés 'équation

0*F o'F
oxdy’ 0yoz

=0,

Ov, en vertu de la continuité de F,. et de ., et des inégalités
]S, Bl ST,
il existe un nombre M tel que I'on ait
I F.r‘("l"s y) Ry .3:) l < i“* | F‘\"(\'l‘\ )’w X,y ‘3:) l < R‘
pour tous les (a, ) de la portion du plan venfermant les courbes
considérées.
On aura alovs
|36 — 3| <<8Mp
et
|3 —3p| < 8MKop.
Nous avons d’autre part

[

«

S‘:.\ — ¢, l S

o~

F'ol, en pr t R
«'ou, en prenaun 0 L TMKR®

AT AT de,— &

.

L. Semi-continuité faible des intégrales
b
A= / CF(a, y, 2y, 2 ) de
t
dans la classe des courbes dont les dérivées secondes par rapport a t
des coordonnées du point courant sont bornées dans leur ensemble,

— Soit (K) l'ensemble des courbes possédant les propriétés sui-
vantes :

1° Les courbes de (K) ont une représentation analytique simul-
tanée .
@r=x(!), y=y() (a, 0).
de dy

2" Sur chacune d’elles, les dérivées —» - existent partout et sont
absolument continues. Elles sont donc aussi & variation boruée, et par
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suite les dérivées 2" (), y(¢) existent, sauf peut-&tre pour un ensemble
de valeurs de ¢ de mesure nulle.
3" llexiste un nombre positif M tel que

(4) () ]5M 37 (0) |~ W

On convient de poser, en tout point ¢, oit Pune des.dévivées secondes,
x” par exemple, manque :
g y=o.
De ces hyputhéses vésulte I'existence de l'intégrale (au sens de
M. Lebesgue), sur chaque courbe C de (K),

Wb
A= / Fla, y, @ 0, &7, vy de.

e

Ceci posé, prenons un systéme d’axes rectungulaires Oux”y"u et
A chaque systéme de nombres

—_—— —

N NI ;’)
associons une figuratice U définie par 'équation
®) W V(T T ).

Nous supposerons que U tourne sa coneavité vers les u positifs.

On a alors le théoréme suivant : .

Soit G, une courbe de (K). Etant donné un <> o, ilexiste un g> o
el que Uon ait

de g, 3

pour toutes les courbes C de (K ) qui satisfont aur inégalites

V() =] a 27 (0 = (O] g3

(©) Hy (0 =) o 17 (8) i (8) | S

Pour établir cette proposition, nous suivrons une mavche analogue
4 celle que nous avons employée pour démontrer le théoréme de
M. Tonell.

Démontrons d’abord la continuité faible dans la classe (K) de I'in-
tégrale

b
Ag= f VP, gy @ )" Qe @ ) y Ry s ) L dt,
a
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les fonctions P, Q, R étant continues par vapport & (¥, y, &', )"). Le

raisonnement est le méme que celui employé pour établir la continuité
de I'intégrale curviligne

/ Pz, y)de + Q(a, y)dy
-

dans la classe des courbes de longucurs bornées. Reprenons-le rapi-
dement pour plus de clarté. Soit » un nombre positif lixe. Nous
supposerous

L.

Wi

7]
b

Alors, pour les courbes satisfaisant aux inégalités (6), nous auvons,
en vertu de la continuité deé ', (¢) et de y, (¢),

[ ()] AL ly'(6)| =B,
A et B étant les mémes pour toutes.
1l en vésulte I'existence d’un nombre positif M, tel que l'on ait pour
ces courbes
[PriMe {QIEM, [R]ZM,.

Etant donué un nombre positif «, nous pouvons trouver une divi-
sion de l'intervalle (@, b) en n intervalles partiels, et un nombre
2, (0 < ¢, = u) tels que, en posant

-?: = ~l'o(0i)~ E: = ‘l":)( 0[):

nii== Vo (90 =y, (9
ou 0, est une valeur de ¢ prise dans (;, t..,), les inégalités (6), ou l'on
a fait g<g,, entrainent, pour toutes les valeurs de ¢ ne dépassant
pas n, :
' : P(.v, _'Ya ‘l‘ls \.“I) - ])(:,ie Nis ;§~ Y):) ’\(X (ti\; [\ li-H)»

et deux autres inégalités analogues en Q et R. Il en résulte immeédia-
tement la continuité faible de

h

f R, y, @'y ') dt.

v

Pour démontrer la continuité faible de

W0
f (P2’ + Q") dl,

.
Journ. de Math,, tome V. — Fasc. IV, 19206, 55
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nous poserons
v
W Wl » ')
°“"=>a./,, (pia"+q ") dt
ou
pi: p(si, Nis E:) ﬂ;)» (]i: (\\(En Yin’i ::’ YI;)‘

On démontre facilement que o tend uniformément vers
/ PPy y o, PR Qe pe @, ) 2 de
Jeo
quand « tend vers zéro.

Or, et c’est ici qu'intervient labsoluc continuité des dérivées @' (¢),
Y (1), ona

aliga )
/ (pid"+ gy de=pl " (L) — )] g [ ¥ (L) =27 ()

4

On a d’autre part

pi] < My, Ll < M.
Douc 4; tend vers 5; quand p tend vers zéro, ct il en vésulte que 5
tendra aussi vers 3¢, ce qui établit la proposition que nous avions
en vue.

Cas geénéral. — Passons maintenant i 'étude de 'intégrale

oh
N T / Fla, py sy ") de
Y
dans la classe (I\).
Soil G, une courbe de cette classe; supposons d’abovd que .2 (¢)
et . (¢) existent partout et soul continues. Il est alors possible de
trouver deux fonctions continues

, i ooty wla y),
telles que I'on ait sur C,

() = 9wl (), Tl ] () S IRRGE yal) s

Cousidérons I'intégrale
W
M= / dPe ey, @t ¥oo, bl Fe( )y +FL.

Y

- I BT N Y 7
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obtenue en prenant pour figurative le plan II tangent & " au point
[o(e, ¥), $(, ¥)]. Daprés la facon dont on a choisi ¢ el J, on aura

Ag, =g

W

et, en vertu de I’hypothese que I tourne sa concavité vers les « posi-
tifs, ‘

A2 A

Or 5, posséde la continnité faible dans la classe (K). 5, posséderadone
la semi-continuilé inférienve faible dans cette classe.

Ixaminons maintenant le cas ot .2}, (), ¥ (¢) sont discontinues. Ces
fonctions, du moins, restent toujours quasi continues: c'est-d-dire
qu'étant douné¢ un entier #, on peut faire corvespondre a x,(¢) un
ensemble f{ermé L, constitué par des valeurs de ¢ dans linter-
valle (@, b), et & ¥, (1) un autre ensemble fermé U, tels (ue a, (¢) soit

N0
Ll

continue daus 15, y . (¢) dans £, et que 'on ait de plus :
- 1
wmesure 15, > (b —a) — =
a0 1
mesure E, > (b — a) — =

"
v

On peut alors former une fonction continue &, (/) qui coincide avec
&5 (0) dans I, D’aprés la fagon dont s’obtient cette fonction, on aura

|, (1) ]

De méme, on peut former une fonction continue y, (¢) dans tout (a, b)
coiucidant avec y (¢) dans I, et vériliant l'inégalité

L () 2™,

M étant le nombre qui ligure dans les inégalités (4) ().
Déterminons alovs deux fouctions continues

on(@, )y Yty )

(1) Pour plus de détails sur les fonctions quasi continues, ¢f. L. Toxsui
Fondament! di Calcolo delle Variasioni. (Bologne, Zanichelli, éditeur), t. |
pe 131, 139, 140,

Y
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par les conditions
\l",',“([ ) = Qa I;\L‘“(t), )'u (1) .Is .)":‘:.\( ﬁ) = L‘fn l "l'o( t)y \).0( [') ]'

et soit 1L, le plan tangent a " au point (9,, 4,). Désignons pac », l'in-
tégrale obtenue en prenant i, comme figurative. Cette intcégrale ne
surpasse jamais A sur toute courbe C de (N) et posséde de plus la
continuité faible dans cette classe. ’our démontrer le théorcéme, il
sulfira donc waintenant de démontrer que, étant donné un nombre
positif arbitraire @, on peut trouver un entier » tel que

. la\;,c"~— A.‘;pl A

l.e premier membre de 'inégalité précédente est de la forme

ah

' A '
A:{ / W2y 2l 3Nl — / DL i) de
l\

@ L] {

® restant en valeur abrolue inférieure i un nowbre positif fixe M. En
|rosant

N b |
= | ey de— [, e i
") o
/_\.J:‘ / Dty yn) de— / Ot 2, ya)d,
S Va

on a
A o A] ~t- ;\'_l.

Or, on voit immédiatement que

aM caM
Al.?l"’ A\.A_;L.

n on
Donc

et le théoréme est démontré; on peut observer que nous ne supposons
nullement 'homogénéité de I, ni par rapport & (@', y'), ni par rap-
port a(a”, y").

Recherche directe des minima des intégrales

N = /‘l"(;r, ¥y, y'yds.
i
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— Cette question se trouvant traitée d’une facon trés détaillée dans le
Tome 1l de 'Ouvrage de M. Tonelli, Fundamenti di Caleolo delle
Variasioni, nous nous bornerous & en indiquer ici le principe. 1l con-
siste & établir que les longueurs des courbes de la suite minimisante
sont borndes dans leur ensemble. Llles out alors au moins une courbe
d’accumulation rectifiable GC,, faisant partie de la classe des courbes
considérées, si celle-ci est une classe compléte, ce qu'on suppose tou-
jours,-et I'on a bien, en désignant par i la borne inféricure des o,

M=o

.

en vertu de la semi-continuité de cette intégrale. Ovl’étude d’une pro-
priété quelconque des courbes d’une suite minimisaute est, en géunéral,
tees difticile. On la simplifie un peu, dans le cas actuel, au moyen du
lemme suivant :

« Si, pour une classe compléte (K) de courbes contenues dans une
région limitée du plan, on peut trouver une fonction ®(a), détinie ct
coulinuc pour toutes les valeurs véelles de «, jamais négative et jamais

décroissante, telle que, U étant une courbe quelconque de (K), de
longueur L, on ait
L" (‘)(A(j)- »

Les longueurs des courbes de la suite minimisante sont boruées
dans leur ensemble.

Moutrous d'abord qu'on ne peut avoir ¢ = — x. Noit
G, Go ooy Gy oo
la sutte minimisante, On devrait avoir
A(:.. <—n,
d'ou
L ®(dg,) 20— ) I®(—1).

Mais on a toujours une inégalité de la forme

¢, — ML,

ot M désigne un nombre tel que

| F (e, vy @'y ) s M
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pour tous les (&, y) de la région du plan considéré et pour les a' et y'
inférieurs & 1 en valeur absolue. ll en résulte

Ag, T~ MO (— ) — MO (—1),

i ne pourrait donc égaler - ocy £ est done finic et par suite

o \
A, S+ —~
n
8 i .
L, @ (1 + —) B JOESERN
’
ce qui établit la proposition,

Application. — Montrons que si l'on a
I'> o, F, > o,

le minimam de 5 existe dans toute classe compléte de courbes conte-
nues dans une portion bornée du plan. En effet, en vertu de la conti-
nuité de IY, il existe un nombre M tel (ue

Fa, y, 'y )>m>0o (24 y'2=a),

doll
Nz ml,
P |
IA? '—“\q.
“m
Posons done
o N
Pla)= — ur o o
(a3 n f B
P(a)=o pour a<<o.

Le lemme précédent montre que les longueurs des courbes de la
suite minimisante sont bornées dans leur ensemble. Or, de l'iné-
galité 19,70 résulte la semi-continuité intérvieure de >. dans tout
ensemble de courbes de longueurs inférieuves & un nombre fixe. La
suite minimisante aura donc une courbe d'accumulation C, fournissant
le minimum cherché.

)
Minimum: de l'in!égl'a/e’ F(e, y, 2’y y', ", y")dl. — Consi-

o

dérons une classe | K] de courbes renfermant :
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1° Une inlinité de courbes X dont les longueurs sont toutes infé-
rieures & un méme nombre M, telles que les inégalités

27 Ly) — @' (¢y)

(2‘—[1 {gv‘tl

¢ o
;.\'ll- ly(t!)—‘) (Il) ;_\-:Mla

| . ¥ \ .
ol ( désigne le vapport - de I'arc a la longueur de la courbe, soient
salisfaites. ‘ .

2 Les courbes d’accumulation des courbes X sous réserve quelles
jouissent des propriétés indiquées plus haut au 1°.

. . de ody
S, s > ——y ——
Il en résulte que chaque fonction —» =

puisque son rapport incrémental est borné en valeur absolue; elle est

. .. . . v eoe e dy
donc aussi & variation bornée, et par conséquent les dérivées TE dw

velatives & chaque courbe existent, sauf sur un ensemble dc mesure
nulle, et resteut en valeur absolue inférieures & M, en vertu de (7).
Remarquons, pour fixer les idées, qu'on peut prendre comme courbes X
des courbes ayant une courbure en chaque point inférieure a un
nombre donuné M’ et des longueurs plus petites qu'un autre nombre M.

Nous avons en effet, en désignant par « I'angle de la tangente avec
'axe des a,

est absolument continue,

de e . da .
— = L.cosa. e smaz—(— =— Losinx. -
ds

ot det

D’apres les hypothéses

ez, LxM.
on a
d? v

MM —— MM
,:\1\1, |d(,|_m1\a,.

de
de?

d'oi deux inégalités du type (7).
Ceet posé, montrons que Uintégrale

W
R :j Fla, yoa' y's &, p*) dt
L)

atteint son minimum dans la classe |K|, pourve que la ficurative U
définie par Uéquation (5) de la page 426 tourne sa concavité vers
les w positifs. ‘
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Soit [ K, | un ensemble extrait de [ K ].
Considérons les @'(¢) associés aux courbes de | K, ]. On a

et () | = L] ()M

Ces fonctions sont donc c¢galement bornées; d'aprés (7), elles somt
aussi également continues. Elles adwettront donc au moins une fouc-
tion d’accumulation countinue ., (¢) (jui satisfait en outre a Uinégalité

Ly () =i ] M
ty— 1, r

Les ¥'(1) ont, de méme, une fonction d’accumulation y(¢) vérifiant
I'inégalité analogue et I'on peut toujours déterminer .« (¢). ), () de
manicre qu'il existe deux suites

RN 0 N e ) N N (A N

8 \
® Lol 23000 oee v,

convergeant respectivement vers &, (¢) et ). (¢), et dans lesquelles les
termes de mémes indices sont relatifs & la méme courbe de |\ ]. Or
on a

.

&)

a‘(t)::a-i—/

W

ot
rif o= [)+~/ Fde.

Les courbes considérées étant contenues dans une région limitée du
plan, 'ensemble des nombres a est boru¢; il en est de méme de celui
des nombres . Les @ et les & ont donc respectivement des valeurs
d’accumulation a, et &, que l'on peut toujours déterminer de telle
sorte que des suites (8) on puisse extraire deux nouvelles suites qui
convergent, l'une vers @, (4), lautre vers v, (¢), tandis que les a asso-
ciés convergent vers a,, les b vers b,. IPosous alors

S () di,

o) = @+ /
L)
N

Folty=bot [ i(0)dl;

A

il est alors clair que la courbe G, dont les équations paramétriques
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o
[,
-

sont
€=y (1), ¥ = o(f) (v, 1),

est une courbe d'accumulation des courbes de [K,]. De plus, on a

bien
Sa

== —-
n ellet, l'intégrale

1
[V F D=1,
v

tend vers

.
[ V(D) + 25 () de == L.

LR

Ov

dsa= \F (L) =2 2 (D) et

\l

el y.¢;" + )7 tend vers v -y Mais
Vet =1, [ car @ (L) =L 25 (s) ]
1l en résulte
, Vol 4+ v = Ly
d’oul
dyy = Ly di.
Pour ¢ = o, nous sommes a la premiére extrémité de C,. On aura

donc
so= Lyt

Considérons maintenant une suite minimisante pour 5, dans [K].
ID’aprés ce que nous venons de voir, cette suite a au moins une courbe
d’accumulation C, faisant partie de | IX], et sur cette courbe » sera
semi-continuc inférieurement dans 'ensemble des courbes de la suite
minimisante. L'intégrale 3, atteint douc bien son minimum sur C,.

Minimuwmn d’une classe particuliére d’intégrales. — Si Ton
cherche & exprimer d’une facon abstraite et le plus généralement pos-
sible le principe de la Méthode directe du Calcul des Variations, on
est amené i formuler ainsi le probléme :

1° Ltant donnée une courbe C,, prenons un nombre positif ¢ arbi-
traire. Quelles sont les conditions (a) & imposer & C, et les condi-
Journ. de Math., tome V. — Fasc. IV, 1920. 56
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tions (3) { imposer aux courbes C pour que I'on ait
al?; “\c‘\— 2.

les conditions ( x) ne dépendant pas de <?

2* Ltant donnée une classe (K) de courbes et une suite minimi-
sante () pour 3, existe-t-il dans (K) une courbe C, satisfaisant a («),
et telle qu'il y ait toujours des courbes de (X) satisfaisant & (3) quel
que soit £?

Dans laflirmative, G, fournit le minimum absolu de > dans (K),
cav ¢ désignant tonjours la borne inférieurve de 3., on aura bien pour

les C, de (X)

Ive - . 1
N R R N i o Pt

Ainsi, dans la méthode de MM. Hilbert et Lebesgue, les conditions ()
consistent & imposer aux courbes (i d’¢tre continues et rectifiables.
Quant aux conditions (3) elles imposent. en supposant toujours I¥, Z o,
aux courbes C d’avoir leurs longueurs inféricures & un méme
nombre \ et d'étre intérieures & un domaine () convenablement petit
de C,. (Théoréme de M. Tonelli.)

Etant dounde la suite minimisante (X) relative & une intégrale >,
dans une classe (K) de courbes, on doit donce chercher 1'il existe dans
celle classe une courbe G, telle que, dans tout domaine (z) de celte
courbe, il y ait des courbes de¢ (X) de longueurs inférieures i un
nombre fini \. La courbe C, ainsi déterminée fournira, quand elle
existe, le minimum de 3. Pratiquement, on considére une classe ren-
fermant ces courbes d’accumulations (classe compléte) et Pon cherche
les conditions & imposer & 3. pour que les longueurs des courbes de (¥)
soient bornées dans leur ensemble.

Nous allous maintenant donner une autre application des considé-
vations geénérales développées plus haut. Considérons la fonction de
ligne

o= [F(-l\ 2o v ) d
e

»*r AN

= — s—— =0, I o,
drdy  Jdr.ow 1
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On peut prendre, par exemple, 'intégrale

f F (2!, ) ds,
[N

qui rentre dans le type éiudié. Nous avons vu que 3, posstde alors la
semi-continuild large.

Soient (K) une classe de courbes ct (¥) la suite minimisante rela-
tive & 8. Si(Z) admet une caurbe de psewedo-accumulation G, con-
tinue et rectifiable, on voit immédiatement que, si G, fait partie
de ( K). cette courbc fournit le minimuam absolu de s daus (K).

Par exenple, prenons comme classe (K) celle qui est formée avec
les courhes :
y=sinnw (o, ) (=1, 2, ..

Toute courbe de (K) ¢tant en méme temps une courbe de pseudo-
accumulation, il cu résulte que le minimum absolu de >, existe tou-
jours dans (K).

Plus généralement, prenons une classe (K,) tormée d'une intinité
de courbes conlinues et rectiliables, situées dans une végion boruée du
plan, ef reafermant ses courbes de pseuduv-accumulation. et d'acce-
mudation quand elles sont continues et rectifiables. Ou peut prendre
par exemple pour K, I'ensemble des courbes joignant deux points
donués. :

Daprés ce que nous avons démontré i la lin du Chapitve 11, la suite
minimisante (¥) a loujours au moius une courbe de pseudo-accumn-
lation ou d’accumulation C,. Soit i la borne inférieure de 3, dans (K).
Posons ~
=1

Si C, n’est pas continue ou n’est pas rectiliable, cette égalité servira
de délinition & ce qu'il faut entendre par valeur de l'intégrale

f ey, & y')ds
«
prise sur G,.

Au contraire, si G, est continue et rectifiable, on aura bien
atl.,: i:

5, ayant cette fois sa signilication habituelle.
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Nous pouvous doue dive, en résumé, que les intégrales du type
étudid atteignent loujours leur minimum dans toute classe qui ren-
ferme les courbes d’accumulation et de pseudo-accumulation de ses
éléments.

tl &ait intéressant de remarquer en passant Uexistence d’une forme
d'intégrales auxquelles on peut appliquer les idées de Thilbert sans
risques de contradiction, Clest ce que la notion de courbe de pseudo-
accumulation et celle de semi-continuité large nous oul permis de
faire.

CHAPUTRE TV,

LA MRTHODE D ADJONCTION DU CALCUL DES VARIATIONS,

Position du problénre. — Dans le Chapitre précédent nous avons
exposé¢ une méthode qui nous a déja permis de démontrer simplement
le théoréme de M. Tonelli et de donner en quelque sorte les raisons
mtuitives de la semi-continuité, ainsi que certaines extensions de ce
théoréme. Mais il ¥ a plus, et notre attention se portera sur le point
suivant : I'idée méme (ui nous a conduit & c¢tablir la semi-coutinuité
peut devenir le principe d’unc méthode autonome du Caleul des -
Fariations, méthode déja reucontrde dans des cas particuliers par un
grand nombre d’auteurs (*), mais dont I'étude systématique n’avait
pas eucore été faite, et dont on peut formuler ainsi le principe :

Etant donnée une courbe C,, pour comparer les valeurs d'une

(Y) Voirsuvtout Havanawn, Legons surle Calewl des Variations, et E, Vessior,
Essal sur la propagation par ondes (Annalesde U'E'cole Normale, 1. 36, 1900);
Sur la propagation par ondes et le probléme de Mayer (Journal de Mathé--
matiques, t. %, 1913). On trouvera dans le secoud de ces Mémoires une étude
complete (p. 60 et suiv.) du probléme de Maver interprété physiquement comme
la recherche des courbes le tong desquelles la durée de propagation d'un ébran-
lement est minimum, et une méthode qui permet, grice notamment a l'intro-
duction d’une intégrale portant sur une différentielle totale d¢tablir que chaque
trajectoire obtenue fournit bien le minimum cherché, pourvu qu'on impose aux
courbes considérées un voisinage convenable avec elles,
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fonction de ligne Iy, prise par C,, acee les valeurs qu’elle preud sur
d’autres courbes G, nous nous servirons d’un intermédiaire ot @l
nous cherchons @ adjoindre une intégrale curcilignel, elle que

le,= li:ﬁ | P 8
Nous ferons Uétude de 1i : & toute égalité de la forme
le=1l¢,+A
correspond pour |, U'inégalité
o2 le,+ A

Clest ainsi, par exemple, que de la continuité de I; on a déduit la
semi-continuité inférieure de I : dans la démonstration du théoréme
de M. Tonelli, nous avons adjoint & I, l'intégrale

»
le= / Fo(e, y, 9, Wyde + Fe(eyo 9, 9)
N
oul'on a, sur C,,

=gy M)y ye= el 2.

Nous dounerons le nom de Méthode d’adjonction aun procédé qui
vient d’étre décrit pour rappeler I'idée qui en est a la base, et nous
raisonnerons pour plus de simplicité sur des intégrales de forme
ordinaire ('),

b
I(;:f f@, v ) de  (b>a).

Dans tout ce qui va suivre, on considérera seulement des fonctions
admettant des dérivées premiéres et secondes, ou plus généralement
des dérivées d’ordre assez élevé pour que solent valables nos raison-
nements ultérieurs.

" Cecl post, il y a deux fagons principales d’adjoindre & I, uue inté-
grale curviligne I suivant que l'on fait ou non entrer la fonction
inconnue y parmi les variables indépendantes de P'équation qui
détinit la figurative. Occupons-nous d’abord du dernier cas.

() Cest de Pextremum fort de ces intégrales qu'il s'agit dans ce qui suit.
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(3
Etude des intégrales [ J(&, y, ¥y )de. — Considérons la figura-
va

tion définie dans un systéme d'axes Q) u par I'équation
w=r(xr1'),

el supposons qu'efle tourne sa concavité veps les w positifs, ow qilelle
se rédutse a une droite. Clest ce qui aura lieu si

RN N

P o

().‘.l’ .

A Pintégrale
=

ah

o= / S ‘)..-'\.\")d.{\

Al

adjoignons l'intégrale curviligne
= [ L0 3 00— 9202 3y ) e+ Fylry 1 2)
A

la fonction continue 9(.z, y) étant astreinte a la condition
Fol)=ole ()]
On aura bien, en vertu de nos hypotheses,
lc‘,: li:\,, ](:; !i:,

cette derniére velation résultant de ce que f(w, y, »’) Pemporte sur
FGry 3y )+ (' —2) fi(x, 3, ) d’aprés le sens de la concavite.
Appliquons alors a I, la formule de Gireen. On a, en supposaut que G
et C, ont les mémes extrémités,

e | VL S FI (92 4 22 2L gy
"'*"@“ﬂ/ \L)}d‘y dxdo ~ Ty de (o.»*"oy Jory e
d’onl

e ([ BS 0L (de 09\ O,
M l‘::l':°'r/\/|_:)?(7—y~<).vdq Q()vdqa (z)‘r%_c')dy ()Q’Sd‘l'dy'

8

L'intégrale double est étendue a I'aire (A ) comprise entre les deux
courbes y =y, (&) et y = y(x), avec les conventions de signe bien
connues. On doit remplacer dans 'expression des dérivées secondes
de £, y' par ¢. ktudions Pinégalité précédente.
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Cherchons d’abord & annuler identiquement la quantité sous le
signe intégral. On aura alors
L2,

pour toutes les courbes C ayant les mémes extrémités que G,.
Or, ¢n tenant compte de la condition imposée d o,

(2) yolwy=ola, yolw)).

on trouve que U, doit étre une courbe intégrale de I’équation d’Euler

Jar d 7 of\
- — — | == )=,
_ v e \cb") '
cav on a sur (G,

(99 (s, (92) = 0?) %) dve _doy _
(lr! ) P k').")'f . (‘)~". 0+ ()-,Y ode T de T

Ov, on peut trouver en général une famille de courbes extrémales X
dont la génératrice comc.de initialement avec C,, lclle que, en posant
en chaque point (e, »),

o, V) =y

' A . dY N . »
y' étant la valeur de - prise en (v, y) sur 'extrémale passant par ce

poiut, la fonction 9 soit définie et continue ainsi que ses dérivées par-
tielles du premier ovdre ; o sera alors une intégrale de l'équation aux
dérivées partielles

=0

of of 3f (:)-:_) . 00) of

(.); T ax J9 - v o “\ow + ‘)0_\ ()O‘

satisfaisant & la condition (2), d’ou le résultat annonce.

[l y a une analogie évidente entre le raisonnement qui piécéde et la
maniére dont Weierstrass obtient les conditions suftisantes pour qu'un
ave d’extrémale fournisse ellectivement le minimum de Uintégrale
étudiéé ; nous renvoyons pour I'étude de cette théorie au Tome 1 du
Cours d’analyse de M. Goursat, a partir de la page GoS. Notons tou-
tefois que la méthode d’adjonction nous y a amené d'une maniére
toute naturelle; nous verrons qu’elle nous permet d’aller plus loin, et
de traiter le cas ou, dans les fonctions de ligne étudiées, la quantité
sous le signe intégral dépend non seulement de la fonction inconnue y
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et de sa dérivée premitre, mais encore de dérivées d’ordre supérieur.
Revenons pour le moment a I'étude del'inégalité (1) dontnous allons

tiver encore une conséquence.

Variations unilatérales. — Prenons comme expression de 9 ccllu
rqui est la plus simple possible, ¢’est-d-dire posons

o(. )= ryu(a). '
L’inégalité (1) devient
1 v . .
. St rTvar oy VR
S / A" AN O
i .,‘+' /“ dlw.ﬂ tay ~ dx oy, C Oy 0y, 0%, R v

supposous que l'intégrale qui figure au second membre de I'inégalité
précédente soit positive. On en livera alors

<
I L,

Soit une courbe G, sur laquelle y, () est continue, et qui satisfait
A la velation
of of
‘7\_‘: dx (()) ) >

I existera alors un domaine (®) englobant C,, tel que si (i, y)
désigne un point intérieur & () on ait

Jf ar B ()“‘f . o f N

o

ay oxdy, o dvar, M Yyt

| on suppose toujours dans l'expression de ces dérivées y' remplacée
par y,(x)]. Soit C une courbe intérieure & (@) et ayant les mémes
extrémitds que G,, ne la traversant pas, et telle que le sens de parcours
du contour (G, — C) soit le sens direct (sens dont il faut faire tourner
O pour l'amener sur Q) par une rotation moindre que =). On aura

pour toutes ces courbes
lel g,

Remarquons que, quand f(x, y, ¥') a la forme remarquable

JE(@) + 029",
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b . -
S fof _daf . .
e [ i, = 7 (7) | =

on a

o

Les considérations précédentes s’appliquent sans peine aux inté-
grales de forme paramétrique

l.;:—_f F(a, y, @' ") ds,
¢

On les étend facilement aux intégrales doubles, comme nous allons
* le voir.

Intégrales doubles. — Nous nous proposons de comparer la valeur
de

I‘\:/ , F(a. vy 5 p0 @) dady.
Vo

prise sur une surface donnée S, limitée par un contour C, avec celles
qu’elle prend sur toutes les autres surfaces limitées par C,.

Ici, la méthode d'adjonction consistera & adjoindre & I une inté-
grale de surface

(= f / i A,y 3)cosa + B(x, y, 3)cosB + C(x, y, 3)cosy|da,

telle que, sur une surface donnée S, on ait I, =1I{, et sur toute autre
surface, [.7 1§,
A chaque point (@, y, 5) de I'espace associons la figurative ayant
pour équation
u=F(x V73 p. q)

dans un systéme trirectangle (Opqu). Supposons qu'elle tourne sa
concavité vers les u posilifs, ce qui aura lieu sil'on a

AL or )’_E‘EQ’E<O
opr T dpog) op* g8 T

A l'intégrale 1 adjoignons alors

li= f ipFo(a, 5, 5 0, 0) + gFy (@, ¥, 5, 9, 4)
YooY o
+F(. ) —oFo(..) —yFu(...) | dedy.

Journ. de Math., tome V. — Fasc. 1V, 1928, 57
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Les fonctions 3 et ¢ satisfaisant aux conditions

Gloy vz =Pl y)y ), 3o = (e v).

. , L o e . ds, Oz, - .
Po(y ) el ga(e, y) Clant les dérivées partielles 5= ;# On a bien

alors
=1 o I3k
Or nous pouvons écrive

—pdaedy =cosads, —qdedy =cosdds, du dy = cos y ds.

Don

l;:/ } |— Fpeosax — Fycos3 4 (F—o by - Y Fy)cosy | ds.

Dans Uexpression des dérivées partielles de I¥, on a remplacé p et ¢
vespectivement par ¢ et . Considérons alors toutes les surfaces S
limitées par le contour G, de S,. La formule de Green nous permet
de mettre la diflérence Iy — I} sous forme d'intégrale triple étenduc,
avec les conventions habituelles, au volume V compris entre S, et S.
On aura alors

AKY Rl () N () 3 ‘) N BRI D AN ; N rel=
(0) I.\_ l>..+/ ’ /\\‘\—* ()7‘(' ;)—‘ (F(l ?) ~+- ():(l -——J‘;«——‘fl -!J)‘|(('\l li.) ez,

ety

Un calcul facile nous permet d’écrire de la fagon suivante la quan-
tité sous lesigne intégral :

It _t):_l__ L J*F . (()? - ():_)) RN ()'f: 4 !!:J AN
D: T dsde deadr  \dwe T P0:) dat \Jl- 295 a5 0y

K , *F _ (()g; '2)?) ) F (l)L!J Y J

= o5ar ~raver oy TV oo\ v g o

Pour délinir 3 et ) on peul prendre par exemple une famille de
surfaces engendrée par une surface variable X qui coincide initialement
avec ¥, et poser, en chaque point del’espace,

el oy s)=plany), bl ) =g(e, ).

N

' - TR )z . "
p et g dlant les dérivées 5= :-)3 prises en («, ) sur la surface ¥ passant
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par le point (v, ), 5). L'expression précédente devient alors

o d '01«‘) L (aFy
a5 dx (()p dx ( aq )’
en vertu des relations

do Jdo _do  do ds __ dp

£) —— TN e —_— e T
oz Tds  de Jds: dv o

et des relations analogues en 4.~ - -

On tive de ce que nous venons d’exposer des conclusions analogues
a celles obtenues dans I'étude desintégrales simples. Ainsi, supposons
quon ait surS, :

, or d [ oF - v

(n 5o, i (i) = 5 () >
on en tre, en supposanl foujours que la figuralice tourne sa
concavité vers les u positifs, que Pon a pour loutes les sur faces
conrtenues dans un certain domaine, liniitées par le contour de
ot sttuces au-dessus de cotle derneére, Uinégalite

J. N

(SN

ot

Lin effet nous pouvons poser
Ry vy )=l ) w3 =qele p).

et dans I'inégalité (3) la quantité sous le signe intégral est alors
8 ) [ 8 8

of ¥ F dpy *F - dqy 0
ERN?) A foy p,ds  de dpy A dp, dqy
or J*F dp, o*F dq, »*U

— 04y Dy — g dz —3—)‘ m‘ - ’(‘)—y‘ FPE .

En vertu de (4) il existe autour de S, un domaine (®,) tel que la
quantité précédente soit positive. Alors, dans l'inégalité (3), I'inté-
grale triple sera positive pour toutes les surfaces situées au-dessus
de S, etintérieures i (@), d’olt la conclusion annoncée. Remarquons
enlin que sil’on a

F("" ) 5 p, (/) = ;F('ta )’) -+ ll'(w, ¥ ) (])\
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Pinégalité (3) devient

. CLTOF  dfoF\  d (9F\7,_ -
s '*/“T"TL(‘);‘)"?T(W)](“”‘“ o

Application de la méthode d’adjonction awx intégrales
Wb
l.;:/ Jeoy oy v da (B> a).
“a

A chaque systdme de nombres (w, y) associons une figuratice I’
définie par I'éguation
we= e ; RES ‘\"’\

dans un systéme trirectangle (O y'y"u).
Notre hypothése fondamentale est encore que cetie sur face tourne
sa concavité vers les u positifs. Clest ce qui aura lieussi

) B N\
> yrap) —aEen <

Soit C, une courbe donunée, représentée par la relation
y=ya(2),
et soient 9, (v, ¥), 9.(, ) deux fonctions continues satisfaisant aux
relations
(9) S B N | N S S I R RS}

Considérons I'intégrale
(J
W == f VT (@ Yoo 20) Ve () 1) = 00 o, 00) — S, () L de

(on a remplacé partout dans I'expression de f et de ses dérivées y* et
P U Al N Al
Yy’ respectivement par g, eto,).

Nous avons

2L, le, =1

N

Avant d'aller plus loin, fixons certaines notations que nous retrou-
verons dans la suite. Soit u[z,¥, %, ..., @,] une fonction de x, y,
@1y« +» Pn qui est par 'intermédiaire des » fonctions ¢,(x, y) une
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fonction de 2, y, que nous désignerons par U(x, ). La notation :—;—;-:
représentera la dérivée partielle de « par.rapport & o, y et les g; étant
traités comme desconstantes. Au contraire 5‘); u désigne g“[,] - Dewméme
pour les dérivées par rapport i y.

Intégrons alors par parties le terme en y” dans 'intégrale 1. Nous
abtenons

h -
. ' \ e ‘) N (, * Q0
(6) '=A +j" | =" gy ety lfq.— ()"‘,;.f%] = eufo— oS5 f day
ol
A=) (D) [l 0, (), ¢\(0). 21(0) ] -0 (@) fol @ y(a), 91(a); ga(@) ],

Nous allons maintenant appliquer la méthode d’adjonction & la
nouvelle intégrale qui figure au second membre de (6) et qui est de
la forme

b *
[ rminy g da

Pour cela, considérons la figurative qui a pour équation daans un
systeme O, y"«,

) 0 ;
“1:’—)”“(‘)"‘../0%'*')',(./‘?" fﬁ‘f"') + f— oo, — aufus

" elle tournera sa concavité vers les u, positifs, ou seréduira & une droite
i )
si 'on a
- d . . <
(7) l)—),f?.(d'a_)y(?n @:) > 0.

Nous formerons alors I'intégrale

b
“"):/\ ))”fépl.)(-va Y ?1) +f("l'°’}'! ) ""?Lf?.(‘t: Y (?l)gd‘v
@

Ou encore

[ |
Uy _ Jd . 0
I#'= ja [?? oyfetS—anfu— qo.f?.]dx + [— 201 gyle gale S, ?']dy ’

On a alors, pour toutes les courbes C ayant les mémes extrémités
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que G, et quilui sont tangenles en ces poinls,

A ,
— tHh > ) e
L= L= o= W= iy = [

L]

» b
S de — [ S de
va

ou linalement
(s) To— e, D IE — 12

1 est une intégrale curviligne

[V e+ Qdy.
v
IFormons la quantité
_— _0Q P
B, )= 75 = o

elle est de la forme

- . ) Jdi+io, fp==1,2
1:(.1.-,y)::I-<./zr,.),<?,,. 72-‘7);%) ( I'+/'F'2>‘

Soit alors X une famille de courhes renfermant la courbe C, et
balayant une certaine portion du plan. lin chaque point (., y) posons

(9) @ty ) = )" (&), vy y) =07 (2),

y' et y” ¢tant les dévivées prises en (w, ¥) sur la courbe de X passant
par ce point. Nous supposerons cue ¢, et 9, sont bien déterminées,
ainsi que leurs dérivées partielles des deux premicrs ordres. Nous
allons alors établir la relation

e Of A (U
(lll) L(\l"‘)—-;)3/—(7.13<;}3f—’)+(_17'5<(_)3;”>.

Considérons la fonction
‘,'II] (_p‘ ‘y, }/’)l

on a, d’aprés ce que nous avons vu & propos des intégrales

h
[ s

C A d (o/m>_
" - M=ty );

la relation suivante :
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moutrons donc I'identité des seconds membres de (10) et de (11). Les
vantités figurant dans f¢" devant étre prises sur une courbe donnée
8 P
de (X), en vertu de on peut, une fois les dérivations effectuées
? ? ’
remplacer ¢, et 9, par ¥’ et )”, ou faire I'inverse. L'expression de /"
¢tant

, d
SO,y p) = (fq:."‘ ;{;f%).}"**'f*— ¢S, — 1S5,
un calcul facile nous donne |

afn af ” 0*
DIZETA d Ao <<m)>" f")

()/(l) - ¥ 4 .
~ |f*’: dl J] ) :)T;/‘?a’

d’ott U'on tire immédiatement le résultat annoncé.
Supposons donc que parmi les courbes mleﬂrales de I'équation

d’LLuler
af d [df a\ _
i~ g+ aa () =

il existe une fawille de courbes X dont fasse partie G, (faisceau spécial).
On aura alors
. E(e, y)=o,
d’on
l(?).,‘ lxﬂ‘

et
l(‘\ ](:“ﬂ

pour toutes les courbes C ayant mémes extrémités que C, qui lui sont
Llangentes en ces points, pourvu que I'inégalité (7) soit satisfaile.
Il existe en général de telles courbes E. On peut toujours, en parti-

culier, s’en assurer quand on sait intégrer I'équation d'Euler. Obser-
vons que si I; est de la forme

b

l.= [ tyE(e)+ (e y, ', ") L de,
Yu

on peut prendre comue courbes ¥ celles obtenues en imprimant a

une courbe intégrale particuliére de I'équation d’Euler une translation

parallele & Oy, car si y, (&) est une solution de cette équation,

Yo+ A en sera aussi une daos le cas actuel.
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Exemple. — Soit 'intégrale
ki3
T
o= f (—2*+ y") da.
v T
iy
L'équation d’Euler relative & cette intégrale est
ady
T — )=,
et son intégrale générale est
¥ = Cysinx + Gyeoswe + Gysha 4 Gyeha,
La figurative relative & [, a pour équation dans Oy'y"«
3 4 R

—

1 ==— y —}—\)*";

c¢’estun cylindre parabolique dontles génératrices sont paralleles & Oy
et qui tourne donc sa concavité vers les « positifs.
Considérons I'extrémale G, ayant pour équation

. ‘® dn
y=sina, (», 20,

’ ’
4
Nous pouvons prendre comme courbes X les courbes

»=0Csinw,

d’ou
y'=Ccosa; y'=~ Usina,
Par suite
cos.x
@, =% ) e— T, V)==—9.
0 () =y e y)=—y

L'inégalité (7) s’écrit ici
——ag:S0 ou —aJo;
elle est toujours satisfaite. On aura donc, dans le cas actuel,
leZ L,

pour toutes les courbes ayant les mémes extrémités que C, et qui lui
sont tangentes en ces points.
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Fariations unilatérales. — Tugorime, — Soit G, wne courbe satis-
Satsant @ Uinégalité
i d / AN
(12) LU iﬁ /. >0,
dvy  dr\dv, e oy,

on auraq
l(l : IC\.v

pour toutes les courbes G d'un certain domaine englobant G, qui
ont les mémes extrémites que cetle courbe et lui sont tangentes en
ces points, pourve gielles restent au-dessus de G, que la figurative
lourne sa concavilé vers les w positifs, el que l'on att en oulre

(™ AN CSUI DR SO
En effet, nous poserons ici
o (0 3) =)y va(y 1) = (et
I'inégalité () deviendra
() Lo Loy yovu(e) (@) ] o

Ni(12) et (13) sont satisfaites, il existera un domaine englobant C,,
a I'intérieur duquel les inégalités (77) et E(, ¥) > o serontsatisfaites,
d’ott
PR TES
et la conclusion annoncée.

Semi-continuite de [ _/(.L y, ¥, ¥")dx. — Ens’appuyant sur la

continuité de 17 on en déduit les conditions de la semi-continuité
de L. D'une facon précise, supposons que la figurative tourne sa con-
cavité vers les u positifs et que I'inégalité (13) soit satisfaite.
Siy=y,(@),(a,b) est 'équation d’une courbe C,, la fonction y,(a)
admettant des dérivées continues des quatre premiers ordres, a tout
nombre positif ¢ on peut faive corvespondre un 3 > o tel que, pour
toutes les fonctions y intérieures au domaine () de G, et satisfaisant
aux inégalités

¥ (@)=yi(a)|So,  |¥'(0)—yo(b)|Zp

Ll —

Journ, de Math., tome V. — Fasc., IV, 14926, 33

on ait
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N

Remarque sur les intégrales) ;= [ fla, v, ¥, o0, ¥ de. - On

a
peut se proposer d'¢tendre les considérations précédenles aux rté-

grales de ce type. A chaque systéme (. ) nous associerous

encore une figurative ayant pour équation dans un systéme fonda-
mental [0y, ... y™]

w=fley g el

soit alors C, une courbe donuée. p,, ..., 9,, n fonctionsde (¢, ») satis-
faisant aux conditions

: [ . . SNy e P o .
(9 ) Yo ‘?l("'s,‘ u)~ ey J 0") - 9::(\':“(-)'

Considérons l'intégrale L' obtenue en vemplacant la figurative par
la multiplicité linéaire & » dimeusions qui lui est tangente au point
1205 22 ooy 2] Onaa

N
It = / R N R T R A e S =S o Sy e
“
en intégrant par parties le termeen y*, on met 1! sousla torme d'une
somme d'un terme tout intégré et d'une intégrale

Al
SO v o 0 e

ta

ol

C C do, L dy )
() —~ L ae . PR L ST A S =)
./ k./-!u.) k-f’f"‘."l d\\. t dowavan ()“. ~) .)
4 . . !}0[ o d?n
G/ —f. . =L - D
(c/‘!nmx J-.'.-n:\ d‘v ./:’uyu d\l‘ ,

_{.‘f‘:"_')'(lt‘-:) + e .j‘;“)" +‘f~ ?N."'-?',. PO e ?‘/‘;‘-

.‘-\Il—~( )

Appliquons & £ le procédé que nous avous appliqué d /, ¢’est-3-dire
remplacons £t par I'équation de la multiplicité lin¢aire & #-— 1 dimen-
sions tangente en (9,, ..., 9,—,) & la figurative relative relative & f*,
on obtient ainsi une intégrale L' que I'on mettra sous la forme d’une
somme de deux termes, dont le premier provient de I'inlégration par
pacties du terme en y=", et donl l'autre peut s'écrire

N
JE gy, v ooy dee

a
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en continuant i procéder ainsi nous tinirons par arriver & une intégrale
curviligne

= /‘l’(«', y)de + Q (&, v)dy.
e

Considérons, comme plus haut, la quantité
s __9Q oU
L, ») = T ay

clle est de la forme

. < div iy W= T N
B, 0V =F (J.\ Ny Oy e z-) ! e \)‘
N owiayd t-7.n |

Soit alors ¥ une lamille de courbes dont fait partie G,. Nous pose-
vous en chaque point (&, )

o (s v) = v (), NN o, (@ ¥Y= 3" ()

\lors, si les 5 sout bien déterminées et continues ainsi que leurs
derivées de » premiers ovdres, on aura

, o O . T o
L) l-(‘l\.‘)~-(-)-5;' (Il‘(()) \)+ ={—1) ({l”[W_ :

Nous avons déja vu que cette rvelation étail vraie pour n=1 et
pour n = . Pour I'établir dans le cas général, il suftit de montrer que
st elle est vraic pour # — 1 elle est vraie pour n. Considérons alors
ey vy Y], comme clle ne dépend pas de dérivées d'ordre
supérieurdn - -1, la proposition est vraic pour elle, par hypothdse.
Or, d’apres ce qui a été dit plus haut, la fonction E(.v, )) relative
a [ et celle qui est relative & /™ sont identiques. Or nous avons
supposé que l'on a

) o ' 0

() E(eemy = g(_){)__% (%L"i R ) dvn—l (()(\){: ”)

el la proposition que nous avons en vue sera ¢tablic si nous montrons
Iidentité des seconds membres des relations (14) et (13), en tenant
compte des équations (g'). Revenons a I'expression de 1. Les quan-
lités figurant dans /1" devant &tre prises sur une courbe donnée de X,
on peut encore, une fois les dérivations effectuées, remplacer 3,,
Das oo Guy par ¥, )T(0). Loy (&) respeclivement, ou faire



454 ANDRE ROUSSEL.

Iinverse. Un calcul facile nous permet alors d’écrire

afrm af J g? o?

- __. L o yinn | L o
(’). 0‘). R d,,fyu J I:dJ-‘d\'f"‘" l") d).:.fyn ’
arm e O

— — i) S =

s Y et I

(f\l)
dy

l

If

............

d.f\ 0

())!(IP".‘) :-,'.:"- kN

W . d
PIECE = grtse

D’ot I'on tire immédiatement le résultat annoncé.
Ceci pos¢, nous avons, d’aprés la tagon dont on a formé les 1,

v.(’
=1, I = / VARA KN VIR SL L I 1N Con
Ya
b
) e - .y o .
‘,; - f f{n ‘)(‘zsv‘oy)o)d'l-
Ya

Soit alors )-() une fonction satisfaisant aux relations
Q) y¥(a) - ¥ (a)=o, Yy b)—ri(b)y=o {(i=o0,1...., n—1),
On alors

b b
== [ fide— f Jide,
v 24

car les termes tout intégrés disparaissent dans la différence.
Supposons que I'on ait

b
(r=) f SOl v oo e de 21 Y (f=e, 0 oo n—).
2]

il est clair que I'on aura ainsi

— L .")__. m
o= Lo 2 10— 1
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Eu eftet

K S .
h—leg=h— R -1 =j Sde— j Jode= , Sde— Ry
a& a

Ve

N b Py

- = j frde [ 3 de= j fOde — 1
Q Y a

Tl¢ — 1@ =L O =1

Or nous avons va que lintégrale L' est une intégrale curviligue. Si
elle porte sur une différenticlle totale, on aura pour toutes les cowrbes
salisfaisant aur égalités (16) et aux inégalités (13)

el by

(est ce qui aura lieu si, parmi les courbes intégrales de l'équation
d’Euler il existe une famille de courbes S et si C, est une intégrale de
cette équation. car on aura alors

) ! " d o of
k(. )‘):i-‘i-m—(— i)-&-...—i—(—l)" ¢ (d‘, ):0,

N Jdy  de \ g dan \ gy
' =12,

Il existe, en geéuéral, de telles courbes ¥. On peut toujours, en par-
ticulier, s’en assurer quand on sait intégrer I'équation d’Euler. Obser-
vous que si I est de la forme

b

o= J LrF() + @[, L ] de,
a

on peut prendre comme courbes X celles obtenues en imprimant & une
courbe intégrale particuliére de I'équation d’Euler une translation
parallele & Q) car si y,(x) est une solution de cette équation,
y, -+ const. en sera aussi une dans le cas actuel.

Revenons maintenant a 1'étude de l'inégalité (17). On a

ab

Jial [, PR Y N - s o N

W= [ [ 0L 0 2 e B el YR
Va g

+ =2 ) — e T da

nous allons calculer la différence A® entre 9L, )7, ¥, ..\, ] et
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la quantité sous le signe intégral. Sil'on a
@™o (f=1, 2. ....n),

les inégalités () seront satistaites.
Supposous A™ o, ¢’est-d-dire que la tigurative

w=gle g ]

tourne, dans Phyperespace & n + 1 dimensions, sa concavité vers les
u positifs. Par contre 721 les figuratives ne tournent plus leur conca-
vité dans un sens donné. ln effet, on a pour 1<7Zn —

Py (oc v g ay (@ ) s (e Ve

“ae

LA (R R R L RO R N
U n caleul faciie nous donne
A =ma [ — 07— 20

Qn voit que cette quantité ne gardera pas en géudral un signe cons-
tant; cela ne pourra avoir lieu que si 'on a

I=n—1.
alors en effet

A (v =,

Mats st 2 >2, les A précédant A ' ue conserverent pas de signe
constant. Au contraire, si n = 2, il n'y aura qu'une seule A; on aura
i=1,¢e

AV = (O — 5 R

On voit done que pour # > 2 nous ne pouvons pas tiver de couclusions
générales; il faudra dans chaque cas étudier le signe des AY, ou d'une
maniére plus générale le signe des intégrales

I A’ v e, U —o) de

va

Si elles sont positives ou nulles, et si la figurative tourne sa concavité
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vers les w positifs, on aura 1,21, pourvu que les courbes G vérifient
les équations (16). Au coutraire, si n =2, il suflira, pour que la con-
clusion précédente soit valable, que I'on ait simplement, comme on
I'a vu au paragraphe précédent (),

‘-
@y .o

Seconde méthode d’adjonction. - Nous avons dit au début de ce
Chapitre qu’il y avait deux fagons principales d'adjoindre a une inté-
grale 1, une intégrale curviligne ;.. Jusqu'a présent nous n’avons
étudi¢ qu’une seule de ces méthodes, celle qui consiste & faire entrer
comme variables dans I'équation de la ligurative uniquement les déri-
vées de la fonction v, Nous allons maintenant y faire rentrer y elle-
méwme. On aura ainsi, » étant le degré le plus élevé des dérivées tigu-
rant dans £, une ligurative & # + 1 dimensions, définie dans un espace
a n + 2 dimensions, Notre hypothése fondameuntale sera encore que
cette multiplicité ne descend jamais au-dessous de sa multiplicité
linéaire tangente & » + 1 dimensions. On voit donc (ue, pour expri-
mer ce fait, nous serons conduits & des inégalités plus vestrictives qud
celles que nous avons rencontrées dans la théorie précédente; mais
pour » 2 2, cette derniére supposait en outre satisfaites d’autres inéga-
lités qui par leurs formes ne permettaient pas de tirer des conclusions
générales. Au contraire, la nouvelle méthode nous permettra, avec
une extréme simplicité, de traiter les cas que la premiére n'avait pu
étudier.

1° Intégrales

b
ly= f Sleoy vy oo, ymde (b> a).

A chaque valeur.c de ., faisons correspondre la figurative I' ayant
pour équation dans un systéme fondamental Oy ... v

w :/\;, RS ..y""|~

(') ¢} en eltet est égal an premier membre changé Jde sigue de 'tnégalité (=),
1 O D -] pe) ¢
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et supposons que, dans Uhyperespace a n + 2 dimensions elle
tourne sa concavité vers les w postlifs.
Soit 11 la multiplicité linéaire & 2 + 1 dimensions, tangente 4 I" au
point
l."o(-_’;)) "n(—;\)’ SRRTI KT\ I
Désignons par I I'intégrale obtenue en prenant IT comme figurative.
On a

h
= [ R A R A I e s I A G|

e

S ATRED Bl L S (N IR ) A CR ¢ SN
et d’aprés nos hypothéses,
](j; :j_\ l(f\‘-: |¢'j~‘. d.(\l‘l Ilf—" l';-; " — l;~“.

Or I est la somme de deux intégrales: 'une est

Wb
= / sV () 0 G ) oA L,

- LT

autre porte sur une expression de la forme 3 (&) dwe, ott 3 est bien
déterminée, et disparaitra dans la différence I = I{,. On aura donc

=2 le— L.
Soit alors C, une extrémale, et C une ccurbe telle que
@)= (a)=no, YD) — i () =0 (i=o.t,...,n—1)

Je dis que I'on a
leZle.

En effet, intégrons par parties le terme en »®™. On a

g d )
=AM [ o — e LY ey fi ) s
‘a

en intégrant par parties le terme en y®=" de la nouvelle intégrale, et
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FAN
v
°

ainsi de suite, on a finalement

. \ \f
o= Ao A A ¢ .
¢ A + / 3())., d:(d\ e

d? ) f
+ (= |)"dz" [,)(,w)] 2(\ — v day
d’ot1

I — l(;‘;,\m— AJHAD A e A AW

d df) WA N
+‘/‘ d)o a; (m -+, ( l)'({r" (W)\() "“)o)d‘l.

4

Or, d’aprés nos hypothéses. toutes les différences A®— AY sont
nulles ainsi que Uintégrale du second membre de U'inégalité précédente,
d’ou le résultat annoncé.

Semi-continuité de [ STey )y, o'y o ™) de. — Llanalyse précé-
Ya

dente permet de trouver les conditions qui doivent ¢tre remplies pour
assurcr la semi-continuité inférieure de cette intégrale. Nous suppo-
sous toujours que la figurative I' tourne sa concavité vers les w positifs.

Stant donné un nombre positif ¢, ou voit immédiatement qu'il
existe un $ > o tel que si v,(.v) admet des dérivées continues des 2n
premiers ordres, on ait pour les courbes (l intérieures au domaine (3)
de C, et satisfaisant i

|3t (a) — yd (a) | 3o, [y (b) — )y (b)| 2o (i=1v. 2 oo —0)
'inégalité de semi-continuité

LWilg,—s (Y.

1]
Intégrales [ Sy v oy v e v ) dee — Considérous la
v

(') On voit que dans des cas trés étendus ces intégrales posséderont méme la
semi-continuité large. 1l suffit, pour le voir, de veprendre les raisonnements des
pages j22 etsuiv,, en remplagant laligne polygonale inscrite, parlaligne formée de
morceaux dextrémales ayant avec Gy un contact d'ordre n — t en chacun de ses
points d'intersection avec celte derniére, et de tenir compte de la semi-conti-
nuité inférieure de 1.

Journ. de Math.,tome V. — Fasc. IV, 1924, 29
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figurative
D SRR A
==, Y1y Fay ooy Vay Koy Ve enen ),

et supposons que dans 'espace & 22 + 1 dimensions elle tourne sa
concavité vers les u positifs. Soit »° (), 37 (v), ..oy 1, (0), 1 fonc-
tions dounées que l'on peut considérer comme définissant une
courbe C, dans I'espace & » + 1 dimensions. A I'intégrale

b
'\I: [ ./‘(.l‘, TR TP ./‘.'l‘ e Dy;x ) de (b > ”)'
via

adjoignons l'intégrale I;; obtenue en remplacant la figurative par son
plan tangent au point [ v (®), «.., Vi ¥y ooy Vi |- On peutscinder 1 en
n + U intégrales, la premicre portant sur une fonction de x bien déter-
minée, et par suite disparaissant dans la ditlérence I, — 1, les » autres
étant de la forme

) J ‘
/ k d ;\C J ¢):{t'>({l ({==1,a, ..., 0

L

et nous aurons, enintégrant par parties les termes en 17, une inégalité
de la forme

n n I . )
N A A - N [ o _d o e Y o
le— Y2 — | AT+ | ) 0)7 de\oviv ) (vi—af) de
\ i
Si €@ a les mémes extrémités que G, ona A= A" Il en résulte
que si G, satisfait aux équations

Jf d ; dJdf .
T ——-d\v(())m),_o ((=1.20 .00, n),
on aura bien

(18) (P PO

Les inégalités exprimant que la figurative tourne sa concavité vers
les w positifs sont plus restrictives que celles de la théorie classique.
Mais tandis que dans cette deruniére Pinégalité (18) a lieu pour les
courbes C appartenant & un certain domaine de (., daus le cas actuel
elle est satisfaite pour toutes les courbes G (on suppose bien entendu



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS, .'|6[

que ces courbes ont les mémes extrémités que C,). Remarquons, de’
plus, que la méthode s’étendrait sans peine au cas ot f dépendrait des
n fonctions inconnues y,, ..., y, et de leurs dérivées jusqu’a un ordre
quelconque p. )

Intégrales doubles. - Soit 'intégrale

la= / F(w, y, 3, p, q) de dy.

YA

A chaque (., v) faisons correspondre une figurative ayant pour
équation dans un systéme fondamental Ozpqu

u :F(I.‘ ‘_‘.1 3 P (1)’

et supposons qu'elle tourne sa concavité vers les w positifs. A I,
adjoignons l'intégrale

L= | CUOF  9F  gF

)95 TP g T 1 ag, Tl ) pdedy,

———

on
I oF¥
(2, ¥)=F(x s Tes Py - \( - '
2L M) =HCeYs 20 o o) =10 o % o

les (uantités z,, p,, ¢, ¢tant velatives & une surtface donnée S, limitée
par un contour G,. Nous avons bien

— ~ 1/
l»‘"o“ l'&u ‘\\; lS'

Dans la dilfécence I. — I, I'intégrale double f [3(, y) dedy dis-

paraitra. En posant ‘
= ‘/‘ /I ((ﬂ:—-F '-‘E—k -(—)E->(h‘d)'
) VA d;\) l ()p\) q d(]o . w1
il vient '

> :
lg— ls{; le— lf\‘,.-

Appliquons & I le théoréme de Green; nous obtenons

v oo -(’F ({ (’F d ,()F
lg_l’é‘:j‘/ l-___.(_‘>_~ ____)] s — 3o) dwdy.
Lo = @53 ) =y ag ) o = e
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Iin particulier si

o (Y0
d;o da op, dy l)f]u. -

s

on aura bien

-
e ls,

(on suppose toujours que les S sout limitées par G, ).



