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1 Sur quelques problèmes relatifs à l'équation 

au,v dérivées partielles H- ) u — o 

(Suite etfin) ; 

'*AKM CHARLES R1QIJIEK. 

CHAPITRE 111. 

ËOUATION AUX RÉR.IVÈKS PARTIELLES 4- —- M == O : 

PREMIER l'ROIlLÎÎMK; SOLUTION. 

Énoncé et transformation du problème. 

ίί<>. Soit /(0) une fonction possédant, dans toute l'étendue de 
l'espace réel |[0||, la double propriété d'être réelle et positive sans 
jamais s'annuler, et d'être olotrope et périodique à la période 2π. Par 
rapport à deux axes rectangulaires ΟΧ, OY, tracés dans un plan, les 
for nui les 

(ι) Λ· =/(5) cos9, y =/(9) sill 9 

définissent, comme on l'a vu plus haut (n°21), un contour analytique 
régulier ne passant pas par l'origine O, et dont les divers points s'ob-
tiennent, chacun une seule fois, en faisant croître · 0 de zéro 
à 2π(ο < 0 <| 2-) ; toute demi-droite partant de l'origine rencontre 
d'ailleurs le contour en un point et en un seul. 

Désignons maintenant par r une deuxième variable réelle, assujettie 
à se mouvoir dans la région r~o, et considérons les formules 

(a) .·*.· — /·/(0) cosô, r~rf[0)sin0. 
Journ. de Math.} tome V. — Faso. IV, 1926. 4o 
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Ces dernières définissent un contour, variable avec se réduisant, 
pour /*=o, à un point unique, l'origine O, et jouissant, pour 
/•>o, des diverses propriétés éiiumérées relativement au con-
tour (i); d'ailleurs, si l'on donne à r deux valeurs positives distinctes, 
les contours correspondants, manifestement homothétiques par rap-
port à l'origine,n'ont aucun point commun (n°2l). Nous rappellerons 
qu'en désignant d'une manière générale par ε,, le contour qui corres-
pond à la valeur r, puis par U une valeur numérique particulière (><>) 
de ?·, nous avons nommé intérieur du contour ε„ la région du plan 
qu'engendre le contour £

r
 lorsqu'on fait varier r dans les limites assi-

gnées par la double relation o 'r < R. Nous conviendrons enfin de 
dire que telle ou telle propriété a lieu dans Γ intérieur du contour εκ 

et un peu au delà, si elle a lieu dans l'intérieur du contour ε|( ,(ε>ο 
et suffisamment petit). 

Cela étant, voici l'énoncé de la question qui fait l'objet du présent 
Chapitre : 

PROIILÈMK — On se propose de trouver une intégrale de Inéqua-
tion au;v dérivées partielles 

(3) d2 d2/dx2 dy2 u=0 

qui satisfasse à Γ ensemble des conditions suivantes : 

i° Cette intégrale, u, doit être ο lot rope à Γ intérieur et un peu 
au delà du contour ε, [défini par (i)]. 

2° Sur le contour mémo, les η quantités 

"· [â? + Ôf) + dp) "" + " 

doivent se réduire à η fonctions olotropes données de 0 {admettant 
la période ί»π). 

Comme on le verra, une pareille intégrale existe, et if ré en existe 
q lé une ; sa recherche se ramène à la résolution η fois répétée du 
problème (i\ et à n(n — i) quadratures. 

Par la transformation 

.<· -+- iy ~ r, χ — f y ~ »v. 
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qui, au lieu des deux variables réelles χ, y, introduit les deux variables 
imaginaires conjuguées c, iv, l'équation (3) devient 

^ di'adwn °' 

et voici la question à laquelle on est alors ramené : 

PROBLÈME — Trouver une intégrale réelle de Véquation aux 
dérivées partielles (4) qui satisfasse à Γ ensemble des conditions 
suivantes : 

r° Cette intégrale, u, doit être quasi olotrope à l'intérieur et un 
peu au delà du contour (voir n° 7, IV, remarque finale). 

2° Sur le contour même, les η quantités 

à'1 u <)'* u <)*"-· u 
u,âv (hv,y ΰν* άι\Λ' ' tir"-1dw n1 

doivent se réduire à η fonctions olotropes (/relies) données de 0 
(admettant la période 2"). 

Une pareille intégrale existe, et il n'en existe qu'une; sa 
recherche se ramène à la résolution η fois répétée du problème p, 
et à n(n -- ι) quadratures. 

Propriétés générales des intégrales de l'équation - =o. 

2(>. Ktant donnée l'équation aux dérivées partielles 

à-'1 u 
( 1 ) "5 î = °> 

où se trouve engagée la fonction inconnue u des variables p, or, consi-
dérons-en une intégrale quelconque, que nous supposerons être, soit 
olotrope (n° 2) dans quelque région normale comprenant le point 
(r

0
, or

0
), soit quasi olotrope (n° 8) dans quelque région quasi normale 

comprenant ce même point : quelle que soit celle des deux hypothèses 
où l'on se place, le développement taylorien qui exprime la valeur de 
l'intégrale dans un voisinage suffisamment rapproché du point (V

0
,w

0
), 

considéré comme initial, présentera toujours la forme très simple que 
nous allons indiquer. 
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Observons tout d'abord que, le second membre de l'équation (ι) 
étant nul, l'expression générale des intégrales ainsi développées n'est 
autre, en vertu d'une proposition que l'on établit dans le Calcul 
inverse (le. la derivation (/). que la détermination initiale schéma-
tique de l'inconnue u, c'est-à-dire le résidu de la coupure 

v-v0vw-w-0 

pratiquée dans une série entière en ν — c„, ο· — w„, à coeflicients tous 
indéterminés, l'our effectuer cette coupure, nous grouperons comme il 
suit les termes de la série : un premier groupe comprendra 
l'ensemble des termes qui ne contiennent pas en facteur le produit 
(v —■ r„) (w — vr„); un deuxième groupe, l'ensemble des termes qui 
contiennent en facteur ce produit sans contenir en facteur son carré; 
un troisième groupe, l'ensemble des termes qui contiennent en facteur 
son carré sans contenir en facteur son cube; et ainsi de suite indéfi-
niment. Si, dans chacun de ces groupes, on fait abstraction de la puis-
sance de (r - que ses divers termes contiennent en 
facteur commun, on obtient une certaine série entière en ν —ι\,, w—w0 
présentant la forme très particulière 

l 4- ( r - - cp) Φ(γ — c0 ) -4- ( iv — ιν0 ) M ( ir — °'o)· 

où Γ désigne une constante indéterminée, et Φ(ν — ι\,). ιΓ(νν —w0 
deux séries entières, Tune en c — c„, l'autre en w — w

0
, à coeflicients 

tous indéterminés. Notre développement schématique, après l'ordi-
nation ci-dessus spécifiée, se trouvera donc représenté par l'expres-
sion 

Γ« -4~(r—ΐ'
(1
)Φ

0
 («' —1\0 -τ-(ii*—md T., (ir—u\

(
) 

l -4--(c— r„) (α·— u„) [Γ, -4-(ι·—Γ,ΟΦι (<" — r„)-4-(*v— Mw\,)\ 

\ -4-(<·— C,,)' (iv—«*\)
2
 |Γ

2
 -4-(<·—<ν)Φ

2
 (r—w\i) T. pr—u-„1| 

{■>.)■ + 
1 4-((,-ι·,ιν,'"ι(,>·-"'

(
>)""ι[ΐν-ι+ί1

'-
1

'
Ι
>)Φ«· i(r—»\ù-h(»v—»V

0
) Ί —N\,)L 

[ -+-(<· — r
0
)" (ïr—»»·„)" [l\, -4-(γ—ν\>)Φ,, (ι*— r

0
)-f-(u·—ιν„) (ir—η\Λ] 

-4-

dans les diverses lignes de laquelle les Γ, les Φ et les U* ont les signifi-
cations indiquées. 

( ') Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, nl> 93. 
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Cela étant, il est manifeste que le résidu de la coupure 
(c — c

0
V' (m — pratiquée dans le développement (2), se compose 

des η premières lignes de celui-ci, savoir 

Γ,, -}-(»' — <\,)Ψ0 (»·—rw) -r(«r—(iv — u.-0) 

1 4-(ι— («·—»*·„) [Γ, -.·}■ ■ (c—»·
0
)Φ, (γ—ν

0
) Η- (ιΐ·— ιν„)>Γ, t,v—"ο)] 

(3j , -v(r —\·
((
)2 (,ν—ιν„)β [Γ, -ι-(»'--Γ0)Φ8

 (γ—ι·
ι1
)-Η(ι»·-Η·„)»Γΐ (ιν— »ϊ·0)] 

! -ϊ-1**—■*·«».»" Η·»·— Ι\ι —1-+- (.<— *\»)Φ„ !(>■—<',,) + («Γ—»V
0
)U ι,-^ιν— M'

0
)J. 

l'ai disposant arbitrairement, sous la seule restriction que l'expres-
sion (3) converge dans certaines limites autour du point initial (V„, <r

0
), 

des éléments schématiques qui figurent dans celte dernière, on aura 
l'intégrale générale cherchée de féquation (i), nous voulons dire 
l'expression générale de toutes celles de ses intégrales qui sont déve-
loppables en séries tavloriennes à partir de c„, er

(1
. 

Notons au passage la remarque suivante : 
Si, au lieu de la fonction sc/icmatiqne, envisagée au début, des 

variables i\w, on considère une fonction déterminée de ces variables, 
il va sans dire, son développement taylorien à partir de e

0
, u'„ étant 

unique, que les constantes Γ et les fonctions Φ, Ψ mises en évidence 
dans l'expression (2) sont elles-mêmes bien déterminées. 

27. /.es rariables c, m étant assujetties désormais à être imagi-
naires conjuguées, posons 

C = ,v-\-ÎY, = — i\\ 

et notons graphiquement le couple de valeurs réelles (.c,y) à l'aide de 
deux axes rectangulaires ΟΧ, 0\ tracés dans un plan : le point (&·, y) 
se mouvant dans une région quelconque, il est manifeste que la 
variable c — .r -f- i y se mouvra dans cette même région, et la variable 
w = ,r — i y dans la région conjuguée, c'est-à-dire dans la région 
symétriquedcla première par rapport à l'axe des quantités réelles OX. 
Choisissant U7„,y„ comme valeurs initiales des variables réelles -r, r, 
et, par suite, .r„ -4- iy

t
> = c„, r

0
 — iy

n
 = connue valeurs initiales des 

variables imaginaires conjuguées r, u-, nous déduirons immédiatement 
du n° 18 la conséquence particulière suivante : 
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Pour qu'une intégrale de Vequation ^i), quasi, olotrope dans une 
région, Xl

rv
. contenant le point (.r„, y0), soit réelle dans toute 

l'étendue de cette région, il faut et il suffit que, dans son dévelop-
pement taylorien (3), les constantes 

r/( (ρ — Ο. 1, 2 // — l) 

surent réelles, $t que It's développements entiers 

qp—ι\ό· — »»',,) [p — o, 1.3, 11 — ιΫ 

aient leurs coefficients respectifs imaginaires conjugues, 

28. Adoptant les diverses notions rappelées au début du n° 2o, 
considérons, dans le plan des deux axes rectangulaires OX, Ο Y, la 
région intérieure au contour et en même temps la région conju-
guée de celle-ci : chacune de ces deux régions est à la fois normale et 
inonodromique (n° 22). La première étant désignée, tantôt par la 
notation XL0. tantôt par la notation XL, et la deuxième étant désignée 
par la notation XL, nous établirons la propriété suivante : 

Soient yt\,. v
ô

) un point particulier pris dans la région XL.»·» l\. eta\, 
les points correspondants des régions XL et XL. Cela étant, toute inté-
grale de (1) quasi olotrope dans \\

 V Y
 peut, et d'une seule manière, 

se mettre sous la forme 

| C> -4- (r — l\, (r) -4- (*r — u'
0

) (n,s) 
^ -+■ (r — c0) (w—ir0) [(,, H-(r—*'o) l\ (O-4-(»>' — »>\i) Q, (u)] 

(·«)' H- y — »'<.)■ (*»'—1*0)2 | CO 4-(c— r0) IX (0 -1- 1IV
 — CB (

U
').L 

ι -τ- (i' — c
((

)" 1 (»v — iv
0

V' 1
 [L1-1 (r — <\>) l\j -j(c) -4- (»i" — *V\i) hL-i (

lV)J « 

OÙ 

(0) C0C.a, .... C„~i 

désignent des constantes, et où les fonctions 

(<>) i\(»·), IbiC, 1X0), ···: IV-.l·'), 
(:) Q.>(»0. Qi(,v). bb(iv) QM-I(»*·) 

sont assujetties éi être olotropes, les η premières, (6), dans la 
τν g ion XL» les η dernières, (7), dans la région XL. 
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liéciproe/uement, toute expression de ta forme (4), si elle remplit 
les conditions formulées* est une intégrale de (i) quasi ololrope 
dans H

x v
. 

La dernière partie de l'énoncé, celle qui se rapporte à la proposition 
réciproque, est évidente : car, si les conditions formulées se trouvent 
remplies, l'expression (4) définit, dan$ la région composée (H,., 11«.), 
une fonction olotrope des variables imaginaires entièrement indépen-
dantes o, wqui satisfait à l'équation (i); si donc on assujettit ces der-
nières à être conjuguées, on aura une intégrale de (i) quasi olotrope 
dans IL-., . 

En ce qui concerne la proposition directe, on voit immédiatement 
que la possibilité qu'elle formule, si elle existe, n'a certainement lieu 
que d'une seule manière : car, le développement taylorien, (3), de 
l'intégrale considérée étant unique (même dans le monde des fonctions 
quasi olotropes), les constantes 

I 11 1.... I h - ι 
et les développements 

Φ. (ι> — *v)· Φι . *1*3 { v Φ
Λ
-ι (ν — t\>), 

Μ'α(»ι· — »*\»b *1*1 ( — «ν,Λ M3(u— »Γ
Λ
) ιΓ„_,(α· — «·

α
). 

qui y figurent, ne peuvent manquer de l'être eux-mêmes, et de là 
résulte, dans l'expression d'existence hypothétique (4), l'unicité des 
constantes (54 et des fonctions ((>L (7). 

Il nous reste donc à prouver que Γ intégrale considérée de l'équa-
tion peut. de quelque manière, être mise sous la forme (4). 

I. La possibilité spécifiée a lieu pour « = 1. 
Le développement taylorien de l'intégrale à partir de c

0
, w

0
 se 

réduit, en pareil cas, à la première ligne de l'expression (3), 

l\>-+- (>*— — Ο -r- (ir — Moi*1" — »»o)« 

somme de trois termes dont le premier est une constante, le second 
une fonction de la seule variable o, le troisième une fonction de la 
seule variable w. Si l'on suppose que cette somme soit le développe-
ment d'une fonction (proprement dite) de 0, w quasi olotrope 
dans Ή.,..

ν
, il est manifeste que la pseudo-fonction définie par le déve-
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loppement fondamental (ι* — ν\,)Φ
0

(Γ — ι-,,) est assimilable à une fonc-
tion (proprement dite) de ν olotrope dans 11,., et l'on en conclut aisé-
ment que la pseudo-l'onction définie pur le développement fondamental 
Φ„(ν — e„) jouit de la même propriété. Semblablement, la pseudo-
fonction définie par le développement fondamental *Γ„(\ν — νν,Λ est 
assimilable à une fonction ^proprement dite) de w olotrope dansRn 

II. Si la possibilité spéciliéc a lieu pour η — p, elle ne peut man-
quer d'avoir lieu pour η = ρ -hi. · 

Effectivement, le développement taylorien. à partir de c„. d'une 
intégrale de l'équation 

tpP-*·*·,/ 
Je/'-1 T<>tW' il ™ ° 

est donné par l'expression 

, Ιο —ν,»)Φ« u*—v\>)"+"Pr—1*\») *1 οw-w0 
l(«v—**'o) 111 "M4'—4'ο^Φι t1'—Ί ι (**'—ir«).l 

"S;·. 
| -h(c—,lo)'" Ί.1 /•-i-t-t»'—»ο)Φ/—d»· — CoM-O''—o\,)M —»»«)| 

-τ-(«'—r
0
V' («4> — |.l,, ■+-(·'—<\,)Ψ,, (c—— o\PM,, (iv—»»\,\|, 

composée de ρ -4- ι lignes. Si l'on suppose que l'expression ^8) soil le 
développement fondamental d'une fonction (proprement dite) de c, w 
quasi olotrope dans la région XVr..» ? les dérivées de tous ordres de 
l'expression (8) jouiront de cette moine propriété, et. notamment, la 

dérivée que désigne le svmbole LVaulrepart. si. dans l'expres-

sion (8), on fait abstraction de la dernière ligne, l'expression résul-

tante, /'. vérifie la relation ^
 ;>

 = ο, en sorte que la dérivée consi-

dérée de l'expression (8) se réduit à la dérivée semblable de sa 
(p h- i)Wme ligne 

(C — r„)/'pv — ,»·«)* |Γρ + (ι· — r,0 — e
0
) -h (ir — tr„) ~ »r

0
)]; 

celle (p -h i)i0,,H> ligne pouvant s'écrire 

(c — p0p' (ιι· —ιr,,)/» Γρ 

-f- (r— r
0
)/"H (,»· — η·

0
)/'Φρ(<·— r„) -f- (. e — r,,)'* <«' — ο;,)'"*"' M ),(«· —wo 
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sa dérivée ~Λ-~τ—· se réduira à la somme 

1 .a . .,p, I .*.. ,p 1^,4- ι. κ..;»—[(*- — e*V>~-( Φ^ — ̂ Ι 

— P 6*Vi%v—'rt'^h 

dont le premier terme est une constante, et dont les deux autres ne 
dépendent, l un que de la seule variable c. l'autre que de la seule 
variable w. Cette somme étant le développement fondamental d'une 
fonction {proprement dite ^ de. v\ w quasi olotrope dans ll,

 v
. il est 

manifeste que le second terme est le développement fondamental 
d'une fonction ι proprement dite') de e olotrope dans U,., et que le 
troisième est le développement fondamental d'une fonction (propre-
ment dite') de w olotrope dans 3l

vv
. 

Cela étant, considérons le développement fondamental 

v-v p+1 qp v-v-o 

et le développement qui s'en déduit par la dérivation ̂  : d'un lemme 

formulé ailleurs 1 ) il résulte que. pour remonter de ce dernier déve-
loppement au précédent, il su flit d'exécuter sur lui ρ quadratures suc-
cessives. en ayant soin que le résultat de chacune d'elles s'annule 
pour ν — iv Le développement sur lequel on a à exécuter ces quadra-
tures étant, comme nous t'avons dit. le développement fondamental 
d'une fonction de c olotrope dans la région ll,„ il résulte de ce qui a 
été vu au n° 25 que la pseudo-fonction délînie par le développement 
fondamental {t> — vV"1 — i\é> est. dans cette region, assimilable 
à une fonction olotrope proprement dite de c. On en conclut aisément 
que la pseudo-fonction définie par le développement fondamental 
Ψ/Λ1'— Ο jouit de la même propriété. 

Semblablement, la pseudo-fonction définie par le développement 
fondamental — w\v) est assimilable, dans ll.

(
, à une fonction 

olotrope proprement dite de w. 
Ce double point étant acquis, il est évident que. si l'on considère 

pour un instant c.w comme deux variables entièrement indépendantes 

(1} Les systèmes d^èq notions ou,ν dèrieèes partielles, ir l. 
Jottrt», *f? Math,, Umuc V. — Faso. tv. 19 tï. jb 
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Tune de l'autre, la dernière ligne de l'expression t^8) est le développe-
ment fondamental d'une certaine fonction (proprement dite) de c, «v 
olotrope dans la région composée (^L, H

rt
.) ' elle est donc aussi le 

développement fondamental d'une certaine fonction (proprement dite) 
des variables imaginaires conjuguées c. quasi olotrope dans \\

x>
* 

Comme, par hypothèse, l'expression (8) tout entière est le développe-
ment fondamental d'une semblable fonction, la somme des premières 
lignes de (8) jouit de la même propriété : dès lors, en vertu de ce qui 
est admis pour rt = les développements fondamentaux 

Ψ„ ^ ^ , Φ, (V — Ψ,, , { ι" »·„ ) 

définissent autant de fonctions de ο olotropes dans la région \\
ry

 et les 
développements fondamentaux 

lt'
(>

V*v — w
v
i\ M", ιΓ;ι ,(u· —a;,1* 

autant de fonctions de w ololropes dans la région IL. 
Ainsi se trouve établi l'objet du présent alinéa 11. 

111. La possibilité spécifiée a lieu pour η quelconque. 
C'est ce qui résulte du simple rapprochement des alinéas l et II. 

29.Si, au lieu des valeurs fondamentales .c
(Mi

v„, c„,vv
(1

, considé-
rées dans ce qui précède, on en [«renaît d'autres, ,r

rt
, r ^ c

o
, α

 o
, situées 

dans les mêmes régions, l'intégrale de (i) pourrait se mettre sous la 
forme 

1\> ■:-(«— v\é' M»v w-wo N0 w 
+ tv'— *',é 0V — ,v,t) Hb -î- c %· — M ! (νΛ -τ- — ,ν,ϊ Ν, y*v)\ 

+ \*%~ι\λΥ éx" - bb *\,Ί Μΐ (.»')·-!- («Γ—>r
0

) \ (U0| 

-l· ν' — ' ev — u'(d" [Ιλ,-ι -τ- { »· — *\>) O'ï H- (>r — >\·
0

) N„ .>(««·)], 

où les notations D. M, Ν auraient des significations analogues à celles 
des notations C, L, Q du numéro précédent : mais il va sans dire que 
les D, M, Ν ne seraient pas identiques aux C, l\ Q. 

Hans ce qui suit, lorsque nous considérerons une intégrale de (i) 
quasi olotrope dans la région IL, spécifiée ci-dessus, nous dirons que, 
par rappor/ au point particulier (>„, y«) choisi dans cette région, les 
constantes ^5) et les fonctions (b), (~), qui figurent dans l'expres-
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sion (,|\ sont, les unes. (5), les éléments paramétriques de l'inté-
grale; les autres, (II). (7% ses éléments fonctionnels. 

50. I «a notation 11,., ayant le môme sens qu'au numéro précédent. 
pour quune intégrale île (1), dépendant des variables imaginaires 
conjugnées c, w, et quasi olotrope dans la région H

(1
, r soit iden-

tiquement nulle. il faut et il suffit que. un point particulier étant 
pris comme on le voudra dans la région, les éléments de Γ intégra le. 
tant paramétriques que fonctionnels, relatifs à ce point, soient, les 
premiers tons nuls, les derniers tous identiquement nuls. 

La condition est manifestement suffisante. 
Kile est d'ailleurs nécessaire. Effectivement, si l'intégrale dont il 

s'agit est identiquement nulle dans la région 11,,, son développement 
taylorien à partir des valeurs initiales choisies a tous ses coefficients 
numériques égaux à zéro, ce qui revient «\ dire que, d'une part, les 
éléments paramétriques de l'intégrale relatifs à ce point sont tous 
égaux à zéro, et que, d'autre part, les développements tavloriens de 
ses éléments fonctionnels ont leurs coefficients numériques tous égaux 
à zéro.: ces éléments fonctionnels sont donc, de toute nécessité, iden-
tiquement nuls. 

La notation ll
r

, ayant le même sens que ci-dessus, pour que deux 
intégrales de 11), dépendant des enviables imaginaires conjuguées 
c, \v. et quasi olotropes dans la région lt,v. r soient identiquement 
égales, il faut et il suffit que, un point particulier étant pris 
comme ou le voudra dans la région, les éléments de la première 
intégrale, tant paramétriques que fonctionnels, relatifs à ce point, 
soient respectivement identiques aux éléments, tant paramétriques 
que fonctionnels, de la tleuxième. 

51. L'équation (O étant supposée impliquer la fonction inconnue*/ 
des variables imaginaires conjuguées c, w, et les notations 11

 rx
, 

11., 11, 
v
 ayant le même sens qu'au n° 28, toute intégrale de y\) quasi 

olotrope dans la région 11,. , est assimilable, dans la région com-
posée 00 tu, à ane fonction olotrope des variables imaginaires 
c, w, considérées comme entièrement indépendantes Γαην de 
Γ autre. 
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• C'est ce qui résulte immédiatement de notre proposition du n° 28. 

52, Supposons actuellement que l'équation (i) implique la fonc-
tion inconnue rcelle u des variables imaginaires conjuguées v, ir; 
en d'autres termes, parmi les intégrales de (i) quasi olotropes dans la 
région astreignons-nous à ne considérer que celles dont les 
valeurs y sont constamment réelles. Pour une pareille intégrale, les 
éléments, tant paramétriques que fonctionnels, qui figurent dans 
l'expression (4), présentent les caractères suivants : 

i° Les constantes numériques (5) sont réelles; 
•2° Les fonctions olotropes ((>) et (7), qui dépendent, les η pre-

mières de la variable v, les η dernières de la variable. prennent, 
pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs variables respec-
tives

 )
 des valeurs imaginaires conjuguées. 

C'est ce que l'on déduit sans peine de l'ensemble des considérations 
développées dans tout ce qui précède. 

Examen du problème £„ formulé au n° 25. 

55. PKOIM.ÈME ?V — On considère l'équation aux dérivées par-
tielles 

(1) d2nu/dvn dwn =0 

impliquant la fonction inconnue réelle u des variables imaginaires 
conjuguées e, w, et l'on se propose d'en trouver une intégrale qui 
satisfasse à l'ensemble des conditions suivantes : 

i° Cette intégrale, u. doit être quasi, olotrope à l'intérieur et un 
peu au delà du contour donné ε ̂  

2° Sur le contour même, les η quantités 

d*u d'*n dî"~in 
'' de i)w' de· die-' ' de" ~l di\ "~1 

doivent se réduire à η fonctions olotropes (réelles) données de 0 
(admettant la période 27:). 
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Une pareille intégrale cx'iste, et il n'en existe qu'une; sa 
recherche se ramène à la résolution η fois répétée du problèmet0 
et ù — 1) quadratures. 

1. η — ι. 

On sait que l'équation ^ = o, à laquelle se réduit en ce cas 

l'équation (i), admet, conformément à l'énoncé ci-dessus, une inté-
grale (réelle), et une seule, possédant la double propriété d'être quasi 
ololrope à l'intérieur et un peu au delà du contour ε,, et de se réduire, 
sur le contour même, à une fonction olotrope donnée de 0 (admettant 
la période ί~). L'existence et l'unicité de cette intégrale étant assu-
rées, la dernière partie de l'énoncé, relative à sa recherche, se trouve 
vraie d'elle-même. 

Λ ces constatations, il convient d'ajouter diverses remarques : 

i0
 (AI fonction qui donne la solution (unique) du problème S, 

peut
 t
 et d'une seule manière, se mettre sous la forme 

( '-0 t -f- ν l * ο Ο1 ) u,Qi"(u')·? * 

G„ désignant une constante numérique réelle, et ΙΛ,(Γ), Q
0
(w) deux 

fonctions jouissant de la double propriété d'etre olotropes, la pre-
mière à Γ intérieur et un. peu au delà du contour ε,, la seconde 
dans la région conjuguée de celle-ci, et de prendre, pour des 
râleurs imaginaires conjuguées de leurs variables respecticesy des 
valeurs imaginaires conjuguées. 

2° Soient, comme au n°25. 

a-=/(O)cos0, y --/(rJ) sin 0 

les formules qui définissent le contour c,, et qui peuvent s'écrire 

.r + i y — y'(0) 4°, ./· — iy — f(0)e-i0 

Sï, attribuant aux notations K„, l\„(v·), S„(w) des significations 
analogues à celles des notations G„, P

0
(r), Q«(w) qui figurent 

dans l'expression (2), on a, quel que soit G, 

CoH-/(0)e* W[f{0)e*} +AQ)e-* Q.[/(0)e-*] 
= Ε

0 +/(0) e<° IL [ /( 0 )«Λ ]
 +

 /( β ) e-'· S
e
 [/( 0 ) β-* ], 
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les constantes C«, Ε
 {}

sorit numériquement égales
1
 les fonctions l\>(C), 

H
0
(\>) identiquement égales, et les fonctions Q„(w)tS

v
{\v) identi-

quement égales. 
3° Etant donnée la fonction, olotrope {réelle) υ(0) de la variable 

réelle 0, admettant la période ·.>~, on peut, et d'une seule manière, 
la mettre sous la. forme 

( 3 ) C
0
 + /( 0 ) I »o [/ ( 5 ) e'° I + /( $ ) Qn [/( 0 ) «f-'° ], 

C„ désignant une constante numérique réelle, et l\,( c), C,,(w) deu.v 
fonctions possèulant la double propriété d'etre olotropes, la pre-
mière à l'intérieur et un peu au delà du contour Ζ,, la seconde 
dans la. région conjuguée de celle-ci^ et de prendre, pour des 
valeurs imaginaires conjuguées de leurs varitddes respeetiees, des 
valeurs imaginaires conjuguées. 

Pour obtenir f'expression-(3), il suffit de rechercher l'intégrale 

{unique) de l'équation qui, en choisissant υ (0) comme 

valeur donnée sur le. contour, remplit Γι'/tsendde des conditions 
imposées par Γ énoncé du problème G,, de mettre ensuite cette inté-
grale sous In forme (a), et d'introduire finalement dans (2) les 
hypothèses c ~-J\ 0) e'r\ w = /"(0) e~'(l. 

Effectivement, supposons que υ(0) soit exprimable, dans les condi-
tions indiquées au début de notre énoncé, à l'aide de la somme (3) : 

cela étant, la fonction (2), intégrale réelle de l'équation j~yx: ~ °« 
sera nécessairement quasi olotrope à l'intérieur et un peu au delà du 
contour c,, et se réduira, sur le contour même, à o(Q). 

Kéeipvoquement, supposons que la fonction (2), intégrale réelle de 

l'équation ^ ^ = ο, remplisse ces deux dernières conditions : les 

fonctions V\,(n), Qo(^) rempliront alors, à l'intérieur et un peu 
au delà du contour c, et dans la région conjuguée, les conditions 
indiquées au début de noire énoncé, et, comme l'expression (2) se 
réduit, sur le contour, à la fonction υ(0), celle-ci se trouvera repré-
sentée par(3). 

11. /1=2. 
Voici ce que devient, en ce cas, l'énoncé du problème c„ : 
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Trouver une intégrale réelle de l'équation 

ô'u 

( 4 )dv*d\\>*~0 

qui satisfasse à l'ensemble des conditions suivantes : 

i° Cotte intégrale, M-, doit être quasi olotrope k l'intérieur et un peu 
au delà du contour C,. 

2° Sur le contour même, les quantités ιι
%
 -j—f,;. doivent se réduire 

à deux fonctions ololropcs données. υ„(0), o,(0), admettant la. 
période 2-. 

Gomme on va le voir, une pareille intégrale existe, et il n'en existe 
qu'une; sa recherche se ramène à la résolution deux fois répétée du 
problème P, et à deux quadratures. 

D'après ce qui a été dit plus haut (1), la seconde des deux fonctions 
.données. ο,^Ο), peut, et cela d'une seule manière, être mise sous la 
forme 

( ·») Ό tf',J *h[./V;) «?',J J +/(0) Is» ! I fkrJ) β-'"0]. 

où D, désigne une constante numérique réelle, et où les deux fonc-
tions Μ,ρ·). Ν, (w) remplissent la double condition d'être olotropes, 
la première à l'intérieur et un peu au delà du contour S,, la seconde 
dans la région conjuguée, et de prendre, pour des valeui# imaginaires 
conjuguées de leurs variables respectives, des valeurs imaginaires 
conjuguées; la recherche de l'expression (5), c'est-à-dire des éléments 
Ο,,Μ,^ν), N",(w), s'effectue d'ailleurs par la résolution du pro-
blème : nous supposerons connus ces trois éléments. 

Cela étant, si l'équation (4) admet quelque intégrale réelle, «, 
.satisfaisant à l'ensemble des conditions que nous venons de formuler, 
cette intégrale peut, puisqu'elle satisfait, notamment, à la condi-
tion Γ\ se mettre, et cela d'une seule manière, sous la forme 

( ù) u — t«o 4- ν t\>(v) -+- Du (*D -+- *■ [ t«i 4- c Ρ ι (r) -4- n'Di(w) 

où C
0

, C, désignent des constantes numériques réelles provisoirement 
indéterminées, et l\(V). l\ («')* Q»> (tr)? Qi (tr) ^es fonctions provi-
soirement indéterminées, assujetties à la double condition d'être olo-
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tropes, les deux premières à l'intérieur et un peu au delà du 
contour les deux dernières dans la région conjuguée, et de prendre, 
pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs variables respec-
tives, des valeurs imaginaires conjuguées. Calculons maintenant 
à l'aide de la formule (G) la quantité .· Si Ton pose, pour abréger 

l'écriture. 
( M 4" l' l*o( Γ ) 4" 1— "(>, 
G, -4- r Ι*ι (ν ) -H ivO, (*v) — M|. 

la formule (G) devient 
tl : : U0 4- Γ iv //,; 

le premier terme, //
0

, du second membre vérifiant la relation =<b 

il suffira de considérer le second terme, rw//.. La dérivée τ—τ- de ce 
dernier a pour expression 

Ou « <)((, ()''((, 
"i ~t~ 1 — 4- iv —- -- -j- ν ιν ——-— > 

c'est-à-dire, puisque u
x
 vérifie la relation -j~^y = o, 

Ou, Ou, t( ι 4- r - H IV-— , 

c'est-à-dire enfin, en remplaçant par leurs valeurs u
%
 et ses dérivées 

premières, ** 
G, 4- 2< l*,(v) -h I'M*', (v) : 2lU

v
), (iv) 4- IV-O, (u·). 

ou 

(7) · C, 4- r [*l\(v) + H>; (v)j 4- 4- »vtr,(«v)'|. 

Pour c = ./*(0)<?/J,= /(0)c~'°, l'expression (7) doitdevenirégale 
à υ, (0\ qui n'est autre chose que l'expression ^5") : il résulte alors de 
ce qui a été vu à L'alinéa I que l'on doit avoir la relation numérique 
C, = D,, laquelle détermine pour C, une valeur réelle, puis l'identité 
en ν 

(S) rP;(»')H-al\(r) = Mi(0. 

laquelle va servir à déterminer P, (r), puis enfin l'identité en tv 

(9) ti,Q'.(li")+ aQ,(ir) == Ν, (m), 
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laquelle va servir à déterminer Q,(w). Si l'on se reporte aux condi-
tions imposées, il ne faudra retenir, parmi les intégrales de (8), que 
celles quisont olotropes à l'intérieur et un pou au delà du contour e,, 
et, parmi les intégrales de (9), que celles qui sont olotropes à l'inté-
rieur et un peu au delà du contour conjugué. 

Considérons donc l'équation différentielle(8) : elle a pour intégrale 
générale 

(...) ]>,(,·) = - + i f ,-Mv dv 

où A désigne une constante arbitraire. La fonction M,(P) étant olo-
trope à l'intérieur et un peu au delà du contour 30 il résulte de la 

remarque établie au n° 27< que la fonction ~ / cM, [v)dv l'est égale-

ment : la formule (10) nous montre dès lors que la seule intégrale 
de (8 ) satisfaisant à la condition d'être olotrope dans les limites requises 
s'obtiendra en donnant à la constante arbitraire Ala valeur zéro. Il n'y 
a donc à retenir, parmi les intégrales de l'équation différentielle (8), 

que la fonction/ rM,(r)nù\ · 

Et, semblablement, il n'y a à retenir, parmi les intégrales de l'équa-

tion différentielle (9), que la fonction ~ / tvN, («>)*/«·. 

Chacune des deux fonctions P,(P), Q
t
(iv) s'obtient, comme on le 

voit, à l'aide d'une quadrature; d'ailleurs, les fonctions M,(P), 

Ν,(ί*') prenant, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs 
variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguées, il est mani-
feste que les fonctions P,(r), Qt

(w) ainsi déterminées jouissent de la 
même propriété. 

Les éléments C
t
, l\ (r), Q((vr) étant connus, le produit vwu

K l'est 
aussi, et il se réduit, sur le contour, à une fonctioi) olotrope (réelle) 
connue de 0, admettant la période 2π; on se trouve ainsi ramené au 
problème suivant : 

Déterminer «
0

, c'est-à-dire une intégrale réelle de l'équation 

ù-u 
t)v (M' (>' 

Joura. de Mathtome V. — Fuse. IV, 192(3. 47 
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par les conditions : i° que cette intégrale soit quasi olotrope à Vinté-
rieur et un peu au delà du contour s, ; 2° que, sur le contour même, 
elle si» réduise à une fonction olotrope donnée de 0, admettant la 
période a π. . 

En d'autres termes, on se trouve ramené à la résolution du pro-
blème ft,. 

En résumé donc, connue nous l'avions annoncé, on est conduit à 
résoudre deux fois le problème ft, et à exécuter deux quadratures. 

III. η — 3. 
Voici ce que devient, en ce cas, l'énoncé du problème ft

)(
 : 

Trouver une intégrale réelle de l'équation 

(11) d6u/dv3 dw3 = 0 

qui satisfasse à l'ensemble des conditions suivantes : 

i° Celte intégrale, //, doit être quasi olotrope à l'intérieur et un 
peu au delà du con tour ε,. 

2° Sur le contour même, les quantités //, ? " * -ri-r—. doivent se 

rèduire à trois fonctions olotropes données, υ„(0), υ,(0), υ2(0), admet-
tant la période 2π. 

Comme on va le voir, une pareille intégrale existe, et il n'on existe 
qu'une ; sa recherche se ramène à la résolution trois fois répétée du 
problème ft, et à six quadratures. 

D'après ce qui a été vu plus haut(l), la dernière des fonctions 
données, u

a
(û), peut, et d'une seule manière, être mise sous la l'orme 

(. ·>. ) I >a -v- /( 0 ) M, | /( 0 ) c| + /( 0 ) e-'13 Ν·> [/( 0 ) <· -'υ J, 

où D.j désigne une constante numérique réelle, et ού les fonctions 
M

s
(r), N

a
(w) remplissent la double condition d'être olotropes, la 

première à l'intérieur et un peu au delà du contour S ,, laseconde dans 
la région conjuguée de celle-ci, et de prendre, pour des valeurs ima-
ginaires conjuguées de leurs variables respectives, des valeurs imagi-
naires conjuguées; la recherche de l'expression (12), c'est-à-dire des 
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trois éléments D..,, 2Vï
a
 (<'), Na («·"), s'effectue d'ailleurs par la résolution 

du problème te, : nous supposerons connus ces trois éléments. 
Cela étant, si l'équation (ι i) admet quelque intégrale, //, satisfai-

sant à l'ensemble des conditions que nous venons de formuler, cette 
intégrale peut, puisqu'elle satisfait, notamment, à la condition i°, se 
mettre, et cela d'une seule manière, sous la forme 

(la) // = c0 -h cPoO') + «'Qo(»r) 
4- r ir [C.

M
 4- \· Ρ, (t') 4- «*'Qi («') | 

4- i,sU'-[C;4- <"P.,(r ) 4- n,Q
î
(ii')], 

où C
lo
 C,, C

2
 désignent des constantes numériques réelles provisoi-

reinentindéterminées, etP„(o), Pi(r)> Pa(r)> Q«(
lV

)> Qi(*
v

)» QaO
v

) 
des fonctions provisoirement indéterminées, assujetties à la double 
condition d'être olotropes, les trois premières à l'intérieur et un peu 
au delà du contour les trois dernières dans la région conjuguée, et 
de prendre, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs varia-
bles respectives, des valeurs imaginaires conjuguées. Calculons main-

tenant à l'aide de la formule (i3à la quantité -j- · Si l'on pose, pour 

abréger l'écriture, 
( <o 4- c l\>( ·') -f- — //,)) 
(m 4- rP,(r) -I- ο·(ΐ,(ο·) w,, 
C..-h r Pi(v) -h η·0^(η·)= u2 

la formule (i3) devient 

u = («04- imo/|) 4- ; 

la parenthèse cwu/,), qui figure dans le second membre, ayant 

sa dérivée j .,i ^ identiquement nulle, il suffira de considérer le dernier 

terme pai\,si/.
2

. En tenant compte de ce que est identiquement 

nul, la dérivée du produit o2w2 w
a
 a pour expression 

a H* 4- S ν 4- 8 iv —- + * ι'" — r—4- 2 iv·1 ——
;r

, 

c'est-à-dire, en remplaçant par leurs valeurs u* et ses dérivées premières 
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et secondes, 
4Cs-h ι-i 4» Ps(e) -+-mcs Pj( e) -h ar P* (r) 

-+- Ι·Λ>*'Qatir) ~P 13<*,S Qj ("') ·+· ai»':i(
x
lj («·). 

OU 

V ι.I ) |Cj+'u' [f>P
4
 (ν)-M>«· P!,^') + i''; l*a (i') J 

-h 'ΛΟ·[ (>Q»(n·) ■■· (hvQ'., (oO -f- 0'Μ
χ
>^(ΐ>·) |. 

Pour r=/(0) r'°, l'expression (iJO devenir égale 
à υ.^01, qui n'est, autre chose que l'expression ^iu) : il résulte alors de 
ce qui a été vu à l'alinéa 1 que l'on doit avoir la relation numérique 
4Go = IX, laquelle détermine pour C

a
 une valeur réelle, puis l'iden-

tité en v* 

^ιΓΟ r -Ρ j ( -i- lu* P., ( *') 4- t> P.» - Mo(v). 

laquelle va servir à déterminer Pa(c\ puis enfin l'identité en m 

( H») irHV.',(^v) -h <>v^Qa(»v) -τ- 0>Qj(n·) t=1/2 N2 w 

laquelle va servir à déterminer QAvV)· Si l'on se reporte aux condi-
tions imposées, il ne faudra retenir, parmi les intégrales de (iùl, que 
celles qui sont olotropes à l'intérieur et un peu au delà du contour ε,, 
et, parmi les intégrales de (ïb), que celles qui sont olotropes à l'inté-
rieur et un peu au delà du contour conjugué. 

Considérons donc l'équation différentielle (ίο) : elle a pour inté-
grale générale 

(17) Pa( c )
 =

 ■··, H 4- ^ (A- - f Γ-Μ.,^Γ^Λ\ 

où A et H désignent deux constantes arbitraires. La fonction NL^e) 
étant olotrope à l'intérieur et un peu au delà du contour ε,, il résulte 
de la remarque établie au nrt 24 que la fonction 

(18) —- j \L(c)ÎA'——( c
s

M,(4')t/c 

l'est également : la formule (i~) nous montre dés lors que la seule 
intégrale de (i5) satisfaisant à la condition d'être olotrope dans les 
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limites requises s'obtiendra en donnant aux deux constantes arbi-
traires Λ, Β la valeur zéro. Il n'y a donc à retenir, parmi les intégrales 
de l'équation différentielle (i5), que la fonction (18). 

Rt, semblablement, il n'y a à retenir, parmi les intégrales de l'équa-
tion différentielle (16), que la fonction 

1 J u'N.,(w) dw— . I w2 N2 w dx 

Chacune des deux fonctions P
a
(c), Qa(vr) s'obtient, comme on 

le voit, à l'aide de deux quadratures, ce qui nécessite en tout quatre 
quadratures; d'ailleurs, les fonctions M

3
(c), Na(iv) prenant, pour des 

valeurs imaginaires conjuguées de leurs variables respectives, des 
valeurs imaginaires conjuguées, il est manifeste que les fonctions Pa(îA> 
Qa(uA ainsi déterminées jouissent de la mcnie propriété. 

Ces éléments C
2
, P

a
(c\ Q.,(oq étant, connus, le produit c2watf-a 

Test aussi, et il se réduit, sur le contour, à une fonction olotropé (réelle) 
connue de 0, admettant la période 2-; il en est de même de sa 

dérivée -.'U—; on se trouve ainsi ramené au problème suivant : 
Déterminer i/

0
+nr//

n c'esl-à-dirc une intégrale réelle de l équa-
tion ■ j'— - o, par les conditions : i° que cette intégrale, //, soit 
quasi olotropé à l'intérieur et un peu au delà du contour £, ; 20 que, 

sur le contour même, u et ^ se réduisent à deux fonctions olotropes 

données de 0, admettant la période ai:. 
Ri d'autres termes, on se trouve ramené à la résolution du pro-

blème ΐ\,, lequel se ramène lui-même, comme il a été vu (11), à la 
résolution deux fois répétée du problème et. à deux quadratures. 

Rn résumé, donc, la résolution du problème OV, se trouve bien, 
comme nous l'avions annoncé, ramenée à la résolution trois fois 
répétée du problème et à six quadratures. 

IV. On traiterait de même le cas de « = 4> et l 011 verrait que le 
problèmes* admet une solution, et une seule, dont la recherche se 
ramène à la résolution quatre fois répétée du problème et à douze 
quadratures. 

Le raisonnement peut se poursuivre indéfiniment : l'entier η étant 
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quelconque, la résolution du problème se ramène à la résolution 
η fois répétée du problème ·$, et à n(n — i) quadratures. 

Du problème analogue à pour l'équation aux dérivées partielles 

( & à' Y 
dx2 dv2 u = h x,y 

54, Désignons par h(x,y) une fonction (réelle) connue des deux 
variables réelles .r, y, olotrope à l'intérieur et un peu au delà du con-
tour et vérifiant, pour quelque valeur de l'entier /·, la relation 

{z?+w' y α(·γ· ·''>="■ 

Gela étant, on Be propose de trouver une intégrale (réelle) de 
l'équation aux dérivées partielles 

(1) {z?+w' y α(·γ· ·''>="■ 

satisfaisant à Γ ensemble des conditions su/vu/it es (les mêmes qui 
figurent dans l'énoncé du problème ??„, n° 2»>) : 

i° Cette integrate, u, doit être olotrope à f* intérieur et un peu au 
delà du contour ε, 

•*° Sur le contour tnèmc, les η quantités 

"· \Ι?
 +

 ύΓ>)"' \37' + à?)" \S^ + Ô7') " 

doivent se réduire à η fonctions olotropes données de 0 ( admettant la 
période 2û). 

Comme on le verra, une pareille intégrale existe, et il té en existe 
/fié une ; sa recherche .se ramène à la résolution η fois répétée du pro-
blème et à a/i -+- n(n — i) quadratures* 

Par la transformation 

x t'y — c, λ — l'y — u>, 

qui, au lieu des deux variables réelles ,r, y, introduit les deux variables 
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imaginaires conjuguées r, n\ la fonction connue h(x\ y) devient une 
fonction (réelle) connue, H (y', iv), quasi olotrope ù l'intérieur et un 
peu au delà du contour ε,, et vérifiant, pour quelque valeur de 
Tentier A\ la relation 

d-*U(i\ «·> _ 
dvk dwk = u 

Téquation (i) devient d'ailleurs 

\n JL— « H(i\ n>)» 

ou, en posant /„ ll(t», w)= G(i\ iv), 

(■·<> ro
;

=
G

<
r
-

tt
->

: 

et voici le problème auquel on se trouve alors ramené : 
L'équation aux dérivées partielles (a) étant considérée comme 

impliquant la jonction inconnue réel it' u des variables imaginaires con-
juguées r, w, et son second membre G(t\ ο Λ n'étant autre, au facteur 
V près, que H(c, sv), trouver une intégrale de cette équation qui satis-
Jàssc à Γ ensemble des conditions suivantes (les mêmes qui figurent dans 
l'énoncé du problème £>,»> n° ϋδ) : 

I° Cette intègrtdtM, doit être quasi otofrope à Γ intérieur et un peu 
au delà du contour ε,. 

•2° Sur le contour même, les η quantités 

<iï u dv tt dïw 5 m 
u dv dw dv2 dw2 dv n1 dw n-1 

doivent se réduire à η fonctions obtropes données de Q {admettant la 
période 2~ ). 

(Jnepareille intégrale existe, et il η en existe qti une: sa recherche se 
ramène à la résolution η fois répétée du problème et à a ft -l· n(n — ι) 
quadratures, 

L On observera tout d'abord que la fonction réelle G(p, tv) jouit 
des diverses propriétés énumèrées il y a un instant pour H(r, iv), 
c'est-à-dire qu'elle est quasi olotrope dans une région comprenant et 
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dépassant un peu l'intérieur du contour C
n

 et qu'elle vérifie, pour 
quelque valeur de l'entier A, la relation 

dzk g IV Ï 

<Λ,Α" ihr*·' 

On en conclut, en se reportant au n° 31, que li^e, wl est assimi-
lable, dans la région composée résultant de l'association de la précé-
dente avec sa conjuguée, à une fonction olotrope des deux variables 
imaginaires entièrement indépendantes c, vv, laquelle fonction est 
exprimable par une somme de termes ( en nombre limité 3 dont chacun 
a la forme 

(3)
 #

 i",«-,[0-t-i,lt^e)-+-»vS(»O]: 

dans la formule (3), a désigne un entier positif ou nul, C une con-
stante numérique réelle, et E(e)i St.*v3 deux fonctions remplissant la 
double condition d'être olotropes, la première à l'intérieur et un peu 
au delà du contour c,, la seconde dans la région conjuguée de celle-ci, 
et de prendre, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs 
variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguées. Sur la fonc-
tion (33 opérons successivement deux quadratures* Γ une relative à c, 
l'autre relative à n\ en prenant zéro pour valeur initiale tant de la 
variable » que de la variable w, et en avant soin que le résultat.de 
chaque quadrature s'annule pour la valeur initiale de la variable 
qu'elle intéresse. En effectuant l'expression (3), il vient 

Οι"1 tv" + ι·"τ1ι>'" Il (ν)-τ- MS ( »v). 

et l'opération indiquée donne dès lors 

(4) (',) C rv H : / V"--'IU»-)dr-f- , / <Av. (·"'·"* il"' r·' y*1' ,.·<-,·! <«·>· 

Il est d'ailleurs facile d'apercevoir, par des raisonnements tout à fait 
analogues à d'autres que nous avons eu l'occasion d'exposer dans ce 

qui précède, que l'intégrale / est le produit de 2 par 

une fonction jouissant de la propriété d'être olotrope dans les limites 

indiquées pour H(c) ; que, semblablement, l'intégrale j αS^v)dw 
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est le produit de par une fonction jouissant de la propriété d'être 
olotrope dans les limites indiquées pour S(vxri; et que l'expression (rC 
est de la forme 

vw2+1 w2+1 d+ce +»vF(*v) |, 

où les éléments D, E(V), F( νχ ) jouissent des mêmes propriétés que les 
éléments C, R(c), S(vxri de l'expression (3). L'expression(4) possède 
donc la double propriété d'être olotrope dans la région composée dont 
il a été question quelques lignes plus haut* et de prendre des Valeurs 
réelles quand r et ixv sont imaginaires conjuguées, 

11. Si, dans l'équation (2), on considère l'inconnue u comme une 
fonction des deux variables imaginaires entièrement indépendantes c, 
\χ, on obtiendra manifestement une intégrale particulière de cette 
équation en effectuant, sur («(c, οΛ, 2« quadratures successives, dont 
η relatives η c et η relatives à os, et en axant soin que le résultat de 
chacune d'elles s'annule pour la valeur initiale zéro de la variable 
qu'elle intéresse : ces 2 η quadratures pourront d'ailleurs être exécutées 
dans un ordre tel, que deux consécutives quelconques intéressent deux 
variables différentes. Cela étant, la conclusion de l'alinéa précédent 1, 
appliquée η fois de suite, montre que Γ intégrale particulière finalement 
obtenue possède ία double propriété d être o/otrope dans la région com-
posée ci-dessus envisagée. et depirmlrc des valeurs réel/es quand e et w 
sont imaginaires conjuguées. 

Ul. Inéquation au,ν dérivées partielles (2), considérée comme 
impliquant (a fonction inconnue nielle u des cartables imaginaires 
eonjuguées ν, o , admet certainement quelque intégrale particulière, l , 
quasi olotrope à l intérieur et un pen au delà du contour C 

C'est ce qui résulte immédiatement de l'alinéa précédent 11. 

l\ . Revenons au problème posé sur l'équation (2) au dHuit du 
présent n° 54, 

Soit l l'intégrale particulière de (2) spécifiée à l'alinéa III, et qui 
s'obtient, comme on l'a vu, η l'aide de 2« quadratures :en opérant sur 
^2) la transformation u — l -f- u\ où u désigne une nouvelle fonction 
inconnue introduite à la place de u

y
 on se trouve ramené à la considé-

Jourη. de Math... tome V. — Fuse. IV. 1956. 4» 
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ration de l'équation 
f)'" ur 

ih"' d*\M=0; 

on aura alors, d'après ce qui a été établi, à résoudre η fois le pro-
blème t*, et à exécuter n(n — i) quadratures. 

En résumé, donc, on se trouve bien conduit, comme nous l'avions 
annoncé, à la résolution η fois répétée du problème et à 2// -+- w(w — 1 ) 
quadratures, 

CHAPITRE IV. 

ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES -.—5 -F- -y-- « =: Ο : 
DEUXIÈME PROBLÈME; .SOLUTION DANS LH CAS D IX CONTOUR CIRCULAIRE. 

Dérivées d'une fonction de deux variables réelles 
prises suivant les normales à un contour. 

CKE Désignant par r, 0 deux variables indépendantes réelles, et 
par R deux valeurs particulières fixes de la première (r„<R), 
considérons, dans l'espace |[r, 0]j, la région 11

γ Γι
. évidemment nor-

male, délinie par la double inégalité 

/\, <C r < U ( 0 arbitraire ) ; 

relativement à deux axes rectangulaires G/·, OO tracés dans un pian, 
cette région se trouve graphiquement représentée par l'intérieur de la 
bande indéfinie comprise entre les deux droites 

r = r„. /··== R, 
parallèles à Taxe OO. 

Soient maintenant 
K(r, 5), F (r, 0) 

deux fonctions réelles, ololropes dans tonte l'étendue de cette région, 
et ν jouissant des propriétés suivantes : 

i° Elles admettent l'une et l'autre, par rapport à 0, la période az. 
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Inversement, les relations numériques 

^(rl> Ά) — k('V ^â)« 
F(rl%0,) = F(#v Bt) 

ne peuvent avoir lieu en même temps que si Ton a à la fois 

r, =. r,. Qx — 'jx — multiple entier de ar. 

2° Le déterminant différentiel 

OE OE 
Or 00 
OF OF 
Or 00 

est constamment différent de zéro. 
Ces hypothèses entraînent diverses conséquences que nous nous 

bornerons à énumérer (1 ) : 

l. Soient .t\ y deux autres variables liées aux premières par les 
relations * 

).* = !· (,-.5). 

(1)I y = F(/\ 0); 

à la région IL.n ci-dessus spécifiée correspond, dans l'espace [[«*·> χ|], 
une région. , formée parfensemble des points qui, en vertu des 
formules (i), correspondent (avec répétition possible) aux divers 
points de 11,..ι, : celte région 1\.

r v
 est elle-même normale. 

II. Si, dans les formules (1), 011 donne à r une valeur fixe, on 
obtient une courbe pour laquelle les coordonnées :c, y d'un point 
variable sont fonctions de 0; inversement, si l'on donne à 0 une valeur 
fixe, on obtient une courbe où les coordonnées d'un point variable 
sont fonctions de r. 

Cela étant : 

i° La famille r= const, se compose de courbes fermées dont cha-
cune s'obtient tout entière en faisant varier 0 de zéro à 2~. 

(l) On en trouvera la démonstration dans le Mémoire intitulé : Sur Inexis-
tence d'intégrales satisfaisant à des conditions données le long d'un contour, 
η® 1 (Annales de VÊcolc Monnaie, 191$). 
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La famille 0 = const, s'obtient tout entière en égalant 0 aux 
diverses valeurs de ce même intervalle. 
2°Aucune courbe des deux familles ne présente de point singulier, 

et deux courbes, /·= r,, 0= 0,, appartenant respectivement aux deux 
familles, ne peuvent être tangentes au point commun fourni par 
('Η 0,). 

3° Si. dans une courbe r=coust., ou fait croître 0 de zéro 
à 2û(O^0<^2-), on n'obtient chaque point (,r, r) qu'une seule fois. 
La mçme chose a lieu si, dans une courbe 0 = const., on fait croître r 
de à IL 

4° Lu supposant r, — Λ, différent de zéro, les deux courbes /·= r,, 
r — r., n'ont aucun point commun. Même chose pour les deux courbes 
0 = 0,, 0 = Qa, si 0, — Qa n'est pas un multiple entier de 2-, 

Dans ce qui suit, nous nommerons courvtt/n' la région ^normale) 
de l'espace [[.r, y|] comprise entre deux courbes de la famille 
r=r const, (on doit faire abstraction des deux courbes frontièresV 

5(>. Désignant par r, s, 0 trois paramètres arbitraires, considérons 
actuellement les deux systèmes de formules 

l .r — ICir, j). (2) 
f r = l· (/\ v); 

(3) x = H p, 0 
) Y (/), 

dont les seconds membres sont supposés satisfaire aux conditions sui-
vantes : 

i° Dans la région H,.,o de l'espace | [r, 0 11 détinie par la double 
inégalité 

(4) /„</·<; lv (0 arbitraire). 

les fonctions Κ (r, 0), b\r, 0) jouissent des propriétés spécifiées au 
début du numéro précédent, c'est-à-dire qu'elles sont olotropes, 
admettent par rapport à 0 la période 2-, possèdent un déterminant 
différentiel constamment différent de zéro, et qu'enfin les relations 
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numériques 
fc.(r„ 5,) = b(rs, î»s). 

• F(''ι» 5,)=:F(r
s
. 0,). 

lorsqu'on les suppose simultanément vérifiées., entraînent tie toute 
nécessité 

/·, = rs. 0, — 0,= mult. ent. île ·*τ:. 

a° .Se m h lab le men t. dans la région tl?.o de l'espace [[?. °il définie 
par la donlile inégalité 

(5) p
0
< ο <C Ρ (0 arbitraire). 

les fonctions H^p, 0), lv(p, 0) sont olotropes, admettent par rapport 
à 0 la période a-, possèdent un déterminant différentiel constamment 
différent de zéro, et les relations numériques 

ll(?t. 0,) m 11(o
s

, 6
2
). 

Κ (&,. 5,) r= K(pî, 0t ). 

lorsqu'on les suppose simultanément vérifiées, entraînent de toute 
nécessité 

ρ| ~ p,. rjx — 02=r nuilt. eul. de u'7t. 

3° Si l'on désigne par /, p' certaines valeurs numériques déter-
minées, vérifiant respectivement les relations 

r„<r'<U. po< p'< l\ 

l'hypothèse numérique r=r', introduite dans les seconds membres 
de (ai, fournit les deux mêmes fonctions de 0 que l'hypothèse numé-
rique 5 — p', introduite dans les seconds membres de (3), en sorte 
que les deux systèmes de formules définissent alors un même contour. 

Désignons maintenant par une fonction de χ et de/ qui, si 
l'on considère la région définie par (a) et (;i), soit olotrope dans une 
couronne suffisamment mince renfermant le contour r = /·', et qui, si 
l'on considère la région définie par (3) et (5), le soit dans une cou-
ronne suffisamment mince renfermant le contour ρ = ρ' : comme, par 
hypothèse, les deux contours coïncident, l'un quelconque de ces deux 
derniers faits est une conséquence de l'autre ('). Si l'on forme alors les 

(l) LoCs cit.
%
 nw 2. 
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deux fonctions composées 

(6) μ[Ι£(Λ0), F(/\0)]. 

(7) "[[\{ρ. 0), K(p. 0)]. 

Γ-hypothèse numérique /· = /', intcoduite dans la fonction ((i) et ses 
dérivées de tous ordres relatives à r, les réduit à des fonctions olo-
tropes de.O admettant la période *2TC; et la même chose a lieu pour la 
fonction (7) et ses dérivées de tous ordres relatives à ρ dans l'hypo-
thèse numérique ρ = ρ'. 

Cela étant, pour que la fonction composée ((>) et sea η — ι pre-
mières dérivées relatives à r se réduisent, pour r = /·', à η fonctions 
olotropes données de 0 (admettant la période 2π), il faut et il suffit 
que la fonction composée (7) et ses η - ι premières dérivées rela-
tives à ρ se réduisent, pour ρ = p\ à η autres fonctions olotropes 
de 0 (admettant la. même période). Pour calculer ces η dernières 
quand on se. donne les η premières, ou inversement, il suffit de 
connaître les fonctions L(r, 0), F(/\ 0), H(p, 0), Iv ^ , 0), exclusion 
faite de la composante. u.(.v, y), dont Γ existence est simplement 
admise. 

Nous avons exposé dans un Mémoire antérieur la démonstration 
détaillée de cette proposition ('). 

37. L'énoncé qui vient d'être formulé est susceptible d'une forme 
géométrique intéressante que nous indiquons un peu plus loin (n° 39, 
infra). Nous poserons à cet effet la définition suivante : 

Soient a?, y deux variables indépendantes (réelles); u(x, y) une 
fonction de ces deux variables, olotrope dans une certaine région; 
C une courbe de la région, représentée par les formules 

.* = £(/·), f = r,{r). 

ou /'désigne un paramètre arbitraire : on ne considère cette courbe 
que dans une portion dépourvue de point singulier et où chaque point 
ne soit obtenu qu'une seule fois. Un sens positif ayant été adopté pour 
les arcs sur la courbe C, supposons que les coordonnées a, y d'un 
point variable de la courbe aient été exprimées en fonctions de 

(1 ) Loc. cit., n°2. 
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l'arc s; en les remplaçant par ces nouvelles valeurs dans la fonction 
μ(λ\ y), on obtiendra une fonction composée, u

ty
 ne dépendant que de 

la seule variable .v. Cela étant, nous nommerons dérivée d'ordre η 
de w(.r, y) prise suivant la courbe C la dérivée d'ordre η (par rapport 
à A) de la fonction composée u

$
. Cette définition est visiblement indé-

pendante de l'origine choisie sur la courbe pour compter les arcs; les 
dérivées des ordres impairs changent simplement de signe lorsqu'on 
change le sens positif. 

58. Revenons actuellement aux formules (2), posées au début 
du n° 3(>, 

x= lî(/\ 0), γ = K(/, 0). 

et faisons sur leurs seconds membres, F(r, 0), F(/·, 0), les diverses 
hypothèses qni s'y trouvent énumcrèes. Comme dans le passage cité, 
désignons par r une valeur numérique déterminée comprise entre /·„ 
et R(r„ </·'< R\ et soit 

(8) .r = ).(0), y=p(0) 

le contour fermé fourni par les formules (2) dans l'hypothèse numé-
rique r = d: si l'on considère ce contour, dont un point variable 
dépend de 0, on peut dire qu'à chacun de ses points correspond, 
d'après les mêmes formules (2), une autre courbe dont un point 
variable dépend de /·. 

Cela étant, pour qu'une fonction //(.r, y) et ses dérivées des 
ordres t. 2, — 1, prises suivant les courbes 0 = const, de la 
famille pi), «sv réduisent, sur le contour· (8), à des fonctions olo-
tropes données de 0 (admettant nécessairement la période 211), il. 
faut et il su /fit que la fonction composée 

11 [Ε (/\ 0), F(/·, 5)] 

et ses dérivées des ordres 1, 2, ..., η — ι relatives à r se réduisent, 
pour r = r\ à certaines autres fonctions olotropes de θ (admettant 
la même période). Pour calculer ces dernières lorsqu'on se donne 
les premières, ou inversement', il suffit de connaître les fonctions 
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E(r, 0), F(r, 0), exclusion faite de la composante u\x, y), dont 
l'existence est simplement admise ('). 

59. Le simple rapprochement des nos 5(> et 58 fournit immédiate-
ment l'énoncé auquel nous avons fait allusion plus haut (n° 57). 

Considérant les formules 
( 2 )j .1· — E(r, 0), 

ly = !'('·. 5) 
et 
(3) (3) j .r = U(?.!l). 

I >' — k (p. 0), 

posées au début du n° 5(>, faisons sur leurs seconds membres, E(r, 0), 
F(r, 0), H(p, 0), K.(p, 0), les diverses hypothèses qui s'y trouvent 
énumérées, et soit 

(9) .ν = Α(0), ?~μ(0) 

le contour fermé que fournissent concurremment, d'une part, les for-
mules (2) dans l'hypothèse numérique ?· = /·', d'autre part, les 
formules (3) dans l'hypothèse numérique ρ — ρ'. 

Cela étant, pour qu'une fonction u(x, y) et ses dérivées des 
ordres 1, ·_>, ..., //— ι, prises suivant les courbes 0 = const, de la 
famille (2), se réduisent, sur le contour fermé (y), à 11 fonctions 
olot ropes données de 0 (admettant la période :i~), il faut et il suffit 
que la fonction u(a\ y) dont il s'agit et ses dérivées des ordres 1. 
ϋ, ..., η — ι, prises suivant les courbes 0 = const, de la famille (3), 
se réduisent, sur le même contour (9). à certaines autres fonctions 
olotropes de 0 (admettant la nié'me période). Pour calculer ces der-
nières lorsqu'on se donne les premières, ou inversement, /7 suffit de 
connaître les fonctions K(/\ 0), F(r, 0), Il (p, 0), K(p, 0), exclu-
sion/dite de la fonction u(x,y), dont l'existence est simplement 
admise. 

40. Nous allons examiner actuellement un choix particulier des 

(') Loc. cit..., noa 3 et 4. 
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quatre fonctions désignées dans ce qui précède par E(/\ 0), E(/\ 0), 
1.1 (f, 0). lv(p, 0). 

Désignons par λ(0), JA(0) deux fonctions réelles, olotropes dans 
toute l'étendue de l'espace réel |[Û||, et y jouissant des propriétés 
suivantes : 

ι" Elles admettent l'une et l'autre la période Inversement, les 
relations numériques 

(01) = y 02μ{9χ) = μ(0.) 

ne peuvent avoir lieu en même temps que si 0, — 0
a
 est un multiple 

entier de ·2~. 
2° Le déterminant 

λ μ Ι 
y' i' 

formé avec ces deux fonctions et leurs dérivées premières, est cons-
tamment différent de zéro. 

I C'est ce qui a lieu, par exemple, si l'on prend 

Hfj)= /( 'J ) cos ̂  P· (fj ) =/(Cj ) »»"0, 

et si l'on suppose que, dans toute l'étendue de l'espace réel |[^|^ la 
fonction olotrope et réelle/(0), admettant la période 27:, ne s'annule 

jamais. | 
Cela étant, considérons les deux systèmes de formules 

(10) x = ry (0) 
( y = /·μ(ν), 

j a·' = 1(0) -+■ ρμ'(^), 
(11)( y ~μ(0) — ρ/.'(0); 

si l'on représente graphiquement les systèmes de valeurs (u\ r) 
à l'aide de deux axes rectangulaires O.r, O/ tracés dans un plan, les 
formules (10) définissent un contour homothétique du contour 

(12) x = y (0) 
\ y = μ(0) 

par rapport à l'origine O, le rapport d'homolhétie étant r, et les for-
Journ. de Math.·, tome V. — Fuse. IV, ι < j a β. 4î) 
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mules (11) définissent la normale au contour (12) au point 0. Si, d'une 
part, on introduit dans les formules (io) l'hypothèse numérique r= 1, 
ou obtient le contour (12); si, d'autre part, on introduit dans les for-
mules 11 ) l'hypothèse numérique p = o, on retombe sur ce même 
contour (12) : or, nous allons voir qu'en faisant varier r dans un inter-
valle suffisamment petit s'étendant de part et d'autre de la valeur 1, 
et ρ dans un intervalle suffisamment petit s'étendant de part et d'autre 
de la valeur zéro, les seconds membres des formules (10) et (11) rem-
plissent les diverses conditions spécifiées au début du n° 5β. 

En premier lieu, on voit que, dans toute l'étendue de l'espace 
réel ||r, 0|J, les seconds membres de (10) sont olotropes; que, dans 
toute l'étendue de l'espace réel |[p, 0||, les seconds membres de (ni 
jouissent de la même propriété; et que, par rapport à Û, les uns et les 
autres admettent la période 2-. 

On voit de plus que, si r n'est pas nul, le déterminant différentiel 
des seconds membres de (10) est diffèrent de zéro, car il a pour valeur 

λ μ 

' V / · 

et que, pour ρ numériquement assez petit, le déterminant différentiel 
des seconds membres de (1.1) est lui-même different de zéro. Ce der-
nier a en effet pour valeur 

(13) u' y' + pu {' 3 ï , , , //'· -!- μ'-H- ο ().' μ" — u' A ). 

quantité dont le module est supérieur à 

y'2α'-— modp mocl(À'
(
u"— p*.'À") ; 

or, dans l'intervalle ο<0<2τ:, et par suite pour toutes les valeurs 
réelles de 0, la somme λ'2 -l· a'% qui ne s'annule jamais, reste cons-
tamment supérieure à quelque nombre positif fixe, /, convenablement 
choisi, tandis que, d'autre part, le module de λ' μ" — μ!λ" reste 
constamment inférieur à un autre nombre positif fixe, L (') : il vient 

(') Cela eu vertu de propositions générales relatives aux régions à la fois 
limitées et complètes (voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, 
Chapitre L). 
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donc 
mod [λ'5 H- ρ(λ'

(
α"— ρ·'/,")] > ί — L mod ρ. 

d'où résulte que, pour ρ suffisamment petit, le premier membre de 
l'inégalité, et par suite le déterminant différentiel (i3 ), sont constam-
ment différents de zéro. 

Π este à établir les deux points suivants : 

i° Si, dans le plan de notation graphique du couple réel (y\ Q), on 
considère, parallèlement à l'axe des 0, une bande indéfinie suffisam-
ment. mince ayant pour médiane r = ι, les relations numériques 

J />, λ(Ο,) r, λ(9,). 

'l| Ι >·,μ(9,) —/^«.(9*) 

n'y peuvent être vérifiées en même temps que si l'on a à la fois 

/·, = 9,— 9»— inult. ent. de a~; 

ou, ce qui revient au même, dans une bande suffisamment mince, 
limitée aux deux valeurs 0 = o, 0= aie (et les comprenant), les rela-
tions i) ne peuvent être vérifiées en même temps que si l'on a à la 
fois 

r, ̂  /·ο. 9, — 9o— l'une des trois valeurs o, a — a—. 

i>° Si, dans le plan de notation graphique du couple réel(c, 0), on 
considère, parallèlement à l'axe des 0, une bande indéfinie suffisam-
ment mince ayant pour médiane ρ — o, les relations numériques 

1 (5j) -+- pip'(^i) — psPÎ^s), 
(15)\ —pi//(9,) = p(9,) —p,X'(9

s
) 

n'y peuvent être vérifiées en même temps que si l'on a à la fois 

p(—ps, 9,— 0*— mult. ent. de ar; 

ou, ce qui revient au même, dans une bande suffisamment mince, 
limitée aux deux valeurs 0 =o, 0 = 2- (et les comprenant), les rela-
tions (τ 5) ne peuvent être vérifiées en même temps que si l'on a à 
la fois 

pjrrrç»,, 9,— 9* — l'une des trois valeurs o, art. — a π. 
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Op, le deuxième point, 2'\ se trouve exposé eu détail dans un 
Mémoire antérieur ('). 

Pour le premier point, i°, si Ton pose r — ι = /, les formules (10) 
prendront la forme 

.t-= tl(0) λ(Ο), 
Τ=ίμ(9) + μ(9). 

et l'on se trouvera ramené à établir ce qui suit : 
Si, dans le plan de notation graphique du couple réel (/, 0), on 

considère, parallèlement à l'axe des 0, une bande suffisamment mince 
ayant pour médiane / = o, et limitée aux deux valeurs 0 = ο, 0 -- 2 -

(qu'elle est supposée comprendre), les relations numériques 

Λμ(^ι) H- μ(0ι)~ t.,μ(5.,) -f- μ(9.,) 
Λμ(^ι) H- μ(0ι)~ t.,μ(5.,) -f- μ(9.,) 

n'y peuvent être vérifiées en même temps que si l'on a à la fois 

t1 = t20, — 9,— Tune des trois voleurs o, ■.>.π, — ·>. ττ. 

_ Pour l'établir, on fera les mêmes raisonnements que s'il s'agissait 
de 2". 

4 L Des nos 5(>, 58 et 51), rapprochés de -40, on tire immédiate-
ment la conséquence particulière suivante : 

Soit ff(;v, y) une fonction de ^yy, olotrope dans l'intérieur d'une 
zone suffisamment, mince s'étendant de part et d'autre du contour(i2). 

Pour qua cvltc: fonction et ses dérivées de.s ordres 1, 2, ..., η — ι, 
prises suivant les normales au contour, se réduisent, sur le contour 
même, à d<'s fonctions olotropes données de 0 (admettant la 
période 2π), H faut et il su/Jit que la fonction composée 

i(\rl('j). ΐ'μ{0)] 

et ses dérivées des ordres 1, 2, n — i relatives à r se réduisent. 

(1 ) Sur l'existence d'intégrales satisfaisant à des conditions données le 
long d'un contour {Annales de l'Ecole Normale, i()i3). Voir les quatre der-
nières lignes de la page /41, et les pages /|·?., d3, 44î 011 y remplacera seulement 
la notation r par la notation p. 
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sur le contour dont il s'agit ^c'est-à-dire pour r = i), à Certaines 
autres fo/iclions olotropes de 0 {admettant fa même période). Pour 
calculer ces dernières lorsqu'on se donne les premières, ou inverse-
ment, il suffit de connaître les fonctions λ(0), p.( 0), exclusion faite 
de la fonction //(.r, jr), dont l'existence est simplement admise. 

Énoncé et transformation du deuxième problème. 

i2. Les mêmes choses étant posées et les mêmes notations étant 
adoptées qu'au début du n° 215, le deuxième problème se formule 
comme il suit : 

PUOIU.ÎIMF. — On se propose de trouver une intégrale de l'équa-
tion aux dérivées partielles 

ο y+y "=° 

qui satisfasse à l 'ensemble des conditions suivantes : 

i° Cette intégrale doit être o!otrop<» à l'intérieur et un peu au 
delà du contour c, [défini à l'aide des formules x=f(0)cos0, 
ν ~ /*(^ 0s) sin 0 I. 

2° En lui adjoignant ses η — ι premières dérivées prises suivant 
la normale au contour, ces η quantités doivent se réduire, sur le 
contour même, à η fonctions olot ropes données de 0 {admettant la 
période a-). 

| On notera, au passage, que le problème est identique au pro-
blème <P, (voir le n° 25). | 

La condition 2° peut d'ailleurs, si l'on se reporte à ce qui vient 
d'être établi (n® -il), être remplacée par la suivante : 

La fonction composée qui se déduit de l'intégrale par la substi-
tution 

,r = r/(9)cos9, ν — /'/(0)sîn9, 

et les dérivées des ordres i, 2, η — ι relatives à r de cette fonc-
tion composée, doivent, sur le contour s, (c'est-à-dire pour r = 1), se 
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réduire à η fonctions olotropes données de 0 (admettant la 
période 2~). 

Par la transformation 

.r -4- ι y = »\ .r — i y — iv. 

qui, au lieu des deux variables réelles .r. y, introduit les deux 
variables imaginaires conjuguées <\ o\ l'équation (ι) devient 

<r-n u 
(2) dvn dwn =0 

et voici la question à laquelle on est alors ramené : 

Puom.f.MK ί>„. — Trouver une intégrale réelle de Τ équation au.e 
dérivées partielles (2) qui satisfasse à l'ensemble des conditions 
suivantes : 

i° C et te intégrale doit être quasi olotrope éi l'intérieur et un peu 
au delà du contour ε, (voir n" 7, IV, remarque finale). 

2" /m fonction composée qui se déduit de l'intégrale par fa sub-
stitution 

y m rf(0) «■ t'f{rj) e"'K 

et les dérivées des ordres 1, 2, ..., η—ι relatives à r de cette fonc-
tion composée, doivent, sur le contour ε

 n
 se réduire à η fonctions 

olotropes données de 0 (admettant la période ar V 

[On notera, au passage, que le problème s, est identique au pro-
blème (voir le nw 25). ) 

Avant de poursuivre, transformons une dernière fois l'énoncé de la 
condition 2". 

Les fonctions simples r/(0)e'°, /·/(0)e~'° étant linéaires par rap-
port· à r, 011 sait qu'en désignant par u la composante (fonction 
«le ν et iv), la dérivée d'ordre ρ relative à r de la fonction composée 
est symboliquement représentée par la formule 

f(0) ci d/dv f(0) e i0 d/dw p u 
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Il faudra donc que, pour l'intégrale cherchée, les η expressions 

//, 

^/(0)<!rt|;+/(i))<.-rtiL],«. 

^
/(

0)<!rt|;+/(i
))<.-rtiL],«. 

^/(0)<!rt|;+/(i))<.-rtiL],«. 

se réduisent sur le contour c'est-à-dire pour \> — /(0)c'0 
w =\/\Q)6'~'0> à η fonctions olotropes données de 0; ou bien encore, 
que les η expressions 

"■ V',v+"',7.:·)"' (/'^"'îm·) " {rT» + ar
r
) " 

se réduisent, dans cette même hypothèse, à η fonctions olotropes 
données de 0. 

Finalement, donc, l'intégrale cherchée de l'équation (2), 011 se 
trouve impliquée la fonction inconnue réelle u des variables imagi-
naires conjuguées r, w, doit satisfaire aux conditions suivantes i 

1" Cette intégrale doit être quasi olotropc à l'intérieur et un peu 
au delà du contour 3,. 

20 Sur le contour même, cVst-à-direpour e=/(0 )ei0, w = f(0) e-i0 
les η quantités 

u, v d/dv + w d/dw u, "■ V',v+"',7.:·)"' (/'^"'îm·) " {rT» + arr) " 

doivent se réduire à η fonctions olotropes données de 0 (admettant la 
période 2~ ). 

45. Aux considérations générales qui viennent d'être exposées nous 
adjoindrons la remarque suivante ; 

Désignons par h(A·, y) une fonction (réelle) connue des variables 
réelles A, y, olotrope à l'intérieur et un peu au delà du contour Θ,, et 
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vérifiant, pour quelque valeur de l'entier A·, la relation 

ίέ +
 3ρ)

Λ/,(
·'''''

):=0

' 

Cela étant, si, au lieu de ^equation (Ο, ou considère f\quation 
aux dérivées partielles 

ίέ + 3ρ)Λ/,(·'''''):=0' 

et qu'on assit jet tisse son fut enraie à l'ensemble des conditions imposées 
par renoncé du problème ο use trouve, moyennant in quadratures, 
ramené à Γ équation (i) elle-même. 

Même raisonnement qu'au ηυ 51. 

Examen du deuxième problème dans le cas d'un contour circulaire. 

Ί4. D'après ce qui a été vu au n° et en supposant, connue il est 
toujours permis de le faire, le rayon du cercle égal à i, le problème à 
résoudre se ramène au suivant : 

On considère, d'une part, l'équalion aux dérivées partielles 

(1) d2uu/dvn dwn= 0 

impliquant fa fonction inconnue ι celle //des variables imaginaires 
conjuguées 

ι■ — .e-f-M\ »i-r=.r—ty: 

d'autre part, le contour circulaire, Ci, détini à l'aide des formules 

.<·=rcosS, yirtsînQ; 

et l'on se propose de trouver une intégrale de Γéquation {i) qui satis-
fasse à Γ ensemble des conditions suivantes : 

i° Cette intégrale, u, doit être quasi olotropeà f intérieur et un peu 
au delà du contour C. 

2° Sur le contour même, c'est-à-dire pour c = e'0, w = c"'0, les 
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η quantités 

u, d/dv + wd/dw ίέ + 3ρ)Λ/,(·'''''):=0'ίέ + 3ρ)Λ/,(·'''''):=0' 

doiccnt se réduire à η fonetions olotropcs données de 0 {admettant 
la période 2τ:). 

Gomme on va le voir, une pareille, intégrale existe^ et il n 'en existe 
qtéune: sa recherche se ramène à la résolution η fois répétée du pro-
blème 8,, identique à £>,. ou, ce qui revient au même, du problème lê, 
(envisagé dans le cas du contour circulaire C). 

I. /1=1. 

On suit que l'équation — °> il Inquelle se réduit en ce cas 

l'équation (i\ admet, conformément à l'énoncé ci-dessus, une inté-
grale ( réelle), et une seule, possédant la double propriété d'etre quasi 
olotrope à l'intérieur et un peu au delà du contour circulaire C, et de 
se réduire, sur le contour même, à une fonction olotrope donnée de 0 
(admettant la période 2-), L'existence et l'unicité de cette intégrale 
étant assurées, la dernière partie de l'énoncé, relative à sa recherche, 
se trouve vraie d'elle mémo. 

II. /1 = 2. 
Voici ce que devient, en ce cas, l'énoncé du problème : 
Trouver une intégrale (réelle) de l'équation 

^ 5^5 = ° 

qui satisfasse à l'ensemble des conditions suivantes : 

1°Cette intégrale, u, doit être quasi olotrope à l'intérieur et un peu 
au delà du contour C. 

20 Sur le contour même, les quantités 

Ou àtl 
u, v dv + w dw 

doivent se réduire à deux fonctionsolotropes données de 0 (admettant 
la période 2-). 

Journ. de Math., tome V.— Faso. IV, 19.Hi, '>0 
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Comme on va le voir, une pareille intégrale existe, et il n'en existe 
qu'une*, sa recherche se ramène à la résolution deux fois répétée du 
problème ί>,. 

D'après ce qui a été vu au Chapitre précédent (nv> 55, l), les deux 
fonctions données de 0 peuvent se mettre sous les formes respectives 

(°} ) n, 4- e'°-4- «'-ΛΝ,(éH°V 
(°} ) n, 4- e'°-4- «'-ΛΝ,(éH°V 

où D
0

, D, désignent deux constautes numériques réelles, etM0 v 
M,(e), N

0
(m\ N,(n*) quatre séries' entières admettant toutes un 

rayon de convergence plus grand que i, telles, d'ailleurs, que dans 
chacun des couples 

M0(r), Y.(u'): Μ,(ι·), N,K). 

les deux séries prennent, pour des valeurs imaginaires conjuguées de 
leurs variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguées. La 
recherche de ces six éléments n'est autre chose que la résolution deux 
fois répétée du problème *£,, et nous les supposerons connus. 

Cela étant, si l'équation (2) admet quelque intégrale (réelle). «, 
satisfaisant à l'ensemble des conditions que nous venons de formuler, 
cette intégrale peut, puisqu'elle satisfait, notamment, à la condition12° 
se mettre sous la forme 

( I ) u :— Co -4- »' l\> ( r) H- αΛ}ιΛ u" ) rir[ ( -\~ r ( ν) -|- a·^, |, 

où i;„ C, désignent des constantes numériques réelles ptOvisoiroment 
indéterminées, et. 

:— Co -4- »' l\> ( r) H- αΛ}ιΛ u" ) rir[ ( -\~ r ( ν) 

deux couples provisoirement indéterminés de séries entières, dont 
chacun est assujetti à la double condition que les deux séries dont il 
se compose admettent un rayon de convergence plus grand que 1, et 
qu'elles prennent, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs 
variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguées. On déduit 
d'ailleurs de (4) 

(»> «··£ +«··■£ = .·ιν(··)v2P'0 w q0 (w) + w2 q0 
-4- ri ν ( -jiC.h- 3rl\(r) -h rsPi(r) -f- 3irOt(u·) -ι-w2 qw 
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Or, l'hypothèse e = </', w — «?~Λ, introduite dans les expressions (4) 
el ( ΐ» V les transforme respectivement en 

0* 4-C,- 4- l\(ert) ] 4- ert[ Q*(f-*) 4- Q, (e '°) 1 
et 

aC.,4- 4-t^P
w
(ert)-3P,(e^)+ e P eiu 

4-e-^[^(e-^) 4- e-rtQ;
i
(e-^)4-3Q

l
(c-^) + *-«<>; (c *)]. 

On doit donc avoir, par comparaison avec les expressions (ο), les 
relations numériques 

Ι.,,-τ-1-ι — l\,« -iC, — D,, 

lesquelles déterminent pour C
0 et C, des valeurs réelles, puis les 

identités en c 

<6> * lV«4--P|(vq = M
v>
(c), 

\:) PA^4-3P
1
(c^4.cP;<.-)^cl»i(c)=M

l
(r)^ 

lesquelles vont servir à déterminer l\(i·) et l\(c)> puis enfin les 
identités en w 

<8> * lV«4--P|(vq = Mv>(c), 
19> 1^.»Λ — 3Q,(*v) 4- »*'^(»ν)4- «\V,(*r)= X,(«·). 

lesquelles vont servir à déterminer (w) et Q, (<v). 
Considérons d'abord les identités (ti) et (-V On a, en dûYérentiant 

4·>-
<10> * lV«4--P|(vq = Mv>(c), 

Si, dans { - ), on tient compte de (l>) et (io), il vient 

P1 v = ... 

le second membre (non écrit) étant une série connue, entière en c, 
qui admet un rayon de convergence plus grand que ι ; après quoi on 
tirera de ((>), pour P0

(V), une expression de même nature, 
Semblablement les relations (S) et (9) fourniront pour Q0(«') et 

Q,(w) des séries entières en w admettant un rayon de convergence 
plus grand que 1. 

Et il est manifeste que, dans chacun des couples 

P0(v) Q0(w) P1(v) Qt()w 
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ainsi déterminés, les deux séries prennent, pour des valeurs imaginaires 
conjuguées de leurs variables respectives, des valeurs imaginaires 
conjuguées. 

111. w = 3. 
Voici ce que devient, en ce cas. l'énoncé du problème : 
Trouver une intégrale (réelle) de l'équation 

<)*u 

(11) dv2 dw2 =0 

qui satisfasse à l'ensemble des conditions suivantes : 

i° Cette intégrale, m, doit être quasi olotrope à l'intérieur et un 
peu au delà du contour C. 

2° Sur le contour même, les quantités 

u, du du d2 d2 u H% {«_ |_,v— > Γ--i--.O-U'-r r r u" -·—-

doivent se réduire à trois fonctions olotropes données de 0 (admettant 
la période 2~). 

Comme on va le voir, une pareille intégrale existe, et il n'en existe 
qu'une ; sa recherche se ramène à la résolution trois fois répétée du 
problème £>,. 

D'après ce qui a été vu au Chapitre précédent (n° 35, l), les trois 
fonctions données de 0 peuvent se met tre sous les formes respectives 

! IU·r- ι·ΛM,(t.'°) + e-<°Νs(e-Λï. 
(12) · Π, H- M v ( e?'"0 ) + C-,0 Ν, ( e ~ί0 ). 

! IU·r- ι·ΛM,(
t
.'°) + e-<°Ν

s
(e-Λï. 

où D
0

, D,, l)
a
 désignent trois constantes numériques réelles, etM

0
(c\ 

M,(e), M
s
(r), N

0
(vv), ^iVvV')> N

a
(w) six séries entières admettant 

toutes un rayon de convergence plus grand que i, telles d'ailleurs que, 
dans chacun des couples 

! IU·r- ι·ΛM,(t.'°) + e-<°Νs(e-Λï.! IU·r- ι·ΛM,(t.'°) + e-<°Νs(e-Λï. 

les deux séries prennent, pour des valeurs imaginaires conjuguées de 
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leurs variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguées. La 
recherche de ces neuf cléments n'est autre chose que la résolution trois 
fois répétée du problème î>,> et nous les supposerons connus. 

Cela étant, si l'équation (11) admet quelque intégrale (réelle), u
t 

satisfaisant à l'ensemble des conditions que nous venons dé formuler, 
cette intégrale peut, puisqu'elle satisfait, notamment, à la condition i°, 
se mettre sous la forme 

(13)u~ Cft4-<'Pe(c) -+- n'Qo(o') 
4~ Γ II' [Cl 4- i'Pj ( l>) -+· lï-'Qi ( iv) ] 
4" l'2ll S[Ci-+- rPa(p) -+- ll'Qâ

(ll') |, 

où C
0

, C
M>

 C
a
 désignent des constantes réelles provisoirement indéter-

minées, et 

i'o(r>, Qo(«')ï P|(*·)· Q.(«·); !'«('·), Q«(w) 

trois couples provisoirement indéterminés de séries entières, dont 
chacun est assujetti à la double condition que les deux séries dont il se 
compose admettent un rayon de convergence plus grand que 1, et 
qu'elles prennent, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs 
variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguées. On déduit 
d'ailleurs de (i3) 

t'4) r
 iÀï·

 = cP„(i')-M'5lv
rt
(r)4- "'Qo(»v)-HO,slY

0
(iv) 

4-ν ιν [aC
l
-f-3cP

l
(r)4- ν*P', (IO-hSIVQ^IVJ + iv-Q'^IV)] 

4- c2 iv2 [ \C2 4- Γι c P,{c ) 4- c* Ρ j ( ν ) 4- 5 (»v) 4- iv2 (1 v) J 
et 

„<)-u <)*(ΐ <,0*11 
(15) ! IU·r- ι·ΛM,(t.'°) + e-<°Νs(e-Λï. 

= ! IU·r- ι·ΛM,(t.'°) + e-<°Νs(e-Λï. 
4- aivlQo(iv) 4-ivsQo(iv) 

4-civ[ sC,4- 6ePt(c)4- 6v2P't ( v) 4-r'Ρ", (v) 4- 6u'(>i(ir) 
4- (>ip4Qi(IV)4-iv'-^^o·)] 

4- i>*iv2[ 12C
a
4-20cP

a
(ν) 4- ior*Pa(<') 4- r:! Ρ^»') 4- aoii>t)

s
(ii») 

4- ioiv2Q^(iv) 4- «,sQa(«■')]· 

Or, l'hypothèse ν = e'°, w = e_,°, introduite dans les expressions 
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(i3), (il) et (i5), les transforme respectivement en les suivantes : 

(Ιβ) Ca4- C, 4- Ca4- e'fJ[Pe(<?'e) 4- \\ (c"°) -h l\(e*)] 

4- e -<0 [ Qo ( e"* ) 4- Q, ( e-'° ) 4- Qs ( e~) ] : 

( ι - ) 2 C, -h 4 C, 4- e'° [ Ρ» ( ) 4- e'° P0 ( *'° > 4- 3 Pt ( e'° ) 4- e,··"0 lv, ( e'il ) 

-h 5 Ps ( e'"0 ) 4- t,f(1 Ρ 3 ( e'n ) I 

4-<■' - [ Qo( e~i0) 4- e~''\K( "'°) + 3Qi(e~) 4- e" ( V, <, 6· <°) 

4- 3Q»(c-'°) 4- 6'-'°Q;(r-'0)]; 
1 α C, 4- isC» 

] 4- C'° [ a c'* P'„ ( ef0 ) 4- cïiQ Ρ ; ( e'° ) 4- β Ρ, ( e'° ) 4- 0 e'° Ρ ) 
(iS) \ 4- r!'°P'j (€'°) 4- acP^e'1') 4- îoe'^P^e'11) 4- e^'P'àtf'

0
)] 

Ι 4-e~'0[2t>-''0Q;
i
(<i-'0) 4- e-^lV; (*>-<«) 4- t>Q|(t>-,0ï 4- lu·- V, (<r 'fQ 

4-<?~s'0Q',' (e""'fj)4-QoQ3(ie~'(')4-ioc""'f'Q^ (e i(') 4-<.î~"s'0Qa(ti ,(|)J· 

La comparaison des expressions (17), (itf) avec les trois 
expressions respectives (12) donnera alors : 

Kn premier lieu, les relations numériques 

C0 4- C, 4- C, — D0> 2 C, 4- 4 Cs = 1>P 2 C, 4- 1 a 0, ̂  D,, 

lesquelles déterminent pour C0, G, et Ca des valeurs réelles; 
En deuxième lieu, les identités en ν 

(«9^ Pol <0 4- Pi(r) 4- P
s
(v> = M

0
(r). 

(20) P0(r) 4- »'P01 «') 4- 3 Pt l r) 4- ι'Ρ, ^ (4 4- 5 Pai v) 4- r Ps ( ν ) — M, ( »4, 

l 21 ) 2(,Po((;) H~ <'*P
U
((4 _f~ éP,( r) -h t>rP, (.·) 4- 1 *, (O 

4- 2οΡ
2
^γ) --4 loclQi1] 4- c2Pl| (r) — Mal»·), 

lesquelles vont servira déterminer P0(r), P,(c)et Pa(c); 
En troisième et dernier lieu, les identités en w 

( 22 ) Qol u') "+" Qi 1 + Qs(ll') — ^rol "■')» 
[ 2d ) 0,4 4- vrQ

(t
 l »*') 4- 3 Q, 1 <r) 4- wQ, ( w ) 4- à Q.» ( il·) »vQa ( w) — i\\ ( tr ), 

( a a ) 2«rQ
u
(n·) 4- »»,sQôtuq 4- tiQil»·) -4 liu'Q', -h- u--Q'Qu4 

4- 2t)Qj(ir) 4- 4~ ΌQ.11n') ^*21**')» 

lesquelles vont servir à déterminer Q0(w), Q,(*v) et Q
a
(V), 

Considérons d'abord les identités (19), (20) et (21). Si l'on tient 
compte de (19) et de sa conséquence 

Po(c) 4- P|0')4- pa(i·)» Mar), 
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lu relation (20) devient 

(a5) al»t(-h 4Ps(r) r= 

le second membre (non écrit) de (a5) étant une série connue, entière 
en r, qui admet un rayon de convergence plus grand que 1. Si Ton 
tient compte de la relation déduite de (20) par differentiation, la rela-
tion (21) devient 

(, aG) G Ρ, (r1) -ι- a r lv. ( ιΟ -ι- ·ιοΡΐ(ι* ) 4- I*'., (r ) = 

le second membre de (2(1) étant une série connue, entière en c, qui 
admet un rayon de convergence plus grand que 1. tëntin, si Ton tient 
compte de (2')) et de la relation qu'on en déduit pur differentiation, 
la relation (a(>) devient 

(27) S P^r ) — 

le second membre de (27) jouissant, comme ceux de (20) et (2d), de 
la propriété que nous venons d'indiquer. De (27) on tirera de 
(u5) on tirera ensuite Ρ,(i%): et finalement, de (kj) on tirera P

0( ν) : 
les trois expressions ainsi obtenues seront d'ailleurs des séries entières 
en r admettant un rayon de convergence plus grand que 1. 

Semblablement, les relations (22). (23) et (24) fourniront, pour 
Qe(w). Qi(u*)et Qa(u'), des séries entières en \v admettant un rayon 
de convergence plus grand que 1. 

Kt il est manifeste que, dans chacun des couples 

G Ρ, (r1) -ι- a r lv. ( ιΟ -ι- ·ιοΡΐ(ι* ) 4- I*'., (r ) 

ainsi déterminés, les deux séries prennent, pour des valeurs imaginaires 
conjuguées de leurs variables respectives, des valeurs imaginaires 
conjuguées. 

IV. Ce raisonnement peut se poursuivre indéfiniment. Pour η quel-
conque, la recherche de l'intégrale unique remplissant les conditions 
énoncées se ramène à la résolution η lois répétée du problème £>,, ou, 
ce qui revient au même, du problème vî,. 


