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PROBLEMES RELATIFS A L'EQuaTioN A"t = o. 347

Sur quelques problemes relatifs a Uéquation

. e, . g Jr\?
awy: dérivées particlles ( --; —+ ——-W w=0
Jda? dy2,

(Suite et fin);

& Cusres RIQUIER.

CHAPITRIE 1.
/)2 AN
EQUATION AUX DERIVRES PARTIELLES (—- ) U=o0:

s+ 53
ot Jy*
PREMIER PROBLRME: SOLUTION.

Enoncé et transformation du probléme.

25, Soit f(0) une fonction possédant, dans toute I'étendue de
I'espace réel ||0}], la double propriété d’cwre véelle et posilive sans
jamais s’annuler, et d’¢tre olotrope et périodique a la période 2. Par
rapport & deux axes rectangulaires OX, OY, tracés dans un plan, les
formules

) x == f(9)cos?, y=f(0)sind

définissent, comme on ’a vu plus haut (n°21), un contour analytique
régulier ne passant pas par origine O, et dont les divers points s’ob-
tiennent, chacun une seule fois, en faisant croitre. 0 de zéro
a 2w(0 S0 < aw); toute demi-droite partant de |'origine rencontre
d’ailleurs le contour en un point et en un seul.

Désignons maintenant par 7 une deuxiéme variable réelle, assujettie
a se mouvoir dans la région 2o, et considérons les formules

(2) . a=r (V) cosb, r=rf(0)sm0.
Journ. de Math., wome V. — Fasc. 1V, 1926, 45
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Ces derniéres définissent un contour, variable avec r, se réduisant,
pour r=o0, & un point umique, l'origine O, ct jouissant, pour
r>o, des diverses propriétés énumérées relativement.au con-
tour (1); d'ailleurs, si I'on donne 4 r deux valeurs positives distinctes,
les contours correspondants, manifestement homothétiques par vap-
port & I'origine, n’ont aucun point commun (n®21). Nous rappellerons
qu’en désignant d’une maniére générale par <, le contour qui corres-
pond & la valeur r, puis par R une valeur numeérique particuliére (C>0)
de », nous avons nommé /niéricur du contour £, la région du plan
qu’engendre le contour ¢, lorsqu’oa fait varier » dans les limites assi-
gnées pav la double velation o:7r <C R. Nous conviendrouns enfin de
dire que telle ou telle propricte a liew dans Uintérieur du contour 2,
el un peu au dela, si elle a lieu dans I'intérieur du contour <, . (¢ >0
et suflisamment petit ).

Cela étant, voici I'énoncé de la question qui fait I'ohjet du présent
Chapitve :

Prowine €, — On se propose de trouver une intégrale de Uéqua-
tion aux dérieées particlles

N J? drA\" .
(3) —s ==} wz=o
dat  dy?

qui salisfasse @ U'casemble des conditions suivantes :

1° Cette tntégrale, u, doit étre olotrope ¢ I'intéricur ot un peu
au dela du contour < [défini par (1)].
2° Sur le contour méme, les n quantités

" ()?. N ()! " l)? - ()-3 2 . ()‘: 4 ()*.‘ ) not
. =— + =} u, =z hgm) 4 e =t 5
det o dy? dat  dy? ' dar gy "

dotvent seréduire a n fonetions olotropes donndées e b (admetiant
la période 21v).

Comme on le verra, une pareille intégrale existe, et il wen existe
qu’une; sa recherche se raméne & la résolution n fois répitée du
probléme @, et @ n(n—1) quadratures.,

Par la transformation

£y = 2= Ty
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qui, au lieu des deux variables réelles @, y,introduit les deux variables
tmaginaires conjugudes ¢, w, ’équation (3) devient

d‘lll 1]
4 —_
(4) : dengwn 0

et voici la question a laquelle on est alors ramené :

Puontine &,. — Trouver une intégrale réelle de ['équation aux
., . . . . ¢ ‘ e
dérivies partielles (4) qui satisfasse a Uensemble des conditions

suvantes :

1° Celle tntégrale, u, doit étre quasi olotrope a Uintéricur et un
priawe dele dut contour < 2, (voir n° 7, 1V, remarque linale).

2® Swr le contorr méme, les n quantités

L ]
o u Jtu gty .

AN ey e
d on  gar’ Jett=1 gepn—!

u,

doivent se réduire don fonctions ololropes (/u}llcs) donnees de (
(admettant la période 2%

Une pareille intégrale eviste, el il n'en cxiste qi’une; sa
recherche se raméne a la résolution n fois répétée du probléme w,
el & n(n --1) quadratures.

e . \ . . )‘.'Il
Propriétés générales des intégrales de I’équation 5;270%5 =o0

26. lstant donnée 'équation aux dérivées partielles

();m m
1 ————— T
(1) R ’

ol se Lrouve engagée la fonction inconnue « des variables ¢, «, consi-
dérons-en une intégrale quelconque, que nous supposerons étre, soit
olotrope (n° 2) dans quelque région normale comprenant le point
(v4s ¥, ), sOit quasi olotrope (n°8) dans quelque région quasi normale
comprenant ce méme point : quelle que soit celle des deux hypothéses
ol l'on se place, le développement taylorien qui exprime la valeur de
I'intégrale dans un voisinage suffisamment rapproché du point (vy,w,),
considéré comme initial, présentera toujours la forme trés simple que
nous allons indiquer.
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Observons tout d’abord que, le second membre de Péquation (1)
étant nul, l'expression générale des intégrales ainsi développées n'est
autre, en vertu d’unc proposition que l'on établit dans le Calcul
inverse de la dérieation ('), que la détermination initiale schéma-
tique de l'inconnue u, c'est-a-dive le résidu de la coupure

(‘. - “0)" (n._ “.“)n‘

pratiquée dans une série entiére en v — vy, W - W, i coeflicients tous
indéterminés. Pour effecluer cette coupure, nous grouperons comme il
suit les termes de la série : un premicr groupe comprendra
I'ensemble des termes qui ne contiennent pas en facteur le produit
(v —vy) (W =) un deuxiéme groupe, l'ensemble des tecmes qui
contiennent en facteur ce produit sans contenir e¢n facteur son carré;
un troisitme groupe, I'ensemble des termes (ui conltiennent en facteur
son carré sans contenir en facteur son cube; et ainsi de suite indéli-
niment. Si, dans chacun de cés groupes, on fait abstraction de la puis-
sance de (¢ — ¢,)(w — wy,) que ses divers termes contiennent en
facteur commun. on obtient une certaine série entiére en ¢ — vy, w—u,,
présentant la forme Lrés particuliére

U (0= wo) @0 — ) =+ (v — ) W —avy),

ol I désigne une constante indéterminée, et ®(v — ), W(w—uw,)
deux séries entieres, 'une en v —v,, 'autre en w — ', a coeflicients
tous indéterminés. Notre développement schématique, aprés lordi-
nation ci-dessus spécifiée, se trouvera donc représenté par Pexpres-
sion
Iy 4 (o) (e—) +=(r—a 0, (=)
| (o—e) () [0 () () (e 2 )]
H(e—e)? (e Uy (o= )@ (=) ev—n) Wy (=)

() =0 ) Dy (0= ) By (000 - (=) Wy (v —wy) ]
(e =) (=) U, (v W, (=) () W, (v—u)]

daus les diverses lignes de laquelle les T, les ® et les ¥ ont les signifi-
cations indiquées.

(') Yoir Les systémes d'équations aux dérivées partielles, n> 93.

- -
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Cela étant, il est manifeste que le résidu de la coupure
(v = )" (W — o), pratiquée dans le développement (2), se compose
des » premiéres ligues de celui-ci, savoir

Uy (=l (=) = (0= YWy (v—y)
\ (=) (=) [T sk (e (=) - (=)W (e—ay)]
B0 (= (vt Uy (o) (c—e) (= )Wy (i)

DI

| (= e e ) Uy (e—= )y, (=0 - (i) Wy (=) |

Lu disposant arbitraivement, sous la seule vestriction que l'expres-
sion (3) converge dans certaines limites autour du point initial (¢, o),
des éléments schématiques qui ligurent dans cette derni¢re, on aura
Pintégrale géndérale cherchée de I'équation (1), nous voulous dire
Pexpression générale de toutes celles de ses intégrales (ui sont déve-
loppables en séries tavloriennes a partir de v, «,.

Notons au passage la remarque snivante :

Si, au lieu de la fonction schématigue, envisagée au début, des
variables v, «w, on considére une fonction détermrndée de ces variables,
il va sans dire, son développement taylorien a pactir de ¢, v, étant
unique, que les conslantes I' et les fonctions @, U" mises en évidence
dans Iexpression (2) sont elles-mémes bien déterminées.

27. Les variables o, w élant assujetties désormais a élre ima
naires conjugucées, posons

.
O f=
g1

C=2 41y, W= — 1y,

et notons graphiquement le couple de valeurs réelles (., 37) & 'aide de
deux axes vectangulaires OX, O tracés dans un plan : le point (¢, y)
se mouvant dans une région quelconque, il est manifeste que la
vatiable v = .+ 7 )" se mouvra dans cetle méme région, et la variable
w=ur—1y dans la région conjugude, c’est-a-dire dans la région
symétrique dela premiére par rapport & 'axe des quantitésrcelles OX.
Choisissant ,, y, comme valeurs initiales des variables réelles @, v,
et, pat suite, .t, =+ 1y, = vy, ¥y — Ly, = &, comme valeurs iniliales des
variables imaginaives conjuguées v, «, nous déduirons immédiatement
du n°® 18 la conséquence particuliére suivante :
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Pour qu’une intégrale de Uéquation (1), quast olotrope dans une
région, Wy, contenant le point (x,. Vo), sott réelle dans toute
Uétendue de cetle région, il faut et il suffit que, dans son dicelop-
pement taylorien (3), les constantes

Uy (p=u.1.2,...00—1)
sotent réelles. gt que les développements entiers
D, (0 — ) Wi —wy) (P==0.1.2, ...t — 0

atent leurs coef ficients respectifs imaginaires confuguds.

28. Adoptant les diverses notions vappelées au début du n° 23,
considérons, dans le plan des deux axes rectangulaives ON, OY, la
région inlérieure au contour £,. et en méme temps la région conju-
suée de cellc-ci : chacune de ces deux régions est & la fois normale et
monodromique (n° 22). La premiére étant désignée, tantdt par la
notation W,,. tantot par la notation R, et la deuxi¢me étant désignée
par la notation 4, nous établirons la propriété suivante :

Soient (. }) un point particulier pris dans la région W, ,; voetw,
les points correspondants des régions ¥, et ¥,.. Cela étant, toule inté-
arale de () quasi olotrope dans Q,, peut, et 'une seule manicre,
se mettre sous la ‘/'ol'm e

: Co (v —ed Py ()4 (=) Qo (w0
\ (=) (W) G (=) Py (Y A (0 =) Qp ()]
(,l) e = )? {(w— wa)? I.CS (v — 1) Pﬂ (¢) -+ (v — wy) (\\.3 (\\)‘

A (= )" (= T G (0= ) Py (0) A (=) Qe () ]
ol

(3) Coo Gro Coo vorr Comy

désignent des constantes, el ot les fonctions

(6) Pa(e), Pu(e), Py(e)e conn Pusi (o)
(") Qo) Q) Qo) v Quen(w)

sont assujellics a étre olotropes, les n premiéres, (6), dans la
région W, les nodernicres, (7), dans la région 4.
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Réciproquement, toute expression de la forme (§), st elle remplit
les conditions formulies. est une intégrale de (1) quasi olotrope
dans ®,.

Laderni¢re partie de 'énoncé, celle qui se rapporte & la proposition
réciproque, est évidente : car, si les conditions formulées se trouvent
remplies, Uexpression () définit, dang la région composée (W., W),
une fonction olotrope des variables imaginaires entiérement indépen-
dantes v, wqui satisfait & I'équation (1); si donc on assujettit ces der-
niéres i ¢tre conjuguédes, on aura une intégrale de (1) quasi olotrope
dans ¥,.,.

‘n ce qui councerne la proposition divecte. on voit immédiatement
que la possibilité qu’elle lformule, si elle existe, n’a certainement lieu
que d'une seule maniére : car, le développement taylorien. (3), de
Uintégrale considérée étant unique (méme dans le monde des fonctions
quast olotropes), les constantes

. b Ty o0 U
et les développements

By (v — e B e = e L Wy (e = )

Y .0(“\ — ) ‘rl ( W— “.\\)s Y ‘2(“. - “'\\)* IR ll‘m——l (“' - “‘0)‘

quit y tigurent, ne peuvent manquer de l'étre eux-mémes, et de li
résulte, dans Uexpression d’existence hypothétique (4). unicité des
coustantes (3) et des fonctions (6). (7).

U nous veste donc a prouver que l'intégrale constdérde de Uéqua-
tion (1) pent. de quelque maniére, étre mise sous la forme (4).

L. La possibilité spécifiée a lien pour n =1.
l.e développement taylorien de lintégrale & partic de vy, o, se
réduit. en paveil cas, & la premicre ligne de I'expression (3).

l\“+ (=) 'I,\\(“ — ) = (=) .\3(“‘ — W)

somme de trois termes dont le premier est une constante, le second
une fonction de la seule variable ¢, le troisi¢me une fonction de la
seule variable w. Si U'on suppose que cette somme soit le développe-
ment d'une fonction (proprement dite) de «, w quasi olotrope
dans ®,,. 1l est manifeste que la pseudo-fonction détinie par le déve-
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loppement fondamental (¢ — +v,) @, (+ — v,) est assimilable & une fonc-
tion (proprement dite) de v olotrope dauns R.. et on en conclut aisé-
ment gue la pseudo-fonction définie par le développement fondamental
®,(v = «,) jouit de la méme propriété. Semblablement, la pseudo-
fonction définie par Je développement fondamental M', (w — o) est
assimilable & une fonction (proprement dite) de v olotrope dans R,..

LI, Sila possibilité spécifice a lieu pour n = p, elle ne peut man-
quer d'avoir lien pour n =p +1. .
Effectivement, le développement taylorien, a partic de v, v, d’une
itégrale de Uéquation
Dy
AR A

est donné par 'expression

I, —l-(\‘-——-l‘“)‘l'“ \l‘-—\‘“)—l—-(\\‘—\\“._]'l", (we—ny)

\’*—((“’“ﬂ) (i) “,‘l (e )y (""'“\\)'-L(“"—“'ﬂ\ll.l (“"_"‘“)]
(8] et s e e e e e e
(e (T ) By (1 ) W v |

a Caemt A A (ORI T {6 (=), (r—v)= GRS DR (SIS

composée de p + 1 lignes. Si I'on suppose que Uexpression (3) soil le
développement fondamental d’une fonction (proprement dite) de v, w
quasi olotrope dans la région ,,. les dérivées de tous ordres de
I'expression (8) jouiront de cetle méme propriété, et. notamment, la

M M » U . ()11) Al . A ]
dérivée que désigne le svmbole RS D'autre part. si. dans expres-
sion (8), on fait abstraction de la derniére ligne, I'expression résul-

. g . e f Ceo .
tante, f. vérifie la relation 5= = v, en sorte que la dérivée consi-
dérée de I'expression (8) se véduit & la dérivée semblable de sa
(p + 1) ligne

(v =) — )2 B4 (=) By, (¢ — ) + (v —wy) Wy —a) ]
cette (p -+ 1) ligne pouvant s'¢erive

(v — el (w—y)P [y

-t (‘\ —_ ‘.“),,-H (“. — ““‘)1: d;p((, — ‘.“) + (‘\ — ‘\“)p (“._ “.u)p-\\-l || ",(\\' — “.“).

.
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1 - - ()f[. » - *
st dérivée ————- se réduira & la somme
dvd Jue

e :
v paa plu-ta . p —;—n['\\‘——\\s\?““ (v —]
e

—rvLp %[g W e — )
dont le premier terme est une constante, et dont les deux autres ne
dépendent. 'un yue de la seule vaviable v Tautre que de la seule
variable w. Celte somme étant le développement fondamental d'une
fonction (proprement dite) de v, w quast olotrope dans 8, .. il est
manifeste que le second terme est le développement fondamental
d’une fonction ( proprement dite) de v olotrope dans R. et que le
troisicme est le développement fondamental d'une tonction {propre-
wment dite) de o olotrope daus Q..
Cela étant. considérons le développement fondamental

(el e — o))

et le développement gqui s'en déduit par la dérivation ;;lf;; d'un lemme
formulé ailleurs (') il vésulte que. pour remonter de ce dernier déve-
loppement au précédeat. il suftit €’ exécuter sur lui p quadratures sue-
cessives, en avant soin que le résultat de chacune d'elles sTannule
pour v =+, Le développement sur lequel on a i exdeuter ces quadra-
tuves étant, comme nous Favons dit. le développement fondamental
d'une fonction de v olotrope dans la végion .. il résulte de ce qui a
été vu au n® 23 que la pseudo-tonetion détinie pav le développement
tondamental (¢ — ¢ )& '@, (¢ — v,) est. dans cette région, assimilable
a une fonction olotrape proprement dite de v. On en conclut aisément
que la pseudo-fouction détinie pav le développement fondamental
@, (v — v,) joult de la méme prapridté,

Serblablement, la psendo-fonction détinie par le développement
fondamental W,gw —w) est assimilable. dans ®,, & une fonction
olotrope proprement dite de w.

Ce double poiut ¢tant acquis, il est évident que. si lon considéve
pour un instant v.w comme deux variables entierement indépendantes

() Les sysiémes déquations qur dérivies partielles. v 83, 1,

ves
Jowrn, de Math.. teine V. — Fase, IV, @8, -lb
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I'une de Uautre, la derni¢re ligne de lexpression (8) est le développe-
ment fondamental d une certaine fonction (proprement dite) de ¢, w
olotrope dans la région composée (R, W) : clle est done ausst le
développement fondamental d'uue certaine fonction (proprement dite)
des vaviables imaginaires conjuguées v. w quasi olotrope dans U,,.
Comme, par hypothése, Uexpression (8) tout entiére est le développe-
ment fondamental d'une semblable fonction, la somme des p premiéres
lignes de (&) joutt de la méme propriéte : dés lors, en vertu de ce qui
est adwis pour n = p, les développements fondamentaux

\l"\\ A — \~‘\\‘ (b’ (\- — \«\\)‘ R (l'p» \ kp ““)

détinissent autant de fonctions de v olotropes dans la végion W, ct les
développements fondamentaux

Waper—awg ) Wigw — w0 oo W, (e = )

autant de fonctions de w olotropes dans la végion W,
Alust se trouve établi Uobjet du présent alinéa 1.

H1. La possibilité spécifice a lieu pour # quelconque.
Cest ce qui vésulte du simple rapprochement des alinéas U et 1.

20, S, au lieu des valeurs fondamentales @, v voywy. conside-
vees dans ce qui précdde, on en prenait d autres, &, v oL wy, sttudes
daus les mémes végions, Uintégrale de (1) pourrait se metire sous la

forme
N, - - \‘;,\; M, (VY e (x\“—-\\‘;“\ \. )

F =) v =) D s e = e INL (Y e — e VN )
e L L C SR U L L T N U I\ | I TS I e CLAE R S I VAR VR Y

e eV e e D o (= ) M (0) = e — e VN, (e

ou les notations D. M, N auraient des significations analogues a celles
des notations G, I, Q du numdro preécident : mais il va sans dive que
les D, ML\ ne seratent pas identiques anx G, P, Q.

Dans ce qui suit, lorsque nous considérerons une intégrale de (1)
quast olotrope dans la région Y, , specilice ci-dessus, nous dirons que,
par rapport au potnt particulier (&, v, ) choist dans cette végion, les
constantes (3) et les fonctions (6), (7)), qui figurent dans Iexpres-
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sion (4), sout, les unes. (5), les éléments paramétriques de Linté-
grale: les autves, (6). (7)), ses éléments fonetionnels.

0. Lanotation R, ayant le méme sens qu'an numdéro préeddent,
pour qu'une intégrale de (1), dépendant des variables imaginaires
conjuguies v, w, et quasi olotrope dans la région W, v sott tden-
tiquemend nulle Gl faut et il suffit que, un point particulier étant
pris comme on le voudra dans la région, les éléments de Uintégrale,
tant paramdétriques que fonctionnels, relatifs @ ce point, sorent, les
premiers tous nuls, les derniers tous identiquement nuls.

La condition est manifestement suftisante.

Elle est datlleurs nécessaive. Elfectivement, st Uintégrale dont il
sagit est identiquement nulle dans la région W, son développement
taylorien & partiv des valeurs initiales choisies a tous ses coeflicients
numeriques cgaux & zévo, ce qui revient & dire que, d'une part, les
cléments paramdétriques de Uintégrale rvelatifs & ce point sont tous
dgaux 4 zéro, et que, dlautre part, les développements tayloriens de
ses ¢lements fonctionnels ont leurs coeflicients numdriques tous ¢gaux
& ziéro : ces cléments fonctionnels sont done, de toute nécessité, iden-
tiquement nuls.

La notation §,, ayant le méme sens que ci-dessus, pour gue dewe
intégrales de (V) dépendant des variables imaginarres conjuguces
eowl et quasi olotropes dans la région R, v solent identiyuement
deales, il faut ot 1l suffit que, un point particelier étant pris
comme on le voudra dans lu région, les éléments de la premicre
intégraley tant paramétriques que fonctionnels, relatifs @ ce point,
sorend respeetivement identiques aue éléments, tant paramelriques
que fonctionnels, de la dewviene,

al. L'¢quation (1) ¢lant supposée inmpliquer la fonction inconnue
des variables imaginaires conjugdées v, wy et les notations W,
U, W, ayant le méme sens quan u® 2, toutetntégrale de 1) quasi
olotrope dans la région W, est assimilable, dans la région com-
posée By, V), @ une fonction olotrope des variables imaginaires
v, W, considerdes comme  enliérement indiépendantes Cune  de
Uantre.



358 CHARLES RIQUIER.

- C'est ce qui résulte immddiatement de notre proposition du n® 28.

o2, Supposons actuellement que I'équation (1) implique la fonue-
tion inconnue reéelle w des variables imaginaires conjuguces ¢, oy
en d’autres lermes, parmi les intégrales de (1) quasi olotropes daus la
région U,,, astreignons-nous & ne considérer que celles dont les
valeurs y sont constamment véelles. Pour une paveille intégrale, les
¢léments, tant paramdtriques que fonctionnels, qui figurent dans
Pexpression (), présentent les caractéres suivants :

10 Les constantes numeriques (5) sont réelles;

20 Les fonctions olotropes (6) et (7)), qui dépendent, les n pre-
micres de la variable ¢, les n derniéres de la variable w, prenncnd,
pour des valeurs imaginaires conjugudes de leurs variables respec-
tves, des valeursimaginaires conjuguees.

Clest ce que I'on déduit sans peine de 'ensemble des considérations
développées dans tout ce qui pricede.

Examen du probléme ¢, formulé au n* 25.

33. Prosueve &, — On considere Péquation aux dérivées par-
tielles ,
a4 u
AY
() T gaa =
impliquant la fonction inconnue réelle u des variables imaginaires
conjugudes e, w, et Pon se propose d’en troucer une tntégrale que
satisfasse a Ueusemble des conditions suivantes :
1° Cette tntégrale, w, doit étre quasi olotrope a Cintérwur et un
peu aw dela du contour donné € e
2® Sur le contour mcme, les n quantités
, Ju Jd*u Rty
w, L4 oL, v
'odvonw’ aviognt 7 Qe gy

dotvent se réduire a n fonctions olotropes (réelles) donndes de 0
(admettant la période 27).
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Une pareille intégrale ceiste, et il w'en existe gu'une; sa
recherche se rameéne a la résolution n fois répétée du probléme &,
el dn(n — 1) quadratures.

1. n=1.

. . ‘ Jru \ A
On sait que Péquation 5-—= =0, & laquelle se réduit en ce cas

P'éguation (1), admet, conformément 4 P'énoncé ci-dessus, une inté-
grale (véelle), et une seule, possidant la double propric¢ié d'¢tre quasi
olotrope & 'intérienr et un peuau deli du contour €, et de se réduire,
sur le contour méme, & une lonction olotrope donnde de ) (admettant
la période 2w ). L'existence et I'unicité de cette intégrale ¢tant assu-
rées, la derniéve partie de I'énouncé, relative i sa recherche, se trouve
vraie d'elle-méme,
A ces constatations, il convient d’ajouter diverses remarques :

v La fonction qui donne la solution (unique) du probleme &,
peut, el d’une sewle maniére, se mellre sous la forme

(2) Co v Pu(0) s e Qu(w),

G, disignant une constante numcrique réelle, et ,(0), Q,(w) dea.r
Sfouctions jouissant dela double propriété d’étre olotropes, la pre-
micre @ Uintérienr et un pea au dela du contour 2, la seconde
dans la région conjugude de celle-ci, et de prendre, pour des
valeurs imaginaires conjugudes de lears variables respectives, des
valeurs imaginaires conjuguces.

2° Soienl. comme au n® 23,

£z= f(9)eosd,  y=f(9)sind
les formules qui définissent le contour €,, et qui peuvent s’écrire
ey =f00) et w—iy=f(0)el,

Si, attribuant aux notations Vi, R.(v), S,(w) des significations
analogues & celles des notatrons G, P(v), Qu(w) qui figurent
dans l'expression (2), on a, quel que soit §,

G (06 L] S0 QuL S0
= E\\-’rf(O)e"O R\\[f(O)c”’] +f(6)e~i0 S, [f(g)e—i()]’
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les constantes Gy, B, sont numériquementégales, les fonctions P, (),
Ro(v) identiquement cgales, el les fonctions Qu(w), S, (w) ideati-
quement égales. _

32 Etant donnie la_fonction olotrope (réelle) u(1) de la variable
réelle 0, admettant la période 2w, on peut. et d'une seule maniére,
la mettre sous la_forme '

(3) Cast S(9) e P S (9) M+ f () P QU] f(5) e,

C, disignant une constante nemerique reelle, ol P (03, Q,(w) dewr
Jonctions possédant la double propricté d’étre olotropes, la pre-
micre a Uintériear el un pew av deld de contour < la seconde
dans la région conjugucée dv celle-ciy et de prendre, pour des
valeurs tmaginaires conjuguées de lewrs variables respectives, des
valeurs ima2inaires conjuguecs.

Pour obtenir I'ecpression (3), il suffit de rechercher Uintégrale

(uaique) de Uéquation =0 qui, en chotsissant s (0) comme

(24

de
valeur donnée sur le contowr, remplit Uensemble des conditions
imposces par Uénonce du probléme 8., de mettre ensuile celte inte-
grale sous la forme (2), et d’introduire findlement dans (2) les

/I_}'p()[/u"s('.\‘ N ::.J'(()) c’n’ W = /(0) =0

itfectivement, supposons que u(0) soit exprimable, dans les condi-
tions indiguées au deébut de notre énoncé, a aide de la somme (3):

cela étant, la fonction (2), intégrale véelle de P'equation ﬁ‘i = 0,
sera nécessatrerient quasi olotrope & Pintérieur et un peu au dela du
contour £, ct se réduira, sur le contour méme, i u(0).

Réciproquement, supposons que la fonction (2), intégrale réelle de
I'équation ()ijl—(')-'; =0, remphlisse ces deux derni¢res conditions : les
fonctions ', (v), Qu(w) rempliront alors, & Pinlérieur et un peu
au deld du contour ¢, et dans la région conjuguce, les conditions
indiqudes au début de notre énoncé, et, comme expression (2) se
véduit, sur le contour, & la fonction v(0), celle-ci se trouvera repré-
sentée par (3).

“ n =2,
Voici ce que devienl, cn ce cas, 'énoncé du probléme &, :
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Trouver une intégrale réelle de 'éguation
>

Q) N o

detgn? T

qui satisfasse & U'ensemble des conditions suivantes :

1* Cette intégrale, w, doit ¢tre quasi olotrope a l'intérieur et un peu
au deld du contour 2.

- ., Rtu . - vy
2® Sur le contour méme, les quantités u, oo doivent se réduire
; Je dun
{ deux fonctions olotropes données. u,(0), v,(0), admettant la.
période 2%,

Comme on va le voir, une paveille intégrale existe, ct il n'en existe
qu'une; sa vecherche se raméne & la vésolution deux fois répétée du
probléme & et & deux quadratuves.

Daprés ce qui a ¢té dit plus haut (1), la secounde des deux fonctions
donndes, v, (0), peut, et cela d'une seule maniére, étre mise sous la
forme

(3 Dy SU0) DM /05) €]+ £(0) = N[ S5 e=0],

ol D), désigne une constante numérique véelle, ct ol les deux fonc-
tions M, (). N, (w) remplissent la double condition d’étre olotropes,
la premicre & Uintérieur et un peu au deld du contour €, la seconde
dans la région conjuguée, et de prendre, pour des valeums.imaginaires
conjuguies de leurs variables vespeclives, des valeurs imaginaires
conjugudes; la recherche de 'expression (3), c'est-a-dire des ¢léments
DM (e), Ny(w), s'effectue d'aillears par- la résolution du - pro-
bléme &, : nous supposerons connus ces trois élements.

Cela étant, si U'équation (4) admet quelque intégrale réelle, u,
satisfaisant & I'ensemble des conditions que nous venons de formuler,
cette intégrale peat, puisqu'elle satisfait, notamment, & la condi-
tion 1°, se mettre, et cela d’une seule manidre, sous la forme

(B =Gy v () = 0 Q) = e [Gr = ¢ Py () 4= v Q(wn].
ou C,, C, désignent des coustantes numériques réelles provisoirement

indéterminces, et P, (v). U, (v), Q,(a"), Q, () des fonctions provi-
soirement ind<termindes, assujetties & la double condition d’gtre olo-
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tropes, les deux premiéres & Uintéricur et un peu au deld du
contour &, les deux derniéres dans la région conjuguée, et de prendre,
pour des valeurs imaginaires conjuguces de leurs variables respec-
tives, des valeurs imaginaires conjuguées. Calculons maintenant
Pu
ov due

a 'aide de la formule (6) la quantité Sil'on pose, pour abréger
I'éeriture,
Co+ e Po(8) = wQ(w) = uy,

G o (o) = w0 Qq(nn) =y,

la formule (6) devient
[N T S NN

. .o . J*u
le premier terme, «,, dusecond membre vérifiant la velation 0—‘_—(—)“;; =0,
. » - 1 ’ . L4 ()e
1l suflira de considérer le second terme, vy, Ladérivée 5= de co
dernier a pour expression
- du, + du, N %y
- — NS o g ——e
! o v R T R
. . . e . Ru
c’est-d-dire, puisque w, véritie la relation oo =0
e Jdu, T Jdu,
Juy L dn
! Jv on’

c’est-a-dire enfin, en vemplagant par leurs valeurs «, et ses deérivées
premiéres,
Crt 20l (0) 4= P () v 20 Q) = 0 ?Q) (o)
ou
() - G e [2P (0) e Py () Far o] 2Qy () = e Q () ],

Pour ¢ = f(0) ", w = f(0) e~ expression (7) doitdevenirégale
a v, (0), qui n’est autre chose que I'expression (3) : il résulte alors de
ce quia été vu & l'alinéa I que 'on doit avoir la relation numérique
C, = D,, laquelle détermine pour C, une valeur réelle, puis I'identité
en ¢

(8) ePL(e) 4 2P () = M, (0).
laquelle va servir & déterminer P, (v), puis enfin I'identité en «

(9) W) () + 2Q () = Ny (),
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laquelle va servir 4 déterminer Q,(«w). Sil'on se reporte aux condi-
tions imposces, il ne faudra retenir, parmi les intégrales de (8), que
celles quisont olotropes i I'intérieur et un peu au dela du contour €,
et, parmi les intégrales de (g), que celles qui sont olotropes a l'inté-
rieur et un peu au dela du contour conjugué.

Cousidérons donc 'équation différentielle (8): elle a pour intégrale
geénérale

A "
(r0) l’l(“):{TQ‘*"‘jl:gf M, (¢)de,
0

o A désigne une constante arbitraire. La fonction M, (¢) étant olo-
trope a I'intérieur et un peu au dela du contour ¢,, il résulte de la

v
»’ . M . l 14
remarque ¢tablie au n® 24 que la fonction 7‘/‘ eM, (¢)de l'est égale-
0
ment : la formule (10) nous montre dés lors que la seule intégrale
de (8) satisfaisant it la condition d’étre olotrope dans les limites requises
s'obticndra en donnant a la constante arbitraire A la valeur zéro. Iln'y

a donc & retenir, parmi les intégrales de I’équation différentielle (8),
oo
que la fonction / oM, (e)dv. ®

Et, semblablement, il n'y a & retenir, parmi les intégrales de I'équa-
tion difféventielle (), que la fonction ‘—"‘ wN, (w)du.

0

Chacune des deux fonctions I’,(v), Q,(w) s’obtient, comme on le
voit, & l'aide d’'une quadrature; dailleurs, les fonctions M, (¢),
N, () prenant, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs
variables respectives, des valeurs imaginaives conjuguées, il est mani-
feste que les fonctions P, (v), Q,(w) ainsi déterminées jouissent de la
ménie propriété.

Les éléments C, P, (v), Q,(u) étant connus, le produit vswu, l'est
aussi, et il se réduit, sur le contour, a une fonction olotrope ( réelle)
connue de 0, admettant la période 2; on se trouve ainsi ramené au
probléme suivant :

Déterminer u,, c'est-a-dire une intégrale réelle de I’équation

Ju
e dwr
Journ. de Math., tome V. — Fasc, IV, 1926, ll’]

0,
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par les conditions : 19 que cette intégrale soit quasi olotrope A l'inté-
rieur ot un pen au deli du contour €,; 2° que, sur le contour méme,
elle so véduise 3 une fonction olotrope domnée de 0, admettant la
période 2%,

in d'autres termes, on se trouve ramené & la résolution du pro-
bleme ,. '

En résumé donc, comme nous ’avions annoncé, on est conduit &
résoudre deux fois le probléme &, et & exécuter deux quadratures.

. »=3
Voici ce que devient, en ce cas, 'énoncé du probleme &, :
Trouver une intégrale réellc de I'é¢quation

8 ,

Jie

-=Q

qui satisfasse & 'ensemble des conditions suivantes :

1° Cette intégrale, «, doit étre quasi olotrope a l'intérieur ct un
peu au deld du contour ¢, o

2* Sur le contour méme, les qu"mme\ u, )). ;’u —5)-—'; dotvent se
réduire & trois fonctions olotropes données, v, (0), v, (0), v, (), admel-
tant la période 2

Comme on va le voir, une pareille intégrale existe, et il n’on existe
qu'une; sa recherche se raméne a la résolution trois fois répétée du
probléme &, et & six quadratures.

D’aprés ce qui a €té vu plus haut (1), la derniére des fonctions
données, v,(0), peul, et d’une seule maniére, dire mise sous la lorme

(v2) D, ‘*‘./‘(0) ei()l\l‘:l./’(g)cﬂ) l +‘/(0) e‘f’)Ne[./'(O) ("iU]»

ot D, désigne une constante numérique réelle, et o0 les fonctions
M,(+), N,(w) remplissent la double condition d’étre olotropes, la
premicre A l'intérieur et un peu au deld ducontour 2,, laseconde dans
la région conjuguée de celle-ci, et de prendre, pour des valeursima-
ginaires conjuguées de leurs variables respectives, des valeurs imagi-
naires conjuguées; la recherche de I'expression (12), c’est-a-dire des
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trois éléments D,, M, (), N,(w), s’effectue d’ailleurs par la résolution
du probléme &, : nous supposerons connus ces trois éléments.

Ccla étant, si I'équation (1 1) admet quelque intégrale, «, satisfai-
sant & 'ensemble des conditions que nous venons de formuler, cette
intégrale peut, puisqu'elle satisfait, notamment, & la condition 1°, se
mettre, et cela d’'une seule manicre, sous la forme

(13) w= Co -+ e (0) 4 wQy ()
e G e Py (0) 4= 0 Qg (w) ]
A et Gy 4 e Py (e) 4= e Qy (w0} ],

ou G,, G,, G, désignent des coustantes numérigques réelles provisoi-
rementindéterminées, et 1, (), L, (¢), P,(v), Qu(w), Q,(w), Qu(w)
des fonctions provisoirement indéterminées, assujetties & la double
condition d’étre olotropes, les trois premiéres & 'intérieur et un peu
“au deld du contour £, les trois derniéres dans la région conjuguée, ct
de prendre, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs varia-
bles respectives, des valeurs imaginairves conjuguées. Calculons main-
CPas - ca Otu o
tenant a 'aide de la formule (13) la quantité S i l'on pose, pour
EPRE:

abréger I'écriture,

Coa= 0Py (0) = w0 Qp(w) == uy,

G e Py(e) - e Qu(aw) ey,

Cob e Pa(e) = Qu(ne) =2y,
la formule (13) devient

W= (U 0 wi) += ety

la parenthése (e, -+ v u,), qui figure dans le second membre, ayant

o Jb. . . . <1 .
sa dérivée 5oy identiquement nulle, il suffira de considérerle dernier

vl
W o N (): lle . .
terme *w*u,. [En tenant compte de ce que —— est 1denhquement
= de dwp

v A S T,
nul, la dérivée SR du produit v*w* 1, a pour expression

Jduy

2 2
Aty Sy du, a du A

S 2 g2t ot =0,

- " 2 - § -
Je Jgn dy? dunt

c’est-d-dire, enremplacant par leurs valeurs i, et ses dérivées premiéres
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et secondes,
ACi 120 Py(e) 4ae? Pr(e) + aed PY(v)
4+t Qu () = 13wt QL (w) + 20 Q) (o),
ou

’

0t 10 20 [BPL () = 6o Py () =02 D5 (0) ]
2 0Qy() 1 G Q4 (0 Y- Q0 (0 ]
Pour v=7(0)e?, w=£(0) e~ Uexpression (15) doit devenir égale
2 0,(0), qui n'est autre chose que 'expression (12) : il résulte alors de
ce qui a €té vu a I'alinéa 1 que l'on doit avoir la velation numérique
4G, = D, laquelle détermine pour (3, une valeur réelle, puis 'iden-
uté en v

() e P;(\‘\ <= Oy PZ_‘(\‘) + 6P, (Y= -%RL(\)

laquelle va servir & déterminer P, (1), puis enfin I'iddentité en o
=2 b A

(16) AL () = QL () - BQL () = - Ny (),

3
laquelle va servir a déterminer Q,( ). Si Pon se reporte aux condi-
tions imposées, il ne faudra retenir, parmi les intégrales de (1), que
celles qui sont olotropes a 'intérieur et un peu au dela du contour &,
et, parmi les intégrales de (16), que celles qui sout olotropes & I'inté-
vieur et un peu au deld du contour conjugueé.

Cousidérons donc I'équation diltérentielle (13) : elle a pour inté-
grale générale

a

(7) Pe(v) :\: ML) dey

B \ v 1
LI S (NS P
' + ‘»1} + 2 ||3 , ' \ “(‘ ‘(‘ ‘3 ‘.:i ’

ol A et I3 désignent deux constantes arbitrawres. La fonction M,(v)
étant olotrope & I'intéricur et un peu au deli du contour ¢, il résulte
de la remarque établie au n® 24 que la fonction

(%) L/ My(e)do — =L / S (v)

o

est également : la formule (17) nous montre dés lors que la seule
intégrale de (1) satisfaisant i la condition d'étre olotrope dans les
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limites requises s'obtiendra en donnant aux deux constantes arbi-
traives A\, B la valeur zéro. Il n’y a donc A retenir, parmi lesintégrales
de I'équation différentielle (15), que la fonction (18).
Et, scmblablement, il n'y a i vetenir, parmi les intégrales de I'équa-
tion différentielle (16), que la fonction
L /"“‘.\\'N.,(n‘) dnem ‘N“ wiNg (w0) e,
ant | - an
Chacune des deax fonctions P,(v), Q,(w) s'obtient, comme on
le voit, & I'aide de deux quadratures, ce qui nécessile cn tout quatre
(quadratures; d’ailleurs, les fonctions My(+), N,(w) prenant, pourdes
valeurs imaginaires conjuguées de leurs variables respectives, des
valeurs imaginaives conjuguées, ilest manifeste que les fonctions P, (),
Q.(w) ainsi déterminées jouissent de la méme propri€té.
Les éléments Gy, Py(v), Qu(w) étant connus, le produit «* w2,
L'est aussi, et il se réduit, surle contour, i une fonction olotrope (réelle)
commue de 0, admettant la période 2w; il en est de méme de sa

3

e ¢ .. R . .
dérivée - —-; on se trouve ainst ramené au probléme suivant :
v dw

Déterminer w,+ vavu,, c'est-d-dive une intégrale véelle de 'équa-

. Jdiu - N .

tion =———~—; == 0, par les conditions : 1° que cette intégrale, w«, soit
Jdi? dat ’ ° ?

quasi olotrope & 'intérieur et un peu au deld du contour €35 2° que,

; ;3_::“. se réduisent & deux fonctions olotropes
dounées de 0, admettant la période 2%.

in d’autves termes, on se trouve ramené & la vésolution du pro-
bléme &,, lequel se raméne lui-méme, comme il a été vu (1), 2 la
résolution deux fois répétée du probléme &, et & deux quadratures.

Kn résumé, douc, la vésolution du probléme &, se trouve bien,
comme nous l'avions annoncé, ramenée & la rvésolation trois fois

répétée du probléme &, et i six quadratures.

sur le contour méme, u et

IV, On traiterait de méme le cas de n =14, et I'on verrait que le
probléme &, admet une solution, et une seule, dont la recherche se
améne 4 la résolution quatre fois vépétée du probléme &, et & douze
quadratures.

Le raisonnement peut se poursuivre indéfiniment : 'entier 2 étant
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quelconque, la résolution du probléme &, se ramene & la vésolution
n fois répétée du probléme &, et & n(n — 1) quadratures.

Du probléme analogue a ¢, pour Péquation aux dérivées partielles

» J* \*
(07: -+ d—;:_) w=lh{xr, y)

34. Désignons par A(«x, y) une tonction (réelle) connue des deux
variables réelles .z, y, olotrope & l'intérieur et un peu au deli du con-
tour &,, et vérifiant, pour quelque valeur de entier 4, la relation

o 9 \*
. . (-d—:-z—‘:‘: ~ a}‘;‘ II(J.‘)):_.U.

‘

Cela étant, on se propose de troucer une intégrale (réelle) de
I'équation awe deérivées partielles

l)‘: d': u
1 — - ) = Ay,
( ) ((’-17: + (1).: ( y)
satisfaisant & Uensemble des conditions suivanies (les mémes qui
figurent dans 'énoncé du probléme 2, n° 28) :

1° Cette intigrale, u, doit étre olotrope « lU'intérienr et un pew au
delid du contowr =,
2° Sur le contour mdme, les n quantités

R 0? 0* - 0 \? 02 d* \n-t
—_— —— l u — - 1 ey —_— — «
©\gE T a7 \ot T ayt) det © o
dotvent se réduire @ n fonctions olotropes donnies de 0 (admetiant la

poriode 2w).

Comme on le verra, une paretlle intégrale existe, et il n'en existe
quiune; sa recherche se tamene a la résolution n Jois repétée die pro-
bléme <t et & 21 + n(n — 1) quadratures.

Par la transformation

£ 4y =y, x— Iy ==w,

qui, au lieu des deux variables 7éelles v, y, introduit les deux variables



PROBLEMES RELATIFS A L'EQUATION "¢ =o0. 369

imaginaires conjugudes vy o, la fonction connue A, y) devient une
fonction (réelle) connue, (v, w), quasi elotrape & lintérieur et un
peu au deli du contour ¢, et vérifiant, pour quelque valeur de

'entier k, la relation
O¥H (¢, uY)
d‘\&‘ d“'&‘

=

I'équation (1) devient d'ailleurs

Jd**u
A ———— = H(v, &),

d‘.n dl\‘"
\ ~
ou, en posant H(e, w)= G (e, w),
Iy
()(‘" d“,n

(2) = G e w): ¢
et voiel le probléme auguel on se trouve alars ramens :

L’équation aux dérvivées partielles (a) étant considérée comme
impliquant la fonction inconnue réelle u des variables imaginaires con-
Jugudes ¢, w, et son second membre G(e, w) n'étant antre, au facteur
A" pres, que H(e, w), trouver une tntégrale de cette dquation qui satis-
Jasse a lensemble des conditions suteantes (lesmémes qui figurent dans
I'énoncé du prabléme &,, n® 2§):

1° Cette intégrale, u, doit étre quast olotrope & l'intéricur et un peu
aw deler du contowr < .

]

2t Sur le contour méme, les n queantités

Jiu At u N
e S ey ar PRIy T Y
PR RO TR AT gyl gt

dotvent se réduire & n fanctrons olotropes données de | (admettant la
periode 27).

Une pareille intégrale existe, et tl n'en existe qu'une: sa recherche se
ramene @ la résolution n fois répétée du probléme S, et d an +n(n — 1)
quadratures, )

[. On observera tout d’aberd que la tonction réeile G(v, w) jouit
des diverses propriétés énumérces il ¥ a un instant pour H(o, w),
c'est-ii-dire qu’elle est quasi olotrope dans une région comprenant et
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dépassant un peu l'intérieur du contour ¢,, et qu'elle véritie, pour
quelque valeur de I'entier &, la relation

PFG(eow)
def guwd T

On en conclut, en se veportant au n° 31, que Gi(e, a') est assimi-
lable, dans la région composée vésultant de Uassociation de la précé-
dente avec sa conjugude, i une fonction olotrope des deux variables
imaginaives euntiérement indépendantes v, w, laquelle fouction est
exprimable par une somme de termes (en nombre limité ) dont chacun
a la forme

(3) e[ O+ e Ry o) = weS(a s

dans la formule (3), a désigne un entier positif ou nul, C une con-
stante numeérique réelle, et R (¢), S(w) deux fonctions remplissant la
double coudition d’étre olotropes, la premicre i 'intérieur et un peu
au delid du contour £, laseconde dans la région conjuguée de celle-ci,
et de prendre, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs
variables respectives, des valeursimaginaires conjuguées. Sur la fone-
tion (3) opérons successivement deux quadratures, lune relative a ¢,
Pawtre reluttve @ o, en prenant zéro pour valeur tnitiale tant de la
variable v que de la variable w, et enavant soin que le résultat de
chaque quadrature s‘annule pour la valeur initiale de la variable
qu'elle intéresse. kn effectuant l'expression ( 3), il vient

Gt o et l{(\‘) 4 et FLS (“\)‘
ct l'opération indiquée donne dés lors

- (.wé-lu«l = et /‘\'

(M —

\-'I‘rl ARLN .
— . R H (‘) d‘~ + R / “..1*1\\ (“A) ({"._
(@ +1)? a -+ a1t d

Il est d’ailleurs facile d’apercevoir, par des raisonnements tout & fait
analogues & d’autres que nous avons en 'occasion d’exposer dans ce

qui précéde, que Pintégrale / V() db est le produit de “+® par
i)

une fonction jouissant de la propriété d’étre olotrope dans les limites

indiquées pour R(v); que, semblablement, I'intégrale [ WS (W) dwe

o
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est le produit de we+? par une fonction jouissant de la propriété d'étre
olotrope dans les limites indiquées pour S(w); et que 'expression (1)
est de la forme

cItar D e CR () + wF(w) ),

ot les éléments D, E(v), F(w) jouissent des mémes propriétés que les
¢léments G, R(v), S(w) de expression (3). L'expression (§) posséde
donc la double propriété d'¢tre olotrope dans la région composée dont
1l a ét¢ question quelques lignes plus haut. et de prendre des valeurs
réelles quand « et w sont imaginaires conjuguées.

1. Si, dans 'équation (=), on cousidére l'inconnue # comme une
fonction des deux variables imaginaires entiérement indépendantes v,
w, on obtiendra manifestement une intégrale particuliére de cette
équation en eflectuant, sur G (v, w), 2 quadratures successives, dont
n velatives i v et n velatives duw, et en avant soin que le résultat de
chacune delles s’annule pour la valeur initiale zéro de la variable
qu'elle intéresse : ces 2 n quadratures pourront d'ailleurs étre exécutées
dans un ordre tel. que deux consécutives quelconquesintéressent deux
variables différentes. Cela étant. la conclusion de l'alinéa précédentl,
appliquée z fois de suite, moutve que Uintégrale particulicre finalement
obtenue posséde la double propricié € étre olotrope dans la région com-
posée ci-dessus cnvisagee, et de preadre des valeurs réelles quand v et
Sonl URAZIRATres conjugudes.,

UL équation awr dericées partielles (2), considirée comme
impliquant la fonction inconnue rielle w des variables imaginaires
conjugucesc,w, admet certainement quelque intégrale particuliére, U,
quast olotrope @ Uintérieur et un pew aw dela du contour < .

Clest ce qui résulte immédiatement de P'alinéa précédent 11.

1V, Revenons au probléme posé sur I'équation (2) au dibut du
présent n° 34.

Soit 1 l'intégrale particulitre de (2) spécifiée a U'alinéa IlI, et qui
s’obtient, comme on ['a vu, i I'aide de 2n quadratures : en opérant sur
( 2) la transformation #= U +«’, o0 &’ désigne une nouvelle fonction
inconnue introduite 3 la place de z, on se trouve ramené i la considé-

Journ. de Math.. tome V. — Fase. IV, 1926, 48
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ration de 'équation

a2y

— g

det gan

on aura alors, d’aprés ce qui a été établi, a résoudre n fois le pro-
bléme &, et & exécuter # (1 — 1) quadratures.

En résumd, donc, on se trouve bien conduit, comme pous Pavions
aunoncé, i larésolution # fois répétée du probléme &, et & 2n —+n(n—1)
quadratures.

CHAPITRE 1V,

£
& S\
BQUATION AUX DRRIVERS PARTIKLLES <~)~: -+ ~)—;> u=u:
78 agyv:

DRUXIRME PROBLEMK] SOLUTION DANS LE CAS D'UN CONTOUR CIRCULAIRE.

Dérivées d’'une fonction de deux variables réelles
prises suivant les normales & un contour.

8. Désignant par r, 0 deux variables indépendantes réelles, et
par #,, R deux valeurs particuliéres fixes de la premiére (r,<R),
constdérons, dans Pespace I[r, O]J, la rvégion W, évidemment nor-
male, définte par la double inégalité

ro<<r<R (7 acbitraire);
relativement & deux axes rectangulaires Qr, 00 traceés dans un plan,
cette région se trouve graphiquement représentée par Fintéricur de la
bande indéfinie comprise entre les deux droites
== e r=R,
paralieles & axe OO0,
Sotent maintenant
B(r, 5), F(r %)
deux fonctions véelles, olatropes dans toute P'étenduc de cette végion,
et v jouissant des propriétés suivantes :

1* Elles admettent Pune et Pautre, par rapport a 0, la période 2x.
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Inversement, les relations numdériques

E(r, 9) = E(ry. 95).
F(r. 0) =F(ry 6y)

ne peuvent aveir lieu en méme temps que si Fon a A la fois
ry=r,. 9, — %y = multiple entier de ax.
2" Le déterminant diftérenticl

()_l‘; Ik

ar  J5
or JF
Jar  Jb

est constamment différent de zéro.

Ces hypothéses entrainent diverses conséquences que nous nous
hornerons & énumdérer (') :

L. Soient &, y deux autres variables liées aux premiéres par les
relations \

(0

N
j e =L@ ).

vy =bF(r. 9):
|y =F(r9)

A la végion W, ci-dessus spéciliée correspond, dans Iespace ||, ¥]],
une région. R, .. formée par Uensemable des points qui, en vertu des
formules (1), correspendent (avec vépétition possible) aux divers
points de W, : cette région R, est elle-méme normale.

. Si, daans les formules (1), on donne & » une valeur fixe, on
obtient une courbe pour laquelle les coordonnées x, ¥ d'un point
variable sont tonctions de 05 inversement, si 'on donne & § une valeur
fixe, on obtient une courbe ou les coordonnées d'un point variable
sont fonctions de r. ‘

Cela ¢tant :

1* La famille »= const. se compose de courbes fermdées dont cha-
cune s’obtient tout entiére en faisant varier 0 de zéro d 27w,

(*) Ou en trouvera la démonstration dans le Mémoive intitulé : Sur Pexis-
tence d’intégrales satisfaisant @ des conditions données le long &' un contour,
n® 1 (Annales de U'Ecole Normale, 1913).
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La famille 0 = const. s'obtient tout entiére en égalant 0 aux
diverses valeurs de ce méme intervalle.

2° Aucune courbe des deux familles ne présente de point singulier,
el deax courbes, r=r,. 0= 10,, appartenant respectivement aux deuyx
familles, ne peuvent étee tangentes au poiut comman fourm par
(v 00).

3° Si. dans unc courbe r=coust., on fait croitve 0 de zéro
& 2= (030 < 2ax), on n’obticnt chaque point (&, ¥) qu'une scule fois.
La méme chose a licu s, dans une courbe ) = const.. on fait croitee
der, & R

4° L supposant r, — r, diffévent de zévo, les deux courhes r=ry,
r=r, w'out aucun point commun. Méme chose pour les deux courbes
0=0,,0=0,s0,— 0, n'cst pas un multiple entier de 2w,

Dans ce qui suit, nous nomunierons couronne la végion (normale)
de Uespace ||y y]] comprise catee deux courbes de Ta famille
r=const. (on doit fatre abstraction des deux courbes frontieves).

56. Désignant par r, g, 0 trois paramétees avbitraives, considérons
actucllement les deux systémes de formules

j o= s, 9y,
} oy = EUm 5y
f o= el 9.

| > NN

(2)
(3)
dont les seconds membres sont supposés satisfaive aux conditions sui-
vanles @

1° Dans la végion W, de Uespace ||r, 0]] détinic par la double
inégalité
(D ro<<r<R (% arbitraire).
les fonctions E(r, 0), F'(», 0) jouissent des proprictés spécifiées au
début du numéro précédent, c'est-a-dire qu'elles sont olotropes,

admettent par capport & § la période 2%, possédent un déterminant
différentiel constamment diffévent de zévo, et qu’enfin les relations
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numeériques
E(ry, 9) = E(ry, 5).

E(ry, 5) = F(ra Jo).

lorsqu'on les suppose simultandment vérifides, entrainent de toute
nécessité '
= Ps. 9, — 9= mult, ent. de 27,

2* Scmblablement. dans la végion W, de Pespace [z, 0]] définic
par la double inégalité

(3N 20 o< (5 arbitraire),

les fonctions Hg, 0), K(z, 0) sout olotropes, admettent pav vapport
4 0 la période o=, possédent un déterminant différentiel constamment
diffévent de zévo, ct les relations numeériques

W (1. 9) == W{os bs).

21,9
K (210 90) = K(02. %s).

lorsqu’on les suppose simultanément vérifiées, entrainent de toute
ndcessité

G) = 5g, 9, — 9s== mull, ent. de am.

3% N1 Pou désigne pav 7/, o' certaines valeurs numcériques déler-
minées, vérifiant respectivement les velations

. "} !
< r'<h,  a<p' <

hypothése numérique r = ', introduite dans les seconds mewbres
de (2), fournit les deux mémes fonctions de 0 que Uhypothése numé-
rique 3 =o', introduite dans les seconds membres de (3), en sorte
que les deax systémes de formules définissent alors un méme contour.

Désignons maintenant pav «(x, y) unc fonction de ¢ et de y qui, si
on considére la végion définie par (2) et (1), soit olotrope dans uue
couronne suffisamment mince renfermant le contour » = r', et qui, si
I'on considére la région définie par (3) et (5), le soit dans une cou-
ronne suffisamment mince renfermant le contour g =5’ : comme, par
hypothése, les deux contours coincident, I'un quelconque de ces deux
derniers taits est une conséquence de I’autre (*). Sil'on forme alors les

(1) Loc. cit., n* 2,
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deux fonctions composées

(6) ulB(r. 0), F(r 9],
(7) w[ (. 0). K(p. 0)].

I'hypothése numérique »= 7', intvoduite dans la fonction (6) et ses
dérivées de tous ordrves relatives & 7, les réduit & des fonctions olo-
tropes de.0 admettant la période 273 ¢t la méme chose a liea pour la
{onction (7) et ses dérivées de lous ordres relatives & 3 dans hypo-
thése numdérique p =¢'.

Cela étant, pour que la fonction composce (6) el ses n— 1 pre-
miéres dérivées relatives a r se reduisent, pour r=1', @ n fonctions
olotropes donndes de O (admettant la période 2%), il faut et 1l suffit
que la fonction composée (7) el ses n -1 premiéres dericées rela-
lives @ p se réduisent, pour g=7¢', ¢ n autres fonctions olotropes
de 0 (admettant la méme periode). Pour caleuler ces n derniéres
quand on se donne les n premicres, ou tnversement, il suffit de
connaitre les fonctions L(r, 0), 1°(r, 0), l (s, 0), K(p,0), ecclusion
Saite de la composante wu(x, y), dont Uexistence est simplement
admuse.

Nous avons cxposé dans un Mémoire antérieur la démonstration
détaillée de cette proposition (*).

37. L’énoncé qui vient d’¢tre formulé est susceptible d’une forme
géométrique intéressante que nous indiquons wun peu plus loin (n® 39,
infra). Nous poserons A cet effet la définition suivante :

Soient 2, v deux variables indépendantes (réelles); «(x, y) une
fonction de ces deux variables, olotrope dans une certaine région;
C une courbe de la région, représentée par les formules

a==&(r), y=unu(r.

ol rdésigne un paramétre arbitraire : on ne considcre cette courbe
que dans une portion dépourvue de point singulier et ot chaque point
ne soit obtenu qu’une seule fois. Un sens positif ayant été adopté pour
les arcs sur la courbe C, supposons que les coordonnées x, y d’un
point variable de la courbe aient été exprimées en fonctions de

(') Loc. cit., n® 2,
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Larc s; en les remplacant par ces nouvelles valeurs dans la fonction
u(a, v), on obtiendra une fonction composée, u,, ne dépendant que de
la seule variable s. Cela étant, nous nommerons déricée d'ordre n
de u(.r, v) prise suivant la courbe Cla dérivée d’ordre 7 (par rapport
a 5) de la fonction composée u,. Cette définition est visiblement indé-
pendante de 'origine choisie sur la courbe pour compter les arcs; les
dérivées des ordres impairs changent simplement de signe lorsqu’on
change le sens positif.

o8. Revenons actuellement aux formules (2), posées au début
du n" 36,
a== E(r.9), y =F(r. 0),

et faisons sur leurs seconds membres, Li(r, 0), F(r, 0), les diverses
hypothdses qni s’y trouvent énumérées. Comme dans le passage cité,
désignons par » une valeur numérique déterminée comprise entre »,
et R(r, < <R), et soit

() r=M0,  ry=p)

le coutour fermé fourni par les formules (2) dans l’hypothéée numé-
vique #=7": si Uon cousidére ce contour, dont un point variable
dépend de 9, on peut dive qu'a chacun de ses points correspond.
d’aprés les mémes formules (2), unc autre courbe dont un point
variable dépend de r.

Cela étant, pour qu’une founction u(xr, y) et ses dirivies des
ordres 1.2, ., n— 1, prises suivant les courbes 0 = const. de lu
Janmdlle (), se réduisent, sur le contour (8), @ des fonctions olo-
tropes donndes de ) (admeltant nécessairement la période 2w), il
Saut et il suffit que la fonclion composce

alE (r 0). F(r. 0)]

ot ses dérivées des ordres 1, 2, .., n—1 relatives a r se réduisent,
pour r=1r', a certaines autres fonctions olotropes de 4 (admettant
la méme peériode). Pour calculer ces derniéres lorsqu’on se donne
les premeres, ou inversement, il suffit de connaitre les fonctions
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E(r, 0), F(r, 0), exclusion faite de la composante u(r, y), dont
Uexistence est simplement admise (V).

59. Le simple rapprochement des n™ 36 et 38 fournit immédiate-
ment I'énoncé auquel nous avons fait allusion plus haut (n® 37).
Considérant les formules

() { we=E(r, 0),
- | y =F(r 9
et

a = H(a. 9).
3) = g 2
( |y =K (o 7.

posées au début du n° 36, faisons sur leurs seconds membres, 1(r, 1),
' (r, 0), H(p, 0), K(z, 0), les diverses hypothéses qui s’y trouvent
énumeérées, et soit

(9) e=1(0) y=p

le contour fermé que fournissent concurremment, d'une part, les for-
mules (2) dans TUhypothése numérique r=1r', d’autre part, les
formules (3) dans ’hypothése numérique p = o',

Cela étant, pour qu'uane fonction w(x, y) el ses dérivées des
ordres x, 2, ...y n— 1, prises suivant les courbes ) = const. de la
Samille (2), se rédwisent, sur le contour fermdé (9), @ n fonctions
olotropes données dv 0 {admettant la période 27), il faut et il suffit
que la fonction w, y) dont il s'agit et ses dirivées des ordres v,
2, L., i—1, prises suivant les courbes § = const. de la famille (3),
se réduisenty sur le méme contour (9). @ certaines autres fonctions
olotropes de ) (admettant laméme période). Pour calculer ces der-
nieres lorsqu'on se donne les premiéres, ou inversement, il suflit de
connaitre les fonctions E(r,0), F(r, 0), (g, 0), K(p, 0), exclu-
ston faite de la fonction u(x, y), dont U'existence est simplement
admise.

40. Nous allons examiner actuellement un choix particulier des

(Y} Loc. ¢it., n** 3 et k.
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quatre fonctions désignées dans cc qui précéde pac E(r, 0), I'(», 0),
”((’s 0).‘ l\(fjﬁ 0) ‘

Désignons par (0), n(0) deux fonctions réelles, olotropes daus
toute 'étendue de I'espace réel |[0]], et y jouissant des propriétés
sutvantes :

1" Elles admettent I'une et 'autre la période 2%. luversement, les
relations numériques

A(G) =1(%), B () = (%)
ne peuvent avoir lieu en méme temps que si 0, — 0, est un multiple

cutier de 2%,
2° Le déterminant

L
A ‘ul 4
form¢é avece ces deux fonctious el leurs dérivées premiéves, est cons-
tamment différent de zéro.

(est ce qui a lieu, par exemple, si 'on prend

1.9y = f(1)cos. w(2) = /() sin’,
et si l'on suppose que, dans toute I'étendue de Pespace réel || 0]]. la
fonction olotrope et réelle f({1), admettant la période 2%, ne s’annule

jamais.
Cela étant, considérons les deux systémes de formules

v=zrh(9).
vo=ru(9),

(10) :

b
9

'

() ‘ [ o= 2(0) +ou' ()
It ) -

) Ly = (D) =o' (9);
si l'on représente graphiquement les systemes de valeurs (v, )°)
i l'aide de deux axes rectangulaires O.c, Oy tracés dans un plan, les

formules (10) définissent un contour homothétique du contour

(we=209).
9)

(=) 1‘V=‘u(

par rapport i Uorigine O, le rapport d’homothétie étant », et les for-

Jowrn. de Math., tome V. — Fasc. 1V, 1920, f]f)
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mules (11) définissent la normale au contour (12) au point 0. Si, d'une
part, on introduit daus les formules (10) I'hypothése numérique r=1,
ou obtient le contour (12); si, d’autre part, on introduit dans les for-
mules (11) 'hypothése numérique p = o, on retombe sur ce méme
contour (12): or, nous allons voir qu’en faisant varier » dans un inter-
valle suffisamment petit s’étendant de pact et d'autre de la valeur 1,
et p dans un intervalle suffisamment petit s'étendant de part et d’autre
de la valeur zévo, les seconds membres des formules (10) et (11) rem-
plissent les diverses conditions spécifiées au début du n*® 36.

En premier lieu, on voit que, dans toute 'étendue dc lespace
réel [|7, 0]], les seconds membres de (10) sont olotropes; que, dans
toute 'élendue de 'espace réel ||z, 0]], les seconds membres de (11)
jouissent de la méme propriété ; et que, par rapport i 0, les uns et les
autres admettent la période 2. .

On voit de plus que, si 7 n’est pas nul, le déterminant diftérentiel
des seconds membres de (10) est différent de zéro, car il a pour valeur

el que, pour ¢ numériquement assez petit, le déterminant dillérentiel
des seconds membres de (11) est Jui-méme différent de zéro. Ce der-
nier a en ellet pour valeur

. W+ ou”
P )
(o)

W w—ah

=R e (M — LT,

guantit¢ dont le module est supérieur &
JAS ;J."‘-'——-Amodp mod (A u'— u"27);

or, dans l'intervalle 0S0S2w, et par suite pour toutes les valeurs
réclles de 0, la somme A + w'#, qui ne s'annule jamais, reste cons-
tamment supérieure i quelque nombre positif fixe, /, convenablement
choisi, tandis que, d’autre parl, le module de A'uw’— u'A” reste
constamment inférieur & un autre nombre positif fixe, L (') : il vient

(') Cela en vertu de propositions générales velatives aux régions & la fois
limitées et complétes (voir Les systémes d’équations aux dérivées partielles,
Chapitee 1).
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donc
mod[ A+ pt+ o (N — u'a")] > ¢ — Lwmodp,

d’olt résulte que, pour p suffisamment petit, le premier membre de
l'inégalité, et par suite le déterminant différentiel (13 ), sont constam-
ment différents de zéro.

Reste & établiv les deux points suivants :

1° Si, dans le plan de notation graphique du couple réel (», 1), on
considére, paralltlement i I’axe des 0, une bande indéfinie suffisam-
menl mince ayant pour médiane = 1, les velations numeériques

{ P A (9) = rm A (D).

(1) | rae(90) = rag (%)

n'y peuvent étre vérifiées en méme temps que si on a i la fois

= P G, — Js== mult, ent. de 273

ou, ce qui revient au méme, dans une bande suffisamment mince,
limitée aux deax valeurs § = o, = 2= (et les comprenant), les relg-
tions (1.4) ne peuvent {tre vériliées en méme temps que si P'ona ala
fois

= Iy — Dg=="une des trois valeurs o, ax, — ax,

2¢ Si, dans le plan de notation graphique du couple véel (5. 0); on
considére, parallélement & Paxe des 0, une bande ind¢(inie suftisam-
ment mince ayant pour médiane g = o, les velations numdériques

,|:)) s )\(5’)+Pllu‘,(9‘):7‘(93).‘-9&#‘(01).
(e z ‘U‘(/},)_Pl ),(01):}1(91) — 0 ):(1)2)

n'y peuvent ¢tre vérifides en méme temps que si'on a a la fois

01== 0 9, — 9y= walt, ent. de ax;

ou, ce qui revient au méme, dans une bande suffisamment mince,
limitée aux deux valeurs 0 =o, § = 2= (et les comprenant), les rela-
tions (15) ne peuvent étre vérifices en méme temps que si Pon a &
la fois

Py == Qus h,— 9s= l'une des trois valeurs o, arm. — o,
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Or, le deuxitme point, 2", s¢ trouve exposé en détail dans un
Mémotre antériear (*).

Pour le premier point, 1°, si 'on pose r — 1 =1, les formules (10)
prendront la forme

et I'on se trouvera ramené & établir ce qui suit :

Si, dans le plan de notation graphique du couple réel (¢, 0), on
considére, parallélement & Uaxe des 0, une bande suflisamment wmince
ayaul pour médiane ¢ = o, et limitée aux deux valeurs 0 = o, 0 == 2%
(qu'elle est supposée comprendre), les relations numériques

IR R AVAETRAVAERIUAT
G () A 2 (D) = G (99) -+ (D)

n'y peuvent étre vériliées en méme temps que si Fon a i la fois

h=1,. 7, == 0y==l'une des Lrois valeurs o, am, — o

. Pour P'établir, on fera les mées raisonnements que s'il s'agissait
de 2",

AL, Des u™ 36, 38 et 59, rapprochés de 40, on tire immédiate-
ment la conséquence particuliére suivante :

Soit «(wx, y) une foncuion de @, v, olotrope dans l'intérienr d’une
zone suffisamment mince s’¢tendant de part et d’autre du contour (12).
Powr que cette fonction el ses deérivies des ordres v, 2, ..., n —1,
prises suivant les normales au contour, se réduisent, sur le contour
méme, a des fonctions olotropes données de ) (admetiant la
periode o) il faut et il suffit que la fonction ¢omposée

e, rp(N]

et ses dorivdes des ordres 1, 2, ..., n—1 relatives a r se réduisent,

(1) Sur Lexistence d'intégrales satisfatsant @ des conditions données le
long d’un contour (Annales de I'Ecole Normale, 1913). Voir les quatre der-
niéres lignes de la page 41, et les pages 42, 43,445 on y remplacera seulement
la notation » par la notation p.
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sur le contour dont il S'agit (¢'est-d~dire pour r'=1), @ certaines
autres fonctions olotropes de ) (admettant la méme periode). Pour
calewler ces derniéres lorsqi’on se donne les premicres, ou inverse-
ment, i suffit de connaitre les fonctions N (0), w(0), exclusion faite
de la fonction u(.v, y). dont Uexistence est simplement admise.

Enoncé et transformation du deuxidme probléme.

42. Les mémes choses étant posces et les mémes notations étant
adoptées qu'au début du ne 23, le deuxiéme probléme se formule
comme 1l suit :

Prosuine 9, — On se propose de (rouver une intéerale de léqua-
Ja prop a
ton aux dericées partielles :

e N\
(l) <')‘;" -} W) =0

qui satisfasse @ Uensemble des condrtions suivanies :

1° Cette intégrale dott étre olotrope a Uintérieur et un peu au
dele du contour ¢, [défini & Vaide des formules @ = f(0)cos0,
y==/[(0)sin0].

2v Bn lul adjoignant ses n— 1t premiéres deérivées prises suivant
la normale aw contour, ces n quantités doivent se réduire, sur le
contotir méme, @ n fonctions olotropes donndes de 0 (admettant la
periode 2), :

[ On notera, au passage. que le probléme 9, est identique au pro-
bléme €, (voirle n® £3).] .

La condition 2°® peut d'ailieurs, si l'on se reporvte & ce qui vient
d’¢tre établi (n® £1), étre vemplacée par la suivante :

La fonction composée qui se déduitde U'intégrale par la substi-
lution
r=rf(d)eosh.  y=rf(0)sin?,

et les dérivées des ordres 1, 2, ..., n — 1 relatives a r de cette fonce-
tion composée, dotvent, sur le contour ¢, (c'est-i-dire pour r = 1), se
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réduire @ na fonclions olotropes donnces de ) (admettant la
peériode 2%).

CHARLES RIQUIER.

Par la transformation
Iy =, r—Ty=w,

qui. au lieu des deux vaviables réelles @, y, introduit les deux
variables imaginaires conjugudes o, w, Uéquation (1) devient

Rru
(Al) _— =0,

')‘.n I)\\'"

et voici la question i laquelle on est alors ramené :

Promene 8,. — Trowver une intégrale réclle de Uiquation aur
dérivées partielles (2) quit satisfasse a Uensemble des conditions
surcantes :

1° Cette intdégrale doit étre quasi olotrope & Urntéricur et un peu
aw deld dw contour 2, (voir n° 7, IV, remarque finale).
2 La fonction composée qui se diéduil de Uintégrale par la sub-

stitution ~
v=rf(5) e, w=rf(5)e "

el les deérivées des ordres 1, 2, ... n—1 relatices @ » de ectle fone-
lion composée, doivent, sur le contour <, se réduire @ n fonctions
olotropes données de 0 (admettant la période at).

[On notera, au passage, que le probléme s, est identique au pro-
bléme &, (vorrle n* 25).]

Avant de poursuivre, transformons une derniére fois I'énoncé de la
condition 2.

Les fonctions simples #/(0) e rf(0)e=" étant linéaires par vap-
port & ». on sait qu’en désignant par « la composante (fonction
de v et w), la dérivie d'ovdre p relative & 7 de la fonction composée
est symboliquement représentce par la formule

[y st +rioye 0 55w
=

hy
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Il faudra donc que, pour I'iutégrale cherchée, les n expressions
w,

:f( et e 5] .

5 dw

| @yen 5 e

et syt L)
Lf(j)c Jv =f(0) e ()\\"J

s¢ réduisent sur le contour g,, c'est-ii-dire pour v = f(0) ",
w=/f(0)e~", & n fonctions olotropes données de 0; ou bien encore,
que les 2 expressions

u ‘(n.’l —+ ) ¢ ’ ‘() . dJd j(l ",) + ‘.() n—\
' (l)v () l' (‘;)T,-_i"');"'. ey <‘¢)&' we w

s réduisent, dans cette méme hypothése, & » fonctions olotropes
données de 0.

Finalement, donc, l'intégrale cherchée de I'équation (2), ol se
trouve impliquée la fonction inconnue réelle u des variables imagi-
naires conjuguces vy w, doit satisfaire aux conditions suivantes :

1 Cette intégrale doit étre quasi olotrope & U'intérieur et un pew
aw deld de contour 2.

2° Sur le contour méme, ¢ est-a-dn‘c pour v=f(0)e?,w = f(0)e-?,
les n quantités

l"‘ AN )" P UA NN A
-_— 0W—_— . ¢ —_— RN —_— I
! ( Jdv ow/ ( Jv ! Jdw ! Jv v

dotvent se réduire an fonrctions olotropes donndes de O (admettant la
periode 2w

43. Aux considérations générales qui vierinent d'étie exposées nous
adjoindrons la remarque suivante :

Désignons par 2 (w, y) une fonction (réelle) connue des variables
réelles w, y, olotrope a 'intérieur et un peu au dela du contour €, et
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vérifiant, pour quelque valeur de Uentier &, la relation

o J2 \*
((v):; + ;)3,:‘) h (e, R E=X\N

Cela étant, si, aw licu de Péquation (1), on considére Féquation
awr dérivées partielles

) ) )n )
<<—)T: TaE) = h(w, o)

et quon assujelltsse son intégrale alcasemble des conditions imposies
parliénoncé du probléme 2, onss trouve, movennant 2 n quadratures,
ramend a l'équation (1) elle-méme.

Méme raisonnement qu'au n® 3.

Examen du deuxiéme probléme dans le cas d'un contour circulaire.

AA. D'apres ce quia ¢té vu au n® 42, et en supposant, comme il est
toujours permis de le faire, le rayon du cerele égala 1, le problowe &
résoudre se rameéne au suivaut :

On considére, d'une part, Féquation aux dérivées partielles
>t
o dun

()

impliquant fa fonction inconnue 1éelle « des variables imaginaires
conjuguces
v A W -y

d'autre part, le contour crretdaire, C, défini & Pawde des formules

& ==cos 9, ¥ ==sind;

et 'on se propose de (rouser une intégrale de Uéquation (1) qui satis-
Sasse a lensemble des conditions suicantes :

1° Cette intégrale, u, doit étre quast olotrope a intéricur et un peu
au dela du contour C.
2 Swr le contour méme, ¢est-d-dire pour v = e?, W= ¢, les
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n quaniités

0, (v& pud)y SN OY( . AL
N k an + 0“ ) \:,:-i-\ m! (SN (;7-‘*- d\\ u

dotvent se rédutre a n fonctions olotropes données de 0 (admetiant
la peériode 27).

Comue on va le voir, une paretlle intégrale extste, ot i 'en existe
qu une; sa recherche se raméne ala résolution n fors répétée du pro-
bléme s, identique &, ou, ce qui revient au méwme, du probléme <,
(envisagé dans le cas du contour civculaire C).

I n=1.
)ﬁ \ » .
On sait que U'équation —-— Soam = 0, U laquelle se réduit en ce cas

Péquation (1), admet, conformément i I'énoncé ci-dessus, une inté-
grale (véelle), et une seule, possédant la double propriété d’étre quasi
olotrope & l'intérieur et un peu aun dela du contour circulaire C, et de
se véduire, sur le contour méme, A une fonction olotrope donndce de 0
(admettant la période 27). Llexistence el Uunicité de cette intégrale
Stant assurées, la derniére partie de Pénoncé, relative i sa recherche,
s¢ trouve vraie d'elle méme.

1. = 2,
\'oici ce que devient, en ce cas, I'énoncé du probléme :
Trouver une intégrale (véelle) de I'équation

e} E

Jtu
dv gw e

(2)

qui satisfasse  I'enserable des conditions suivantes :

t* Catte intégrale, u. doit étre quasi olotrope & 'intérieur et un peu
au deli du contour C.

2° Sur le contour méme, les quantités

w o Ju +a Ju

—— 1 Y —

! dv o

doivent se réduire & deux fonctions olotropes données de 0 (admettant
la période 2%).

Journ, de Math., tome Y. — Fasc. 1V, 1926, D0
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Comme on va le voir, une pareille intégrale existe, et il n’en existe
qu'une; sa recherche se raméne & la résolution deux fois riépétée du
probiéme &,.

D’aprés ce qui a été vu au Chapitre précédent (n® 33, 1), les denx
fonctions données de 0 peuvent se mettre sous les formes respectives
) | "“7 efgx\l‘,(c':g) +c“‘:"\(¢.' f“)\
| Dy e®M, (e) 4 e~ N, (=),
ou D,, D, désignent deux constantes numériques véelles, et M (),
M, (), No(a), N, (w) quatre séries’ entiéres admettant toutes un
ravon de convergence plus grand que 1, telles, Qailleurs, que duns
chacun des couples

Ma(e),  No(uo): M(e)e V()

les deux séries prennent, pour des valeurs imaginaires conjuguées de
leurs variables respectives, des valeurs imaginaives conjugudes. La
recherche de ces six éléments n'est autre chose que la résolution deux
fois répétée du probléme &,, et nous les supposerons connus.

Cela étant, si I'équation (2) admet quelque intégrale (réelke). wu,
satisfaisant & Pensemble des conditions que nous venons de formuler.
cette intcgrale peut, puisqu’elle satisfait, notamment, i la condition 1°,
se mettre sous la forme

('ﬂ o= Gy - \‘l)u((‘) - n‘(\)“(n‘) —t= t‘u\‘[(:l~,\< ePv) + \\‘\\)I(\\*\ [_

ou U, G, désignent dex constantes numériques réelles provisoirement
indéterminées, et
Po(v)e Q) Prged Qya)

deux couples provisoirement indéterminés de séries entiéres, dont
chacun est assujetti @ la double condition que les deux séries dont il
se compose admettent un ravon de convergence plus grand que 1, et
qu'elles prennent, pour des valeurs imaginaives conjuguées de leurs
variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguces, Oun dédutt
d'ailleurs de (4)

(9)

Ju Juw . X e
S e T ) P () Qa0 o Qi ()

- e[ a4 3P (0) b ePL(E) S 3t (a) o antd wk
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Or, Uhypothése v = ¢, W = ¢~ introduite dans les expressions (4)
ct (1), les transforme respectivement en
Cor G+ e?[R(e™) + P (e ]3P [Quie™™) + Que )]
ot .
A N[ Py(eP) + eIP) () + 30, () + PP (eM)]
-+ e“":'[Ql.(c“‘j) @ (.---«‘)Q;I(,_.-aﬂ) + SQ,(c“"]) i Q. (¢ a0y,
On doit donc avoir, par comparaison avec les expressions (3), les
relations numériques
L‘a‘l ~= (:,:I‘.\‘ ‘:Q.C.: Dl‘
lesquelles  déterminent pour G, et G, des valeurs réelles, puis les
idenlitds en v
@y Pae) == Py (o) = My (o)
17) Pate) =3P () + o P{e) = o B () =My (v).
lesquelles vont secvir & déterminer P,(v) et P,(v), puis enlin les
wdentités en w
) Qo\“‘) +Ql(“‘): N,
( Qu4) = SQua) = wQ () + wQ (w) = Ny (),

lesquelles vont servie & déterminer Q, (w) et Q, (a).
Cousidérons d'abord les identités (6) et (7). On a, en dillérentiant
(0,

{10) P00 -+ P = M (v).
Si, dans (7), on tient compte de (1) et (10), il vient
aly(e)y=...,
le second membre (non derit) ¢tant une sévie connue, entidre en v,
qui admet un rayon de convergence plus grand que 1: aprés quoi on
ticera de (0), pour Po(v), une expression de méme nature.
Semblablement les relations (8) et (g) fourniront pour Q,(w) et

Q. (») des séries entitres en w admettant un rayon de convergence
plus grand que 1.

Et il est manifeste que, dans chacun des couples

Py Qs Pedy Qu(w)
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ainsi déterminds, les deux séries prennent, pour des valeurs imaginaires
conjugudes de lears vaviables respectives, des valeurs imaginaives
conjugudes.

HL. n=3. :
Voici ce que devient, en ce cas, I'énonec du probléme :
Trouver une intégrale (véelle) de I'¢équation

(ll) _',):.'L:(\

et dwr

qui satisfasse & U'ensemble des conditions suivantes :

1° Cette integrale, «, doit étre quasi olotrope A U'intérieur et un
N

peu au deld du contour C
2* Sar le contour méme, les quantités

v')" Jde o d'u B

—_ Wy T —— = 2w
dv e v

PR AR R
doivent se rédutre & trois fonstions olotropes donndes de 0 (admettant
la période 2%),

Comme ou va le voir, une pareille intégrale existe, et il n’en existe
qu'une; sa recherche se vaméne a la résolution trois fois répitée du
probléme &,.

Daprés ce qui a ét¢ vu an Chapitee précédent (n® 33, 1), les trois
fonctions doundes de  peuvent se mettre sous les formes respectives

\ I)\\":‘ ci“;\l\\((’iu)ﬂ— c'lo No(e"i(’)‘
(1) <Dy t'io.\l‘(e'{') I- e—i']‘\*l(e_,w))\
U Dy O () 4 e~ N (e,

ol D,, D,, D, disignent trots constantes numériques réelles, et M),
M, (v) Ma(v)y No(o), Nyqaw), Nao(w) six séries entiéres admettant
toutes un rayon de convergence plus grand que 1, telles d’ailleurs que,
daus chacun des couples

.

Ma(edo Novwdy Mygeds Nypads Ma(v) Ngqu),

les deux siries prennent, pour des valeurs imaginaires conjuguces de
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leurs vaviables respectives, des valeurs imaginaires conjugudes. La
recherche de ces neuf ¢léments n’est autre chose que la résolution trois
fois répétée du probléme &, et nous les supposerons connus.

* Cela ¢tant, si I'équation (11) admet quelque intégrale (réelle), «,
satisfaisant & 'ensemble des conditions que nous venons de formuler,
cette intégrale peut, puisqu’elle satisfait, notamment, i la condition 1°,
se mettre sous la forme

(13) u= G+ ey (1) + 0 Qy ()
3¢ [C'—l— (‘l’,(v) -+ “"Ql(“')]
4 2 Gy ¢ Py(0) -+ wQy(w) ],

ot C,, (. (, désignent des constantes réelles provisoirement indéter-
nindes, et : :

Pl Quiv);  Pu(e)e Qulw); Palo)y Qu(w)

trois couples provisoirement indéterminés de séries entiéres, dont
chacun est assujetti & la double condition que les deux séries dont il se
compose admettent un rayon de convergence plus grand que 1, et
qu’clles prennent, pour des valeurs imaginaires conjuguées de leurs

variables respectives, des valeurs imaginaires conjuguces. On déduit
d'ailleurs de (13)

) )
) (-z)—i_f +\\':7—::‘: P () 4+ 2P () e Qu () - Q) (w)
o 0 (3G 3Py () P (0) 4 3 Q, (W) w0 ()]
| 4G B P () 0P () 31w Qy () w2 (i
et
N J*u 1 L0t

) . u
13) ¢ == 20w ———r v
( RS Jv dw dn?

= 2Py e) + P
. 4+ antQy () 4+ W Qg (w)
+ew [ aG+ 60P () + 6P () + P+ 600Q (W)
4+ 6w Q) () + Q)]
+ o[ 12G; + 200 Pa(v) + 1003P4 (¢) 4+ 03 PL(0) 4 200 Q4 ()
+ tow2Qg (nw) + w2 Q3 (w)].

Or, 'hypothése v = e @ = e~ introduite dans les expressions
) )
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(13), (14) et (13), les transforme respcctivement en les suivantes :

(16) Co+ G+ Co+ e[ Py (e™) + Py (e?) + Py ()]
+ e[ Qo(em®) + Q, (e=0) + Qy(eM)]:
(17) 2C,+ 4G+ e[ Py (V) + 0P, (&) + 3P (&) + 107 ()
“+ 3P (e®) + o0 ()]
—|—¢.~""'[Qo(0""") 3 c*""Q;,(c“"")+3Ql(e""“)+ e i (\)| Le »:‘0)
' +3Qy(em®) 4 = Q, (e ]:

2(G +12C,
+ ci()[._,.c..i‘)l):..(ei()) + c:iOl);"(ciO) _*_(;Pl(e'i(l\ _*_('Tcm p; (?iﬁ)n ‘
(18) ¢ + 0P () 20 Py ey 4+ 10e®P, (") 4+ 0P ()]
' I c—io[,_,.e..mQ;l(e—m) + e—eiUQ""(e—iO) + (’)Q,(e“"’\ 4 Oe- 50(\\; (f‘)—m)« |
+¢20Q7 (o) a0, (e~ ) - 10e= Q) (& ) e ¥0Q e ).

La comparaison des expressions (16), (17), (18) avec les trois
expressions respectives (12) donnera alors :
En premier lieu, les relations numériques

CotCr+Ca=D,, 20,4+ 4C=D,, 20+ 12C=D,

lesquelles déterminent pour C,, C, et C, des valeurs rcelles;
En deuxiéme lieu, les identités en v

(19) Po( Y4 Py(v) 4 Py(v). = My (v).
(20) Pu(e) +ePrie) +3P(¢) + ePL i) + 30, (0) 4+ e Py(e) = M, (),
(21) 20P () 4+ P () 0P () = B0 P () = 2P ()

4 20P,(¢) = toePLe) + 2P (e) = Ma(o),

lesquelles vont servir i déterminer P (v), P (¢)et P,(v);

~ Y . . . -, *
En troisiéme et dernier lieu, les identités en w
(22) Qo)+ Qu(w) -+ Qu(w) = Ny (),
(23) Qaan) 4= Q) 4= 3Q () + w0 Q) () 4 3Qu () -+ w QL () = Ny (o),
(24) 20005 () == Q)+ G () = G (o) - 2 Q) ()

4+ 20Q5 (7)) + 100 Qy () + Q3 (10) = Na(w),

lesquelles vont servir a déterminer Q,(v), Q,{w) et Q,(w").
Considérons d’abord les identités (19), (20) et (21). Si l'on tient
compte de (19) et de sa conséquence

Py(o) +Pi(e)+Py(e)= M (¢),
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la relation (20) devient
(25) ali(e)+ 4Py ()= ..

le second membre (non écrit) de (25) ¢tant une série connue, entiére
en ¢, qui admet un rayon de couvergence plus grand que 1. Si 'on
tient compte de la velation déduite de (20) par dilférentiation, la rela-
tion (21) devient

(26) Gl () = 2P (0) - a0 Py(0) + Qe Py(e)=.. .,

le second membre de (20) étant une série connue, entiére en v, qui
admet unrayon de convergence plus grand que 1. Enfin, st U'on tient
compte de (25) et de la relation qu'on en déduit par différentiation,
la relation (26) devient

(27) Sl () =

le second membre de (27) jouissant, comme ceux de (25) et (20), de
la propri¢t¢ que nous venons d'indiquer. De (27) on tivera Py(v); de
(25) on tirera ensuite P, (v): et finalement, de (1g) on tirera P, (v) :
les trois expressions ainst obtenues sevont d'ailleurs des sévies entidres
en v admettant un rayon de convergence plus grand que 1.
Semblablement, les relations (22). (23) et (24) fournivont, pour
Qu(w). Q,(w)et Q,(w), des scries entitres en w admettant un rayon
de convergence plus grand que 1. '
Lit il est manifeste que, dans chacun des couples

Pace), Q) Pee), Qs Pa(e)y Quw)

ainsi déterminds, les deux scries prennent, pour des valeursimaginaires
conjugudes de leurs vaviables respectives, des valeurs imaginaires
conjuguees.

IV. Ce raisonnement peut se poursuivre indéfiniment. Pour # quel-
conque. la recherche de I'intégrale unique remplissant les conditions
¢noncdées se ramene & la résolution » lois répétée du probléme ,, ou,
ce qui revient au méme, du probléme <t,.



