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Sur quelques problèmes relatifs à Véquation 

aux dérivées partielles -H u = o; 

Par Chaules RIQUIEU. 

Voici, très brièvement résumés, les résultats qui font l'objet du 
présent travail (') : 

ï. Considérons, dans le plan des deux axes rectangulaires OX, OY, 
un contour analytique régulier ne passant pas par l'origine O, et dont 
les divers points s'obtiennent, chacun une seule fois, en faisant croître 
de zéro à 2- un certain paramètre 0(o<0 < 2π): ce contour est sup-
posé tel, d'ailleurs, que toute demi-droite partant de l'origine le 
rencontre en un point et en un seul. Considérons en même temps les 
liomothètiques du contour par rapport au point O : en désignant 
par B

r
 celui qui correspond à la valeur r du rapport d'homothétie (il 

se confond, pour r = 1, avec le contour donné), nous nommerons 
intérieur du contour c, la région du plan qu'engendre le contour β,, 
lorsqu'on fait varier le rapport d'homothétie dans les limites assignées 
par la double relation o^/-< 1. 

From.kmk (A\.. — On se propose de trouver une intégrale de l'équa-
tion aux dérivées partielles 

(1)W> + d7<) "r=° 

qui satisfasse à Γ ensemble des conditions suivantes : 

(l) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 19 octobre 1920. 
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1°+Celle intégrale y u9 doit êlre analytique et régulière à l'inté-
rieur et un peu au delà du contour ε,. 

'2° Sur le contour /né me y lea η quantités 

a'\7? + S?) "· [3P + dp) + <-p) " 

doivent se réduire à η fonctions analytiques et régulières données 
de 0 (admettant la période 2~). 

Une pareille intégrale existe y et il n'en existe qu'une; sa 
recherche se ramène à la résolution η fois répétée du problème «.0, 
et à η(η — ι) quadratures. 

II. Etant donné le contour circulaire G, défini à l'aide des for-
mules χ — H cosO, y — UsinO, on se propose de trouver une inté-
grale de l'équation aux dérivées partielles (ι) qui satisfasse à 
Vensemble des conditions suivantes : 

i" Cette intégrale doit être analytique et régulière à l'intérieur 
et un peu au delà du contour C. 

2" Eu lui adjoignant ses η — ι premières dérivées prises suivant 
la normale au eontoui'y ces η quantités doivent se réduire, sur le 
contour même, à η fonctions analytiques et régulières données 
de 0 (admettant h période 2~). 

Une pareille intégrale existe y et il n'en existe qu'une; sa 
recherche se ramène à la résolution η fois répétée du problème <j?, 
(envisagé dans le cas du contour circulaire). 

III. Considérant, soit le contour ε, spécifié à l'alinéa 1, soit le 
contour circulaire C spécifié à l'alinéa 11, désignons par h(x> y) une 
fonction connue, analytique et régulière à l'intérieur et un peu au delà 
du contour, et vérifiant, pour quelque valeur de l'entier /r, la relation 

{d^ + w) Η*'ϊ] = °· 

Cela étant, si, au lieu de L'équation (i), on considère l'équation aux 
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dérivées partielles 

d2/dx2 + d2/dy2 n= h x,y 

cl que l'on assujettisse son intégrale à l'ensemble des conditions 
formulées, soit à l'alinéa l s'il s'agit du contour C

n
 soit à l'alinéa It 

s'il s'agit du contour circulaire C, on se trouve, moyennant 2 η qua-
dratures, ramené à l'équation (i) elle-même. 

Le présent travail est divisé en quatre Chapitres, avant respective-
ment pour titres : 

Chapitre 1. — Extension des principes fondant ett tau χ de la 
théorie des fonctions analytiques. 

Giiapitmk 11. — Delà nature ruonodromique <Γηηο. certaine région. 

Chapitre 111. Equation une' dérivées partielles 

d2 d2 n 
\àr^ O^J " — o: 

premier proldèutc; solution. 

Chapitre IV. — Equation a ux dérivées partielles 

d2 d2 n 
\ey <>7v "~0: 

deuxième problème; solution. dans le cas d'un contour circulaire. 

Novembre ii)A5. 

CHAPITRE 1. 

KXTKNSION V>KS YttlNC.lPRS FONIUMKNTAI X DK L,V TUtiOlUR 1>FS FONCTIONS ANALYTIQUES. 

Rappel de notions diverses. 

I. Dans l'espace | f.r, κ, dont les η dimensions y. ... 
sont supposées, indilléremment, soit réelles, soit imaginaires, la 
continuité d'une région peut se définir à l'aide des considérations 
suivantes : 

Jourrt. de Math., TOME V. — FUSE. ILL, I;P(). 3T) 
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I. Désignant par a, /, ... des variables réelles en nombre quel-
conque />, pai\s\,, ... certaines valeurs particulières de ces variables, 
cl par S, T, ... d'autres valeurs particulières respectivement supé-
rieures aux précédentes, nous nommerons inteivallo complexe la 
région de l'espace [[A, /, .. .| | définie par les relations simultanées 

s0 s=S, t0 t T 

dont chacune, considérée isolément, définit un intervalle .simple. 
Désignons maintenant par .r, y, ... des variables, indilTéremment 

réelles ou imaginaires, en nombre quelconque η ; par .v, /, 
comme ci-dessus, des variables réelles, en nombre quelconque />; 
enfin par 

?(·*. L · · ·)· 7.(,v> '«·.·)· 

λ fonctions de s
y
 /, ..., toutes continues (1 ) dans un même intervalle 

complexe. Cela posé, l'ensemble des η formules 

( · · ·)< 
(*) Ι .■»·=/„(·*· ^ · * ·)' 

où les divers systèmes de valeurs attribuées à s, t, ... n'excèdent pas 

(') Une fonction /(.r, v, ...), bien définie dans loute retendue d'une 
région tt de l'espace [[.r, r, .. .]|. est dite continue dans celte région, si. un 
point (.rrt, y,», ...) de la région et une constante positive α étant donnés, on 
peut leur faire correspondre quelque constante positive, β, telle que les relations 
simultanées 

mod(.*.· — ,r0) < β, mod( r—r0) <3, . . ., 

supposées vérifiées pour un point (a·, r. . ..) de la région tt, eut rainent comme 
conséquence nécessaire la relation 

(i) mod[/(a\ y, ...) — /(.r0, ...)]< a; 

ou, ce qui revient au inèine, si, le point y0, . ,et la constante a étant 
donnés, on peut leur faire correspondre quelque constante positive, y, telle que 
la relation 

\/mod(.r — ,c0 )* -H mod( y — y0)'J-h... < y. 

supposée vérifiée pour un point (A·, V, ...) de la région \t, entraîne comme 
conséquence nécessaire la relation (ι). 
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rintervalle en question, définit ce que nous nommerons un arc continu 
(à ρ variables) tracé dans l'espace [[a;, y, ...]]. Les points de l'arc 
seront les divers systèmes de valeurs de a?, y, ... qui correspondent, 
en vertu des formules (2), aux valeurs ci-dessus spécifiées de s, /,.... 
Si, dans chacun des intervalles simples où s, /, ... sont respec-
tivement assujettis à varier, on considère l'une des deux valeurs 
extrêmes comme initiale et l'autre comme finale, il faudra entendre 
par e.rlrémité initiale de l'arc le point qui correspond aux valeurs 
initiales de .v, /, ..., et par extrémité finale le point qui correspond 
à leurs valeurs finales. Des arcs, tracés dans l'espace ['[..c,y,...] |, 
seront dits placés bout à bout, si l'extrémité finale de chacun d'eux 
coïncide avec l'extrémité initiale du suivant. Enfin, un arc sera dit 
situé dans telle ou (elle région de l'espace [|\c, y, ...] |, si chacun de 
ses points s'y trouve situé. 

11. Cela posé, voici comment on peut définir la continuité d'une 
région. 

Une région de l'espace |[u·, y, ...|] sera dite continue, si deux 
points, ·.), (X, Y, « · ·)» arbitrairement choisis dans la région, 
peuvent toujours être reliés L'un à l'autre par une suite d'arcs continus 
placés bout à bout dans cette région, le premier des arcs dont il s'agit 
ayant son extrémité initiale en (.r„, y

0
, ...), et le dernier son extré-

mité finale en (X, Y , ...). 

Il est d'ailleurs toujours permis, comme nous l'avons établi 
ailleurs (')» de supposer que le nombre de ces arcs se réduit à i, et 
que cet arc unique dépend d'une indéterminée unique. 

2. Les η variables .r, y, ... étant supposées (comme ci-dessus) 
indifféremment ou imaginaires, nous dirons qu'une région, tl, 
de l'espace [[in, y, ...| | est normale, si elle satisfait à la double condi-
tion suivante : i° la région "Il est continue; 20 tout point de la région W 

(') Voir le Mémoire intitulé : Sur tes systèmes partie/s du premier ordre 
auxquels s'applique la méthode ofi intégration de Jacobi {An η aies de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, t. "VII; note des pages 80, Si et 8a). 
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est le centre de quelque domaine (') entièrement situé dans \\. 
Une fonction, f(xt /)> bien définie dans une région normale, *\\, y 

sera dite olo/rope, si, autour de tout point, (x
n

, v„, ...), de la région, 
pris comme centre, on peut assigner quelque domaine dans toute 
l'étendue duquel la fonction/(.r·, jr, ...) soit exprimable à l'aide d'un 
même développement, entier par rapport aux dilTérences χ —·<·„, 
y—y

0
, .... Les rayons d'un pareil domaine (qu'on doit supposer, 

naturellement, compris tout entier dans la région M) se nommeront 
olomctres (simultanés) de la fonction au point (,r„, >'0, ...) (2). 

Il ne faut jamais perdre de vue que la definition, donnée ci-dessus, 
iV une fonction olotrope implique essentiellement la nature normale 
de la region où on la considère. 

De cette définition on tire immédiatement un certain nombre de 
conséquences dont nous avons fait ailleurs l'exposé méthodique (:î), 
et, notamment, la conséquence suivante : 

Si Γ on désigne par f (x, y, ...) une fonction olo trope dans une 
région (normale), et par (,r„, y„, ...) un point déterminé quel-
conque de cette région, il n'existe, pour représenter f {x, y, ...) 
dans le voisinage de ce point conformément à la définition ci-
dessus, qu'un seul dévvloppcrwni entier par rapport aux diffé-
rences χ — x

a
, / — ,..·('). 

Cette propriété, fondement indispensable de la théorie des fonctions 
dont nous venons de donner la définition, subsiste, comme nous le 

(') Nous nommons domaine toute region île l'espace [[.<·, J", ... J | définie 
par un système de relations de la forme 

mod (.i· — .r
0

) < lt.
n

 mod (y — y0) < IÇ, · - - , 

où'(.r0, v0l ...) désigne un point (i.ve, et 11.,., Il,, ... des constantes posi-
tives (>o); ces constantes seront elles-mêmes les rayons du domaine, le 
point (a\„ y ν .. .) en sera le centre. 

(-) Il va sans dire que, étant donné un système d'olomètres de la fonction au 
point (m0. > 0, ...), si l'on diminue arbitrairement quelques-uns d'entre eus. 
sans augmenter les autres, on a encore an système d'olomètres île la fonction au 
point considéré. 

(3) Voir Les systèmes d'en a niions au.v dérivées partielles. nos V3 à 58. 
(*) Ibid., n»U, 
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verrons plus loin (n° 9, infra), lorsqu'on part d'une définition un peu 
plus générale. 

5. On nomme composition des fonctions l'opération qui consiste à 
substituer aux variables a, c, ..., en nombre quelconque y, d'une 
fonction donnée, f(u, e, ...), y fonctions données, U (χ, y, ...), 
V(x, y, ...), d'autres variables x, /,en nombre quelconque g, 
ce qui engendre évidemment une nouvelle fonction de ces dernières, 

l7(.r, y, ...) ~-/[U(.r, y, . ..), V(n\y, .. .), ...]; 

relativement à cette opération, les fonctions 

Γ(.Γ,Γ, ...), V (.*·, \\ . ..), ... 

seront dites simples, /(y/, o,...) se nommera la fonction composante, 
et F(.r, >', ...) la fonction composée. 

Cela posé, si, d une part, on prend comme fonctions simples les 
sommes de séries entières en x — x\

n
 y— y

tl
, ..., convergentes à 

t intérieur de quelque système de cercles décrits de x\
n
 y\

n
 ... comme 

centres; si, d'autre part, désignant par u
{)

, u
0

, ... /«s termes cons-
tants respectifs de ces séries, o// prend comme composante la, 
somme (Tune série entière en a—tt

n
, ο — cy, ..., convergente à 

l'intérieur de quelque système de cercles décrits de u
An

 c>„, ... 
comme nmtres : la fonction composée qui résulte, de leur combi-
naison possède, à Γ intérieur de un système de cercles suffisamment 
petits décrits de .t·,,,y„,... comme centres,.la propriété d'elle expri-
mable à rai.de d'un développement entier en χ — x\,,y — )\„ ... ('). 

Relativement à cet énoncé, il importe, en vue de la suite du présent 
travail, de noter le cas où les variables x, y, ... dont dépendent les 
fonctions simples, et auxquelles on attribue des valeurs arbitraires 
dans le voisinage des valeurs initiales x*,,, ..., sont assujetties à 
être exclusivement réelles : même en leur imposant cette restriction, 
il résulte d'une proposition rappelée ci-dessus (voir les dernières 
lignes du n° 2) qu'il n'existe, pour représenter la fonction composée 
dans le voisinage de x> ..., qu'un seul développement entier 

(1 ) Voir Les systèmes iVéquations aux dérivées partielles, n° 50. 
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en ;v — .r
0

, y— y
0

, Les coefficients, parfaitement déterminés, de 
ce développement s'obtiennent d'ailleurs, aux facteurs numériques 
connus près, par l'application répétée de la règle élémentaire four-
nissant les dérivées premières d'une fonction composée ('). 

(*) Les systèmes d'équations au.ν dérivées partielles. nos 02 et (IV. 
D'une importante proposition relative à la dilférentiatiou clos fonctions com-

posées, proposition que visent les n"s 00, 07 et 08 de l'Ouvrage cité, je crois 
devoir indiquer ici une démonstration mieux appropriée à l'extension de prin-
cipes qui l'ait l'objet du présent Chapitre I. 

Considérons, en même temps que les variables indépendantes ,r, y, 
diverses fonctions indéterminées, C, V, de u\ >, ..., eu nombre donné. 
et les dérivées de U, V, ... d'ordre inférieur ou égal à l'entier donné /(/y'o) : 
soit Λ le nombre total des quantités contenues dans le groupe que forment les 
variables y, . .les fonctions C, V. ... et les dérivées dont il s'agit. Consi-
dérons, d'autre part, une composante indéterminée à ÎN variables, et imaginons 
que ces dernières y aient été remplacées, les unes pur a", y, .... les autres par 
U, V, ... et les dérivées de C, V, ... d'ordre inférieur ou égal à />. Si l'on cal-
cule une dérivée d'ordre jn(m^l\) delà fouet-ion composée résultante eu appli-
quant plusieurs fois de suite la règle qui fournit les dérivées premières, il est 
manifeste que l'expression finalement obtenue ne contient que les dérivées 
d'ordres ι, a, .. ., m de la composante et les dérivées d'ordres i, u, ..., m-\- A 
de l>, V, qu'elle a par rapport à toutes ces dérivées la forme entière, et 
qu'elle est linéaire et homogène par rapport à celles de la composante. Or, pour 
une dérivée déterminée d'ordre m de la fonction composée, cette suite d'opéra-
tions peut être ctlecluée de diverses manières : je dis qu'tv/ considérant comme 
autant de variables indépendantes distinctes les dérivées d'ordres i. a, .... m 
de la composante et les dérivées d'ordres i, 2, . . ., tu -h L de U, V, ..., les 
diverses e.cf>ressio/is ainsi obtenues pour une même dérivée d'ordre m de la 
fonction composée sont identiquement égales entre elles: par exemple, deux 
expressions, Xp ^ , A'/( <<r

 , obtenues pour la dérivée d'ordres partiels ρ, </, ... 
(/> 4-7 4-. .. =/u) présentent l'une par rapport à l'autre l'identité indiquée. 

Si l'on suppose en elle.L (pie la composante, d'une part, et les fonctions l', Y, ..., 
d'autre part, soient de simples polynômes entiers, les valeurs attribuées aux 
variables .r, y, .. . 11'excéderoul jamais les limites d'olotropie de IJ, Y, .... et, 
de leur côté, les valeurs correspondantes de U, V, ... n'excéderont jamais les 
limites d'olotropie de la composante : la règle de differentiation des fonctions 
composées n'implique donc en pareil cas aucune restriction. 

Observons en outre qu'un polynôme de degré G à coel'tieienls indéterminés a 
ses dérivées d'ordre supérieur à G toutes identiquement nulles, quelques valeurs 
numériques que l'on attribue aux coeflieionts (voir l'Ouvrage cité u° ;>1, a"), et 
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Propriété relative à. la nullité identique d'une fonction composée. 

1. Soient ,i\ y, ... un premier groupe de variables; r\ s, ... un 
deuxième groupe de variables, en menu* nombre que les précédentes 
x\ V, ...; η(.r, y, ...) la somme d'une série entière en x\ y

} 

admettant (quelque domaine de convergence;λ(Γ, ,s\ p.(r, s
)
 ...), ... 

des sommes de séries entières en s, même nombre que les 
variables λ\ y, ..., et admettant quelque domaine commun de con-
vergence; on suppose qu'au centre (o, o, ...) de ce dernier domaine, 

que l'on peut (d'une seule manière) déterminer numériquement ces derniers de 
telle façon que, pour des valeurs numériques arbitrairement données des 
variables dont il dépend, le polvnome et ses dérivées des ordres i, a, ..., G 
prennent des valeurs numériques arbitrairement données : si l'on désigne en 
ellel par c>, t, ... les variables dont dépend le polvnome cherché, et par s

0
, ... 

les valeurs numériques choisies pour elles, il suflit, pour obtenir les dillérenls 
termes de oe polvnome (développé à partir de ft), ...), de considérer 
l'expression 

(5-50)* (t-tB 
AaB 1 2 a 1 2 B 

d'y supposer ο toutes les fois que la somme χ -f- (3 .. surpasse G, et 
de prendre pour A

x
,p,.dans le cas contraire, la valeur numérique assignée 

d'avance à la dérivée d'ordres partiels α, β. .... 
Cela posé, et en désignant par 12, ... les dérivées des ordres t, a, .. ., k 

de C, V, .... supposons qu'on prenne pour composante un polvnome entier de 
degré ni (à variables) dont les coefficients soient indéterminés, et pour les 
fonctions U, V, ... autant de polynômes de degré m -+- k (aux variables .r, 
y, .. .) dont les coefficients soient également indéterminés. D'après ce qui vient 
d'etre dit. on peut tout d'abord déterminer numériquement les polynômes U, 
V, ... de telle façon que. pour des valeurs numériques arbitrairement choisies 
île .r, y ces polynômes et leurs dérivées îles ordres i, a, .... ni -4- k prennent 
des valeurs numériques arbitrairement, choisies; cela fait, si l'on désigne par 

•*'o> dm · · · ι λ μ, .. ., 12
()

, ... 

les valeurs numériques de 

Λ·, v, U, Y, ..., Ω, ..., 

on pourra déterminer numériquement le polvnome entier de degré m qui joue 
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les fonctions λ(/\ s, ...), {*(*% ···)» ··· prennent toutes la valeur 
numérique zéro, tandis que leur déterminant différentiel (relatif à r, 
s>...)/ prend une valeur numérique essentiellement différente de 
zéro. 

De la remarque finale du numéro précédent 5 il résulte que, même 
en assujettissant les variables r> s, ... à ne prendre que des valeurs 
réelles, il n'existe, pour représenter la fonction composée 

Μ[λ(Γ, λ, . . .), p{f\ s, . . .), . . .] 

dans le voisinage des valeurs initiales r = o, s = o, ..., qu'un seul 

le role de fonction composante, de telle façon que, pour 

A Ο'ή, Y == ,Vos · · · > fi — i-1®' ^ ^ Οι · · · ι — »*ο· · · · j 

ce polynôme et ses dérivées des ordres i, a, .... m prennent des valeurs numé-
riques arbitrairement choisies. 

Les coefficients de ces divers polvnomes étant ainsi fixés numériquement, 
désignons par E(.r, y, ...) te polvnome entier qui résulte de leur combinaison, 
et par 1\ι/';Γ(;;; ΐ(,Γ« ,>'» · · ·) 'rt dérivée d'ordres partiels ρ, η, ... de E(.r. ν, ...). 
Les expressions

 r/)
 ,, , entières, comme il a été dit, par rapport aux 

dérivées d'ordre i, a, .... m. de la composante indéterminée et aux dérivées 
d'ordres ι. 2 m H- k des fonctions indéterminées 11, V, .... prennent 

toutes deux une même valeur numérique, 

Fpq x0,y0 

lorsqu'on attribue aux dérivées dont il s'agit les valeurs numériques précédem-
ment choisies pour elles; ce choix étant d'ailleurs entièrement arbitraire, les 
deux expressions considérées ne peuvent manquer d'être identiquement égales. 

Ainsi se trouve établi notre énoncé. 
On en déduit immédiatement la conséquence suivante : 
En désignant par U, V, ... des fonctions indéterminées de ,-r, y, ... en 

nombre donné, par k un entier donné Qo), par Ω, ... les dérivées des ordres ι, 
a, ..., k de U, V et par 

/(A·, /, ..*/, <\ .. ., ω, . ..) 

une composante déterminée, les diverses expressions auxquelles conduit, pour 
une même dérivée quelconque de la l'onction composée, l'application répétée de 
Lalgorithme fournissant les dérivées premières, sont identiquement égales entre 
elles quand on y considère a, y, . .·., U, V, ... et les dérivées de tous ordres 
de U, V, .. . comme autant de variables indépendantes distinctes. 
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développement entier en r, s, ...» et que les coefficients, parfaitement, 
déterminés, de ce développement s'obtiennent, aux facteurs numé-
riques connus près, par l'algorithme des fonctions composées. 

Cela étant, si-, pour toutes valeurs réelles de i\ v, ... suffisam-
ment voisines de zero, la fonction composée 

u[l{r\s
y
 ..

 t
u.(r, s, ...), ...] 

est constamment nulle, la série entière composante
y
 dont nous avons 

désigné la somme par u(x, y, ...), ne peut manquer cV avoir tous ses 
coe (fie ie η Is η u Is. 

Indiquons tout d'abord l'ordonnance générale de la démonstration 
qui va suivre. 

Nous commencerons, dans les alinéas l et II, par déduire de l'algo-
rithme des fonctions composées certaines conséquences qui sont 
applicables dans toutes les circonstances où cet algorithme l'est lui-
même. Nous établirons ensuite, dans l'alinéa 111, une proposition 
d'Algèbre. Après quoi nous reviendrons, dans l'alinéa IV, à l'énoncé 
qui vient d'être formulé. 

I. Désignons par ;c,y, ... des variables en nombre quelconque g; 
par r, ... d'autres variables en nombre quelconque j\ par 

λ(/\. ...), μ(/', ...), ... 

g fonctions connues de r, ...(ces fonctions sont donc en môme nombre 
que les variables ,v, y, ...); par u une fonction de m, y, ..par 

(1) U, u, LU U.,·,, IV> · «. > etc. 

les fonctions composées de r, ..., auxquelles se réduisent respecti-
vement 

Ou Ou 0iu (Pu 0iu 
u, -J- » -Τ- > · · · » -V—5 > -r r- ) -r—; y · · · > β tC., 

quand on y fait à la fois 

(2) d? = X(r, ...), ν = μ(/\ ...) .. 

Désignant ensuite par A, B, C, D, .... F, F, G, ... diverses fonc-

Journ. de Math., tome V. — Faso. 111, 19:16. 40 
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tions connues de r, ..., considérons l'expression 

(3) A -h BU 4- CU R + DL\ + · · · + FU.,v4-GIV -t-

linéaire par rapport à. quelques-unes des quantités (O. 
Cela étant, une differentiation cl" ordre quelconque par rapport 

au groupe des -variables /*, .... exécutée sur (3 ), dorme une nouvelle 
expression) linéaire, comme (3), par r-apport à quelques-unes des 
quantités (i) : car une differentiation d'ordre i, relative à r par 
exemple, donne pour résultat l'expression 

DA/dr + dB/dr U+ d 

+G(l +vy£+··-)+··■· 

+ Ε (ι .,~ + IV, ώ ....... J |.· ( i.\,+ tv->-■■■) 

+G(l +vy£+··-)+··■· 

+ Ε (ι .,~ + IV, ώ ....... J |.· ( i.\,+ tv->-■■■) 

+G(l +vy£+··-)+··■· 

de même forme que (3), et la même chose a lieu, des lors, quel que soit 
l'ordre de la differentiation. 

II. Considérant, comme à l'alinéa 1, une expression linéaire par 
rapport aux quantités l ;.rv...« nous nommerons partie principale de 
cette expression l'ensemble des termes où la somme α ■+■ -κ.. est la 
plus forte : dans l'expression considérée, et notamment dans sa partie 
principale, il y a avantage, et c'est ce que nous ferons plus loin, à 
désigner symboliquement par la notation ce que nous avons 
jusqu'ici désigné par la notation l c'est-à-dire la fonction com-

posée de r, ... à laquelle se réduit lorsqu'on y effectue la 

substitution (u). Si, par exemple, la fonction a dépend de trois 
variables, a·,/, et que l'expression donnée ait pour partie principale 

AU.,, -h A' l> -f. Av lu, + a BUy3 + a IV V
zx

 -h a IV U. ,.
y 
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(où A, A', A", Β, B', B" désignent des fonctions connues de t\ ..,), 
nous représenterons cette dernière par la forme quadratique 

A\s-f- VV3 + V/.*-}- aBYZ h- Λ WAX -JB' XY. 

H convient de faire à ce sujet la remarque suivante. Considérons 
une expression linéaire par rapport à quelques-unes des quantités (O, 
et effectuons sur elle une differentiation (première) relative à une 
variable quelconque, r, du groupe /', .ce qui nous donnera une 
deuxième expression de même nature (l); puis, dans l'une et l'autre 
expression, représentons symboliquement la partie principale par une 
forme algébrique en Y, V, Cela étant, il est très facile de voir que 
la deuxième forme algébrique se déduit de ία première en la mul-
tipliant par la forme linéaire 

);χ + μ;ν+..., 

où λ!., · ·. désignent les dérivées premières de λ, μ, ... par rapport 
à r. 

111. Considérons actuellement des formes linéaires en nombre égal 
à celui des indéterminées Y, Y, ..., par exemple trois formes linéaires 
par rapport aux trois indéterminées Y, Y, Z, 

^ if, \ A Ά c, ζ — χ , 
( \ ) "j Y -ï- />j \ -1- 7. — V 

\ (f
;t
 X \ -+- c37. — Zf, 

et construisons avec elles les diverses expressions X'aY'^Z'T, en 

nombre pour lesquelles la somme α β h-· γ est égale 

à m : chacune de ces expressions est une forme algébrique de degré m 
en Y, Y, Z. où les coefficients (fonctions des a, des b et des e) sont 

en nombre £
e
[
a étant, si le déterminant qui a pour 

éléments les coefficients des formes linéaires (4) est different de 
zéro

 y
 celui qui a pour éléments les coefficients des formes d'ordre m 

ainsi construites jouit de la même propriété. 

Posons en effet, pour abréger l'écriture,m+1 m+3/2 = M et 
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dans les M expressions Χ'αΥ'^Ζ'γ, considérons X', Y', Z' comme trois 
variables indépendantes : nous aurons ainsi M tonnes algébriques de 
degré m en X', Y', Z', se réduisant chacune à un leriue unique dont 
le coefficient est i, et il est clair qu'en multipliant ces M formes algé-
briques (respectivement identiques à M termes dissemblables ayant 
pour coefficient l'unité) par les constantes indéterminées ο,, . ..·? oM, 
et ajoutant les produits, la (M -f- i)u,m> forme algébrique qui en résulte 
ne peut être identiquement nulle en X', Y', // que si l'on a à la fois 

d1— o, &=:·>>, .... àM=o, 

Dans les M -+- ι formes algébriques de degré /// que nous venons de 
considérer, remplaçons maintenant X', Y', // par les formes 
linéaires (41 : nous obtiendrons ainsi M -+-1 formes algébriques de 
degré m en X, Y, Z, dont la dernière est la somme des M premières 
respectivement multipliées par δ,, o

a
, δ„. Pour qu'elle soit identi-

quement nulle en X, Y, Z, il faut et il suffit, puisque les coefficients 
des formes (4) sont les éléments d'un déterminant différent de zéro, 
qu'elle le soit en Χ', V, Z' avant la substitution, et, par suite, que les 
multiplicateurs δ,, δ

2
, .... δΜ

 soient tous nuls : si donc, une fois la 
substitution opérée, on égale à zéro ses divers coefficients, le système 
ainsi obtenu, composé de M équations linéaires et homogènes par 
rapport aux M multiplicateurs, admet pour solution unique 

δ, = ο, ôâ ο, ..., ÔM = ο, 

et présente, par suite, un déterminant différent de zéro. Or, en per-
mutant dans celui-ci les lignes avec les colonnes, on tombe sur celui 
qui a pour cléments les coefficients des M premières formes. 

IV. Revenons η l'éuoncé formulé au début du présent n° 4. Pour 
fixer les idées et simplifier l'écriture, nous supposerons que la com-
posante dépend de trois variables (imaginaires), .r, y, s, et nous la 
désignerons par m(.c, y, ô); les fonctions simples que l'on substitue 
à ces dernières pour former la fonction composée dépendront alors 
elles-mêmes de trois variables (réelles), r, s, t, et nous les désignerons 
par 

/.(/·,*, <)> !*(/*, M). v(r,.v,0. 
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Finalement, comme aux alinéas I et II, nous désignerons par 

ι-, IV uy. υ., IV, ιν> i>V IW> UvS> ... 

ce que deviennent respectivement 

du du du d'il di u diu ditt di u t)itt 
dx* dv* dz ' dxi% ~d^' dxdy dx ds* àych* 

quand on y effectue les substitutions (simultanées) 

.r_ λ(/\*\/), v= n(r,s*/)) s = v(r.s, i). 

Si Ton prend une dérivée d'ordre total m et d'ordres partiels A, A, l 

(Λ -+· A" tu ) 

de la fonction composée 

u y r s tμ(r, s
9
t), v(/\ .«,/)]> 

on obtient visiblement une expression linéaire et homogène par 
rapport aux quantités 

t >r V ( λ *+·
 t
3 ·+■ y — ι ·> a, .... m), 

avec des coefficients connus, fonctions de r, <v, /; et la partie prin-
cipale (II) de l'expression dont il s'agit est, comme on le voit immé-
diatement, susceptible d'une représentation symbolique fort simple, 
savoir : 

α;χ ν <*;.y+ν,·.ζ)Λ (>;χ ·+- ν ν +pîy 4- w, 
où 

d'r u'v 
4, μ.'>v's 
ur$**.« νι 

sont les dérivées premières relatives à s, t des trois fonctions 
simples λ, u, v. 

Cela étant, supposons, conformément à notre énoncé, que la fonc-
tion composée 

«[λ(/\ s, i). 0> v(r, s, 01 

soit identiquement nulle : elle s'annulera alors, ainsi que toutes ses 
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dérivées, dans l'hypothèse numérique initiale r = s=f~ ο ('), qui 
entraine, comme nous l'avons spécifié, Λ. = ;JL= M — ο. 

Considérant tout d'abord la fonction composée elle-même, on a, 
puisque sa valeur initiale est nulle. 

tl (θ, O. O^l — o, 

d'où l'on déduit que la composante u (,r. r, z) prend, en x~y— ζ = o, 
une valeur initiale nulle. 

Considérons ensuite les trois dérivées premières de la fonction com-
posée, symboliquement représentées par les expressions 

i à; \ — y:.ν y, /', 
(5) * à.;x-T-U;Y-^V;/. 

* à.;x-T-U;Y-^V;/. 

puisque, en vertu de nos hypothèses, les valeurs initiales de ces trois 
expressions sont nulles, et que celle du déterminant 

j jJL,·ux 
ί -C χ 
! '·/ y· v: 

est dilTérente de zéro, celles des quantités symboliquement représen-
tées par Χ, Y, Ά sont forcément nulles : on en conclut que les dérivées 
premières de la composante z/(.e,r. ri prennent, en ,r = y — ζ = o, 
des valeurs initiales nulles. 

Considérons maintenant les dérivées du second ordre de la fonction 
composée : chacune d'elles, connue on sait, se trouve représentée 
à l'aide d'une expression linéaire et homogène par rapport aux déri-
vées premières et secondes de la composante (les coefficients de cette 
expression étant fonctions de r, a·, /). D'ailleurs, pour obtenir les 
valeurs initiales des expressions dont il s'agit, on peut, en vertu de ce 
qui vient d'être démontré sur les dérivées premières de la composante, 
les supposer réduites à leurs parties principales, symboliquement 

(') Les systèmes d'éqnations tuuv dérivées partielles, u° 06. 
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représentées par 
; (λ,.Χ 4- μ',Χ -4- v,Z)·, 
l ( l'

s
 X ■+- (x'

s
 X -l· "Λ· Ζ Y, 

. (à; ν +u Y v Z 
(6) i ( - ·- *;Λ 4- Ν ζ ) ( À: Χ -H μ γ + v.; ζ *. 

^ (λ^Λ 4- tu.r Y 4- *4.Ζ) (λ;\ -r ,V4 \ -r 'Λ Z). 
(λ, X "4" μ

χ ^ 4" V> "Ζ ) (λ/ X -H ^ -h Vf Ζ ). 

Or, le déterminant des formes linéaires (a) ayant une valeur initiale 
dittërente de zéro, celui des formes quadratiques ((i) jouit de la même 
propriété (III), lin conséquence, puisque, en vertu de nos hypothèses, 
les valeurs initiales des expressions (6) sont toutes nulles, celles des 
quantités symboliquement représentées par \-, \ -„ X2, XX, \Z 
le sont aussi. On en conclut que les dérivées secondes de la compo-
sante v, z) prennent, en .c =y = ^ = o. des valeurs initiales 
nulles. 

Considérons actuellement les dérivées du troisième ordre de la 
fonction composée : chacune d'elles se trouve représentée à l'aide 
d'une expression linéaire et homogène par rapport aux dérivées pre-
mières, secondes et troisièmes de la composante (les coefficients de 
cette expression étant fonctions de /\ s, /). D'ailleurs, pour obtenir les 
valeurs initiales des expressions dont il s'agit, on peut, en vertu de ce 
qui vient d'être démontré sur les dérivées premières et secondes de la 
composante, les supposer réduites à leurs parties principales, symbo-
liquement représentées par les expressions 

(y) (λ;.Χ 4- >x'
r
 Y -4- vZ)A (/..! S 4- μ'

Λ
 Y" 4- v/Z)* (À, X 4- u' Y 4- vj '/.V 

( h _r· /ι 4~ 1 — ô ). 

Or, le déterminant des formes linéaires ( >) ayant une valeur initiale 
différente de zéro, celui des formes cubiques (7) jouit de la même 
propriété (Ht). En conséquence, puisque, en vertu de nos hypo-
thèses, les valeurs initiales des expressions (7) sont nulles, celles des 
quantités symboliquement représentées par 

XAYAZ' ( ft -4- A 4- / ~ 3 ) 

le sont forcément aussi. On en conclut que les dérivées troisièmes do 
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la composante w(.v, y, z) prennent., en A'=y = s=o, des valeurs 
initiales nulles. 

Ce mode de raisonnement peut être indéfiniment poursuivi, et l'on 
verra sans peine que, si la propriété est vraie jusqu'à l'ordre Ν (inclu-
sivement) des dérivées de la composante, elle Test pour l'ordre sui-
vant Ν H- i. 

Régions quasi normales; fonctions quasi olotropes; 
leurs dérivées. 

o. Dans l'espace réel [[s, /, ... |], nous avons nommé intervalle 
complexe (n° 1,1) toute région définie par un système de relations de 
la forme 

1*0^ S;·: S D\><S), 
(0 | t* ï t < τ (/

0

<T). 

Cela étant, la région que définit le système des relations 

( S
0
 < j < S, 

(a) | /
0
</<T, 

région normale (n° 2) manifestement comprise dans l'intervalle com-
plexe (i), se nommera Yintèrieur de ce dernier, et l'ensemble des 
points restants de l'intervalle (i) se nommera la périphérie de l'inter-
valle. Toute région, telle que (a), déduite d'un intervalle (complexe) 
en y faisant abstraction de la périphérie pour n'en considérer que l'in-
térieur, se nommera un quasi-intervalle (complexe) : à tout intervalle 
correspond ainsi un quasi-intervalle, et réciproquement. 

La distinction entre les divers points, intérieurs ou périphériques, 
d'un intervalle complexe eu entraine une toute semblable entre les 
divers points d'un arc continu (n° 1,1) : suivant que ces derniers 
seront fournis par les points intérieurs ou par les points périphériques 
de l'intervalle complexe où sont assujetties à se mouvoir les variables 
réelles dont l'arc dépend, ils seront, dits eux-mêmes intérieurs ou péri-
phériques. 
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(>. Désignons actuellement par .τ, y, ... des variables imaginaires, 
en nombre quelconque n\ pat· ,v, /, ... des variables nulles dont le 
nombre ρ soit au plu,s égal à η ; enfin, par 

9 (■<* Λ · · ·)> 
χ(.ν,t, 

u fonctions de s%
 toutes ololropcs (n° 2) dans un même quasi-

intervalle (n° 5) de l'espace | /, ... 11, et telles que le tableau dillc-
rentiel (à u lignes et ρ colonnes) formé avec leurs up dérivées pre-
mières contienne quelque déterminant d'ordre ρ non identiquement 
nul. Cela étant, l'ensemble des u formules 

·»·"■■-- o(.v, /, ...), 
y='/Js, t. ...), 

où les systèmes de valeurs attribuées à /, ... n'excèdent pas le quasi-
intervalle en question, définit ee que l'on peut nppelerun arc olotrope 
(àρ dimensions réelles) tracé dans l'espace [[.i\y, ...|| : comme un 
quasi-intervalle ne contient que des points intérieurs, sans aucun point 
périphérique, il en sera de même pour un arc olotrope. 

Un arc olotrope sera dit régulier, si, en aucun point de cet arc, les 
divers déterminants d'ordre ρ extraits du tableau différentiel ci-dessus 
spécifié ne prennent à la fois la valeur numérique zéro. 

Un arc olotrope sera dit adéquat, si le nombre ρ des dimensions 
réelles s, t, ... dont l'arc dépend est égal au nombre η des dimensions 
imaginaires de l'espace [|.r. y, ...] | où il est tracé : le nombre ρ atteint 
alors la valeur maximum que lui assigne la définition, posée ci-dessus, 
des arcs ol ο trop es. 

Si un arc olotrope est à la fois adéquat et régulier, le déterminant 
différentiel des η fonctions ç(,v, /, ...), χ (s, (, ...), ... par rapport 
aux η variables s, t, ... reste différent de zéro dans toute l'étendue du 
quasi-intervalle où ces variables sont assujetties à se mouvoir. 

Enfin, si, considérant divers espaces (à dimensions imaginaires), 

[ϊ>·-·■]], [Ln ···]]' .... 
Joum. de tome V. — Faso. Ill, i<)2t>. 41 
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on trace respectivement dans ces espaces des arcs, 

Ex1 Ex2,... 

dont chacun soit olotrope, adéquat et régulier, leur association 

(3,...., 3,,..., ...) 

constitue, dans l'espace 

|[.r. .. .> y, J|, 

un arc jouissant lui-même de cette triple propriété. 

7. Nous dirons qu'une région, de l'espace imaginaire [[>, v, ...]] 
est quasi normale, si elle remplit la double condition suivante : 

i° La région X\ est continue (n° 1) ; 
2° Par tout point de \\ passe quelque arc olotrope, adéquat et régu-

lier (n° (>), entièrement situé dans 

La remarque présentée dans l'Ouvrage cité (') relativement aux: 
régions limitées, complètes, continues, normales, s'applique également 
aux régions quasi normales : si des régions, respectivement extraites 
des espaces 

[:··· •••H· H.·· •••il 

sont toutes quasi normales, leur association constitue, dans l'espace 

|0> .... ...]|, 

une région également quasi normale. 
Voici quelques exemples de régions quasi normales : 

I. Tout arc olotrope, adéquat et régulier, tracé dans Vespace 
imaginaire [j.r, y, ,fournit manifestement une région quasi 
normale de cet espace. 

II. Toute région normale (n° 2), H, de Τ espace imaginaire 

(l) Les systèmes d'équations aux déricées partielles, nos Ίκ 39 et M. 
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x,y.]] salis/ait à notre définition d'une région quasi nor-
male. 

Pour s'en convaincre, il suffit de considérer, en même temps qu'un 
point particulier quelconque, (.r

0
, y

0
, ...), de la région îl, les η plans 

de notation graphique des η variables respectives x*,y, ..., et d'ob-
server que u arcs olotropes réguliers à une dimension (réelle), tracés 
respectivement dans ces η plans et passant respectivement par les 
η points ..., constituent par leur association, pourvu qu'ils 
soient suffisamment peu étendus, une figure entièrement située 
dans \\. 

. III. Si, mettant en évidence les deux éléments de chaque variable 
imaginaire, on pose 

x= x' + ixy = y'+iv\ 

toute région normale (n°2), li, de l'espace rèci [[a?', y\ ...]], asso-
ciée au point 

iv", y", ... = 0, o, ... 

de Ρ espace réel |[,c", γ'\ ... 11, fournit, dans l'espace imaginaire 
[| x', j·, ... ] |, une région quasi normale. 

Pour s'en convaincre, il suffit de considérer, en même temps qu'un 
point particulier quelconque, ..·), région U', les η axes 
de notation graphique des η variables respectives x\ y\ ... ; puis, 
d'observer que η quasi-intervalles simples, ayant pour centres respec-
tifs les «points ... de ces η axes et respectivement associés 
aux η valeurs x" — o,y=o, sont des arçs olotropes réguliers 
à une dimension (réelle) passant respectivement par les η points 

x'o—(x\t, o), y „—···» 

et que, dans l'espace imaginaire [[ï,r, ···]]> ds constituent par leur 
association, à la condition d'être suffisamment peu étendus, une figure 
entièrement située dans la région que spécifie notre énoncé. 

l\ . Sï, en posant 

( 3 ) r ~ x1 -f- iχ", iv — χ' — ι χ", 
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on assujettit les variables r, w à vire imaginaires conjuguées, 
toute région normale (n° 2), Hl,de Γ espace réel 11 .</, .«·" 11 
fournil, dans ["espace imaginaire | |V, ιν 11, par Γ intermédiaire, 
des formules (3), une région quasi normale, \tv,w 

Tout d'abord, la continuité de 11,, entraîne manifestement celle 
deU v,w 

Par lout point de
 w

 passe d'ailleurs quelque arc ololrope, adéquat, 
et régulier, entièrement situé dans \\

v w
. Pour s'en convaincre, il suffit 

de considérer, en même temps qu'un point particulier quelconque, 
x'0x]), de la région ÎVr·, .·»·*, le plan tie notation graphique du 
couple (.</, x"), et d'observer qu'autour du point (.r

0
, λ\), pris comme 

centre, on peut, sans sortir de tV«·..»-> assigner quelque intervalle com-
plexe à deux dimensions : ce dernier fournira, dans IL^., par L'inter-
médiaire des formules (3) dont le déterminant différentiel relatif 
à xr, x" a pour valeur 2/(au signe près), l'arc ololrope, adéquat et 
régulier dont l'existence est requise. 

Notons, au passage, que, les formules (3) une fois posées, la région 
quasi normale It,,déduite comme il vient d'être dit de o peut, 
sans qu'il y ait à craindre d'ambiguïté, se désigner tout aussi bien 
par \\

Λ
..

>Λ

. 

8. Les variables.}·, v. ... étant supposées imaginaires, nous dirons 
qu'une fonction,/(·*', y. ...), de ces variables, bien définie dans une 
région quasi normale, "tt, y est quasi oiotrope, si, autour d'1111 point 
quelconque, (.c

0
, y

0
, ...), de la région, pris comme centre, on peut 

assigner quelque système de cercles tel que, dans toute l'étendue 
commune au domaine qu'ils forment et à la région ~l\, la fonction 
/(a;, y, ...) soit exprimable à l'aide d'un même développement entier 
par rapport aux différences <e — .#\,, y — y„, .... Les rayons d'un 
pareil domaine se nommeront olomùtres (simultanés) de la fonction 
au point (;t0,y0, ...)(')· 

Il ne faut pas perdre de vue que la définition, donnée ci-dessus, 
d'une fonction quasi ololrope implique essentiellement la nature 
quasi normale de la région on on la considère. 

(') Il va sans dire que, ici encore, la noie (a) tlu ηϋ 2 est applicable. 
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Notons d'ailleurs, en nous reportant aux exemples II et III, donnés 
plus haut (n° 7), d'une région quasi normale : 

i° Que toute fonction de variables imaginaires olotrope dans une 
région normale (n° 2) peut être assimilée à une fonction de variables 
imaginaires quasi olotrope dans une région quasi normale; 

2° Kl qu'il en est de même pour toute fonction de variables réelles 
olotrope dans une région normale (n° 2). 

0. 8/ Von désigne par f(x, y, ...) une fonction quasi olotrope 
dans une région (quasi normale) tû, et par (.c0,y0? ...) un point 
particulier quelconque de cette région, il niexistc, pour représenter 
f x,y...) dans le voisinage de ce point conformément à la défi-
nition ci-dessus (n°8), qu'un seul développement entier par rapport 
aux η différences — .r0, y — r„, 

Supposons, en effet, qu'il existe deux développements de cette 
nature, c'est-à-dire que la quantité/(r, y, ...) soit exprimable à l'aide 
d'un premier développement entier en χ — «r0,y — y(), 

F(x,r0, y — jo, ·· .)> 

dans toute l'étendue commune à la région W et au domaine (système 
de cercles) de centre (.r

0
,y„, et de rayons δ',., S), ... ; puis, qu'elle 

soit de même exprimable à l'aide d'un deuxième développement entier 
Cil .1· — ;r0,y -y0, .... 

G(«r — a'o, y—y** .. .), 

dans toute l'étendue commune à la région W et au domaine de centre 
(.•r„,y

0
, ...) et de rayons δ',., δ"!., .... Si l'on désigne alors ρατδ

χ
 la plus 

petite des deux constantes δ',., ο',., par δ,, la plus petite des deux cons-
tantes o[δ,'., etc., on aura, dans toute l'étendue commune à la 
région 11 et au domaine de centre (r

4l
,y

0
, ...) et de rayons o

y
, ..., 

la relation 

(4) Κy —y
0

, ...) = G(.r — y — y
0

, . ..); 

c'est ce qui aura lieu, notamment, en vertu de la déliaition des régions 
quasi normales (n° 7), sur toute l'étendue de quelque arc olotrope, 
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adéquat et régulier, passant par le point (&·„, y„, ...). Soient 

j Η· = φ(.ν, t, . . .), 

(5) y = z 

les formules qui définissent Tare, et ... les valeurs particulières 
de .<?, /, ... qui fournissent le point ( ...) : en vertu des défi-
nitions posées, le déterminant différentiel de leurs // seconds membres 
par rapport aux h variables réelies s, Λ ... reste différent de zéro dans 
toute l'étendue du quasi-intervalle où ces dernières sont assujetties 
à se mouvoir, et cela a lieu, notamment, pour .v, /, ... = .s·,,, .... lin 
posant 

.ν —.νΛ=σ, —τ, 

et remplaçant les seconds membres de (5) par leurs développements 
layloriens construits à partir de ,v„, .'

0
, ..., Tare se trouvera défini, 

dans le voisinage des valeurs s
0

, ... de .v, /, ..., parles formules 

.r ,r„ -|- II (σ. τ, ...). 

y ,r
e
 + κ ( <7, 7. ... ), 

dans ces dernières, les variables σ, τ, ... sonl réelles, arbitraires et 
suffisamment voisines de zéro, et les fonctions 

U(cr, r. ...). Κ(σ, τ, ...), ... 

sont des sommes de séries entières en σ, τ, ... admettant quelque 
domaine commun de convergence ; au centre(o,o. ... ) de ce domaine, 
elles prennent toutes la valeur numérique zéro, tandis que leur déter-
minant différentiel (relatif à σ, τ, ...) prend une valeur numérique 
essentiellement di lié renie de zéro. 

Cela étant, puisqu'on a, sur toute l'étendue de l'arc, la relation (4), 
on aura, pour toutes valeurs réelles de σ, τ, ... suffisamment voisines 
de zéro, 

17[Ι.Ι(σ, 7, ...), Κ(σ. t. ...). ...] —(ί[1ϊ(σ, 7, ...), Κ(σ,7, ...), ...] = ο. 

En vertu du n° Λ, la composante 

F(A, /«, ...)-G(A, /,·. ...) 
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a donc nécessairement tous ses coefficients nuls, c'est-à-dire que les 
deux développements F (A, Λ*, ...), G (A, A, ...), entiers en A, A, ..., 
ont leurs coefficients semblables respectivement égaux. C'est ce qu'il 
s'agissait d'établir. 

Ainsi se trouve généralisée, comme nous l'avions annoncé, la pro-
priété fondamentale formulée dans les dernières lignes du n° 2. 

10. Lorsqu'une l'onction /( e, j, ...) est quasi olotrope dans une 
région (quasi normale) 11, à tout point (a·, y, ...) de cette région cor-
respond, pour exprimer la valeur de la fonction dans son voisinage, un 
développement, et un seul, entier par rapport aux accroissements 
A, A, ... qu'on attribue à ,r, y, ...; le seul choix du point (a;, y, ...) 
détermine donc entièrement les coefficients du développement qui lui 
correspond, et, dès lors, chacun de ces coefficients peut, dans ία 
régionlX, être considère coin me une fonction de x. y,.... Nous allons 
actuellement constater qu'«//.e pareille fonction est, comme la pro-
posée y, ...), quasi olotrope dans la région \\, et q té elle admet 
en chaque point de cette région les olomêtres de la proposée. 

Considérons en elîet, d'une part, le domaine (système de cercles), 
D, ayant pour centre un point quelconque, (&·„, y„, ...), et pour 
rayons les quantités positives o

x
, S

x
, ...; d'autre part, le domaine, t», 

ayant pour centre un point quelconque, (Λ·,, y,, ...), intérieur à 1?, et 
pour rayons les dillérences (nécessairement positives) 

<5.,.— mod(.i-
t
 — ,r

0
j, ôy - mo(l(y, — y„), ... : 

ce deuxième domaine est entièrement compris dans le premier. On 
sait d'ailleurs que, si un développement entier par rapport aux dillé-
rences x —x

0f
 y — y„, ... converge dans toute l'étendue du domaine D, 

sa somme est exprimable, dans toute l'étendue du domaine ti, à l'aide 
d'un développement entier par rapport aux différences χ—r

(
, 

y-y,, .... On sait enfin que, dans ce dernier développement, le 
coefficient du terme en {x — x

{
 )p (y — y,)(/... est exprimable et 

lé aide d'une série entière en a?, — y, — y„, ... admettant les 
rayons de convergence o.

v)
 o

)?
 ... (1 ). 

(1) Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° kl). 



3 22 CHAULES niQUIEH. 

De là résulte immédiatement l'énoncé formulé au début du présent 
u° 10. 

1 1. Soit/(A-, y\ ...) une fonction quasi olotrope dans une région 
(quasi normale) 11. Si Γ on désigne par (.e, y,...) un point quelconque 
de cette dernière, le terme indépendant de //, A-, ... dans le dévelop-
pement de 

/(·*■' H~ A, y -f A\ ...), 

effectué à partir des valeurs initiales n\ y, .... a pour valeur 
f(xj, y, ...). Dans ce même développement, les coefficients des pre-
mières puissances de Λ, A\ ... se nomment les dérivées de/(.<·, v, ...) 
prises par rapport à.v,y, ... respectivement. 

Comme les dérivées d'une fonction/(.r, v% ...), quasi olotrope dans 
une région 11, sont elles-mêmes quasi olotropes dans cette région, elles 
ont des dérivées jouissant de celte propriété ; de même pour celles-ci, 
leurs propres dérivées, et ainsi de suite indéfiniment. Les dérivées 
ainsi formées de proche en proche sont les dérivées- partielles de tons 
ordres de la fonction f(-v

t
y, ...). 

Ces défi nitions étant posées, on verra sans peine, sans que nous 
ayons à insister davantage, qu'entre les premières propriétés des fonc-
tions olotropes et celles des fonctions quasi olotropes, il existe une 
similitude complète : moyennant la transposition voulue, les m* 51 
à 58 de l'Ouvrage cité sont entièrement applicables à ces dernières 
fonctions. 

Composition des fonctions quasi olotropes, 

12. Soient 

(0 /K i"> · · ·) 

une composante donnée; 

(·.).) U (a·, y, .. .), Υ(α·, y, .. .), ... 

des fonctions simples données (en même nombre que les variables 
u, o, ... de la composante). 

Si, d'une part, les fonctions simples (2) sont toutes quasi olo-
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tropes dans une rep ton (quasi normale) tir. v.... ; au, d'autre part, 
la composante (i) jouit de la même propriété dans une ?sépio/i 
( quasi normale) : w\ enfin}

 pour un choi.ν arbitraire du point 
(.r, v, ...) dans fa première région, l'association des râleurs prises 
par les fonctions simples (2) donne un point, constamment situé 
dans la seconde : les fonctions composées 

fiCV.y. ···), ν(.j\ r, ...)> ...J 
fp.q U(x, y \V-r.....) 

ne peuvent manquer d'être quasi olotropes dans fa répion ll,s
y??? 

Il suffit, pour s'en convaincre, de se reporter au n° 5 et d'observer 
que fffc, [dérivée d'ordres partiels />. </, ... def(u, c )] 
est quasi olotrope dans les mêmes limites que/(κ, <\ ...) (n° 11). 

Pour les diverses conséquences découlant de cette proposition, nous 
renvoyons le lecteur à l'Ouvrage cité, dont les n°M>l à 6Γ», ainsi que 
la propriété qui, dans le présent Mémoire, fait l'objet de la note du 
n° 5, sont entièrement applicables aux fonctions quasi olotropes. 

Sur le changement des variables indépendantes dans le monde 
des fonctions quasi olotropes. 

15. Considérons un système de k équations reliant deux groupes 
de k quantités imaginaires, par exemple le système des trois équa-
tions 

^ Γι(.γ,
 s

»\ 3, y,\··, ζ ) — ο, 
(ι) > ^sbc.r, c-, .r\/, ζ') — ο, 

( F
s
(,r, ν, 5. .r', y', ζ') = ο. 

reliant entre eux le groupe des trois quantités .e, v, 3 et celui des trois 
quantités .c', y', 3'. Supposons de plus que, dans les espaces respectifs 
1|>, y, - ] | et 11V, r\ 0' 11, il existe deux régions, Il et ΊΓ, telles que 
les diverses conditions suivantes se trouvent à la fois satisfaites : 

i° Ces deux régions sont quasi, normales (n° 7), et les premiers 
membres de (1) sont quasi olotropes (n° 8) dans la région, nécessai-
rement quasi normale, (11, \V), 

Joitrn. de Math., tome V. — Vase. Ut. iiyM». 4-
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2° Il existe entre Het H', par le moyen des relations (i). une cor-
respondance point par point. c'est-à-dire que, étant donné dans la 
première de ces régions un point quelconque, il existe dans La seconde 
un point, et un seul, vérifiant, conjointement avec lui, les relations(i), 
et réciproquement. 

3° Λ partir de deux points correspondants quelconques des régions 
H et 11', le système (i) est résoluble, conformément au principe 
général des fonctions implicites ('), tant par rapport à x,y, ^ que 
par rapport à af, y', ζ'. 

Quand ces diverses conditions se trouvent satisfaites, le système (ι) 
peut visiblement être considéré comme définissant trois fonctions, 

ί «r \ r', 3"i. 
(ι bis) \ γ — V (.*·', ι ', z·'). 

{ 5 = /.(.r\/, s*). 

quasi olotropes dans la région IV, ou. inversement, trois fonctions, 

i .»·'= \'(.r. V, C-). 

(ι ter) \ ν, r·). 

( 3). 

quasi olotropes dans la région 11; et nous dirons qu'il définit, entre 
les deux régions quasi normales 11 et 11'. une correspondance quasi 
olotrope point par point. 

Il va sans dire que, dans toute l'étendue de la région (11. IV), le 
système (i) équivaut numériquement tant au système (ibis) qu'au 
système (i ter), et que ces derniers sont numériquement équivalents 
entre eux. 

Enfin, il résulte immédiatement du principe général de la compo-
sition des fonctions quasi olotropes (n° 12) que toute fonction de 
x,y, - quasi olotrope dans la région 11 devient, par fa transfor-
mation (i lus), une fonction de .e', y', ô' quasi olotrope dans la 
région IV : et que, réciproquement, toute fonction de ,r\ y', quasi 
olotrope dans la région 11' devient, par la transformation inverse 
(i ter), une fonction de a*, y, : quasi olotrope dans la région 11. 

( ') Voir Les systèmes d'équations au.v dérivées partielles, n° 120. 
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Ou formera par la méthode classique les relations qui relient entre 
elles les dérivées de tous ordres des deux fonctions, et qui permettent 
d'exprimer les dérivées de la première à l'aide des dérivées de la 
seconde, ou inversement. 

1 1. Considérons actuellement un système résolu par rapport à l'un 
des deux groupes de quantités >t\yf 3 et x, y\ par exemple par 
rapport à .r, v*, s, et soit 

i c), 
(·>.) Ν y v\z') 

( 5 ■-:/>(*'< y* 5') 

le système dont il s'agit. Supposons eu outre : 

i° Que les fonctions 

/.C*\/>;')> />(*'>/>*') 

soient quasi olotropes dans une certaine région (quasi normale), IV, 
de l'espace 1| V, y\ 3'] | ; 

•2
0 Que le déterminant différentiel de ces trois fonctions par rap-

port à y', 3' reste différent de zéro dans toute l'étendue de la 
région IV ; 

3° Qu'à deux points distincts de la région W correspondent tou-
jours, en vertu des formules (a), deux points dis/inets de l'espace 

[l·': -" ]]· 

Cela étant, il est facile d'apercevoir qu'en désignant par \i la région 
de l'espace | |'.r, y

%
 z \ | formée par l'ensemble des points qui, en vertu 

de (2), correspondent aux divers points de W, les formules (2) et les 
régions \\, IV remplissent les diverses conditions énoncées au numéro 
précédent 15('). 

(') Voici comment on établit la nature quasi normale de la région Ή. 
En premier lieu, cette région est continue. 
Soient, en ellet. (av yt. ^). (.i's, y5, ss) deux points arbitrairement choisis 

dans U, et (.r',. les deux points correspondants de U\ La 
région tV, que l'on suppose quasi normale, étant par là même continue, les deux 
points (.ν',, j·',, .3',), (u\, ν'2, c-!>) peuvent être reliés Tun à l'autre par un are 
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JU>. Nous nous bornerons, pour être bref, à un exemple unique. 
On a vu plus haut(n%1 7, IV) que si, en posant 

(3) ν -= .r 4- ij\ iv = ,r — / v. 

on assujettit les variables r, ν ν à être imaginaires conjuguées, toute 
région normale (n" 2) de l'espace réel | |.t\ v| j fournit dans l'espace 
imaginaire 1| V, w | |, par l'intermédiaire des formules (3), une région 
quasi normale, 11,..«.. Cela étant, il résulte des considérations exposées 
aux iV* 13 et 1 \ que (onto fonctiondes variables réelles x\ y olotrope 
dans la région lV

r<)
. devient, par la transformation (3 ), une fonction 

des variables imaginaires conjuguées c, tv quasi olotrope dans la 
région et que, rcciproqueme/tl, toute fonction des variables 
imaginaires conjuguées e, s ν quasi olotrope dans 1C

>V
, devient, par 

continu avant pour extrémités ces deux points, entièrement situé dans 11', et 
dépendant d'une indéterminée réelle, /, qui se trouve assu jettie à varier dans un 
certain intervalle [voir le n° 1 du présent travail) : dans ces limites, les seeonds 
membres /s·/*» des formules (*) deviennent des fonctions continues de L et 
le point .r, y. :■ défini par (·>.) décrit, dans V. un are continu avant pour extré-
mités les deux points (,rt. v,« s,), (,rs, v2. ;2). La région tt est doue continue. 

En second lieu, par tout point de tt passe quelque arc olotrope, adéquat et 
régulier, entièrement situe dans U. 

Soient, en ellet, (uq. »q. Ô,) un point arbitrairement eboisi dans t>, et 
(.rj.rj, le point correspondant de XX'. La région XV étant supposée quasi 
normale, par le point ^',1 passe un arc olotrope. adéquat et régulier, 
.3', entièrement situé dans tt', et dépendant de trois indéterminées réelles, i\ ,w /, 
qui se trouvent assujetties à varier dans un certain quasi-intervalle (complexe); 
dans toute l'étendue de ce quasi-intervalle, le déterminant différentiel de ,r', 
y'. * par rapport à t\ ,v, t reste différent de zéro. Cela étant, et dans les mêmes 
limites, les seconds membres/\, /2,/3 des formules (a) deviennent des fonctions 
composées olotropes de r\ s, t. et le déterminant différentiel de ces fonctions 
composées par rapport il t\ s, t reste différent de zéro : car il est le produit des 
deux déterminants différentiels 

d<>(.»·'.
 t
y'. d) 

d(,r.5')' à{/\ t) ' 

qui restent l'un et l'autre différents de zéro. Lors donc que le point z') 
décrit dans XV Tare 3', le point (,r, r, défini par (a) décrit, dans tî, un cer-
tain arc. 3, jouissant de la triple propriété d'etre olotrope, adéquat et régulier. 
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la transformation inverse, une fonction des variables réelles x, y 
ofotrope dans tf,. r : car les formules (3) établissent manifestement 
entre les deux régions ce que nous avons appelé une correspondance 
quasi olotrope point par point. 

Rappelons, en outre, en vue de ce qui va suivre, que, les for-
mules (3) une fois posées, la région H^peut, sans qu'il y ait à craindre 
d'ambiguïté, se désigner tout aussi bien parla notation 3R,. 

Sur les fonctions réelles de valuables imaginaires conjuguées. 

10. Soit/(r, w) une fonction des variables imaginaires conjuguées 

{t ) ιι = ,)·-ι- i \\ = ,r — <y. 

quasi olotrope dans la région la remarque finale du numéro 
précédent) : une pareille fonction peut être, soit réelle, soit imaginaire, 
et il importe, comme on le verra plus loin, d'être en possession d'un 
caractère à l'aide duquel on puisse faire commodément la distinction 
entre les deux cas. Tel est l'objet des deux propositions, inverses 
l'une de l'autre, que nous allons établir. 

PROPOSITION MUKOTK. — La fonction /\v, W) des variables imagi-
naires conjuguées r, o , quasi olotrope dans W? ,, y étant supposée 
réelle : 

i" Quel que soit rentier ρ (yo), la dérivée Lest également. 

2° Quels que soient les entités inégaux p, q Ç:o)> les deux dérivées 
dP~ <r f f 

dvptM>v ' Ov't 0^' 

sont imaginaires conjuguées, 

1. 67 deux fonctions, 
f (i\ U>). §{v

t

 u0« 
quasi ο lot ropes dans la région \\

xrr
 y sont imaginaires conjuguées, 

les dérivées nremières 
àf dit' 
de* Oiv-
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intéressant deux variables différentes en même temps que deux fonc-
tions d i ffé ren tes, y ouisst * η f de cat le même propriété. 

Considérons en effet les deux fonctions 

Kyr, v) = /(.r -î- t'y, ,r— (y). 
G(u\ y) v- iy, ,v — t'y) ; 

en vertu de notre hypothèse, elles sont de la forme 

Λ yr, y) -l- v), 
A(a\ y) — y1!. 

où A^r, y), B(.r, y) désignent des fonctions réelles, olotropes 
dans 1lrr. Les formules (i) pouvant s'écrire 

y 4- «v \- — ir 
.< .... ^ , ) a/ ' 

on a, paria règle de differentiation des fonctions composées, 

df dF dF dA dB dA dB Oy 2 0,r :u' dy a \d.r ' dv) a<\cjy ' 1 dy/ 

c'est-à-dire 

(2) {*} dé '' à \ d.r dy. ' à \ Jr ~~ Oy J ; 

et. semblablement, 

ÙL — 1 _ 1 ^ — 1 (i± - ^ _ J_ {— _ 
0<y a (lv ?.i Oy a \ d<ï 0,vj ηi\ày dv J ' 

c'est-à-dire 
dy __ » : dA ^ dB\ _ / /dB _ dAA 

(3) dw a dx dy 2 dx dy 

Les fonctions A(.r, y), Byr, y) étant réelles, le point que nous avons 
en vue résulte du simple rapprochement des formules (a) et (3). 

En particulier, w la fonction f(v, w), quasi. olotrope dans IL ,, 

y est supposée réelle, ses dérivées premières, y sont imagi-

n aires con j liguées. 
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U. 5/ fa fonction f(e}

 w), quasi olotiope dansH
x>)

 ν est supposée 

mm1, ces a en t ees y sont imaginaires conjuguées* 

De la remarque finale de Γ alinéa l il résulte tout d'abord que ̂  

et ~ sont imaginaires conjuguées. Cela étant, l'application répétée 
de la propriété formulée au début de Inous montre tour à tour : 

que -r ~r ot ν τ~ )» c est-a-dire -r^ et sont eues-moines 

conjuguées; 

iue .ir (..jj.··)et
 ̂ -w-r

c
 d$

el Ât·· Jaoisse"1 aussi de 

cette propriété; 
et ainsi de suite indéfiniment. 

III. 5/ fa fonction f^\ <ν), quasi oiotrope dans ν est sup-
posée reef le·, sa tlèriciv ht même propriété (c'est la 
première partie de notre énoncé général). 

L'application de la règle des fonctions composées donne tour à tour 

Of _ ι dF ι dF 
de a Oc ai dv' 
Of _ « 0\: ι <>F 
d»v a Oc ai 0\ 

df/dw d df/dw j'/=ι!ίί§}+.' :_£H 

d'où, finalement. 
0tf i/i d^F ι «FF Λ ι ίι d-F ι d-F^ 
d* d>v a \a 0*v- ai Oc Oy J ' at \a OcOy ai Ογ* J* 

c'est-à-dire 0-f __ ι , d-F
 t

 d-F\ 
0\ 0w \ da-i ' dr* )* 

la dérivée -~l~ est donc réelle, 
L'application répétée de ce premier résultat montre ensuite tour à 

tour que --*? J.» oe* 0*\*
y

 ' ' '
 sonî c

^
es

 ^
onc

^
ons belles. 
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IV. 8/ la fonction /(V, w), quasi olofrope dans 11.,,, Y est sup-
posée réelle, et si les entiers />, q sont inégaux

y
 les dérivées 

di* tf O'i+t'f 
0\%i' t)\vi à et tiiv't 

sont imaginaires conjuguées (c'est la deuxième partie de notre 
énoncé général). 

Supposons, pour fixer les idées, que ρ soit le plus grand des deux 
entiers p* q\ les dérivées considérées peuvent alors s'écrire 

dp-q d2q f dp-q 
ι 1 tii-."::<i \ (ïiv thv'ï / ' Ow-f-tf \ (il·'/ ! ' 

or, il résulte de l'alinéa III que ̂  est réelle, puis de l'alinéa 11 que 

les dérivées (4) sont imaginaires conjuguées. 

17. PROPOSITION INVERSE. — La fonction /Q\ W) des variables 
imaginaires conjuguées c, w, quasi olotrope dans 11.,,, ne peut 
manquer <F Ν être réelle, AV. en quelque point de cette région, la 
double condition suivante se ttvuve satis faite : 

i" Quel que soit rentier pQo), la dérivée ~fgr(ggf, prend en ce 
point une râleur numérique réelle: 

2* Quels que soient les entiers inégauxp
}
 q (=o), les dérivées 

dp+q dq+p f 
dec (iuv' i)\"i ô\v1' 

prennent au point considéré des valeurs numériques imaginaires 
conjuguées. 

Tout d'abord, le développement taylorien de la fonction, construit 
à partir du point dont il s'agit, ne peut manquer, dans les limites de 
sa convergence, d'avoir une valeur constamment réelle. Elîectivement, 
si l'on désigne par .r

0
, y

w
, v\.,, u\, les valeurs numériques initiales 

de χ,ν> v
y
 w\ les termes de ce développement peuvent, de la manière 

que nous allons indiquer, se partager en deux groupes. Le premier 
groupe comprendra les termes où ν — ι\, et W — CP

0
 sont respectivement 
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affectés d'exposants égaux; dans chacun de. ces termes, le coefficient 
est réel en vertu de notre hypothèse, et le produit de ce coefficient par 

l> — .r0 -+· *(jI> — ·»«— #'(.r — yo)Y 
ou 

l> — .r0 -+· *(jI> — ·» 

sera lui-même réel. Le second groupe comprendra les couples de 
ternies de la forme 

A (r —— ir0)'/+ R(r—»·„)?(,r — ,*·,)/· 

où les entiers />, q sont inégaux; dans un pareil couple, les coefficients 
À et 11 ont, en vertu de notre hypothèse, des valeurs imaginaires 
conjuguées, G-i- / D, G —/D; il en résulte évidemment que la somme 
des deux ternies, 

(C -t- /Π) [.r — ,r
0

-(- i(v — r,,)]'·[> — .r0 — /'(/— V0)]'' 
-!- (G — /'0)| .r— .r0-t- (*(.»* —.ro)3vl!·*· —·**ο — '(J* —yo p 

a une valeur réelle. 
La propriété à démontrer se trouve ainsi établie dans les limites de 

convergence du développement initial. Cela étant, on verra, par des 
raisonnements tout à fait analogues à ceux du n° 57 de l'Ouvrage cité, 
qu'elle a nécessairement lieu pour tousles développements subséquents 
auxquels le cheminement peut conduire. 

■18. Les deux propositions qui précèdent (n,,s 1G et 17) entraînent 
celle que nous allons formuler. 

Considérons une fonction /'(Y, w) des variables imaginaires conju-
guées i\ w, quasi olotrope dans la région et supposons qu'on la 
développe à partir d'un point particulier de la région, 

vo— ,rp -j- ιινρ— ,'Γ0— ',' ο j 

dans ce développement nous grouperons les termes comme il suit : un 
premier groupe comprendra l'ensemble des termes qui ne contiennent 
pas en facteur le produit (r— r„)(iv — vr„); un deuxième, l'ensemble 
des termes qui contiennent le facteur (r — v

0
)(w — <v„) sans contenir 

le facteur (c—ï\»)HvV — un troisième, l'ensemble des termes 
qui contiennent, le facteur (u—r

p
)-(w — vv\,)- sans contenir le fac-

Journ. de Math., tome V. — Faso. III. iq-aG. 43 
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teur (r — t?„)8 (w — et ainsi de suite indéfiniment. Si, dans 
chacun de ces groupes, 011 fait abstraction de la puissance de 
(/ — O 0V — *v.») que ses divers ternies contiennent en facteur 
commun, on obtient une série entière en r — e„, w — présentant la 
forme très particulière 

lÎ4-(p—r
0

) lv(e — i\,) -h('v — »v0) L(iv—iv0), 

où Ε désigne une constante, Κ (Y— e
0
) une série entière en (Y— r

l(
), 

et L(w ---- w
0
) une série entière en sv — u\,. Nous aurons donc, après 

l'ordination ci-dessus spécifiée de notre développement, l'expression 

Ιί,, +(i'-i'
(1
dv„ (r —· <v) -4 (ir — n\ê Ι

Λ
, (η·—»Γ0) 

4-0'—r„) (ir — [Κ, 4-(r — c0)K, (V — γ0)4-(ιι·-- n\,) Kt (»r—tr0)| 
"Τ* (ν '"(>)" Υ' ^\>)~ ΙΥ* 4" (r ι\>) bj (»' "θ) I- tu> I 
4-
4- (r — — η·

0
)»·[Κ„ -

1
4-(»< —Γ

0
) K

w
_,(r—p

0
)4-(ir—ι\·^ L„_,(ιν — «ν)] 

4~ (r—<v)" Y'—«\0" [b« Y— r„) K
H
 (r— Λ») 4-Y"—*v

(1
) Y*— **\ù| 

+ ·..**··* « ! 

où les h désignent des constantes, les Κ des séries entières en r — r
(1

, 
et les L des séries entières en — <v

0
. 

Cela étant, pour que la fonction considérée des variables imagi-
naires conjuguées c, w soil réelle dans la région ,, il faut et il 
suffit : 

I" que les constantes Κ soient réelles: 
2° que, dans les deirv séries 

Km v-v0b
IM

(»r — ir
0

) (w=o, l, a. .. .). 

respectivement entières en r — c„, w— w
0

, les coefficients des termes 
de même degré soient imaginaires conjugués, 

On aperçoit tout d'abord, en effet, que, aux facteurs positifs connus 

près, E,
n
 est la valeur initiale de ^ > et que, dans les séries 

K„
t
(Y— (\,), L

m
(vv — u\,), les coefficients des termes en (Y— r„)*r, 

(«v — o\,>r sont les valeurs initiales des dérivées respectives 

d2m-2 g+1 f d2m-2 g+1 f 
ΥΥΥ^7' Ow'» ' th·'" ihv7''7- Y1 ' 
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d'ailleurs, pour ces deux derniers termes, les facteurs positifs dont il 
s'agit sont égaux entre eux. 

Ces remarques faites, la nécessité des conditions posées résulte 
du n" 16, et leur suffisance du n° 17. 

CHAPITRE il. 

1>Γ. I.A N.VIliHK, MONOMIOMIQUB ifUNK CERTAINE Ht'UilON. 

Définition et propriété capitale des régions dites monodromiques. 

il). Pour les premières définitions et propriétés relatives au Calcul 
des fonctions par cheminement, nous renvoyons le lecteur au début 
du Chapitre IV de l'Ouvrage cité ('), en y adjoignant la remarque 
suivante sur les fonctions quasi olotropes, définies au Chapitre I du 
présent Mémoire : 

De même que toute pseudo-fonction monodroxne dans une région 
normale y peut être assimilée à une véritable fonction ololrope, de 
même toute pseudo-fonction monodrome dans une région, quasi 
normale y peut être assimilée à une véritable fonction quasi olo-
lrope. 

Rappelons maintenant la définition des régions dites monodro-
miques. 

Nous qualifions de monodromique toute région qui, étant continue, 
satisfait en outre à la condition que nous allons formuler : 

ft Une constante positive α étant donnée, on peut assigner line 
constante positive β, non supérieure à a, ei. telle, que tout lacet ayant 
ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima moindres 
que β puisse être considéré comme le lacet final de quelque réseau 
ayant ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima 
moindres que α. » 

(') Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, nos 0Π, 70 et 71. 
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Le cas d'une région convexe est l'un des plus simples que l'on 

puisse citer comme exemple de région monodromique (' ). 
Rappelons enfin la propriété capitale des régions ainsi définies, 

propriété d'où leur vient la qualification de monodromiques : 
Les variables indépendantes .c, r, ... étant en nombre h, consi-

dérons, d'une part, une région monodromique donnée, 11, extraite de 
l'espace ||.r, y

9
 . d'autre part, η constantes positives (>o) 

données, li,, K„ ... : si l'on désigne par r une quantité positive au 
plus égale à la plus petite de ces dernières, on pent, en vertu de la 
définition même des régions monodromiques, assigner au-dessous 
de une constante positive, p, telle que tout lacet construit dans W 
avec des écarts maxima moindres que ρ puisse être considéré coin nie 
le lacet final de quelque réseau construit dans avec des écarts 
maxima moindres que -· 

Cela étant, toute pseudo-fonction calculable par cheminement 
dans la region monad comique 1\ avec les rayons R,., U,.. ... y est 
certainement monodrome avec des rayons tous égaux à ρ. 

En d'autres termes, si, parmi les chemins brisés (tous praticables 
pour la pseudo-fonction) qui partent du point fondamental, et qui, 
avec des écarts maxima moindres que l\.

t
., Rr, ..., ont tous leurs 

sommets dans la région 11, on s'astreint à ne considérer que ceux dont 
les η écarts maxima sont moindres que p. le développement auquel on 
est conduit à l'extrémité d'un pareil chemin dépend uniquement des 
coordonnées de cette extrémité, et non du chemin su ivi pour y arriver. 

La démonstration de cette propriété se trouve exposée en détail 
dans l'Ouvrage cité ('-'). 

20. Une région monodromique étant donnée, on en peut souvent, 
comme nous allons le voir, déduire, par des transformations conve-
nablement choisies, d'autres régions monodromiques. 

Dans l'espace à η dimensions (réelles ou imaginaires) [[.r, r, .. .| |, 
désignons par IL. y... une région qui soit à la fois limitée, et complete; 

( ') Les systèmes d'éi/uations aux dérivées partielles, uu 73. 
(!) ibidη® 72. 
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puis, considérant les η formules 

( ç — 1«(.i, j , -'·)·> 
(0 | m — Il UN y. ...), 

supposons : Γ que leurs seconds membres soient continus dans la 
région \\

A
.a" qu'à deux points distincte, (&·,, ...), (η-., ...), 

de la région ... correspondent toujours, en vertu des formules (i), 
deux points distincts, (ξ,, η,, ...), (5a,Y)a,...), de l'espace |[ξ, η,...]], 
et qu'ainsi se trouve définie, dans ce dernier espace, une région,Ue, n 
correspondant point par point à \\

xy
 . 

Cela étant, à tout fragment monodromique, J\
r
.de la 

region \\
r v

, correspond un fragment monodromique, Τξ.η..., de la 
régionUe,n 

I. Tout d'abord, la région étant, limitée et complète, la 
région Ils η .. ne peut manquer de Vôtre aussi ('). Il résulte 
d'ailleurs, comme on le voit aisément, du principe général de la 
composition des fonctions continues (2) que la continuité du frag-
ment T

rv
 entraîne celle du fragmentFen 

IL En vertu de la correspondance point par point qui existe entre 
les deux régions % ηles η formules (i) définissent manifes-
tement, dans la région η fonctions implicites, χ, v, des 
variables ξ, η, ... : or, on peut établir, en faisant intervenir la nature 
limitée et complète de ces régions, que les η fonctions implicites 
ainsi définies sont continues. 

La démonstration de ce point se trouve exposée en détail dans un 
Mémoire antérieur (:>). 

III. Revenons à notre énoncé général et à la nature monodromique 
du fragment JV-n-.·· : ce fragment, comme nous l'avons fait observer, 

(1 ) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 18. 
(-) Ibid., ii° 18, 111. 
(::) 5î//* quelques principes généraux relatifs à la théorie des fonctions 

tVun nombre quelconque de variables, n° 22 ( Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, année 1906). 
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étant continu, il reste à prouver que, une constante positive α étant 
donnée, on peut assigner une constante positive β, non supérieure à a, 
et telle que tout lacet construit dans avec des écarts maxima 
moindres que β puisse être considéré comme le lacet final de quelque 
réseau construit dans avec des écarts maxima moindres que a. 

Effectivement, les fonctions ξ, η, ..explicitement délinies par les 
formules (i), étant continues dans la région limitée et complète tl.,·., .... 
on peut (') assigner une constante positive a, telle que les relations 
simultanées 

(·.<) motif.*1! — <<γ. inodfy, -rO-Oo .... 

supposées vérifiées pour deux points, 

(3) (.»·,. ji. .. (.r,, y
s

. .. Λ 

de la région 11.»·.»·...., entraînent comme conséquences nécessaires, 
pour les deux points correspondants de la région \\t

 r
....Jes relations 

(4) motif;,— mod (η,—n2 x1 

telle, par suite, que les relations simultanées (2), supposées vérifiées 
pour deux points, (3), du fragment <i\,entraînent comme con-
séquences nécessaires, pour les deux points correspondants du 
fragment r , les relations (4). 

On peut ensuite, puisque le fragment est monodromique, 
assigner au-dessous de a quoique constante positive b telle que tout 
lacet construit dans J\,........ avec des écarts maxima moindres que b 
puisse être considéré comme le lacet linal de quelque réseau construit 
dans J\, .

v
 ... avec des écarts maxima moindres que a. 

On peut enfin, puisque les fonctions ,r, y, implicitement 
délinies par les formules (1), sont continues dans la région limitée et 
complète assigner au-dessous de α une quantité positive β 
telle que les relations simultanées 

(5) mod (ξ, — i\) < β, mod (π, — η.>) < β, . 

supposées vérifiées pour deux points, 

(6) (;i, "fi,, . · ·). (;s· V/s, · . · ). 

(l) Les systèmes d'à/nations au.ν dérivées partielles, u° 17, 4°. 
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de la région ΊΙξ,η,..., entraînent comme conséquences nécessaires, 
pour les deux points correspondants de les relations 

(;) mocl(.r, — Λ\>) < h, mod ( y, — r,) < ù, .... : 

telle, par suite, que les relations simultanées (a), supposées vérifiét^s 
pour deux points, (ti), du fragment entraînent comme consé-
quences nécessaires, pour les deux points correspondants du 
fragment les relations (7). 

Cela étant, à un lacet, L$,
Y|
,construit dans le fragment avec 

des écarts maxima moindres que [3, correspondra un lacet, h
xy

.... , 
construit dans le fragment avec des écarts maxima moindres 
que b. Ce lacet L, ,..... peut d'ailleurs être considéré comme le lacet 
final de quelque réseau, 11^.,...., construit dans le fragment avec 
des écarts maxima moindres que a. Finalement, au réseau ll

>r

.r ... 
correspondra, dans le fragment un réseau, lu.y;,..,, construit 
avec des écarts maxima moindres que α et ayant pour lacet 
final L?,

r
.... 

21. l/exemple le plus simple que l'on puisse donner d'une région 
monodromique ainsi obtenue par transformation est celui où les 
seconds membres des η formules (1) sont des fonctions linéaires 
de .t\ y, ..., ces formules étant, comme de raison, supposées résolubles 
par rapport à x,y, ... conformément à l'algorithme de Cramer. 

Fn voici un deuxième exemple, qui jouera, dans la suite du présent 
travail, un rôle essentiel. 

Désignons par ret 0 deux variables réelles ayant pour champs res-
pectifs de variation, la première la région o, la seconde toute 
retendue de l'espace réel [| 0 j |, et soit /(0) une l'onction possédant, 
dans toute l'étendue de cet espace, la double propriété d'être réelle et 
positive sans jamais s'annuler, et d'être olotrope et périodique à la 
période 2-. Puis, considérons les formules 

(S) ξ =: rf(Q) cosû, η ~ rf{ 0) sinO : 

par rapport à deux axes rectangulaires (H, Ο η» tracés dans un plan, 
les formules (8) définissent un contour variable avec r. 
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Si r est nul, le contour se réduit manifestement à un point unique, 
l'origine O. 

Pour les valeursde /* différentes de zéro, on constate immédiatement 
les propriétés suivantes : 

i° Le contour (8), qui ne passe pas par l'origine O, est analytique 
et régulier, et ses divers points s'obtiennent, chacun une seule fois, en 
faisant croître 0 de zéro à 2~ (o^O < ·->-) ('). 

(*) Des formules (S) ou déduit en eftet, par une diilérentiation première 
relative à 9, 

^ = '"[/'(0) COS5 — /(5) sinO], 

^ — r[J'{
r
j) sinO -t- /{0) eosî)]; 

r étant supposé > o, la nullité simultanée de ^ entraînerait celle des deux. 

quantités placées entre crochets dans les seconds membres, cl, par suite, 
puisque f(9) ne peut s'annuler. 

cosO —si η 0 
. =o ou cos-G -h sin- 9 — ο. 

siuy cos Ο 

ce qui est absurde. Le contour analytique considéré est donc régulier. Il ne 
passe d'ailleurs pas par l'origine : caria nullité simultanée de çet r, entraînerait, 
à cause de ''f(9)> o, celle de cos 0 et sin 3, ce qui est absurde. 

Enfin, si l'on désigne par 0,. deux valeurs de la variable 3, les relations 
si m ul ta nées 

r/(9t ) cos Οι — rf(9i) cos 3», /·/( 3, ) sin 3, = r/{ 9») sin 5
S
, 

c'est-à-dire (à cause de r >0) 

f{9i) co&0l = /(5S) cos3s, /((5,) sin3, — /(33) sin32s 

entraînent d'abord, par l'élévation au carré, l'addition membre à membre, et 
l'extraction des racines carrées positives, /(3,)= /(3S), par suite, puisque/(0) 
ne peut s'annuler, 

eo$3,— cos32, sin 3( = sin 32, 
par suite enfin 

9,— ô5 = mult. entier de 2-: 

les divers points du contour s'obtiennent donc bien comme il a été dit. 
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a1' Toute demi-droite partant de l'origine rencontre le contour (8) 
en un point et en un seul ( ' ). 

3" Enfin, deux quelconques des contours obtenus, manifestement 
homo thé tiques par rapporta l'origine, n'ont aucun point commun(2) . 

En désignant par le contour qui correspond à la valeur r de la 
première de nos deux variables, et par H une valeur numérique posi-
tive (]>o), nous nommerons intérieur du contour 3

U
 la région du 

plan qu'engendre le contour lorsqu'on fait varier r dans les limites 
assignées par la double relation ο</·<1\ (laquelle, sans exclure la 
valeur initiale ^éro, exclut la valeur finale 11). 

Cela étant, on peut déduire de la proposition générale du numéro 

(') Si l'on considère en ellet la droite ayant pour paramètres directeurs les 
quantités (non nulles à la fois) α, β, ses points d'intersection avec le contour (8) 
s'obtiendront en exprimant que les quantités ξ = r/(0) co$0, ri~r/(0)ûn0 
sont proportionnelles à α, β, c'est-à-dire, à cause de ''/(0) >■ o, que l'on a 

cos0 _ sin 0 1 
α β ± \/α-·4- β2' 

la droite dont il s'agit coupe donc le contour en deux points situés de part et 
d'autre de l'origine. 

('-) ISUeetivement, les relations numériques simultanées 

''l/(tfl)C°S0l— '2/(^2) cos 0°, 
''l/(tfl)C°S0l— '2/(^2) cos 0°, 

entraînent d'abord, par l'élévation au carré, l'addition membre à membre, et 
l'extraction des racines carrées positives, /q/(0i) — ^2/(^3); les relations précé-
dentes deviennent alors, puisque, en vertu de nos hypothèses, ni /·, ni J\0) ne 
peuvent s'annuler, 

cos Oy — cos 0.>, sin Ο, = siu02, 

d'où 
0,— 0.»:= rnult. entier de 2π. 

et par suite, à cause de la périodicité de/(0), 

/·, = r, : 

les deux contours /q, /q sont donc nécessairement confondus. 

Journ. de Math., tome V.— Fasc. Ill, 192Û. 44 
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précédent qae Vinteriour du couleur cu constitue, dans Γ es-
pace [Il IÏ|. une région monodromiquc ('). 

(1) Voici l'exposé détaillé des raisonnements : 
l. Désignons par la région formée par l'intérieur du contour Su auquel on 

adjoint ce contour lui-même, ou. on d'autres termes, la région définie par les 
formules (S) et par lu double relation 

(9)0>r =0 

(laquelle n'exclut, ni la valeur initiale zéro, ni la valeur finale K). 
Considérons, d'autre part, dans l'espace (réel) 11 .r, J'||> la région limitée et 

complète, que déliait la double relation 

(to) ο .r· -h.r";; H-·, 
celle région peut tout aussi bien se délinir à l'aide des formules 

(n) .r —reus 5. y™ y sin0. 

auxquelles on adjoint la double relation (9). Or, comme on va le voir, les 
régions \U^T{ et tt

X(V se correspondent point par point. 
Tout d'abord, au point .1?= r=:o correspond le point ; ~ n ~ o, et récipro-

quement. Car, cos0 et sin9 ne s'annnlanl jamais à la fois. l'hypothèse ·ν~ ν ~~ ο 
entraîne, on vertu do (il), r o, d'où l'on déduit, en vertu de (8). · o. 
Ixéciproquement, les produits/(0) cosO et J {0) sin 0 ne s'annnlanl jamais à la 
fois [puisque f(0) ne peut s'annuler], l'hypothèse * :η~ο entraine. 011 vertu 
de (8), r - o, d'où l'on déduit, en vertu de (11), .0 —,v — o. 

La valeur zéro de r étant écartée, il résulte de l'ensemble des hypothèses 
formulées plus haut que, dans les limites assignées par la double relation 

o < r Κ, 

les seconds membres de (8) et ceux de (11) satisfont aux conditions suivantes : 
Ceux de (8) admettent la période a r, et les relations 

/•,/(0, ) cos5, ~ r.
1
/( 0

2
) eosiL, r, /'( 0,) sin 0, /'.>/( 0S) sin 0., 

ne peuvent être simultanément vérifiées que si l'on a à la fois 

(i >) /·,— t's, 0,— 0a= mult, entier de 27:. 

Semblablement, les seconds membres de (11) admettent la période 2~, et les 
relations 

f x co$Q\ ~ r* cos 0
2

, r-χ sin Οχ — r* sin 02 

ne peuvent être simultanément vérifiées que sous les mêmes conditions (12). 

Il existe donc manifestement, entre les deux régions ^;
>Tl

ct une eorres-
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22. Si, dans les formules (8), on remplace les notations ξ, η par 
les notations ,i\ y\ elles deviennent 

(il>) .rr rf(0) cos 5, ν rf(0) sin 9, 

et Ton a renoncé suivant : 

pomiance point par point, el les points correspondants s'obtiennent en donnant 
à /· et 5, d'abord dans les formules (8). puis dans les formules (il), des valeurs 
numériques qui. s'il s'agit de t\ sont nécessairement égales, et, s'il s'agit de 0, 
peuvent toujours être supposées égales, lin vertu de celte correspondance point 
par point, on peut poser 

(ld) ς ; : (i (,r. V). T, 11 (.Γ, v), 

les seconds membres 0(.Î\ r). ll(,r, r) étant des fonctions (n'en définies de ,r, y 
dans la région limitée et complète lfr.v · nous allons établir maintenant que ces 
deu.r fonctions y sont continues. 

Klleetivement. soient (.r,„ un point quelconque de 1t
lC
.v-. et (/\„ 90) un 

système de valeurs de r, 0 tel que l'on ait 

.r0 : cosr
0
~ sin 0

O
. 

Si ,r
0
 et v

0 ne sont pas nuls à la fois, /\> n'est pas nul, et les formules (n) 
peuvent être résolues par rapport à r et 0 conformément au principe général des 
fonctions implicites (Les systèmes d'équations aine dèricèes partielles, n° 120): 
les valeurs de r et j ainsi obtenues sont donc, dans un voisinage suffisamment 
rapproché de (.<\,, jy,>), des functions continues de ,c, y. D'autre part, les seconds 
membres de (8) sont des fonctions continues de t\ 0 dans le voisinage de (re, 9rt). 
De là résulte, en vertu du principe général de la composition des fonctions 
continues, que les fonctions rt

 des variables .r, y satisfont, relativement au point 
(·*ν )'m) de la région à la condition requise par la définition delà continuité. 

Supposons maintenant que ,r« el jr0 soient nuls à la fois, l.a fonction pério-
dique f(0) étant olotrope, par suite continue, dans toute l'étendue de l'espace 
réel [[5 ||, on peut assigner quelque constante posilne. M, telle que l'on ait 

(il) /(*)<M 

dans la région limitée et complète ÎT, et par suite dans toute l'étendue de 
l'espace réel [[9jj« Cela étant, et une constante positive « étant donnée, on 

aura, pour .r, y numériquement assez petits, .r'-t-d'où, en vertu des 
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L'inférieur) du contour C
u
 constitue, dans l'espace Il ·<■·.>· Il· 

une région monodromique. 
Il convient d'observer en outre que tout point de la région Jï

u
 est le 

centre de quelque cercle entièrement situé dans Jï
15
 ( 1 ). 

formules (ι i). 

(15) r2 a2/M2 

les formules (8) donnent d'ailleurs ς54- η--— r-f d'où, par combinaison 

avec (l'i) et(ia), 'i* ■+■ η'- < λ-, et, à pins forte raison, inod^<;a, modY}<a. Il 
résulte de là que les fonctions Ξ. "0 des variables a\ y satisfont encore, relati-
vement an point (ο, o) de la région tt

v v
, à la condition requise par la définition 

de la continuité. 
Ainsi, G (.<·, r), ll(aq y) sont, dans des fonctions continues de .r, r. 

II. Si l'on observe, d'une part, que la région
 v ou (ιο) est limitée et com-

plète, que les fonctions G (.r, y) et Il (,r,r Y seconds membres des formules (i«>). 
y sont continues, et que ces formules établissent, entre et Ίί;,Υι. une corres-

pondance point par point, si l'on se reporte, d'autre part, à notre proposition 

générale du n° 20, on voit qu'à tout fragment monodromique de la région 1ï,.
 v 

correspond un fragment monodromique de la région 1Ϊ;
νΓι

. Or, l'intérieur du 
cercle étant une région convexe, est nécessairement une région 

monodromique : l'intérieur du contour est donc, lui aussi, une région mono-
dromique, 

(l) Désignons en effet par Î3
U
 la région définie, dans l'espace réel j | Λ 3] j, par la 

double relation 
ο </·< H (0 arbitraire). 

et soit (aq, >q) un point de ta région 3
K

, nécessairement fourni par quelque 
point, (/,. iq), de la région SK : le système (Ui) admet alors la solution numé-
rique (aq, v,. /q, 9,). 

Si /q est dilièrent de zéro, il résulte de nos hypothèses que le déterminant 
différentiel des seconds membres de (if) [relatif à r et '3] est différent de zéro 
pour.r, Q —/q, A partir de lu solution numérique envisagée, le système (iG) 
est donc résoluble par rapport à r et 0 conformément au principe général des 
fonctions implicites, et. dans le voisinage des valeurs aq,yq, /q, lq, il équivaut 
entièrement au système des formules de résolution : or, ,r et y étant arbitraires 
dans ce dernier système, et le point (/q. 5,) étant, à cause de o</q<;R, le 
centre de quelque domaine intérieur à . on voit que la région comprendra 
tousles points (aq y) suftisamment rapprochés de (aq, iq). 

Supposons maintenant /q^o, auquel cas aq et >q sont également nuls : il 
s'agit d'établir que, dans le plan des deux axes rectangulaires OX> OY, tous les 
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Observations relatives à l'intégration de certaines fonctions 
d'une variable imaginaire. 

*25. Considérant les formules (ili^ du numéro précédent *22, attri-
buons aux notations 

,i\ r, /·, 5, /(5). H, ou. 3K 

les significations respectives que nous avons indiquées; puis, 
posant ,r-j-m· = v, désignons par F(r) une fonction de la variable 
imaginaire r olotrope dans la région normale et monodromique Jïu, 

points suffisamment voisins do l'origine sont donnés par les formules (ili't pour 
des svstèmes de valeurs de r, 0 n'excédant pas S,i> Or, en désignant par ρ In dis-
tance du point (,c, y) à l'origine. on peut poser 

,r — 3 rosti), Vrr:o$ina>, 

et l'on se trouve alors vamené à faire voir que, p et ω étant donnés d'une taçou 
arbitraire sous la seule condition que ρ soit suffisamment petit, il existe quelque 
système de valeurs de r et 0 vérifiant les relations 

(17) r/'(7l cos 3 — ρ cos ω, r/(rj) sin 0 — ο since 

et en même temps l'inégalité r <; l\. A cet etl'et. nous désignerons par m 
le minimum de la fonction positive et périodique /(y), et nous assujettirons 
la distance donnée ρ à être inférieure à U/u. Si ρ est nul, les relations (17) 

seront évidemment vérifiées par l'association île la valeur r — ο avec une valeur 
arbitraire de y. Si ρ n'est pas nul (o< ρ ·< 11/«), la relation r-f~(0) — p-, 
déduite de y 17), donne, par rexlraclîon des racines carrées positives de ses 
deux membres. r/\y) — p, et les relations (17) deviennent alors 

p cos 0 ~ p eosω, ρ sin y = p sin*0, 

c'est-à-dire, après suppression du facteur p, différent de zéro, 

cos 0 = cos ta, sin 5 = sin ω. 
d'où 

0 — ω -f- mult. entier de an: 

la valeur cherchée de r est donc fournie par la formule r — —r1—-» dont le 

second membre, quelle que soit la valeur donnée ω, est nécessairement moindre 

que U. 
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et par r„ = ,r„ -f- n
 t>

 un point tixe choisi a volonté dans cette region : 
je dis qu'en choisissant ο, comme point fondamental, toute dètenai-

nation de /dnfeprale indc/ùn'e j v) de est o/otrope dans Jl
u

. 

FlTeotivement, si l'on désigne par ε une constante positive de 
petitesse arbitraire, et que l'on considère, dans le plan de notation 
graphique de ia variable c, la région limitée et complète obtenue en 
adjoignant à la région J),..

 :
 le contour C,..

5
 qui en constitue la fron-

tière. la fonction b\c) admettra, on un point arbitrairement variable 
de la région limitée et complète dont il s'agit, un olomètre au moins 
égal à une constante positive ο convenablement choisie, et. à partir du 
point fondamental v\.. toute détermination de l'intégrale indélinie 

j l'tqx)</c \ sera calculable par cheminement avec le rayon c. 11 en 

sera ainsi, notamment, dans la région partielle Jl
u ;

. et, comme 
celle-ci est à la Ibis normale et monodromique, la détermination 
considérée de l'intégrale ν sera assimilable à une fonction olotrope 
proprement dite. Cette conclusion étant d'ailleurs applicable quelque 
petit que soit ε, on voit que toute détermination de l'intégrale indé-

linie j F(cWc est bien, comme nous bavions annoncé, olotrope 

dans J)u. 

2i. Ku désignant par ρ un entier positif donné, et faisant sur h\c) 
les mémos hypothèses qu'au numéro précédent 25. ia fonction 

(0 ™77 / e/'IVWr 

cal olotrope dans Jl,.. 
Effectivement, il résulte tout d'abord du n° 25 que l'intégrale 

pi) j cM'(eWc 

jouit de cette propriété: la fonction (i) est d'ailleurs le quotient 
par de l'intégrale (n). 

Or, en développant F(c) en série de Maclaurin, on a, dans le 
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voisinage de la valeur zéro de <\ 

l· ( e) — (t(\ 4- tl | Γ -4- tfN e~ 4- .. ., 

d'où 
Vf Κ (Y) = -h «r, Vf'·1-h a* vf+- 4-

puis 

/ vf Γ ( r ) ttv — — rt· vf11 h- — Vf**· -h - ---- vf ,-J
 4-. . .. 

. ο /»4-1 ρ 4- -I /»4-0 

et enfin 

_ . Ι b ( iiv — h V 4 τ<'·+« · > ; 

la fonction (0 est donc développable en série de Maclaurin. 
D'autre part, à partir de toute valeur de r non nulle prise dans la 

région jï,,, elle sera dèveloppable en série laylorienne. puisque le 

numérateur / e; l;(eWe et le dénominateur ν·"+ι le sont fun et 

l'autre, et que le dénominateur a une valeur initiale différente de zéro. 

(,1 suivre.) 


