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PROBLEMES RELATIES A 1'EQUATION A" 8 = 0.

Sur quelques problomes relatifs o Uéquation

- ‘ /0T 02\ |
awr dérivées particlles b;g —+ o) =0

Par Cuarces RIQUIER.

Voici, teés bricvement vésumeés, les résultats qui fout 'objet du
présent teaval (M)

. Considérouns, dans le plan des deux axes rectangulaires OX, OY,
un contour analytique régulier ne passant pas par l'origine O, et dont
les divers points s'obtiennent, chacun une seule fois, en faisant croitre
de zéro & 2w uun certain paramétre 0(o S0 < 2=); ce contour est sup-
pos¢ tel, d’ailleurs, que toute demi-droite partant de l'ovigine le
rencontre en un point et en un seul. Considérons en méme temps les
homothitiques du contour par rapport au point O : en désignant
par €, celut qui correspond & la valeur 7 du rapport d’homothétie (il
se confond, pour r=1, avec le contour donn¢), nous nommerouns
fndérieur du contour £, la végion du plan qu’engendre le contour <,
lorsquon fait vavier le rapport d’homothétie dans les limites assignées
par la double relation 0 =< 1.

Proving &,. — On se propose de Zrouver une intégrale de Uéqua-
tion awy dérivées particlles

| s )2 d‘l n
(l) ;;\_1,3 —l—mf—;) WHw=-=0

qui satisfasse a Uensemble des conditions suivantes. :

(') Comptes rendus de U Académie des Sciences, 19 oclobre 1923,
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1° Celte intégrale, u, doit éire analytique et régelicre al’inté-
ricur el wn pew aw dela du contour ¢,
2® Sur e contowr méme, les o quantites

(0N (O ) . ) y—* .

{EN Wraveli alllsvprs Sat o) U o U5t

Aot T ) gt T (d.v- e

doivent se rédutre a n fonctions analytiques et régulicres donndes
de O (admettant la période 27).

Une pareille intégrale existe, el ol n'en existe qu'une; sa
recherche se raméne a la résolution n fois 1épétée du probléme @,
et @ n(n—1) quadratares.

1. Ftant douné le contour circulaire C, défini & Laide des for-
males .= Rcos0, y == Rsin0, on se propose de (rouver une inié-
grale de Uéquation aux dérivées partielles (1) qui satisfasse a
Uensemble des conditions suivantes :

1 Cette intégrale dout étre analytique et réguliére & Uintéricur
el un peu aw dela du contour C.

2" B luiadjoignant ses i —x premicres déricées prises suivant
la normale aw contour, ces n quantités doicent se réduire, sur le
conlour méme, @ n founctions analytiques et régulicres données
de O (admetiant la piriode 2%).

Une pareidle intégrale cxiste, et il w'en exrste qu'une; sa
recherche se ramene @ la résolution n fors répitée du probleme &,
(envisagé dans le cas du contour circulaire).

I1. Considérant, soit le contour =, spécifi¢ & 'alinéa 1, soit le
contour circulaire C spécifié & Palinéa 1, désignons par 2(w, ) une
fonction connue, analytique et réguliére & intéricur et un peu au deld
du contour, et vérifiant, pour quelque valeur de l'enticr £, la relation

i
i

(L + Y b=
gzt T gyE) e II=0

s

Cela étant, si, au licu de I’équation (1), on considére I'équation aux
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dérivées partielles _
BE . a2\ p ( ) )
-~ -_— oA, V)
Jat 0‘),: Y
et que l'on assujettisse son intégrale & U'ensemble des conditions
formuldes, soit & I'alinéa 1 s'll s’agit du contour &,, soit & Palinéa 11

s’il sagit du contour circulaire C, on se trouve, moyennant 22 qua-
dratures, ramené & 'équation (1) elle-méme.

Le présent travail est divisé en quatre Chapitres, avant respective-
ment pour titres :

Cuvree 1. — Euwtension des principes fondamentavy de la
théorie des fonetions analytiques.

Cuavrree 1. — Dela aature monodromique d’une cortaine région.

Cuxevere WL - Equation awr déricies partielles

O N 2 >"
— =+ =) u=o:
der ot/

premiei probléme; solution.
Cuaeneee IV, — Equation awe dérieées partielles

AT
( ()‘l?'i (_)")—“: — .

deaxiéme probléme; solution dans le cas d'un contour eirculaire.

Novembre rgad.

CHAPITRE 1.

EXTRNSION DES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA TORORIE DRS FONCTIONS ANALVTIQUES,

Rappel de notions diverses.

1. Dans Tespace [, y, ...]], dont les » dimensions w, y. ...
sont supposées, indifféremment, soit réelles, soit imaginaires, la
continuaté d’une régron peut se définiv & P'aide des considératious
suivantes :

Jourr. de Math., tome V. — Fasc. Il 1¢a6, 39
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I. Désignant par s, ¢, ... des variables réelles en nombre quel-
conque p, pars,, /,, ... certaines valeurs particuliéres de ces variables,
el par §, T, ... d’autres valeurs particuliéres respectivement supé-
ricures aux précédentes, nous nommerons niercalle complexe la
végion de lespace [ [s, 7, ...] | détinie par les relations simultandes

S8, Lot~y .

dont chacune, considérée isolément, définit un iniervalle sinmple.
Désignons maintenant par .v, y, ... des variables, indiltércrument

réelles ou imaginaires, en nombre quelconque n; pav s, 4, ...,

comme ci-dessus, des variables réelles, en nowbre quelconque p;

enlin par
CTE N A B A C I3 SO P

n fonctions de s, ¢, ..., toutes continues (') dans un méme intervalle
complexe. Cela posé, I'ensemble des » tormules

!

s ;I‘:Q(.\‘, l . .-),
(2 );\'2'1.(-\“ Lo

ou les divers systémes de valeurs attribuées & s, ¢, ... n'excedent pas

(') Une fonction f(w, v, ...), bien délinie dans toute t'étendue d'une
région ® de Uespace ||, v, ...]]. est dite continue daus cette végion, si, un
point (@, Fee ...) de la région et une constante positive a étant dounds, on
pent leur faire corvespondre quelque constanle positive, 8, telle que les refations
simultandes

mod (.0 — ay) < 3, mod (» — )< 3, R

supposées vérifiées pour un point (2, y. ...) de la région U, entrainent comme
conséquence nécessaire la velation

() mod [ £ (2, v o) = (0 e - )] < 2

ou, ce qui revienl au mdéme, si, le point (&g, ¥y, ...) et la conslante o Gtant
donngs, on peut lenr faive correspondre quelque constante positive, y, telle que
la relation

vmod (. — g )+ mod (3 — y,) +... < 7.

supposée véritiée pour un point {2, v, ...) de la région ¥, entraine comme
conséquence nécessaire la relation (1),
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I'intervalle en question, définit ce que nous nommerons un arc continu
(4 p variables) tracé dans U'espace [[x, ¥, ...]]. Les poinis de Larc
seront les divers systémes de valeurs de w, y, ... qui correspondent,
en vertu des formules (2), aux valeurs ci-dessus spécifiées de s, ¢, ....
Si, dans chacun des intervalles simples ol s, ¢, ... sont respec-
tivemeut assujettis & vavier, on considére l'une des deux valeurs
extrémes comme intiale et 'autre comme finale, il faudra entendre
par extrémité initiale de 'are le point qui correspond aux valeuvs
initiales de &, ¢, ..., et par extrémité finale le point qui correspond
A leurs valeurs finales. Des arcs, lvacés dans I'espace ||z, y,...]],
seront dits placés bout & bout, si extrémité tinale de chacun d’eux
coincide avec extrémité initiale du suivant. Enlin, un arc sera dit
situé dans telle ow telle région de espace | [, ¥, ...]|, si chacun de
ses poiats s’y trouve situé.

11. Cela post, voici comment on peut définiv la continuité d’une
région.

Une région de 'espace [[a, y, ...]]| sera dite continue, si deux
points, (., ¥ur .., (X, Y, ...), arbitrairement choisis dans la région,
" peuvent toujours étre reliés U'un & Pautre par une suite d’arcs continus
placés bout & bout dans cette région, le premier des arcs dont il s'agit
ayant son extrémité initiale en (v, ¥,, ...), et le dernier son exivé-
mité finale en (N, Y, ..0).

Il est d’ailleurs toujours permis, comme nous l'avons établi
ailleurs ('), de supposer que le nombre de ces arcs se réduitd 1, et
que cet arc unique dépend d’une indéterminée unique.

2. Les n variables ., ), ... étant supposées (comme ci-dessus)
indifféremment réelles ou dmaginaires, nous dirons qu'une végion, 4,
de lespace [[@, ¥, ...]| ost normale, si elle satisfait ala double condi-
lion snivante: 1° la région 1 est confinue; 2° tout point de la région §

(') Voir le Mémoire intitulé : Sur les systémes partiels du premier ordre
aurquels s’ applique la méthode d’intégration de Jacobi (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, t. VII; note des pages 8o, S1 et 82).



302 CHARLES RIQUIER.

est le centre de quelque domaine (') entidrement situé¢ dams .
Une fonction, f (., y), bien définic dans une région normale, W,y
sera dite olotrope, si, autour de tout point, (&, v,, ...), de la région,
“pris comme centre, on peut assigner quelque domaine daus toute
étendue duquel la fonction /(& ), ...) soit exprimable i l'aide d'un
méme développement, entier par rvapport aux différences v - v,
¥ —¥ar -+.. Les vayons d’un pareil domaine (qu’on doit supposer,
naturellement, compris tout entier dans la région 1) sc nomwmeront
olométres (simultanés) de la fonction au point (v, ¥y, ...) ().

Ll ne faut jamais perdve de vue que la d¢ finition, donnée ci-dessus,
d’une fonction olotrope implique essentiellemeni la nature normale
de la région ot on la consedére.

De cette détinition on tive immédiatetnent un certain nombre de
conséquences dont nous avons fait ailleurs I'exposé méthodique (*),
et, notamment, la cons¢quence suivaute :

N

St lon désigne par [(x, y, ...) une fonction olotrope dans une
région (rormale), et par (X, Y., «o.) we potnl déterming quel-
conque de celle région, (L n'existe, powr reprosenter f(e, vy
dans le voisinage de co point conformiment a la difinition ci-
dessus, qu’un seul développement eatier par rapport awx diffé-
FOREES & ——Lyy Y=y s (M)

Cette propriété, fondementindispensable de la théorie des fonctions
dont nous venons de donner la définition, subsiste, comme nous le

(1) Nous nommons domaine loute vigion de Uespace [, jy .. ]] délinie
par un systéme de relations de la forme -

mod(r —) ) < Ry, mod (11 — ) < IRy, ey

ol "(yy ¥a, ...) désigne un point fixe, et B, By, ... des constantles posi-
lives (>>0); ces constantes seront elles-mdmes les rayons du dowaine, le
point (@&, ya .. .) en sera le centre,

(2) W va sans dive que, étant donné un systéme d'olomeétres de la fonction au
point (oo veo ...), si Pon diminue avbitraivement quelques-uns d'entre eux
sans augmenter les autres, on a eucore un systeme d’olométres de la fonction an
peint considére, '

(3) Voir Les systémes d'cquations aur dérivées partielles, nos 43 & 38.

(*) 2bid., n° b,
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verrons plus loin (n° 9, infra), lovsqu’on part d’une définition un peu
plus générale.

9. On nomme composition des fonctions 'opération qui consiste &
substituer aux variables «, ¢, ..., en nombre quelconque j, d’une
fonction donudte, f(u«, v, ...), j fonctions donunées, U(x,y, ...),
V(& ), ...), ..., d’autres variables x, y, ..., en nombre quelconque g,
ce qui engendre évidemment une nouvelle fonction de ces derniéres,

Flayy, o) =LTU0Ge, py o), Yievy, o), L
relativement A cette opération, les fonctions
U, v, oo Ve, o),

sexont dites simples, f(u, v, ...) se nommera la fonction composante,
et (e, ), ..0) la fonction composée.

Gela post, si, d'une part, on prend comme fonctions simples les
sommes de séries enticres en v — ., v —y,, ..., convergenles @
Lintéricur de quelque systéme de cercles décrits de .,y y .y .. comme
centres; st, d aure part, ([:".sigmwl par gy vy, oo les termes cons-
tants respectifs de ces séries, on prend comme composante la
somme d'wne série enticre en w— iy, © — ¢4y ., coneergente @
Cintéricur de quelque systeme de cereles deerits de w,, ¢,y ...
comme centres @ la fonction composce qui résulte de leur combi-
natson posséde, @ Uintiricur dun systétme de cereles suffisamment
petits dicrits de wy, y oo o comune contres, da propricté d'étre expri-
mable @ Uaide d un développement entier en w—x,, ¥y — yyy o (V).

Relativement & cet énoncé, il importe, en vue de la suite du présent
travail, de noter le cas ol les variables w, y, ... dont dépendent les
fonctions simples, et auxquelles on attribue des valeurs arbitraires
dans le voisinage des valeurs initiales &, y,, ..., sont assujettics &
Stre exclusivement réelles : méme en leur imposant cette restriction,
il résulte d’une proposition rappelée ci-dessus (voir les derniéres
lignes du n* 2) qu’il u'existe, pour représenter la fonction composée
dans le voisinage de w,, y,, ..., quun seul développement entier

() Voir Les systémes d’dquations aux dérivées partielles, n° 5.
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en & —a,, ¥ — Y, .... Les coellicients, pavfaitement déterminds, de
ce développement s’obticnnent d'ailleurs, aux facteurs numériques
connus prés, par I'application répétée de la régle ¢lémentaive four-
nissant les dévivées premiéres d'une fonction composée ('),

(*) Les systémes d'équalions aur déricées partielles, noes 62 et Gh.

D’une importante proposition relative & ta difi¢eentiation des tonctions com-
poscées, proposition que visent les w's 46, 67 ¢l 68 de 'Ouy age citd, jo crols
devoir indigquer ici une démounstration micux approprice & Uextension de prin-
cipes qui fait Vobjet du présent Chapitre 1.

Considérons, en méme temps que les variables indépendantes @y gy L.,
diverses fonctions indéterminées, U, N, ..., de w. v, ..., ew nontbre donné,
et les dévivées de U, V, .. d'ordre tnlérieur ou égal & Fentier donné k(L7 o)
soit N le nombre total des quantités contenues dans le groupe (ue forment les
varviables @, y. ..., les fonctions UL Vo (oL et fes dérivées dont il shagit. Consi-
dérons, d'autre part, une composante frnddterntindée a N vaviables, et imaginons
que ces derniéres y aient ¢ remplacdes, les unes pav @, v, ... les autves par
U, ¥V, ... et les dévivées de U, V) o0 dlovdee infévicur ou ¢gal & 4. 81 Fon cal-
cule une dérvivée dlordree m(m 1) de la fonction composée vésultaute en apphi-
quant plusicurs fois de suite la régle qui fournit les dévivies premicres, il est
maunifeste que Pexpression finalement obtenue ne contient que les dérivées
dordres 1, 2, ..., m de la composante et les dévivées dordres 1, 20 oo, m4 4
de U, V, ..o, qulelle a par vapport & toutes ces dévivées la forme entitre, ot
qu'elle est linéaive et homogene par rapport & celles de la composante. Qr, pour
une dérivée déterminée dordre m de la fonction composée, cetle suite d'opéra-
tions peut étre etflectude de diverses manidres : je dis qu'en considérant comne
autant de variables indépendantes distinctes les dérivées d'ordres v, .0, m
de la composante et les dérivies dordres 1, a0 o ., ek de U, Y, (oL les
diverses ecpressions aiust oblenues pour une méme dérivée dordre m de la
Jonction composée sont identiquement égeles entre elles: par exemple, denx
expressions, A, A7 L, oblenues pour la dévivie d'ovdres partiels p, ¢, ...
(p g =4...=m) présentent Pune par rapport a autre Uidentité indiquée,

Si Pon suppose en effel quela composante, d'une part, et les functions U, VL,
d’autre part, soient de simples polynowmes entiers, les valeurs attribudes aux
variables @, y, ... wlexeéderont jamads les linnites dolotropie de ULV, L, et,
de leur coté, les valeurs corvespondantes de U, V, ... n'excéderont jamais les
limites d’olotropie de la composante : la régle de diltérentintion des fonctions
compaosées n'tmplique done en pareil cas aucune restriction,

Ubscrvons en outre qu’un polynome de degré G a coeflicients indétermings a
ses dérivées d'ordre supeérieur & G toutes identiquement nulles, quelques valeurs
numdériques que 'on attribue aux coellicicnts (voir 'Ouvrage cité nv 51, av), et



o IS

PROBLEMES RELATIFS A LEQUATION A"n = o. 3o

Propriété relative & la nullité identiqgue d’une fonction composée.

4. Soicnt &, ), ... un premier groupe de variables; r, s, ... un
deuxi¢me groupe de vaviables, en ménie nondbre que les précedentes
2oy, ey ey, o) la somme d'une série enticre en oy v, L,
admettant quelque domaine de convergence; A7y s, ..y (7 8, «.0), e
des sommes de séries enlidves en 7, §, ... en méme nombre que les
variables «, v, ..., et admettant quelque domaine commun de con-
vergeuce; on suppose qu'au centre (o, o, ...) de ce dernier domaine,

que Fon peut (('une seule maniére) déterminer numériquement ces derniers de
telle facon gue, pour des valeurs numériques avbiteairement données des
variables dent il dépend, le polynome et ses dévivées des ordves 1, 2, ..., G
preanent des valeurs numdériques arbitrairement doundes : st Pon désigne en
ellet par 3, ¢, ... les variables dont dépend le polynowme cherché, et par 35, fy, ...
les valeurs numdériques choisies pour elles, il suflit, pour obtenir les dillérents
termes de ce¢ polynome (développé & pactic de 3,0 4, ...), de considérer
Pexpression

(3—3)% (£ —t,)8
12,2 1.2...3

\13

Y

d'y supposer Ay 3, == 0 loutes les fois que la somme 2 + {3 +. .. surpasse G, et
de prendre pour Ayg ., daus le cas contraive, la valeur numérique assignée
Qavanee A la dévivée d'ordres partiels a, 3, .. ..

Cela posé, et en désignant par L2, ... les dévivées des ordres 1, a, ..., A
de U, V. ..., supposons (u'on prenne pour composanle un polynome entier de
degré e (0N variables) dont les coeflicients soicul indéterminés, et pour les
fonctions U, V{ ... autant de polvnomes de degré m -+ & (aux variables .,
... dont les coeflicients soient également indéterminés, D'aprés ce qui vient
d'étre dit, on peut tour d'abord déterminer numériquement les polynomes U,
V. ... de telle fagon que. pour des valeurs numériques acbitraivement choisies
de ey vo oo, ces polynomes et leurs dérivéesdes ordres 1,2, oo, m -+ £ prennent
des valeurs numériques arbiteairement choisies; cela fait, si on désigne par

Loy Yoy oee Ugy Noyooin &y Ll
les valeurs numérigques de
a, vy oo U N 0, Q0

on pourra délerminer numdériquement le polynome euntier de degré m qui joue
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les fonctions A(r, s, ...), &(r s, ...), ... prennent toutes la valeur
numdérique zéro, tandis que lewr déterminant différentiel (rvelatif & r,
8y o)y prend une valewr numdrigue essentiellement différente de
z6éro. '

Dec la remarque finale du numéro précédent S il résulte que, méme
en assujetlissant les variables r, s, ... & ne prendre que des valeurs
réelles, il u'existe, pour représenter Ia fouction composde

wlMr s, ooy m(e s, o)y o]

dans le voisinage des valeurs initiales r=o0, s=o, ..., qu'un seul

le vole de fonction composante, de telle facon que, pour

LTz Y= ooy U=U,, V=V, e =28, N
ce polynome et ses dérivées des ordres 1, 3, ..., m prennent des valeurs numé-
riques arbitrairement choisies,

Les coeflicients de ces divers pelynomes étant ainsi fixés numériquement,
désignons par F(e, . ...) le polynome eatier qui résulte de leur combinaizon,
et pav B9 (@ . L) la dérivée dlordres partiels p,ogo ... de Feoy, L0
Les expressions Aj e A entidres, comme il a ¢té dit, par rapport aux
devivées d'ovdve 1, 2, ..., m de la composante indSterminée et aux dérivies
dovdres 1, 2. ..., m+4& des fonetions indéterminées U, V) ..., prennent

toutes deux une méme valeur numérigue,
PG (e
1 .l{\r,.... (~lo.~ J’ny . .).

lorsqu'on attribue aux dérivées dont il s'agit les valeurs numériques précédem-
ment choisies pour elles; ce choix étant d'ailleurs entiérement arbitraire, les
deux expressions considérées ne peuvent manquer d'étre identiquement égales.

Ainsi se trouve établi notre énoncé.

On en déduit immédiatement la conséquence suivante :

En deésignant par U, V. ... des fonclious indéterminées de @. y, ... en
nombre donné, par & un entier donné (Zo), par . ... les dérivées des ordres 1,
a . hde UV oL et par

Jlx, oo w000 my 00)

une composante déterminée, les diverses expressions auxquelles conduit, pour
une méme dérivée quelconque de la fonction composée, 'application répétée de
Ialgovithme fournissant les dévivées premicres, sont identiquement égales entre
elles quand on y considérve &, y, ..., U, V, ... etles dérivées de tous ordres
de U, V, ... comme autant de variables indépendantes distinctes.
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développement entier en 7, s, ..., et (ue les coefficients, parfaitement
déterminds, de ce développemeut s'obtiennent, aux facteurs numd-
rigques connus prés, par Palgorithme des fonctions composces.

Cela crant, si, pour lowtes valeurs réelles de v, s, ... suffisam-
ment voisines de éro, la fonction composée

w[A(res, o) (e s o0, o]

est constamment nulle, la série entiére ¢ composanie, dont nous avons

désigné la somme par w(.z, ) ...). ne peut manguer d’avoir lous ses
coe //u tents nuls.

ludiquons tout d’abord l'ordonnance générale de la démonstration
qui va suivre.

Nous commencevons, dans les alinéas [et 11, par déduire de I'algo-
rithme des fonctious composées certaines coustéquences qui sont
applicables dans toutes les circonstances o cet algorithme l'est lui-
maéme. Nous Ctablirons ensuite, dans l'alinéa lll, une proposmon

d’Algcbre. Aprés quoi nous reviendrons, daus Palinéa IV, & Fénonct
qui vient d'¢tee formuld.

I. Désignons par w, y, ... des variables en nombre quelconque g
pacr, ... d autres variables en nombre quelconque 3 par

Mo o)y (o) e

g fonctions connues de r, ... (ces fouctioussont donc en méme nombre
que les variables v, ¥, ...); par « une fonclion de a, ¥, ...; par

(1) U, Uy Uy ciis U Uy, U‘,».‘, cvoy ele.

les fouctions composces de 7+, ..., auxquelles se véduisent respecti-
vement
Ju du Fu Pu QGu
(R 5‘[» ;)T, sy ()F‘ m().t‘(’_l" a—;—:’ o0y gle,,

quand on y fait & la fois
(2) T=A(r, ..., ya=plr. L),

“ene

Désignant ensuite par A, B, G, D, ..., I, I, G, ... diverses fonc-

Journ. de Math., tome NV, — Fasc. 111, 19206, 40
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tions connues de 7, ..., considdérons I'expression

(3) A+BUCU 4+ DU, 4.+ BUe+ FU G+ GU

lindaive par rapport & quelques-unes des quantités (1).

Cela étant, une différentiation d’ordre quelconque par rapport
aw groupe des variables vy . ... evécatie sur (3), donne une nowcelle
capression, dinéatre, comme (3), par rapport & quelgues-unes des
quaniités (1) : car une dillérentiation d'ordre 1, relative & 7 par
exemple, donne pour résultat expression

A B _IG, aD

o S U U S
')7'1 Uyt 95 Uy - ",‘,‘ Uy
-+ B ( 2’-\ + U, o= ) -+ G (l“‘u g—; -+ l‘d.y%‘% “+.. )
+ n(un "" *‘(’: _ ) I
+ B (lﬂ..x g—,) A Uy 5; - ) 4 b (LUI—:; o+ Uy (;f )

)7\ du
G U,,- U, cee
+ 1( . + Uy + =+
de méme forme que (3), et ta méme chose a lieu, dés lors, quel que soit
lovdre de la différentiation.

lI. Considérant, comme & lalinéa 1, une expression lindaire par
rapport aux quantitc"s l?,.«.‘.sm. notus nonumerons par(/‘v pr‘im-ipalr' de
cettc expression l'ensemble des lermes Ofl la somme a + 3 +... est la
plus forte : dans I'expression cousiddérde, et notamment dans sa partie
principale, il y a avantage, et ¢’est cc que nous ferons plus loin, &
désigner symboliquement par la notation N*Y?... ce que nous avons

jusqu’ici désigné par la notation U,ss , ¢'est-d-dire la fonction com-
)3“3

posie de 7, ... & laquelle se réduit -)—77—5——~ lorsqu’on y effectue la

rrUYT. .

substitution (2). Si, par exemple, la fouction « dépend de trois

vaviables, @, y, 3, et que U'expression dounnde ait pour partie principale

AU+ AU e AU aBUyu+ aB'Ugy - aB7 Uy
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(ou A, A’V A7, B, B, B" désignent des fonctions connues de r, ...),
nous représenterons cette derniére par la forme quadratique

ANT A'Y2 - N7+ aBYZ 4- aB'ZX + aBXY,

Il convient de faire & ce sujet la vemarque suivante. Considérons
une expression lin¢aive par rapport & quelques-unes des quantités (1),
et eflectuons sur elle une dillérentiation (premiére) relative a une
variable quelconque, r, du groupe #, ..., ce qui nous donnera une
deuxidme expression de méme natuve (1); puts, dans l'une et 'autre
expression, représentons symboliquement la partie principale par une
forme algebrique en XL Y, ... Cela ¢tant, il est trés facile de voir que
la deaxiéme forme algcbrique se déduit de la premicre en la nud-
tpliant parla forme lincaire

KX o+ ph Y

ot AL 4, ... désignent les dévivies premiéres de A, w. ... par rapport
ar.

1. Considérons actuellement des formes lindéaives en nombre égal
a celui des indétermindes \, Y, ..., par exemple trois formes linéaires
pac rapport aux trois inddéterminées \, Y, Z,

.(Il\-{—b '+Cl1—-\'
(H j As N\ 0y X - L. == Y,
U ay N =0 Y -y =1,

et counstruisons avec elles les diverses expressions NX*Y'8Z7, en

(o -y 1)(m =+ 2)
3

a m 2 chacune de ces expressions est une forme algébrique de degrém

en \, Y, Z. ol les coefficients (fonctions des a, des & et des ¢) sont

nowbre s pour lesquelles la somme & +  + v est ¢gale

m =\ (m 2 ~ ' . . . .
en nombre S -—~S(--——)- Cela étaut, st le déterminant qui a pour

éliments les coefficients des formes linéatres (4) est defférent de
siro, celut qui a pouréléments les coefficients des formes d ordre m
ainst constraites jowrt de la méme propriété.

m+1){(m-+a
(mrom>r) M, a

Posous eu ellet, pour abréger I'éeriture,
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dans les M expressions X" Y'®ZY, considérons X', Y', Z’ comme trois
variables indépendantes : nous aurons ainsi M formes algébriques de
degré m en N\, X', 4, se réduisant chacune & un terme unique dont
le coeflicient est 1, et il est clair qu'en multiphiant ces M formes algé-
briques ( respectivement identiques & M termes dissemblables ayant
pour coeflicient I'unité) par les constautes indétertninées ¢, 8y, . s Oy,
et ajoutant les produits, la (M + 1)*™ forme algébrique qui en résulte
ne peut étre identiquement nulle en N/, Y’ 7' que si I'on a & la fois

0, = o, dy=0n, N Oy = u.

Dans les M —+ 1 formes algébriques de degré m que nous venons de
considérer, vemplacons maintenant X/, Y'. 7’ par les tormes
lincaires (4) : nous obtiendrons ainsi M + t formes algcbriques de
degré me en X, Y, Z, dont la dernidre est [a somme des M premiéres
respectivement multiplices par ¢,, 6y, .... oy. Pour qu'elle soit identi-
quement nulle en X, Y, Z, il faut et il suffit, puisque les coelticients
des formes (4) sont les ¢léments d'un déterminant différent de zévo,
qu'clle le soit en X', X', Z" avant la substitution, et, par suite, que les
multiplicateurs ¢,, 8y, ..., &, sotent tous nuls : si donc. une fois la
substitution opdérée, on ¢gale & zéro ses divers coefficients, le systéme
ainsi obtenu, composé de M ¢quations lincdaires et homogénes par
vapport aux M multiplicateurs. admet pour solution unique

™ oy
0, =o, 0s = 0, cen oy=o,

et présente, par suite, un déterminant différent de zéro. Or, en per-
mutant dans celui-ci les lignes avec les colonnes, on tombe sur celui
qui a pour ¢léments les coeflicients des M premiéres formes.

1V, Revenons & I'époncé formuld au début du présent n* 4. Pour
fixer les idées et simplifier I'¢criture, nous supposerons que la com-
posante dépend de trois variables (umaginaires), @, ¥, 3, et nous la
désignerons par u (., ), 3); les fonctions simples que 'on substitue
& ces derniéres pour former la fonction composée dépendront alors
elles-mémes de trois variables (véelles), r, s, ¢, et nous les désignerons
par

My, t), plrysit) v{rys,t).
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Finalement, comme aux alindas I et 11, nous désignerons par

L:: U.r‘ '»\'3« U, U.M U)"‘s U.‘.’« l:.xty: l:.l‘:) U\v:: s

N

ce que deviennent respectivement

Ju  On  du  Ju  du  QRu DA i u Jru

——) ==y ——my  ———y oy - v - - s
a’ Jv Jd3 dus a2 Jst (ll'())’ ().v();, ()J.'({g

a,

LR

quand on y effectue les substitutions (simultandes)
o h(ees, 8, v==plesot), s=v(r.s ).
Sil'on prend une dérivée d’ordre total m et dordres partiels 4, &, ¢
{(h+hk+1l=m)
de la fonction composée
QLA r, s ), w(ry 5 0, 9 (nes 0],
on obtient visiblement une expression linéaire et homogéne par
rapport aux quantitds
QRS (243 +y=1,2, ... m),

avec des coellictents connus, fonctions de r, s, ¢; et la partie prin-
cipale (11) de Uexpression dout il s’agit est, comme on le voit immé-
diatement, susceptible d’une représentation symbolique fort simple,
savolr :

‘ GoX - g Y 9 )2 (AN ok Y o+ 9 208 (X 4 )Y = LY,
ou

-«

eoul oy
) 8] *y

*

t
-
}

XY vS‘

-
[

%

. [N
sont les dérivées premitres relatives & 7, s, ¢ des trois fonctions
simples A, u, v.
Cela étant, supposons, conformément a notre énoncé, que la fonc-
tion composée
w[r(ry s, 8), 2(ry s, 0, (s, 0]

soit identiquement nulle : elle s'annulera alors, ainsi que toutes ses
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dérivées, dans Phypothése numérique initiale r=s=1=o0 ('), qui
entraine,.comme nous l'avons spécifié, A = u=v =o.

Considérant tout d'abord la fonction composée elle-méme, on a,
puisque sa valeur initiale est nulle,

v, oo 0Y=o,

d'oti Fon déduit que lacomposante v (@, 37, 3) prend, en w=y=35=0,
une valeur initiale nulle.

Considérons censuite les trois acrivées premieres de la fonction com-
posée, symboliquement représentées par les expressions

VPN e
(3) NEID T A
(0N oY +u7s

puisque, en vertu de nos hypothéses, les valeurs initiales de ces trois
expressions sont nulles, et que celle du déterminant

|
L 2w v
! SRS PR

est différente de zéro, celles des quantités symboliquement représen-
tées par \, Y, Z sont forcément nulles : on en conclut que les dérivées
premitres de la composante a{.c. v, 3) preunent, en v =) =z:=o,
des valeurs inttiales nulles.

Considérons maintenant les dérivées du second ordre de la fonction
composée : chacune d'elles, comme on sait, se trouve représentée
a l'aide d'une expression linéaire et homogéne par rapport aux deéri-
vées premiéres et secondes de la composante (les coeflicients de cette
expression etant fonctions de r, s, ¢). D'ailleurs, pour obtenir les
valeurs initiales des expressions dont il s’agit, on peut, en vertu de ce
quivient d’étre démontré sur les dérivées premiéres de la composante,
les supposer réduites {4 leurs parties principales, symboliquement

(V) Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n® 56,



PROBLEMES MELATIFS A L'EQUATION & =o. 313

représentées par
D (AN Y + v )
& (PN i Y v ),
VN + Y w2,
COIN Y 92 (N - Y v,

(BN + 2 Y 90 (M + 1Y = ).
AN A Y A Y (RN R Y v A

(6)

Or, le déterminant des formes lindaives (1) ayant une valeur initiale
diffévente de zéro, celui des formes quadratiques (6) jouit de la méme
propri¢é (1), En conséquence, puisque, en vertu de nos hypothéses,
les valeurs initiales des expressions (6) sont tontes nulles, celles des
quantités symboliquement représentées par N*, Y*, 723, XY, \7Z,\YZ
le sont aussi. Ou en conclut que les dérivées secondes de la compo-~
saule e(.c. ¥, 3) prennent, en & =) == 5 =0, des valeurs initiales
nulles.

Considérons actuellement les dérvivées du troisttme ordre de la
fonction composée : chacune d'elles se trouve représentée i Laude
d’une expression lindaire et howmogéne par rapport aux dérivées pre-
micres, secondes et troisi¢mes de la composante (les coefficients de
cette expression étant lonctions de 1, s, £). D ailleurs, pour obtenir les
valeurs initiales des expressions dont il sagit, on peut, en vertu de ce
qui vient d'¢tre démontré sur les dérivées premidres et secondes de la
composante, les supposer réduites & leurs partics principaies, symbo-
liquement représentées pav les expressions
O (3 X = Y =9 2 (N 4= Y = 9 2R (2 - Y PUAY

(k- h+1=3).
Or, le déterminant des formes linéaives () ayant une valeur initiale
différente de zévo, celui des {ormes cubiques (7) jouit de la méme
propriété (UL). En conséquence, puisque, en vertu de nos hypo-
thises, les valeurs initiales des expressions (7) sont nulles, celles des
quantités symboliquement représentées par

NAXYL (hh4-A-+-1=3)

le sont forcément aussi. On en conclut que les dérvivées troisiémes de
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la composante w(x, y, 3) prennent, en ¥ =3y =3 =o0, des valeurs
inmtales nulles.

Ce mode de raisonnement peut étre indéfiniment poursuivi, et I'on
verra sans peine que, si la propriété est vraie jusqu'd Uordre N (inclu-
sivement) des dérivées de la composante, elle I'est pour I'ordre sui-
vant N + 1.

Régions quasi normales; fonctions quasi olotropes;
leurs dérivées.

3. Dans Vespace réel [[s, ¢, . |]. nous avons nommé tnlercalle
complewe (n® 1, 1) toute région définie par un systéme de relations de
la forme '

g DI (%< S),
Q) 8 HesT o (<),

Cela étant, la région que définit le systéme des relations

30<3<S)
(2) ?’o<{<T«

région normale (n® 2) manifestement cotnprise dans I'intervalle com-
plexe (1), se nommera l'tntéricur de ce dernier, et 'ensemble des
points restauts de I'intervalle (1) se nommerala périphcérie de I'inter-
valle. Toute région, telle que (2), déduite d'un intervalle (complexe)
en y faisant abstraction de la périphérie pour n’en considérer que l'in-
térieur, se nommera un quasi-intercalie (complexe) : a tout intervalle
correspond ainsi un guasi-intervalle, et réciproquement.

La distinction entre les divers points, intérieurs on périphériques,
d'un intervalle complexe en entraine une toute semblable entre les
divers points d'un arc continu (n° i, 1) : suivant que ces derniers
seront fournis par les points intérieurs ou par les points périphériques
de I'intervalle complexe o sont assujelties & se mouvoir les variables
réelles dont I'arc dépend, ilsseront dits eux-mémes intérieurs ou péri-
phériques.



oo

PROBLEMES RELATIFS A L'EQuatioN A" = 0. MR

G. Désignons actuellement par @, y, ... desvariables imaginaires,
en nombre quelconque nj par s, ¢, ... des vaviables réelles dont le
nombre p soit awu plus égal i n: enfin, par

CEENE NN R
(sl

D

n lonctions de s, ¢, . .., toutes olotropes (n° 2) dans un méme (uasi-
intervalle (n® B) de 'espace ||, 7, ...]], et telles que le tableau diflé-
rentiel (& ulignes ct p colonnes) formé avec leurs np dévivées pre-
miéres contienne quelque déterminant d’ovdre p noun identiquement
nul. Cela étant, Pensemble des 2 formules

ott les systémes de valeurs attribuées i s, ¢, ... n'excédent pas le quasi-
intervalle en question, définit ce que 'on peut appelerun are olotrope
(& p dimeunsions réelles) wacé dans Uespace [[w, y, ...]| : comme un
quasi-intervalle ue contient que des points intéricurs, sans aucun point
périphérique, il en sera de méme pour un arc olotrope.

Un ave olotrope sera dit régulier, si, en aucun point de cet avce, les
divers déterminants d’ordre p extraits du tableau différentiel ci-dessus
spécifié ne prenunent a la fois la valeur numérique zévo.

Un are olotrope sera dit adéquat, si le nombre p des dimeunsions
véelles s, ¢, ... dont U'arc dépend est ¢gal au nombre 2 des dimensions
imaginaires de P'espace [|.v. v, ...]] olt il esttracé : le nombre p atteint
alors la valeur maximum que lui assigne la définition, posée ci-dessus,
des arcs olotropes.

Si un avc olotrope est a la fois adéquat et régulier, le déterminant
différentiel des n fonctions (s, ¢, ...), 7.(s, ¢, ...), ... par rapport
aux » variables s, ¢, ... reste diftérent de zéro dans toute l'étendue du
quasi-intervalle ou ces variables sont assujetties & se mouvoir.

Enfin, si, considérant divers espaces (& dimensions imaginaires),

S R (TSN | R

Journ. de Ma({t;,\ tome V. — Fasce, I, g6, !ll
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on trace respectivement dans ces espaces des ares,
3.!‘,...} 3}',.«.) b ]

dont chacun soit olotrope, adéquat et régulier, leur association

constitue, dans I’espace

un arc jouissant lui-méme de cette triple propriété.

7. Nous dirons qu’une région, W, de 'espace iimaginaive ||, y, ...]]
est quast npormale, si elle remplit la double condition suivante :

1° La région ¥ est continue (n°1);

2* Pav tout point de R passe quelque arc olotrope, adc¢quat et régu-
Lier (n® G), entiérement situé dans X.

La remarque présentée dans ’Ouvrage cité (') relativement aux
régions limitées, complétes, continues, normales, s’applique également
aux régions quasi normales : si des régions, respectivement extraites
des espaces

sont toutes quasi normales, leur association constitue, dans I’espace
Ij[;z‘, cees Fyovens o ll,

une région également quasi normale.
Voici quelques exemples de régions quasi normales :

1. Tout arc olotrope, adéquat et régulier, tracé dans Uespace
imaginaive ||, ¥, ...]|, fournit manifestement une région quasi
normale de cet espace.

1. Toute région normale (n° 2), R, de espace imaginaire

(1) Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n> s, 39 et 41,
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[[2, ¥, ...]] satisfait & notre définition d’une région quasi nor-
male.

Pour s’en convaincre, il suffit de considérer, en méme temps qu’un
point particulier quelconque, (o, ¥, -..), de la région U, les  plans
de notation graphique des n vaviables respectives «, ¥, ..., et d’ob-
server que 2 arcs olotropes réguliers & une dimension (réelle), tracés
respectivement dans ces » plans et passant respectivement par les
n points .Uy, ¥, ..., constituent par leur association, pourvu qu'ils
solent suffisamment peu étendus, uune figure entiérement située
dans Q.

L. 1, mettant en évidence les deux éléments de chaque variabie
imaginaire, on pose

=2 rat, y=y'+ 0, R

loute région normale (n°2), W, de Uespace réei “7:, ¥y -], asso-
ctée qu point

&’y ¥y se.=0, 0, ... -
de Uespace réel ||, y", ... ]|, fournil, dans Uespace imaginaire
[[ey )y - 1)y wne région quast rormale.

Pour s’en convainere, il suffit de considérer, en méme temps qu’un
point particulier quelconque, (z), y,, ...), de la région W', les n axes
de notation graphique des » variables respectives «', y', ...; puis,
d’observer que » quasi-intervalles simples, ayant pour centres respec-
tifs les n points a, ¥, ... de ces » axes et respectivement associés
aux 2 valeurs x"=o, y"=o, ..., sont des arcs olotropes réguliers
d une dimension (réelle) passant respectivement par les » points

&y =y, 0), Fo=(Yu: O) vees

et que, dans V'espace imaginaire [, y, ...]], ils constituent par leur
associalion, a la condition d’étre suffisamment peu étendus, une figure
entiérement située dans la région que spécifie notre énonce.

V. 81, en posant

(3) p=2'F 2", w=a'—ia"
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on assufetiit les variables v, w @ dtre imaginaires conjugudes,
toute région normale (n° ), W, ., de Lespace réel ||, 0]
Journit, dans Uespace (maginaire |[v,wl|, par Uintermédiarre
des formules (3), une région quasi normale, Q, .

Tout d’abord, la continuité de ¥,. . entraine manifestement celle
de 1,

Par tout point de Y, passe dailleurs (uelque arc olotrope, adéquat
et régulicr, entiérement situé dans W, .. Pour s’en convaincre, il suftit
de considérer., en méme lemps qu'un point pacticulier queleonque,
(x,, v)), de la végion W, .., le plan de notation graphique du
couple (&, «"), et d’observer qu'autour du point (&, ,), pris comme
centre, on peut, saus sortic de W, ., assigner quelque inteevalle com-
plexc & deux dimensions : ce dernier fourniva, dans U, ., par l'inter-
médiaire des formules (3) dont le déterminant diflérentiel relatif
da’, " a pour valeur 2/ (au signe pris), ave olotrope, adéquat et
régulier dont 'existence est requise.

Notons, au passage, que, les formules (3) unc fois posées, la région
quasi normale U, ., déduite comme il vient d’Ctre dit de 4. ., peut,
sans qu'll y ait & craindre d’ambiguité, se désigner tout aussi bien ~

par ®, ..

8. Les variables a, ¥. ... étant supposces imaginairves, nous dirons
(u'une fonction, f(.r, . ...), de ces variables, bien délinie dans une
région quast normale, W, y est grasi olotrope, si, autour d'un point
quclconque, (&, ¥y, ...), de la rigion, pris comme centre, on peut
assigner quelque svstéme de cercles tel que, dans toute I'¢tendue
commune au domaine qu'ils forment et & la végion U, la fonction
S (2, »....)soit exprimable & 'aide d’'un méme développement entier
par rapport aux diflérences .« —.y, ¥ — v, .... Les ravons d’'un
pareil domaine se nommerout olomdtres (simultanés) de la fonction
au point (g, ¥y o0 ) (')

Il ne faut pas perdre de vue que le définition, donnée ci-dessus,
d'une fonction quasi olotrope implique essenticllement la nature
quasi normale de la région ot on la considére.

(*) I va sans dire que, ici encore, la note (*) du ne 2 est applicable.
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Notons d’ailleurs, en nous reportant aux exemples IT et 111, donnés
plus haut (n® 7), d’une région quasi normale :

1° Que toute fonction de variables imaginaires olotrope dans une
région normale (n® ) peut ¢tre assimilée & une lonction de variables
imaginaires quasi olotrope dans une région quasi normale;;

2* Lt qu'il en est de méme pour toute fonction de variables réelles
olotrope dans une région normale (n°® 2).

0. 87 Don désigne par f(w, y, ...) une fonction quase olotrope
dans une région (quasi normale) R, ot par (&g, Vo, ...) un point
particulier quelconque de cotte région, il w'existe, pour représenter
JCuyyy o) dans le voisinage de ce point confornément @ la défi-
nition ci-dessus (0°8), qu’un seul développenient eatior par rapport
awre n différences v — v, ¥ — ¥,y .

Supposous, en elfet, qu'il existe deux développements de cette
nature, c’est-d-dive que la quantité f(x, y, ...) soit exprimable & I'aide
d’un premier développement entier en .t — &y, ¥ — Yo, .oy

F(“\_ oy Y '—))or o .),

dans toute I'étendue commune & la végion W et au domaine (systéme
de cercles) de centre (wy, )7, ...) et de vayons 8, 8., ... puls, qu'elle
soit de meme exprimable & l'aide d'un deuxiéme développement entier
CILU— 0y )" — Yoy ooy

(\I(.l‘ =, \')’*‘)’0\ .o .),

dans toute I'é¢tendue commune & la région W ct au domaine de centre
(s Yoy +++) et de rayons &, 8., .... Si I'on désigne alors par 8, la plus
petite des deux constantes 8, ¢, par 3, la plus petite des deux cons-
tautes ¢, o, etc., on aura, dans toute l'étendue commune i la
végion M et au domaine de centre (&4, ¥y, ... ) ct de rayons 8y, S, ...,
la relation

(%) F(a—ay y—0u - ) =0l —wy ¥y =y .--)i

c’est ce qui aura lieu, notamment, en vertu de la d¢linition des régions
quasi normales (n° 7), sur toute l'étendue de quelque arc olotrope,
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adéquat et régulier, passant par le point (@, ¥, ...). Soient

| \ =8 4 ..0),
(5) '("::Z(.s‘. 4oL,

..............

les formules qui définissent I'are, et s,, ¢, ... les valeurs particulicres
de s, ¢, ... qui fournissent le point (., ), -..) 2 en vertu des déli-
nitions posées, le déterminant difiéventiel de leurs 7 seconds membres
par rapport aux » variables réclies s, #, ... veste différent de zéro dans .
toute I'étendue du guasi-intervalle ol ces dernidres sont assujellies

a se mouvoir, et cela a lieu, nolamment, pour s, /, ... =, {,; .... In
posant
y=—5N=a, {~ 1071"7, O

et remplacant les seconds membres de (5) par leurs développements
wyloricns construits & pavtir de sy, Y, ..., are se trouvera défini,
dans le voisinage des valeurs s,, /,, ... de s, ¢, ..., parles formules

N o | H -
yoz v Ko, oL,

dans ces devniéres, les variables o, =, ... sont rvéelles, arbitraires et
sullisamment voisines dc zéro, et les fonctions

Hiz, = .., Kz, =7 ...,

sont des sommes de séries enti¢res en g, 7, ... admetlant quelque
domaine commun de convergence ; au centre (0, 0. ...) de cc domaine,
elles prennent toutes la valeur numérique zéro, tandis que leur déter-
minant différentiel (relatif & o, =, ...) prend une valeur numérique
esscuticllement dillérenle de zéro. '

Cela étant, puisqu'on a, sur toute I’étendue de P'arc, la relation (4),
on aura, pour toutes valeurs réelles de o, 7, ... sulfisamment voisines
de zéro,

Flll(e, 7, ...), K(g,=. ..). .= Glll(e, 7, . ), K{ay5, 000), o] =0,
En vertu dun® 4, la composante

T/ SR WY ¢ Y0 N SR
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a donc nécessairement tous ses coefficients nuls, ¢’est-d-dire que les
deux développements IF(4, &, ...), G(A, k, ...), entiers en h, &, ...,
ont leurs coefficients semblables respectivement égaux. Clest ce qu'il
s’agissait d'établir. o

Aiusi se trouve géncralisée, comme nous l'avions annoncé, la pro-
pric¢i¢ fondamentale formulée dans les derniéres lignes du n® 2.

10. lLorsqu’une fonction f(.v,y, ...) esl quasi olotrope dans une
région ((uasi normale) R, & tout point (u, y, ...) de cette région cor-
vespond, pour exprimer la valeur de la fonction dans son voisinage, un
développement, et un seul, entier par rapport aux accroissements
Iy ke, ... qu'on attribue & w, y, ...; le seul choix du point (%, y, ...)
détermine donce entiérement les coefficients du développement qui lui
correspond, et, dés lovs, chucun de ces coefficients pewt, dans la
régionR, étre constdéré comme wne fonctionde &, y, ... Nous allons
actuellement constater qu'une pareille forction est, comme la pro-
posce f(e,y, ..., quast olotrope dans la région W, et gu’elle admet
en chaque point de cette 1égion les olomdtres de la proposde.

Considérons en elfet, d’'wne part, le domaine (systéme de cercles),
D, ayant pour centre un point quelconque, (x,, y., ...), et pour
rayons les quantités positives 6, ¢, ...; d'autre part, le domaine, %,
ayant pour centre un point quelconque, (&, )y, ...), intérieur & I, et
pour rayons les diltérences (nécessairement positives)

8o —mod (= .r,), 6y~ mod(y,~ yo),

ce deuxiéme domaine est enliérement compris dans le premier. On
sait d’ailleurs que, si un développement entier par rapport aux diflé-
rences & —.Ly, ¥ —Yu, ... converge dans toute I'étendue du domaine D;
sa somme est exprimable, dans toute 1’étendue du domaine v, a 1'aide
d’'un développement entier par rapport aux différences & — w,,
¥ =¥ ... Onsait enfin que, dans ce dernier développement, le
coefficient du terme en (& --x)P(y —y ) ... est exprimable
Paide d’une série coticre en x,— 2y, ¥y — Yo, ... admetlant les
rayons de convergence 8, o, ... ().

(1) Voir Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n° 49,
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De la résulte immeédiatement 'énoncé formulé au début du présent
n° 10,

1. Soit f(x, ¥, ...) une fonction quasi olotrope dans une région
(quasi normale) . Si 'on désigne par (&, ¥, ...) un point quelconque
de cette derniére, le terme indépendant de /i, A, ... dans le dévelop-

pement de
AR NS FONTRIN

effectué a partir des valeurs initiales «, y, ..., a pour valeur
S(x, ¥, ...). Dans ce méme développement, les coeflicients des pre-
micres puissances de /i, k, ... se nomment les dérieées de f(x, v, ...)
prises par rapport & v, y, ... vespectivement.

Comme les dérivies d'une fonction /(, ), ...), quasi ololvope dans
une région R, sont elles-mémes quasi olotropes dans cetle région, elles
ont des dérivées jouissant de cette propriété ; de méme pour celles-ci,
leurs propres dcvivées, et ainsi de suite indéliniment. lies dérivies
ainsi formées de prochie en proche sont les dérivées partivlles de tous
ordres de la fouction f(w, y, ...).

Ces dcfinitions étant posées, on verra sans peine, sans que nous
ayons & insister davantage, qu’entre les premiéres propriéiés des fone-
tions olotropes et celles des fonctions quasi olotropes, il existe une
similitude compléte : movennant la transposition voulue, les n* 1
4 38 de I'Ouvrage cité sont enti¢rement applicables a ces derniéres
fonctions.

Composition des fonctions quasi olotropes.

12. Solent

(1) JCu, vy 0))
une composante donnée;
(')‘) U(-’l’,"}', "')v \.(wv‘)‘v "').'

des fonctions simples données (en méme nombre que les variables
u, v, ... de la composante).
Si, d’une part, les fonctions simples (2) sont toutes quasi olo-
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tropes dans une région (quasi normale) R, 1 si, d’autre part,
la composante (1) jowit de la niéme propricté dans wne région
(quasi normal) R, . st enfing, pour un choiw arbitraire du pornt
(&, v, O dans la premecee région, Uassociation des valeurs prises
par les forctions simples (2) donne un pornt constamument situd
daans la seconde : les fonctions composies

B L A AR SRR WA Y (FOR TR NS
AT I LT SRR W WO OO U W

ne peusent manquer d'étre quast olotropes dans la région 4§, -

I sulfit, pour s'en convainere, de se reporter au n® $ et d’observer
que £l o (ay vy L) [dénivée dCordres partiels poogocode f(w, 0]
est quast olotrope dans Tes méwes limites que /(e v ) (0 1),

Pour les diverses conséquences découlant de cette proposition, nous
renvoyons le fecteur & 'Ouvrage cité, dont les n™ 61 & 64, ainsi que
la propriété qui, dans le présent Mémoire, fait Tobjet de la note du
n° 3, sont enti¢rement applicables aux {onctions quasi olotropes.

Sur le changement des variables indépendantes dans le monde
des fonctions quasi olotropes.

15. Considévons un systéme de A équations reliant deux groupes
de & quantités imaginaires, par exemple le systtme des trois équa-
tions ‘

N N N R R S
() } Fo(woy, 3 @y )=o,

\ F:i(*l‘s LN @, \"': 3') =0,

reliant entre eux le groupe des trois quantités ¢, v, 5 et celul des trois
quantités @', v/, ', Supposons de plus que, dans les espaces respectifs
[[e, s =] et[[e oy '] il existe deux régions, ¥ et W, telles que
les diverses conditions suivauntes se trouvent & la fois satisfaites :

1° Ces deux végions sont yuasi normales (n° 7), et les premiers
membres de (1) sont guast olotropes (n° 8) dans la région, nécessai-
rement quasi normale, (U, W),

Jowrn. de Math., e V. — Fase. UL wpi, 42
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2° Hl existe entre Ret W, par le moyen des relations (1), une cor-
respondance point par point, c'est-d-dire que, étant donn¢ dans la
premicre de ces régions un point quelconque, il existe dans laseconde
un point, et un seul, vérifiant, conjointement avec lui, les relations (1),
et réciproquement.

3° A partir de deux points correspondants quelconques des régions
W et W, le systéme (1) est résoluble, conformément au principe
géncral des fonctions implicites ('), tant par rapport & r, ), 5 que
par rapport & ', y’, =\

Quand ces diverses conditions se trouvent satisfaites, le systéme (1)
peut visiblement ¢tre considéré comme définissant trois fonctions,

\ @ N, v st
2 bis) T

s=7 (2 )
quasi olotropes dans la région W, ou. inversement, trois fonctions,

(w'== N\ v s
(1 ter) ) .

Tz Y vy 3

= (e, . w)

0 ter

\

quasi olotropes dans la région H; et nous dirous qu'il définit, entre
les deux régions quasi normales W et W, wwe correspondance quast
olotrope point par pornt.

Il va sans dire que, daus toute 'étendue de la région (R. '), le
systéme (1) équivaut numériquement tant au systéme (1d4s) qu'au
systéme (1 Zer), et que ces derniers sont numériquement équivalents
entre cux. '

Enfin, il résulte immédiatement du principe général de la compo-
sition des fonctions quasi olotropes (n® 42) que toute fonction de
@, y, 3 quast olotrope dans la région R devient, par la transfor-
mation (1 bis), une fonction de &', y', 3" quasi olotrope dans la
région W1 et que, réciproquement, toule fonction de ', y', ' quast
olotrope dans la région W devient, par la transformation insgerse
(1 ter), une fonction de x, v, 3 quast olotrope duns ta région Q.

(") Voir Les systémes d’équations aux dérivées partielles, ne 120,
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On formera par la méthode classique les relations qui relient entre
clles les dérivées de tous ordres des deux fonctions, et qui permettent
d'exprimer les dérivées de la premidre & I'anide des dérivées de la
seconde, ou inversement.

L4. Considérons actuellement un systéme résolu pav rapport a l'un
des deux groupes de quantités ., )+, 3 et &/, y', 3, par exemple par
rapport & &, ¥, s, ctsoit

‘ aom fi (a3
(2) NN RN N
8 3o et v E)

le systéme dont il s’agit. Supposons eu outre :
1° Que les fonctions
fl(*v,y ;)"/, 3!)‘ .f‘:("‘..v .)'JS ;!)) fd(‘v,a \,‘:\ :‘,)

soient quasi olotropes dans une certaine région (quasi normale), ',
de Uespace [[2', ), 5']]:

"2 Que le déterminant différentiel de ces trois fonctions par rap-
port & w', ¥'. 3’ reste différent de zéro dans toute I'étendue de la
région U’

3° Qu'i deux points distincts de la végion W' correspondent tou-
jours, en vertu des formules (2), deux points disttncts de Pespace

““ ¥y s H

Cela étant, 1l est fucile d’apercevoir qu’en désignant par 1 la végion
de Uespace || v, y, =]] formée par 'ensemble des points qui, en vertu
de (2), correspondent aux divers points de W, les formules (2) et les

régions U, ¥ vemplissent les diverses conditions énoncées au numéro
précédent 15 ().

(') Yoici comment on établit la nature guasi normale de la végion ¥,

En premier lieu, cette région est continue,

Soient, en eflet, (& ¥y 1) (e 2ae 3y) deux points arbitrairement choisis
dans U, et (@), >y 3)) (@, ¥he 35) les deux points correspondants de W', La
région W, que 'on suppose quasi normale, &tant par 1A méme continue, les deux
points (&), y1, 3))s (@4 4. 33) peuveat étre reliés U'un & Pautre par un arc

v
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13. Nous nous bornerons, pour ¢tre bref, & un exemple unique.
On a vu plus haut (0" 7, 1V) que si, en posant

(3) R AR e AR

on assujettit les variables ¢, o* & étre imaginaires conjuguées, toute
région normale (n* 2) de Uespace véel | [ &, ¥]| fournit dans I'espace
imaginaive | [v, w]|, par Uintermédiaive des formules (3), une végion
quasi normale, R, .. Gela étant, il résulte des considérations exposées
aux n* 43 et 14 que toute fonetion des variables révlies x, v olotrope
dans la région W, devient, par la trans formation (3), une fonction
des vartables imaginaires conjuguces v, w quast olotrope dans la
région W, 5 et que, réciproguement. toule fonction des variables
tmaginaires conjuguies ¢, w quast olotrope dans . devient, par

counlinu ayant pour extrémités ces deux points, enti¢rement situé dans ¥’ et
dépendant d'une indéterminée réelle, £, qui se trouve assujettie d varier dans un
certain intervalle (vors le n° 4 du présent travail) : dans ces limites, les seconds
mewmbres /i, fi. fi des formules (2) deviennent des fonctions continues de ¢, et
le point 2, 3. 5 défind par (2) décrit, dans B, un arc continu ayant pour extré-
mités les deux points (@y vye 310 (e Voo 33)0 La région ¥ est done continue,

En second lieu, par tout point de ¥ passe quelque are olotrope, adéquat et
végulier, enticrewment situé dans .

Solent, en effet, (@ . 3) un point arbitvairemeut choisi dans ¥, et
(.}« 1. 3)) le point corvespondant de W', La région W étant supposée quasi
normale, par le point (2. 5. 3) passe un ave olotrope. adéquat et végulier,
A’ entidrement sitné dans ', et dépendant de trois indéterminées véelles, ros0t,
qui se trouvent assujetties & varvier dans un certain quasi-intervalle (complexe);
dans toute 'étendue de ce quasi-intevvalle, le déterminant difféventiel de &',
¥'. 3 par vapport & 2, s, ¢ veste dillérent de zéro, Cela étant, et dans les widmes
limites, les scconds membres /. fi. f3des tormules (2} deviennent des fonctions
composées olotropes de 7. 5, ¢ et le déterminant différentiel de ces fouetions
composdes par rapport A 2, s, ¢ veste différent de zéro : car il est le produit des
deux délerminants diflérentiels

0 <‘/‘| N ,fg- ,fz;) ()(\l.,- y'~ :‘I)
ae’ . ) s t)

qui restent I'un et l'autre diflérents de zéro. Lors donc que le point (&', y', ')
déerit dans B’ Tave I, le point (2, ». 3) défini par (a) décrit, dans ¥, an cer-
tain arc. J, jouissant de la tripls propriété d'étre olotrope, adéquat et régulier.
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la transformation inverse, une fonctivn des variables réclles @, »
olotrope dans U, : car les formules (3) ¢tablissent manifestement
entre les deux régions ce que nous avons appelé une correspondance
quasi olotrope point par point.

Rappelons, en outre, en vue de ce qui va suivre, que, les for-
mules (3) une fois posées, la région R, .. peut, sans qu'il y ait a craindre
d’ambiguit?, se désigner tout aussi bien par la notation ¥, ,.

Sur les fonctions réelles de variables imaginaires conjuguées.

6. Soit f(¢, w)une fonction des variables imaginaires conjugudes
(1) N LAY W= — Uy,

quasi olotrope dans la végion U, , (2orr la remarque finale du nuwéro
précédent) : une pareille fonction peut étre, soit réelle, soit imaginaive,
et 1l importe, comme on le verra plus loin, d’¢tre en possession d un
caractére i 'aide duquel on puisse faire commodément la distinction
entre les deux cas. Tel est l'objet des deux propositions, inverses
U'une de P’autre, que nous allons établir.

Provosrrioy nwecre. — La fonction f(o, W) des variables imagi-
HATIeS CONJULNEES vy Wy quasi olotrope dans R.» ¥ ftant suppaosée
réelle :

1 Quel que soit Uentier p(fo), la dérivee (7‘—:—'—)—'—; Lest é ralement.

- D A} ~

2 Quels que sotent les entiers tnégaww p, g (20), les dewy dirivées

o=t f  autef

dee gud’  get gae

sont imaginaires conjuLuees.

1. St deax fonctions,
Seow) gle,w)

quasi olotropes dans la région W, ) sont imagrtnaires conjuguces,

les derivees premiéres
of  dg

S ? *
a Jdw
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intéressant deux variables difféventes en méme temps que deux fonc-
tions différentes, jouissent de cette méme propricte.
Considérons en effet les deux fonctions

Fiaov)== /(0= f)‘ =1y
b\z.\\*—-ﬂ\z =)

en vertu de notre hypothése, elles sont de la forme

Ao y) - I8 v)
AQro ) —TBGeo )

ol A, ¥), B(wr, )) désignent des fouctions véelles, olotropes
dans ¥,. .. Les formules (1) pouvant s'cevirve

[ RN A —
AT ——, }IT

TS Y=
on a, par la regle de différentiation des fouctions composées,

NI (WAL SRR 1 STy
de T 2de T aidvy T a Kd.r ) '.xikd\v ot drv )’

¢est-d-dire
fa A 13 B TAN
() = z(br"*£;\1 (b: ( \

J \‘ ()\\ A g
et, semblablement,

dy @l UL LA f()lt (TR "(m)
dv T adr aldy \(d\r dw al K )y ay '

c'est-a-dire

dg v e\ ()B\ /()lw d\)
de dy)’

) SR i
Les fonctions A (v, v), B(.r, ¥) étant réelles, le point que nous avons
en vue résulte du simple rapprochement des formules (2) et (3).

En particulier, & {a fonction f(vo, W), quast olotrope dans Q,,

af Jdf : .
==: ¥ sonl unagt-

y est supposée iéelle, ses dérivées premiéres, 3¢ O

narres conjuguces.
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L. Sila fonction f(v, W), quast olotrope dans B, ¥ ¢St supposce
of aof
v’ gty
. R g 0
De la remavque finale de Ialinéa Uil résulte tout d'abord que (-){

reelle, les dérivées V" Sonl INAZTRAIreS CONJU LUEeS .

n1s . . e . ’ . N . v owes
et (7{‘- sont imaginaives conjuguées. Cela étant, Vapplication répétde
() . °
de la propriété formulée au dibut de Inous montre tour & tour :

a .n) OO \
que 5= .)\) dn \ » ¢ est-d-dire o= et J_T‘ sont elles-miémes

conjug uge

fa a () / Xf _Ff o . .
. W — N AUSS 3
que — ' k R ) d“ cest-d-dive <% 5T et g3 Jouissent ausst de
cette pmprl«.lc;

et ainsi de suite indéfiniment.

HL 87 la mncuou Feow), quast olotrope dans Wy, ) ost sup-
rer

) ]
premicre partie de notre énouncé géncéral).
L’application de la régle des fonctions composées donne tour & tour

posée réelle, sa dériie o Jouit de le méme propricte (cest la

()f v obf + 1 dF

T adr i D-\—‘
of _ v a¥ v ok
dn RINTAS 2y (.Il
A " af
ety VRN
LA ‘)(J“‘) Lo (d_‘_
Jvde T de | al dy
d’ou, Analement,
af v @t LA N A v & l\
dvdw T 2 (a Jat ad dwrdy) (l dedy  aradyty’

c'est-d-dire
e L L
vy o \Ldad - s

LS 14 ():‘ i L4
la dérivée ———'L‘ est done réelle.

av dn
L’application répitée de ce premier résultat montre ensuite tour &
PGF S

tour que —<>—> *+ sont des fonctions réelles.

gv dnt du ST
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IV, 8ila fonction f(v, W), quasi olotrope dans W, ,, y est sup-
posée reelle, et st les entiers p, q sont indgaur, les dévivies

amef Qe f
-
v gn Jduvt gut

sont tmaginaires conjugudes (c'est la deuxiéme partie de notre
énonceé géneéral).

Supposouns, pour fixer les idées, que p soit le plus grand des deux
entiers p, ¢; les dérivées considérées peuvent alors s’écrire

( ,) ()P*‘I ! ()tqj' ()p-q ; ():.,vj‘ . 3
N dete \dvd gut 1 dwe~d (13\“1 dwt 2
. . LI B ()3\‘1 / . : DI N
ot, il résulte del'alinda Ul que s——— est réelle, puis de lalin¢a tl que
O

les dérivées (4) sont imaginaires conjugueées.

17. Provosriiox wvense. — La fonction f(v. w) des variables
Imaginaires conjugudes vy w, quast olotrope dans Q.. ne peut
mangquer d'v étre réeile, si, en quelque point de cette région, la
double condition sutvante se trouve satisfaite :

o
ST prend en ce

1* Quel que soit Uentier p(2o), la dérivée
potnt une valewr numdérique réelle:
2t Quels que sotent les entiers inégawr p,y g (20), les déricées

()Ihewl f ()-[-l. P ,‘
A ]
AeP gw? Qv gwet

prennent aw poinl constdiére des valewrs numeriques imaginaires
conjuguies.

Tout d'abord, le développement taylorien de la fonction, construit
a pactiv du point dont il s’agit, ne peut manquer, dans les limites de
sa convergence, d'avoir une valeur constamment réelle. Effectivement,
st Uon désigne par «x,, v, v, w, les valeurs numériques initiales
de &, ), ¢, w, les termes de ce développement peuvent, de la maniére
que nous allons indiquer, se partager en deux groupes. Le premier
groupe comprendra les termes ol ¢ — v, etw — <, sont respectivement
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affectés d'exposants égaux; dans chacun de ces termes, le coeflicient
est véel en vertu de notre hypothdse, ct le produit de ce cocfficient par
Lo — o+ i =0 P Lo — o= = yu) |
ou
[ =2l -t (y =) 1P
scra lui-méme récl. Le sccond groupe comprendra les couples de
termes de la forme

A (e —e)P (v — )7+ Ble—e)7 (v —vy )P

olt les entiers p, ¢ sont inégaux; dans un paveil couple, les coeflicients
A et B ont, en vertu de notre hypothése, des valeurs imaginaires
conjugnées, CG--7D, C—7Dj il en résulte évidemment que la somme
des deux termes,

(G D) L= =y} [P Lo — g — iy — ) 17
A (L= D) e = v (0 = o) e — vy = 80— ) 17,

a une valeur réelle.

La propriété a démontrer se trouve ainsi ¢tablic dans les limites de
convergence du développement initial. Cela étant, on verra, par des
raisonncments tout & fait analogues dceux du n* 57 de I'Ouvrage citd,
qu'elle a nécessairementlien pour tous les développements subséquents
auxquels le cheminement peut conduire.

18. Les deux propositions qui précédent (n™ 16 et 17 ) entrainent
celle qque nous allons formuler.

Considérons une fonction f{v, w') des variables imaginaires conju-
gudes v, w, quasi olotrope dans la région W, ,, et supposons qu'on la
développe & partiv d’un point particulier de la région,

Caz= gk £ Yo W == y— & Vo

daus ce développement nous grouperons les termes comme il suit : un

premier groupe compreudra I'ensemble des termes qui ne contiennent

pas en facteur le produit (¢ - v, ) (w -—w); un deuxi¢me, I'ensemble

des termes qui contiennent le tacteur (¢ -~ v, ) (w-—w,) sans contenir

le factenr (v — v,)* (W —-w)?; un troisitme, Uensemble des termes

qui contiennent le factenr (v-—v,)* (W —w,)* sans contenir le fac-
Journ. de Math., tome V. — Fase, 1L 1qab. 43
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teur (v — ¢, ) (w-—-w,)*; et ainsi de suite indétininient. Si, dans
chacun de ces groupes, on fait abstraction de la puissance de
(v —~-~s\,)(w—-s\‘(,) que ses divers termes contiennent en facteur
commun, on obtient une série enticre en v — v, W —w, présentant la
forme teés pacticuliére

B (0= eg) K ——0y) - (v — ) L — ),

ot IZ désigne une constaunte, K(v-—v,) une série entiére en (v -—v,),
et L(v —-w) une série entiére en w —w,. Nous aurons donc, apros
Pordination ci-dessus spéciliée de notve développement, l'expression

By +(r—edKe (—cd+{n—ad by (v—uy)
(=) (=) (e -+ (e—vay —rvad-(r-ng) L {(v—ag)]

4+ (=) (=)t [Es F{e—vd Ry =) Ly (=)

-+ (“ \A‘.")'h_l (W — I Ky [F‘n a+ (“_“\\) l\‘nb—«l(“"" £o) -+ () Lo (“"—\\“\):I
+ (=g (= B, A (=K, (v () Ly (e wa)

ou les 1Y désignent des constantes, les K des séries entiéresen v ¢,
et les Li des séries enticres en o -— .

Cela étant, pour que la fonction considérie des variables imagi-
natres conjugudes ¢, w soil réelle dans la régron W, ,, 1l faut et il
suffi:

1° que les constantes B sotent réelles

2t que, dans les dewe séries

K (v — ), Lo (0 =) (m=o, v, 2. ...),

respectivement enliéres en ¢ — vy, w —w, les coe fficieats des termes
de méme degre solent imaginaires conjugues,

On apercoit tout d’abord, en effet. que, aux facteurs positifs connus
prés, 15, est la valeur initiale de (7#(37{7;» et que, dans les séries
K, (v —¢.)y Ly (W —uw,), les coefficients des termes en (v — v, )¥,
(s — 'y )¥ sont les valeurs initiales des dérivées respectives

g s f grs f

’ o)
I3 IRUL e 5 AR Juit oy &l »
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d’ailleurs, pour ces deux derniers termes, les facteurs positifs dont il
s'agit sout égaux entre eux.

Ces remarques faites, la nécessité des conditions posces résulte
du u* 16, ctleur suffisance dun® 17.

CIIAPITRE 11

DE LA NATURE MONODROMIQUH D'UNE CERTAINE REGION.

Définition et propriété capitale des régions dites monodromigues.

19. Pour les premiéres définitions et propriétés relatives au Calcul
des fonctions par cheminement, nous renvoyons le lecteur au début
du Chapitre 1V de 'Ouvrage cité ('), en y adjoignant la remarque
suivante sur les fonctions quasi olotropes, définies au Chapitre I du
présent Mémoire :

De méme que toute pseudo-fonction monodrome dans une région

normale y peut &tre assimilée & une véritable fonction olotrope, de
méne (oule pseudo-fonction monodrome dans une région quasi

normale y pewl étre assimilée a une viritable fonction quast olo-
{rope.

\

Rappelons maintenant la définition des régions dites monodro-
miques.

Nous qualifions de monodromique toute région qui, étant continue,
satisfait en outre & la condition que nous allons formuler :

« Une constante positive « ¢tant donnée, on peut assigner une
conslante positive 3, non supérieure a a, et telle, que tout lacet ayant
ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima moindres.
que {8 puisse étre considéré comme le lacet final de quelque résean

ayant ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima
moindres que o. »

(") Les systémes d’équations aww dérivées partielles, n°s 69, 70 et T1.
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Le cas d'une région conseve est I'un des plus sumples que l'on
puisse citer comme exemple de région monodromique (*).

Rappelons enfin la propricté capitale des régious ainsi définies,
propriéte d’oti leur vient la qualification de monodromiques :

Les variables indépendantes ., ¥, ... étant en nombre #, cousi-
dérons, d’unc part, une région monodromique dounée, U, extraite de
Pespace [[., y, ...]], d’autve part, n constantes positives (> o)
donndes, R, R,, ... : si lon désigne par » une quantité positive au
plus ¢gale & la plus petite de ces derniéres, on peut, en vertu de la
délinition méme des régions monodromiques, assigner au-dessous
de ;- une constante positive, 5, telle que tout lacet construit dans §
avec des écarts maxima moindres que g puisse étre considér¢ comme
le lacet final de quelque réscau construit dans W avec des Ccarts
maxima moindres que »';

Cela ¢tant, toute pseudo-fonction caleulable par chendnenient
dans la région monodromique R avee les rayons R R ... ) est
certainement monodrome avee des rayons lous coaury a ¢,

En d’autres termes, si, parmi les chemins brisés (tous praticables
pour la pseudo-fouction) qui partent du point fondamental, et qui,
avec des écarts maxima moindres que 1,. R,, ..., ont tous leurs
sommels daus la végion U, on s’astreintd ne considérer (que ceux dont
les 72 écarts maxima sont moindres que ¢. le développement auquel on
est conduit & U'extrémnité d’un pareil chemin dépend uniquement des
coordonnées de cette extrémité, el non du chemin suivi poury arriver,

La démonstration de cette propriété se trouve exposée en deétail
dans [’Ouvrage cité (*).

20. Une région monodromique étant donnée, on en peut souvent,
comme nous allons le voir, déduire, par des transformations conve-
nablement choisies, d’autres régions monodromiques.

Dans I'espace i n dimensions (réelles ou imaginaires) “.(', Voo ”,
désignons par W, ,. . une région qui soit & la fois &imitée et complite;

'y Les systémes d'équations aux: dérivées partielles, n® 73.
) 1bid., n° 72,

(
€
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puis, considérant les n formules

$=0G0x0 )

(1) Z = H(x, )y, ...),

. . L]
supposons : 1" que leurs seconds membres soient continus dans la
région W, 5 2° qu'a deux points distincts, (@, ¥y o)y (X Yas «o0)s
de la région W, . correspondent toujours, en vertu des formules (1),
deux points destinets, (5,y 11y ++)s (%20 s +.-), de Uespace “E, 0, ”,
et (u’ainsi se trouve définie, daus ce dernier espace, une région, Uz v, ,
correspondant poinl parpoint @ W,,.. .

Cela étant, ¢ tout fragmenl monodromique, &, ., de la
région W, ... correspond un fragment monodromique, &, ., de la
région Ve, .

[. Tout d’abord, la région W,,, .. étant limitée et complete, la
région W, .. ne peut manguer de Uétre aussi (). 1 résulte
d'ailleurs, comme on le voit aisément, du principe général de la
composition des fonctions continues () que la continuit du frag-
ment 8 entraine celle du fragment F,o

v

L. En vertu de la correspondance point par point qui existe entre
les deux régions W, ., W:, ., les n formules (1) définissent manifes-
tement, dans la région W, _, » fonctions implicites, x, v, ..., des
variables £, v, ... : or, on peut établir, en faisant intervenir la nature
limitée et compléte de ces régions, que les n fonctions implicites
arnst (l(,{ finies sont conlinues.

La démonstration de ce point se trouve exposée en détail dans un
Mémoire antérieur (*).

III. Revenons & notre énoncé général et & la nature monodromique
du fragmeut ¢,  : ce fragment, comme nous ’avons fait observer,

1) Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n*® 18,

lbid., no |8, 1,

(*) Sur quelques principes généraux relatifs @ la théorie des fonctions
d'un nombre quelconque de variables, n° 22 (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, année 19o6).

M
)
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étant continu, il reste & prouver que, une constante positive « ¢tant
donnée. on peut assigner une constante positive 8, non supérieure & «,
et telle que tout lacet construit dans 4, avec des écarls maxima
woindres que 3 puisse éire considéré comme le lacet final de quelque
réseau construit dans &, avec des écarts maxima moindres que a.

Effectivement, les fonctions %, v, .. .. eaplicitement délinies par les
formules (1), étant continues dans la région hmitée et compléte W, , .,
on peut (') assigner unc constante positive «, telle que les relations
sunultanées

(2) mod (& — 2,) < a. mod (v, - ) < a, ceen
supposces véritiées pour deux points,
(3) QU SIS P (XU TR N

de la région U, , ., entrainenl comme constquences nécessaires,
pour les deux points covrespondants de la région W, , les relations

€)) mod (5, —5,) < «, mod (11, — . ) <,

telle, par suite, que les relations simultandes (2), supposées vérifides
pour deax points, (3), du {fragment &, , entrainent comme con-
séquences nécessaires, pour les deun points correspondants du
fragment £, les relations (4).

On peut ensuite, puisque le fragment &, ecst monodromique,
assigner au-dessous de @ quelque constante positive b telle que tout
lacet counstruit dans ¥, avec des écarls maxima moindres que &
puisse étre considére conume le lacet final de quelyue résean construit
dans ¥, avee des écarts maxima moindres que «.

On peut enfin, puisque les fonctions ., y, ..., implicitement
détinies par les formules (1), sont continues dans la région limitée et
compléte Wz, ., assigner au-dessous de « une quantité positive §
telle que les refations simultanées

{5) mod (5, — &) < 3. wod (0, —7,) < 3, Cey
supposées vérifiées pour deux points,

(6) Gty oo (o <o),

(Y Les systemes d équations auw dérivdes partielles, no 47, §o.
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de la région W:, ., entrainent comme conséquences nécessaires,
pour les deux points correspondants de ¥, ", les relations

() mod (v, — a,) < b, mod (¥, — 1) < b, N

telle, par suite, que les velutions simultanées (5), supposdes vérifides
pour deux points, (6), du fragment §:, ., entrainent comme consé-
quences nécessiaires, pour les deux points correspondants du
fragment ¥ ., , les relations (7).

Cela étant, & un lacet, L, , constrait dans le fragment &, avec
des ¢carts maxima moindres que {3, correspondra un lacet, L, ,
construit dans le fragment &, = avec des ¢carts maxima wmoindres
que b. Ce lacet L, . peut d’atlleurs ¢tre considéré comme le Jacet
final de quelque résean, R, , ., construit dans le fragment 8, ,  avec
des écarts maxima moindres que a. Finalement, au réscau R, .
correspondra, dans le fragment $, ., unrésean, Ry, ., construit
avec des Ccarts maxima moindres que o« el ayant pour lacet
final Lg‘-,; .

21. [’exemple le plus simple que I'on puisse donner d’une région
monodromique ainsi obtenue par transformation est celui ou les
seconds membres des n formules (1) sont des fonctions linéaives
de ., v, ..., ces formules étant, comme de raison, supposées résolubles
par rapport & &, y, ... conformément i Palgorithme de Cramer.

Iin voici un deuxi¢me exemple, qui jouera, dans la suite du présent
travail, un role essentiel.

Désignons par et 0 deux variables réelles ayant pour champs res-
pectifs de variation, la premiére la région rZo, la seconde toute
I'étenduc de I'espace réel [[0]], et soit f(0) une fonclion possédant,
dans toute I'étendue de cet espace, la double propriété d'étrve réelle et
positive sans jamais s'annuler, et d’étre olotrope et périodique & la
période 2. Puis, considérons les formules

) . E=rf(0)cosf. n=rf(0)sin0:

par rapport a deux axes rectangulaives O%, O, tracés dans un plan,
les formules (8) définissent un contour variable avec r.
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Si r est nul, le contour se réduit manifestement & un point unique,
Porigine O.

Pour les valeursde rdifférentes de zéro, on constate immédiatement
les propriétés suivantes :

1° Le contour (8), qui ne passe pas par 'erigine O, est analytique
el régulier, et ses divers points s'obtiennent, chacun une seule fois, en
faisant croitre 0 de zéro & 27 (020 < 237) ().

(') Des formules (8) on déduit en effet, par une difiérentiation premiére
relative & 8,

o
()OWl[f’(O)u)s — f(9)sinf],
o ey .
5= rlf(9)ysin0—+ £(9)cosT];

- étant supposé > o, la nullité simultanée de -Z;, — e¢ntratnerait celle des denx

9

quantités placées entve crochets dans les seconds membres, e, par suile,
puisque f(9) ne peut s'annuler,

cos —sing . Cur

. =o ou c0s*G + sin*f = o,

sind cos§
ce qui est absuvde. Le contour analytique considéré est done régulier. 1l ne
passe d’ailleurs pas pav Uorvigine : car lanullité simultanée de ;et v entvainerait,
 cause de r f(§)> o, celle de cos9 et sin9, ce qui est absurde.

Eufin, si l'on désigne par §,. 4, deux valeurs de la variable 0, les relations
1 ) 1 2

simultandes

rf(9,)cosdy= rf(9)cosbs. rf0)ysind =r/(0s)sind,,
c’est-i-dive (& cause de » > 0)
flh)cosh= f(9s)coshs,  f(9)sindy= f(9:)sind,,

entrainent d'abord, par I'¢lévation au carré. addition membre a membre, et
Pextraction des racines carrées positives, £(4,) = J(9,). par suite, puisque f(9)
ne peut s'annuler,
€089, = c0sba. sinf, = sin 0,,
par suite enfin
0y — Gy =mult. entier de az:

les divers poiuts du contour s'obtiennent donc bien comme il a été dit.
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2* Toute demi-droite partant de I’origine rencontre le contour (8)
en un point et en un seul ('),

3* Enfin, deux quelconques des contours obtenus, manifestement
homothétiques par rapport & 'origine, n’ont aucun point commun (*).

Iin désignant par 2, le contour qui correspond & la valeur » de la
premiére de nos deux variables, ct par R une valeur numérique posi-
tive (> 0), nous nommerons (nérieur du contour 2, la région du
plan qu’engendre le contour ¢, lorsqu’on fait varier 7 dans les limites
assignées par la double relation oSr <R (laquelle, sans exclure la
valeur initiale zéro, exclut la valeur finale R). ‘

Cela étant, on peut déduire de la proposition générale du numeéro

(1) Si Ton considére en eflet la droite ayant pour paramdtres divecteurs les
quantités (non nulles & la fois) «, 3, ses points d'intersection avec le contour (8)
s‘obtiendront en exprimant que les quantités &= r/(9) cosd, n=1rf(0)sind
sont proportionnelles & «, 3, c’est-d-dire, & cause de r f(0) > o, que l'on a

cosf sin0 [
jrmnng = = _‘;
o ¢ a4+

la droite dont il s’agit coupe donc le contour en deux points situés de part et
d’autre de Porigine,
(*) Edlectivement, les relations numériques simultandes

r f(0y) cosOy==ry f(0s) cosly,
S (0) sl = 7, f(9:) sind,

entrainent d’abord, par P'élévation au carcé, 'addition membre a membre, et
I'extraction des racines carvées positives, », f(0,) = . f(0,); les relations précé-
dentes deviennent alors, puisque, en vertu de nos hypothéses, ni r, ni f(9) ne
peuvent s'annuler,
cos 0, = cosf,, sinf, = sinf,,
d’olt
0,— 0s= mult. entier de 27,

et par suite, & cause de la périodicité de f(6),
ry=ry

les deux contours 7, r, sont donc nécessairement confondus.

o~

Journ. de Math., tome V, — Fasc. 11}, 1926,
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précédent que Vinidricur du contour ¢ constitue, dans ['es-
pace “2 n|s une région monodremique (V).

s

(1) Voict Pexpost ditaillé des raisonuements :

L. Désignons par ; 4 la végion formée par Uintérieur du contour € augquel on
adjoint ce conlour lui-méme, ou. en dautres termes, la région définie pav les
formules (8) et par la donble relation

(9 o0 R

(laquelle w’exelut, ni la valeur initiale 2éro, i la valewr tinale R),
Considérons, d'antve part, dans Uespace (véel) ||, 1], ta vogion limitée et
compleéte, By ., que définit Ta double velation

() R I A B
cetle région peuat toul aussi bien se définir 4 Paide des formules
(1) = reosh, Vo= rsing,

auxquelles on adjoint la double relation (g). Or, comme on va le voir, les
régions Wz, el U, ) se correspondent point par point.

Tout d'abord, au point ==y =0 correspond le point I === 0o, et récipro-
quement, Gar, ¢os0 et sinf ne sannulant jamais i la fois, Fhypothise o=y z=o
catraing, en vertu de (1), 7= o d'oit Uon déduity en vertu de (8). 2 =2y, 000
Réciproquement, les produits f(0) cosh et £(0) sind ne s‘annulant jamais & la
fois [pui»‘\quc J(9) ne peat sannuler], l’hvpollxizsc ‘ Z 2z o entraine, en vertu
de (), ¢z o, ot Uon déduit, en vertu de (1), .

La v llun 2év0 de 2 étant deartée, il vésulte dL Fensemble des hivpothése
formulées plus hant que, dans les limites assignées par la double relation

2 l =,

o< r-R,

lex seconds membres de (8) et ceux de (11) satisfont aus conditions suivantes :
Ceux de (8) admettent la pérviode arw, et les velations

o S (9 cosd = 0y f(0,) cos Dy, 9 sin = £(0.) sin 0,
ne peuvent ére simultanément vévifides que si 'on a i la fois
(12) TN 0, — 0y = mult. entier de 2x.

Semblablement, les seconds membres de (1) admettent la piériode a7, et les
relations
rycosf=r,cosl,, rysind, = rysinf,

ne peuvent étre simultandment vivifices que sous les mémes conditions (12).
U existe donc manifestement, entre les deux régions U, et U, ., une corres-
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22. Si, dans les formules (8), on remplace les notations &, y par

i
les notations v, ), elles deviennent
(16) wr R eest vz rf(G)sind,

et l'on a I'énoncé suivant :

pondance point par point, el les points corvespondauts s'obtiennent en donuant
a r et g, d'abord dans les formules (8), puis dans les formules (11), des valeurs
numériques qui, <1 stagit de s sont ndeessaivement dgales, et s'il sagit de §,
peuvent toujours dtve supposdes dgales. En vertu de cette covrespondance point
par point, on peut poser

(13) I v n== e »),

les seconds tuembres G, 1), H{e ) Slant des fonections bien diéfinies de v, ¥
dans la région limitée et compléte ¥,y : nous allons établir maintenaut que ces
dewr fonetions v sont continues.

Eftectivement, sofent (o 3%) un point quelconque de B\ et (e %) un
systéme de valeurs de r, 4 tel que Uon ait

B B cus . Yo rasinly.

Si .y et vy ne sont pas nuls & la fois, 7y v'est pas nul, et les formules (11)
peuvent ére vésolues par rapport & ¢ et § conformément au principe général des
fonctions implicites (Les systémes d'équations aur dérivées partielles, v 120) :
les valeurs de »# et 7 ainsi obtenues sont done, dans un voisinage suflisamment
rapproché de (.a, 30). des fonctions continues de v, ». D'autre pact, les seconds
membres de (R) sont des fonctions continuwes de », 7 dans le voisinage de (ry. %)
De la résulte, en vertu du principe général de la composition des fonctions
continues, que les fonctions 3, v des variables 2, y satisfont, relativement au point
(o o) de lavégion B, (& la condition vequise pav ladéfinition dela continuité,

Supposons maintenant gue @y ¢l ¥, soient nuls @ la fois. La fonction pério-
dique f(7) étant olotrope, pav suite continue, dans toute U'étendue de Uespace
réel | [4]], on peut assigner quelque constante positive, M, telle que on ait

(14) NOUES

dans la région limitce et compléte o355 2w, et par suite dans toute 'étendue de
Pespace véel |[9]]. Gela étant, et une constante posilive a étant donnde, on

»

- . LT
aura, pour.r, ¥ numériquement assez pelits, ¥+ 73 N d'ou, en vertu des
h N :
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Liintéricur, 3y, du contour < constitue, dans Uespace “L l|]
une région monodromique.

11 convient d’observer en outre que towt paiut de la rézion 3 est le
centre de quelque cerele entiérement sited dans 3, (V).

formules (11),

(13) r

7\
%,

,.,
-
I

l

les formules (8) donuent daillenrs 32+ 0%3=r* f2(§). dot, par combinaison
avee (1) et (13), 24 w2 < 2% et 4 plus forte raison, mod: ~Ja. madn < 2. U
vésulle de 1 que les fonctions I, n des vaviables @, 3 satisfont encore, relati-
vement an point (0, o) de la végion ¥y, @ la condition requise par la détinition
de ta continuité,

Adnsiy G, ), e, p) sont, dans ¥, des fouctions continues de 2,y

11, Si 'on observe, d'une part, que la région ¥y ou (10) est Himitée ot com-
pléte, que les fonctions G (o, ) et {2, 1) seconds membres des formules (13).
v sonl coutinues, ot que ces formules établissent, entve ¥, . et Bz y. une corves-
poundance point par point, si Fou se reporte, dCautre part, & notre proposition
générale du ne 20, on voit qu'a toul fragment monodromique de la végion B, ,
correspond un fragment monodromique de la végion U:,. Ov, Tintérieur du
cercle 27+ =R étant une région convexe, est néeessairement une région
monodrowique : Uintérieur du contour Iy est done. lui aussi, une région mone-
dromigue,

(1) Désignons en ellet par By la végion définie, danstespace véel | [, 3] pav la
double relation '

odr<<i (5 avbitraire).

et soit (@), ¥) un point de la région 3y, ndécessairement fourni par quelque
point, (7. %), de la région By : le systéme (16) admet alors la solution numé-
vique (2 ¥ ry D

Si oy est dilléeent de zéro, il résulte de nos hypothéses que le détermiunant
diftérentiel des seconds membres de (16) [relatif & r et §] est ditlévent de zéro
pour s G=r, 5. \ partiv de la solution numérique envisagée, le systéme (16)
est done résoluble pav vapport & » et 9 conformément au principe général des
fonctions implicites, et, dans le voisinage des valeurs @, ¥, 7. 20 i équivaut
entierement au systéme des formules de résolution : or, @ et y &ant arbitraives
dans ce dernier svstéme, et le point (2, §,) ¢tant, & cause de o <<ry< R, le
centre de quelque domaine intérienr & By, on voit que la région I; comprendra
tous tes points (0, ') suflisamment vapprochés de (@, 37).

Supposons maintenant 7= o, auquel cas @ et 3 sonl également nuls : il
s'agit d'établiv que, dans le plan des deux axes rectangulaires QX, OY, tous les
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Observations relatives & intégration de certaines fonctions
d’une variable imaginaire.

25. Considérant les formules (16) du numéro précédent 22, attri-
buous aux notations

aoove om0 (9 Ry S X
les significations respectives que unous avons indiquées; puis,
L

posant @ + £y =v, désignons par I'(v) une fonction de la varviable
imaginaire © olotrope dans la région normale et monodromique 3.

points saflisamment voisins de Torigine sont donnés pac les formules (16) pour
des svstémes de valeurs de 7, 5 nexcédant pas By, Or, en désignant par 2 b dis-
tance du point (v, 3) & Uorigine, on peut poser

£ TE 9 C0s W, VY =psina,
et I'on se trouve alors ramené & faire voir que, 5 et o étant donnés d'une tacon
arbitraire sous la seule condition que o soit suflisamment petit, il existe quelque
systome de valeurs de 1 et 9 vériliant les velations

(r7) (9 cos¥==5cosm, rf(9sind =osinw

et en mdme temps Pinégalité » << R A cet ellet. nous désignerons par m
le minimum de la fonction positive et périadique f(7), et nous assujettivons
la distance donnée 5 & &tre inférieure & Bae, St 9 est nul les velations (17)
sevont évidemment vérvilides par Uassociation de la valeur » = o avec une valeur
acbitraive de 7. Si 5 n'est pas nul (o <o <TRm). la rvelation »r2/3(9) = o,
déduite de (17). donne. par extraction des racines carvées positives de ses
deux membres. rf(5) = p, el les velations (17) deviennent alors

ncosdz=peose, 9sin% = g sine,

¢'est-d-dire, aprés suppression du facteur o, dillérent de zéro,

cos J = cosu, sinf = sinw,
don
§ = o -+ mult. entier de 2;
. . - 0
la valeur cherchée de r est donc fournie par la formule r= Ty dout le
[Q]

second membre, quelle que soit la valeur donnée w, est néeessairement moindre
que R.
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et par ¢, = @&, <+ i v, un point fixe choisi & volonté dans cette végion @
je dis quien choisissant v, comme point fondamental, towte déterme-

nation de Liatégrale indé finie | V() dv est olotrope dans .

Effectivement, st Uon désigne par ¢ une constante positive de
petitesse arbitraire, et que Von considére, dans e plan de notation
graphique de fa variable v, Ta région limitée et compléte obtenue en
adjoignant 4 la végion J,_ . le contour £, qui en counstitue ta fron-

tere, la fonction 1) admettra, en un point arbitrairement vaciable
de la région lhmitde et complite dont il s'agit, un olométre an moins

égal it une constante positive ¢ convenablement choisie. et. & partie du
poinl fondamental ¢, toute détermination de Tintégrale indélinie

~ B . N
/ F(o)de v sera calenlable par cheminement avee le rayon 5. Hen

[}

sera ainsi, notmment, dans ly véglon pactielle 3, .. et comme
celle-ct est & la fois normale ot monodromique, la détermination
considérée de Vintégrale v sera assimilable & une fonction olotrope
proprement dite. Cette conclusion étant dailleurs applicable quelque
petit que soit &, on voit yue toute détermination de 'intégrale inde-

A

finie [ F(v)dv est bien. comme nous avions annoucé, olotrope

N

dans J,.

S

2%, Un désignant par p un entier positil donng. et faisant sue ()
fes mémes hypothéses qu'an nuwéro précédent 23, la fonction

(‘\ ‘*I:——; l o l“(\‘) dv

e
est olotrope dans 3.
Effectivement, Il résulte tout d'abord du n® 23 que intégrale

(2) } v i‘\(\‘\({\'

Lt

jouit de cette propriété: la fonction (1) est d’ailleurs le quouient
par o7+t de Pintégrale (2).
Or, en développamt F(v) en série de Maclaurin, on a, dansle
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voisinage de la valeur zéro de v,

Fiv)=aeta v a4 .,

d'ott
op [q‘(‘\) = @avP + a, et a, SO

puis

A

/ vP E () de = _f_’l\_“_\.pi L _M")__\.\p.;.a + (_'3_‘_ VS T
A P p 2 p=+3
et enfin
S A, ! a .
— / v (o) de = AN BT S
RENA U pera I

la fonction (1) est done développable en série de Maclaurin.
Dautre part, & partiv de toute valeur de v non nulle prise dans la

région 3., clle sera développable en sévie laylorienne, puisque le
numérateur | (e et le dénowinateur «*' le sont l'un et

o

Uautre, et que le dénominatenr aune valeur initiale différente de zéro.

it S (ol swavre.)
\\\ ) ' ;.1; \
r i v i i . \\
\'{ SO I A o
b ezx.\\\*;‘/



