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) {{) Déformation des swrfaces tétraédrales;
=

A /

R Par M. Berrraxo GAMBIER.

L. Objet de ce Mémorre. — M. Tzitzéica a publié, en 1916, au
Tome XX\ V1l des -Annales de U Académre rowaaine, Mémoires de
la Section scientifique, un article d’une rare élégance o il montre
(que chaque surface tétracdrale

2 2 2

(0 x4 3yt 4yt

peut étre déformée en «=' nouvelles surfaces tétraédrales ayant en
commun avee la primitive une asymptotique restant rigide au cours
de cette déformation, pendant qu'un résean conjugué reste conjugué
permanent; l'asymptotique peut étre prise arbitrairement, de sorte
que, finalement, on obtient =* configurations tétraédrales de la surface
primitive. M. Tzitzéica montre ensuite que la condition nécessaire et
suffisante pour Papplicabilit¢ de deux surfaces tétraédrales (a, 3, v) et
(2. 3, y) est'égalité des deux expressions numériques correspon-
dantes

1= (16+ 5\;_*_ 76___ 333 S 2},;:“::__.3“;:‘3&):‘
a&gﬁ 73

Deux cas peuvent se présenter : I n’est pas nul, ouil est nul. Si l
. 1 ’) 0 .« 4 s
n'est pas nul, soit — sa valeur; I'élément linéaire de la surface est

réductible i la forme

(E) ds*= }l [ du® + am du di -+ o de].
4

Dans ce cas on ne sait pas résoudre complétement le probléme de
la déformation, c'est-i-dive intégrer I’équation de Monge-Ampére
bien connue dans cette théovie, mais on a su en signaler des intégrales

Journ. de Math., tome V. — Fase. HI, rgab. 3o



298 BERTRAND GAMBIER.

particuliéres dépendant de dewex: constantes. Laméthode de \Weingarten
rameéne d’ailleurs la recherche de la déformée 2énerale & la recherche
des surfaces auxiliaires X vérifiant la relation

(3) R R, p*=const.,

R,, R, étant les rayons principaux en un pointde £ et p la distance de
Porigine au plan tangent de X en ce point.

Si Pinvariant estnul. I'¢1ément linéaive de lasurface est réductible
& la forme

() vdu 2 du dv -+ det.

et dans ce cas la déformation gindrale de lasurface est assurée par la
méthode de Weingarten; les surfaces X auxihiaires satisfont a U'équation

(1) Ry-- Ra=4p.

Je reprends la question d’un point de vue plus géométrique que
M. Tzitzéica et j'apporte des compléments imporlants.

1° Par le méme procédé qui fait passer d’une quadrique & centre &
un paraboloide, j'obtiens les surfaces parabolo-téiracdrales (p. ¢
constantes)

0 "

(5) ]J-l‘:‘ - (/.)':; o

<

o

Il

qui admettent 'élément () si pg = me; la réduction du s* par ce
procédé est d’ailleurs immédiate. On obtient ainsi ' nouvelles défor-
mées, au moins dans le cas o1 1 n'est pas nul.
2° La réduction a la forme (19) peut avoir lieu soit avee des
variables u, ¢ réelles (pour un point réel de la surface). soit avec des
aviables u, ¢ naginaires conjuguées. Pour les surlaces /Zyperbo-
liques & une nappe, ou hyperboliques @ dewe nappes, ou pardabo-
liques elliptiques ouw by perboliques, les varviables u, ¢ sont réclles. de
sorte que deux surfaces de cette catégorie, ayant bien entendu méme
invariant 1, peacent se recouvrir dans ["application, soit en totalité,
soit en partie, et cela par des portious #Jéelles. Mais, pour les surfaces
tétracdrales elliptiques, les variables («, ¢) sont, suivant le cas, soit
réelles sur toute la surface, soit imaginaires conjuguces sur toute la
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surface : les deax cas sont distinguds par le signe de la quantité
D=t 38 - yf — a3 —aypiad — o' 35

De la sorte on peut réaliser des surfaces de méme ds*, (E), mais
non applicables p/ysiguement, Uune des surfaces véalisant (E) en
coordonnées curvilignes (u, v) véelles, autre en coordonnées imagi-
naires.

3* Ne prenons d'une surface tétraddrale que la portion située dans
le trivdre des coovdonndes positives @, v, = : on & ainsi le huitiéme de
la surface, les autres morceaux étant ou égaux ou symétriques; ce
huititme admet un pole P el trois géodésiques, rayonnant & partir
de I’ en faisant entre elles des angles de Go®, partagent ce huitiéme en
six secteurs applicables les uns sur les autres, deux secteurs adjacents
s'tchangeant dans une -auto-application de la surface laissant inva-
rlante la géodésique; ces auto-applications tiennent & ce que (1) peut
&tre obtenu de six facons diflérentes et je donne les formules eflectives
véduisant le ds* & la forme (E); P n'est réel sur la surface que pour
les surfaces elliptiques satistaisant aux inégalités simultanées

l) < o, ‘3:: . 7;: — .X::,\- 0, 73 - 1:; —_ 31‘.> 0, .ZR - ‘32:“_./::’\. o,
4" Chaque surface tétrad¢drale admet des asymptotiques particu-
. : . 2

|

cxemple). Autour d'une telle asymptotique restant rigide, donc rec-
tiligne. la surface peut ctre déformée, avec un réseau conjugué perma-
nent, qui est alors le véseau conjugué de Keenigs, et méme double-
meunt de Keenigs : en effet, le long de chaque section hovizontale, il y
a un cone circonscrit ayant son sommet sur Oz et le long de chaque
section par un plan contenant Oz, il y a un cylindre circonscrit, de
génératrices horizontales.

5° Chacune de ces génératrices rigides est représentée sur le plan
(ut, v) parune droite; il y a x* surfaces de méme ds*, donc x* géné-
ratrices, mais x' images seulement, puisque chaque image correspond
A = surfaces; il se trouve donc que 'équation dilférentielle des géo-
désiques admet, en coordonnées (u,v), x' intégrales rectilignes,
enveloppant une courbe de troisi¢me classe et quatriéme degré : si les
coordonnées (u, ¢) sont réelles, cette courbe est bitangente a la droite

livves rectilignes, done géudesiques (s =+ * et a2’ + 8y* =o, par
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de I'infini aux points ot cette droite rencontre ’hyperbole

(1) e — m*== 0.

Pour plus de clarté, bornons-nous au cas ol («, ¢) sont imaginaires
conjuguées : on écrit

(6) =t -+ v, v=u'— 1,

et alors les géodésiques en question enveloppent une hyperboloide &
trois rebroussements tritangente au cercle C

(G) wWig vt iz o

aux sommets d'un triangle équilatéral dont I'un des sommets est
(&« =m, ¢'==0); etalors nous avons la représentalion suivante, parti-
culiérement élégante : considérons les x* triangles inscrits dans le
cercle C, définis par la relation

(7) @1+ @2+ 93=0,

enlre les arguments de leurs sommets sur (C); ce sont les images sur le
plan wu'¢’ des x* surfaces tétracdrales applicables les unes sur les
autres : 'intérieur du triangle correspond & la partic réelle de la sur-
face; les =' paraboles inscrites dans le triangle sont les images des
asymptotiques; l'une de ces paraboles, choisie, admet x' triangles
inscrits dans (Q) et circonscrits & la parabole : ce sont les images des
«' surfaces tétraédrales ayant en commun I'asymptotique en question.
6° Toute surface, tétraédrale on non, admettant le ds*

(E) ds*=udu*-+2mdu dv + ¢ dp?

dépend de la recherche d’une surface auxiliaire X satisfaisant & la rela-

tion entre la courbure totale K et la distance p de 'origine au plan
tangent

(8) K=2.

Or, M. Tzitzéica a montré, du moinsimplicitement, aux Rendiconty
di Palermo, 1908, t. XXV, que ces surfaces X admettent une trans-
formation & cinq paramétres les échangeant avec une nouvelle sur-
face X', de sorte que toute surface d’élément (E) donne, par des qua-
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dratures, * surfaces de méme élément; c'est 1 la véritable origine
du fait qu'une surface tétraédrale est applicable sar o* autres sur-
faces tétraédrales; la surface X est alors une quadrique a centre (), et
sur les cinq paramdétres annonces, il y en a alors {rols qui ne donnent
qu'une transformation ponctuelle de ) en elle-mé&me; il n’en reste
donc plus que dewa: pour la déformation.

7° Enfin toute surface d’élément (E) adumet nécessairement des
auto-applications : si le pole (== o0) est simple sur la surface,
les auto-applications sout cn nombre Gp : pour une surface tétraé-
drale, p = 8.

2. Etude géométrique et classification des surfaces tétracdrales.
— Soit la surlace tétraédrale

(2) (1) 2w Byt ysi=1,

a, B, vy sont trois nombres réels; s'ils sont tous trois négatifs, la sur-
face est totalement imaginaire, mais posséde des nappes continues ot
deux coordonnées sout réclles et la troisitme imaginaire pure : nous
savons que cette circonstance est nécessaire a réaliser pour obtenir des
systémes eycliques réels, Si a, B, v ne sont pas négatils tous trois, en
dehors de certaines nappes de 'espéce précédente, la surface posséde
des nappes réelles. D’antre part, comme (o)« o j est une racine
cubique imaginaire de I'unité, peut s'écrire a(‘j.vﬁ), et que o et (j.zzﬁ)
sont, finalement, des déterminations de la racine cubique de z*, le
changementde « enaj ou a* est sans influcnce surla surface (dans son
ensemble) et ceci explique pourquoi les formules rationnelles ne feront
intervenir que o', 3%, y' (valeur de l'invariant 1 par exemple). La
transformation simple

a 0

(2) x = X% y=Y s=1

fait correspondre rationnellement & (w, ), 5) un point qui engendre
la quadrique (Q)

(Q) (3) B P AT
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De la on conclutimmédiatement que ¥ est de degré 18 (*). L'équa-
tion tangentielle de X est
(4) R

La classe est 6; chaque plan de coordonnées, et aussi le plan de I'in-
fini, est plan tangent quadruple, touchant la surface le long d'une
sextique unicursale (développée de conique ou hypocycloide a quatre
rebroussements); cctte sextique est aréte de rchroussement ct asyp-
totique stnguliére de la surface.

Jappelle lasurface : téiraédrale elliptique si x, 3. ¥ sont du méme
signe (le signe + donnant les surfaces elliptiques réelles, le signe —
les surfaces elliptiques imaginaires); (étracdrale hyperbolique ¢ une
nappe si deux coefficients sont positifs, l'autre négatif, tétraédrale
hyperbolique & deux nappes si deux coefficients «, 3, v sont négatils
et ["autre positif,

Par la transformation (2), les asymptoliquesse correspondent sur X
et Q : donc lessurfaces hyperboliques a une nappe ont deux asympto-
tiques réelles issues de chaque point réel; sur les autres surfaces, les
asymptotiques sont enti¢rement imaginaires. Mais, réelles ou non,
ces asymptotiques de X sont des cubiques gauches osculatrices aux
plans de coordonnées et au plan de 'infini.

Bien d’aulres procédés font dériver une surface tétraédrale ¥ d’une
quadrique Q; cela tient, au lond, 4 ce que deux quadriques coaxiales
se correspondent par une translormation a//fine réelle ou non. Ainsi
le point (X,, Y,, Z,) de Q étant projeté sur les axes de (), le plan con-
tenant ces projections touche son enveloppe en un point («\j, BY,
vZ}) et cette enveloppe a pour équation, non pas (1), mais

N
(5) ottt -+ B"J’J“"/'l“‘

Autre construction : en un point M de Q je méne la normale, puis
la droite A conjuguée (au sens de la théorie des quadriques) dela nor-
male; le plan mené par M, perpendiculairement & A, enveloppe une

(') Un plan conienant l'un des axes O, Oy, Oz ou pavalléle & l'un des plans
de coordonnées coupe la surface suivant troés sextiques unicursales, dont une
seule, au maximum, peut étre réelle.
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aulre surface tétraédrale, car il a pour équation

/—“Y—{—' 1 =
BY, 20 a B 7

(6) B .,/,\-}—

Si I'on applique cette derni¢re construction & un paraboloide, elle
nous montre que, si (), d'abord a centre, se transforme par continuité
en un paraboloide, lasurface tétraédrale dégénére par continuité en la
surface relative au paraboloide, d’ott les surfaces parabolo-tétracdrales
elliptique ou hyperbolique. On y arrive donc directement en pre-
nant (1), décalant l'origine sur Oz :

wie

I s NENE N (RCE) NN
v 3= 3 7 yst==\1 Y 1 / e

Ou suppose Y tendant vers zéro, les termes négligés contiennent des

terimes en v ~", ...; supposons que ¢, 3 tendent aussi vers zéro, mais

que ay el By 1 tendent vers des limites finies p, ¢; I'équation lirite
de & devmnt

o

(= () pat-i- (]‘)»‘::"-_: .

oz

(en supprimant 'accent de 5'). La surface £’ est dite parabolo-tétraé-
drale elliptique st pg > o, hyperbolique si pg < o. La transformation

(9) @ == \*¥, r=Y3 =7
fait correspondre & ¥/ un paraboloide (')

QY (10) p.\':+q\“-':§z,

el aux génératrices de (()’) correspondent encore les asymptotiques
de X'. L'équation ponctuelle de ¥’ est

(“) (P::m2+ 73),2_ %:3)+ Sp:;qsx!),zs::: o.

Le degré est g; la classe est 5, car I'équation tangentiellc est
(12) (¥ ¢+ ahute=o.

Le plan de l'infini est tangent quadruple et coupe la surface unique-
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ment suivant la droite & P'infini du plan horizontal qui est ligne triple
de la surface.

Une autre transformation intéressante des surfaces géncrales X
consiste & écrire
K] N

(13) e=P y=0%  s=RE
de sorte qu’a la surface X correspond le plan (P),
Py () 2P+ BO+yR=1.

A un point réel de X correspond un scul point réel de (P); mais &
un point du plan (P) correspondent huit points de X, disposés aux
sommels d'un parallélépipéde rvectangle, se correspondant dauns les
symétries de X, Deésormais nous nous bornerons pour ¥ aw huiticme
qui est dans le triédre positif Oayz. Pour que le point de X soitréel,
il faut que le point de (I’) soit dans une région convenable; soit le
triangle T découpé sur (P) par les axes; & la surface elliptique
réelle (a, B, v positifs) correspond la région intérieure & 'T'; pour la
surface hyperbolique & une nappe, si @ >o0, 3> 0, y<o, larégion a
conserver est celle dite ex-inscrile @ Pangle 7, en appelant p, ¢, 7 les
sommets de T situés sur O, Oy, Oz; pour la surface hyperbolique &
deux nappes, si @ >0, §<<o, y<<o, la région ulile est, cctte fois, la
région opposée par l'angle p au triangle T. Pour les portions réelles
mais rejetées de T, le point de ¥ a i coordonndes réelles (i = o, 1, 2
et les 3 — 7 autres imaginaires pures.

Les asymptotiques, soil réelles s'il en existe, soit imagrnaires, mais
coincidant avee leur courbe imaginaire conjuguée (*), sont repré-
seutdes sur le plan (I”) par les paraboles, formant un faisceau tangen-
tiel, inscrites daus le triangle T : pour la surface hyperbolique & une
nappe, o> 0, 8 > o0, v < 0, les asymptotiques reelles sont celles dont
I'image est une parabole ex-inscrite dans I'angler. Ce sont toutes ces
asymptotiques, réelles ou non, mais d'image réelle qui jouent dans la
déformation annoncée de X le role fondamental.

(") Ea véalité, & «wne parabole corvespondent, sur la surface X compléte, huit
cubiques deux & deux égales ou symétriques; dans les cas d’asymptotique ima-
ginaire, coincidant avec sa conjuguée, il faudra eutendre par 1d une cubique
gauche imaginaire réunie & la cubique imaginaire conjuguée,
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Nous verrons aussi I'importance pour la déformation de X des
courbes qui ont pour image sur () une droite; on peut définir cette
droite, d’abord par le plan (P) lui-méme, puis par le plan

uP +¢ Q +wR=yo,

contenant cette droite et I'origine; on obtient ainsi un réscau linéaire
de courbes sur la surface; chacune d’elles peut, au cours de la défor-
mation & dewx paramétres de I, devenir avéte de rebroussement
plane, section de la déformée X, par un des plans de symétrie de X, ;
une autre propricté est la suivante : unc de ces courbes choisic peut,
aprés déformation de I en X, retrouver chacun de ces points & la
méme distance de 'origine qu’au départ. Les droites de (P), tangentes
4 une méme parabole, inscrite au triangle T, sont les images d’un
réseau conjugué¢ de X, qui reste conjugué permanent, si asympto-
tique de X ayant la parabole pour image, reste rigide. Quand on fait
I'image de X sur la quadrique (Q) au lieu de (P), les asymptotiques
de X ont pour image les génératrices de (Q) et les courbes du résean
signalé¢ sur X, au lieu de se transformer en droites, deviennent des
biquadratiques, intersections de (QQ) avec une quadrique coaxiale;
celles qui restent tangentes & une méme génératrice de (Q), donc &
hurt génératrices, sont I'image du réseau conjugué indiqué & 'instant :
si (Q) est une sphére, on obtient les systémes de coniques homofocales
situées sur la sphére.

3. Digression sur les asymplotiques. — Si l'on considére les équa-
tions paramétriques
(1) = A(A+a)" (@ + a)r, y ==

3=C

()\ -4~ 1))'"(.& -+ b)p)

(A= )" (2 e)P,

ot A, B, C, g, b, csont des conslantes et A, u. des paramétres variables,
x, ¥, 5 sont des solutions de I'équation de Laplace

J10 J9 9
(2) (}\—p)m‘u*—pb—i-}-”l'g—*n.

Le systéme (A, w) est conjugué sur la surface (on peut, dans ce
paragraphe, supposer les axes rectangulaires ou non). Les jacobiens
Journ. de Math., tome V. — Fasc, III, 1926, 3
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D s) Discae)y Deeoa)

D) DOy Do)y
cients ), D', D de Gauss conticnnent en facteur (A— )2,

Sidonem = p, la reprisentation (h, ) étant propre, laligne k==
est ardte de rebrousscment de la surface ot en méme temps ligne
asymplolique singulicre de la surface : en chuque point de Uaréte
viennend passer dewr asymplotiques tangentes ¢ Faréte. L' équation
des asymiptotiques est

contiennent en facteur A — .y les coeffi-

ne( e 1) i B Cppe=)da

() CFO 0TS ™ W a@Een @’
De la sorte si les exposants m, p sont vemplacés par d’autves me,. p,
tels cque

m(me—1) _ m(mi—n)

p(p—1)  pip—1)’

(4)

tandis que A, B, G, a, b, ¢ recoivent d’autres valeurs arbitraives, on
a deux surfaces avec unc correspondance ponctuclle (points de mémes
A, ) conservant les réseaue conjugucs et les asymplotiques. Si
chaque rapport (4) est commensurable avec I'unité, I'¢quation (3)
s'intégre algébriquement en A, u.

Sim = p, la veprésentation (X, w.) est impropre et la singularité de
la ligne A =w disparait de la serfuce pour passer dans la représenta-
tion: la ligne X == w est asymplolique régulicre, sans ¢tee avdle de
rehroussement, L’équation (3) devient Péquation d'liuler, (ui se
trouve intégrée par ces considérations, puisque, la valeur commune de

. . l
m et p varviant, les asymptotiques se conservenl : or, pour m = p = o
on a les quadriques et leurs géndratrices vectilignes.
La décomposition de la fraction rationnelle

: (XD (X p)
* =X = 61X =)

nous apprend que la somme des résidus est 'unité; donc la sphére
N*+ Y* 4+ 4* = r admet la représentation paramétrique suivante, cor-
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respondant & un systtme de coniques homofocales °
(6) Nem Ay QB () oy, (R (o)
T T a=b)(a =1y TS ae—a) U T (e—aY(c —b)

Une quadrique, quelconque, vapportée { trois diametres conjugués
a donc la représentation

! 1 . 1 '
() X==A(a+2)*(a-+ ‘u.)'-&‘ = RO R0 p)Y A= Cle - 1R (e - »)s,

Une objection se pose : la quadrique ne renferme que t7ois pava-
mdétres; les formules (-) venferment siw constantes A, B, G, a, b, c.
Mais on peut multiplier a, b, ¢, %, « par un méme facteur et diviser A,
B. C par ce méme facteur sans rien changer; on peut augmenter «,
b, ¢ d'une méme constante, etdiminuer i, w de celte méme constante;
donc, puisque «@ =/ b, on peut véduire a — b dl'unité, ad 1, et bao:
il ne veste done en réalité que quatre constantes A\, B, G, ¢ (il est com-
mode pour ce qui suit de laisser \, B, C,a. b, ¢); les quatre constantes
correspondent aux trois parameétres entvant en jeu pour la quadrigue
ct au paramétre complémentaive qui entre en jeu pour le choix de la
représentation particuliere (7) ¢'est-d-dive pour le choix de la géné-
ratrice

N=A(a—2), Y oB(h+2).  Z=Cle+A).

Pour la sphire, on retrouve cette propriété qu'il existe x ' systémes
homofocaux de plans principaux dounés, cavactérisés chacun parv
Pécarteent angulaive des toyers.

Comme la quadrique (7) a pour équation

S2 ‘2 . 72
(&) 1 AN 1 \ 1 72

TS S TRt S C IR VAN myr I 1 prampely pratig A o
( x (¢ — &)

=1,

il est nécessaire et suffisant, pour que la quadrique soit réelle oa tout
aw moins repreésentée par une équation reelle, que a, b, e soient
réelles et que chaque quantité A ou B ou C soit ou réelle ou imagi-
naire pure; quand on a donné les valeurs véelles, positives on néga-
tives, de A*, B, C* il y a des relations d’inégalités simples & derire
entre «, b, ¢ pour obtenmir une quadrique & points rvéels. Mémes
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remarques pour la surface tétraédrale (')

3 3 - 3 3
(e=A0+al(@ra),  y=B(h+ 0 (2t b),
(0) l N

RN N

=GR+ 0) (- 0)

A. Déformation en surface tétraédrale d’une surface tétracdrale
donnée. — Donnons-nous une surface tétraédrale X

(1 Y yst=

o

WS

Xt -

(o

et choisissons sur elle une asymptotique, réelle ou non. dont I'image
sur le plan (P) est une parabole réelle. Nous avons la représentation
particuliere

: 3 2 -3

\ AR (e a)d, A—=[a(a—b)(a—- V] *.

! 8 N _
() Er=B+b)(p b):, B=[3(b—a)(é—c)] *.
3 3 o C=3
V=G o) (o). C=[y({c—a)(e—10)] *.

La cubique gauche I' asymptotique

() @ =A{R+a), ry=B{+ )3, s2= G2 = o)

(') Nous avons va que, m élant fixé, mais arditraire. la traustormation

@ro= P y= Qm\ = R»

fait covvespondre au plan 2P + 3Q + 7R =1 wne surface dont les asyvupto-
tiques ont pour image les paraboles inscrites dans T, tandis que les tangentes
{ une de ces paraboles détinissent sur la surface un réseau conjugud. Moditions
légéroment la corvespondance en écrivant

P'"—( Qm_.‘ Ry —1
O e—————y P I em————y S T ——
m ' . m mn

Faisons tendee m vers zéro: & la limite nous avons la correspondance
e=logP, »=logQ. s = logR,

et la surface de translation de Soplus Lie, xet+ 3e¥+ yes=1, avec les oof
véseaux de translation qu'elle posséde, rattachés ainsi aux systémes de coniques
homofocales.
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admet le plan de l'infini pour plan osculateur (de sorte que le cone
directeur des tangentes est de degré 2 seulement, au lieu de 4), puis
les plans de coordonnées comme plans osculateurs : le conce directeur
des tangentes admet donc un triédre trirectangle circonscrit,donc o'}
soit 0"’ ) 5’ un nouveau systéme de trois plans osculateurs rectangu-
laires; ce triédre trirectangle O'2’y’ ', auquel T sera attachée, est
déplacé de facon & coincider avec O.xys; I' a donc pris une nouvelle
position I, définie, dans le systéme Owyz, par les équations paramé-
triques
4) A=A ), Y=RO4+bR,  F=C ),

Pégalité entre I' et I' ayant lieu par les points de méme . O, si A joue
le role du temps, il est nécessaire et suffisant pour cela que les quantités

scalaires de T’
d.r‘>’ + dy\? dz\?
dh dr + ar)’
({*J‘)* a*y\? + d2z\? ) AR ‘+ d*y\? + diz\?
ar) T \@ as) ¢ an an an
soient égales aux quantités analogues de IV, pour chague valeur de \.

Ceci se traduit par les identités (S, symbole sommatoire de Lamé)
SAY (A + a)*=SA®(A+a'),
(3) SAY(A +a2=SA"(d+ '),
S:\2 = S:\';‘.
La premiére identité entraine les cinq relations
(6) Alai+Bbi4-Cief= AT+ Bb 4 Q" ({=o0,1,19,3,4%)
qui suffisent pour les suivantes. Nous avons bien, A, B, G, @, b, ¢
étant données, wne arbitraire et une seule pour la solution
(A, B, C, &, b, c)des équations (G).
Si I'on considére maintenant la surface X' définie par
2 3 3 2
S=A G+ ) (p+ ), P =B (A 8 (),
E K
::l: ‘I()\+c’)2 (“ +cl)3,

elle est manifestement, en vertu de (G), applicable sur X, car on a
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immeédiatement pour le ds* de ¥

SAT(+a)(w+a), F=35SAYr+a)(pi-a)d,

-

(8)
G=

1o

SAN2 =+ aB (g +a).

On a ainsi ' déformées de X, oun 'asymptotique [' veste rigide et
ou le réseau (A, u) reste conjugué (). L'image sur (P) de I est la
pavabole réelle ’

{a) P=AYG ey, Q=B 0 40N R=C 3o

Quarrive-t-il si, dans les formules ( 2), nous supposouns G tendant
vers zéro et ¢ augmentant indéfiniment de facon gue Ce? tende vers
une limite linte? On a

]
-y o

.~ PR T TR VRN L. S
(1w} 5;=3—Cc':= G [( + = L= e e
(o [ R

W
. . Q9 .
A la himite, =, tend vers ;C. (A =+ w); nous avons donc la surface
parabolo-tétraédrale X,

Ry )

(1) =) (para),  y=B(6) 2+ b 2= D00 ).

ol je supprime les indices; "équation de X,, oblenue en éliminant
s

A+ et Aw entre 2%, )" et = est bien de la forme annoncée plus haut
(12) s ?-;(pmﬁ -+ :]3‘::‘_).

Nous avons sur X, un réseau conjugué formé de courbes taugentes & la
cubique asymptotique particuliére

(r3) =A(L+a), == Ba+ 0N 3 =30

(') En réalité, X et X' se touchent tout le long de deux cubiques gauches,
symétviques Uune de Uautre par rapport a l'origine. X posséde huit cubigues
asymptotiques égales ou symétriques entre elles, provenaunt des échanges de A,
B, Cavec &= A, == B, &2 C et X' possede également huit cubiques dont chacune
ast Uégale ou la symétrique de I'une de huit cubiques précédentes,
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et les équations, limites de celles trouvées plus haut,

Ay B2 = AT 4B 4 O

Ata +- B =\*a' + B2 + Q¥
) LAt BEir = Al 4 BUebE o Gltett,

Aad 4 B3 =A@ BEHSL Glie’,

VoATat - BYO e Gz At e B30 - (Glie'y,

expriment i la fois I'égalité de Pasymptotique (13) et de la cubique T’
donnée plus haut par (4) et applicabilité de la surface parabolo-
tétracdrale X, et de la surface X' définie par (g). Si ¥ est donude,
les ¢quations (14) donunent une surface parabolo-tétraédrale (et
une seule), sauf un cas d’exception précisé plus bas,

5y 1 ®
ad - 3 4 yrio,

ot cette surface n’existe pas. (n peul remarquer que st X, existe, elle
est unique, car les équations

Al B Al B3O, (F==o.1, 1, 3),

ol l'on suppose a # b, @, == b, exigent, on le voit aisément,

0=a. b=1by, Ar= A Br= B}

(ou ce que l'on obtient en permutant B, avec A, et b, avec a,). Si ¥,
est donnée, les équations (14) définissent o' surfaces tétraédrales
ordinaires applicables sur ¥, Il faut remarquer qu'une surface tétraé-
drale et une surface parabolo-tétraédrale ne peuvent se raccorder que
suivant une cubique wnique.

On a done bien troucé pour chaque surface tétracdrale ou para-
bolo-tétracdrale x* surfaces tétracdrales de méume ds*: en fivant
une asymptotique arbitratre, on @ =" déformées avec rigidité de
lasymptotique et un réseau conjugud permanend.

3. Surfaces parabolo-tétraédrales ; ds* réduit. — Chaque asymp-
totique de X livre en particulier une surface parabolo-tétraédrale; on
obtient donc = 'surfaces parabolo-tétraédrales applicables entre elles.
Ceci est évident a priori, si l'on remarque que la surface parabolo-
tétraédrale est de translation, les profils de translation étant dans
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deuwx plans rectangulaires; on sait que de telles surfaces de transla-
tion admettent x' déformées de méme espice. Effectivement, soit la
surface X,

(%) (1) s=2pet +qp)
et posons
3 3 3
(2) @= P, ¥F=Q?, :::j(pP+(1Q),

o

M

on a aussitot
(3) dst = g[(l’ + p) dP - apq AP dQ + (Q + ¢*) dQO?].
4

et en prenant
P+ pr=u, Q +gi=v¢

comme nouveaux paramétres, on a

(1) e=(—pP, r=@—¢¥, s=IP—p)+q—pl
et le s* réduit

(5) dst = :,) [u de? + 2 m dudv + v dv?],
N]

m désignant la constante pg; st p et ¢ varient en gardant un produit
constant, on a les ' surfaces parabolo-tétraddrales announcées;
I'asymptotique rigide est alors la droite triple a Pinfini,

Nous avons déja remarqué que changer p en p, = pj, ol j est une
racine cubique imaginaire de 'unité, ne change pas X,, mais remplace
m pav m, = mj ; d'aillears, dans les formules ( {), remplacer « par
w, = j*u et p par p,= pj ne change pas v, y, ; on apercoit donc les
seules auto-applications de X, (réduite au quart situ¢ dans le di¢dre

x>0,y >0):

uy=u, =, U= ¢, VT G
(6) us= Ju, ry== g0, (6) « uy= v, ey ju,
us=Ju, vy=/v; L ag=Jv, o=

Les trois points qui se correspondent par les formules (6) con-
tiennent au moins deux points imaginaires; dans ces correspondances,
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il ¥ a un seul point invariant

b d
- " B N
H=v=o ou = ipd, y=rq. ;.——_;(Ip_‘r_qs)‘

Daaus les correspondances (0'), il ¥ a au contraire une ligne qui reste
invariante, & savoir soit « = v, soit # = jv, soit & =j*v; la premiéve
seule est réelle; en vertu des principes connus sur la conservation

sy
le
sique, et I'on vérifie sans peine que ¢'est le deraier cas qui est réalisé.
On remargue d’ailleurs que le point («,+) de X, étant réel, on a

» chacune de ces lignes doit ¢tre ou asymptotique ou géodé-

u” p?, A

R N “w “ y -~ » -
si donc ou suppose p*>>gq*, pour toute la région de X, définie
pav p*Zv g, le point homologue («,, ¢,) devient imaginaire (. ima-
ginaire pure, y et 3 réels); larégion définte par ¢Zp* a au contraire
sa transtormée réelle; quand le point (u, «) décrit la courbe fron-
ticre v = p*, le point (i, ¢,) décrit 'aréte de rebroussement située
daus le plan yOs.

Jai laissé dans le ds* réduit (5) le facteur numérique 2; on peut le

: 3

supprimer en écrivant

3/

IIZTI\

mais on doit prendre garde que, dans les deux formes réduites

NG )7
_ A 5y

@, m= \ = ny, ¢= V 2y,
9 9

=R Pt

() g[u dur 4 amdudy + ¢ de*],
4
(E") wdw?<-am de de + e dv?,
le symbole / a un sens différent; M. Tzitzéica emploie la seconde
forme; j’ai préféré, pour simplifier certains calculs, garder la pre-
miére.
Remarquons que, z et ¢ étant variables indépendantes, d’ott
d*u=d*v = o,

Journ. de Math., tome V. — Fasc, 111, 1926, 32
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on a, avec la fonction O(u, v),

B
e

) O (e, ) R (3 5 3= Gm uy),

(
( N ) sz d? O,

~.1

Si donc on cflectue, sur « et v, une substitution /izcéaire, homogéne
ou non,

Vo= p oy -+ q vy -+ r

Pe = pry =g -+

(o) [O(u, ) == O {ty. vl

on aura encore
= ey
et par suite

(1a) 20 O s,

(Cest ce point de départ que M. Tzitzéica a adopté pour faive la
réduction de I'élément lindaire des surfaces tétraédrales. I’y suis arrivé
dircctement par la découverte des surfaces parabolo-tétraédrales et je
vais poursuivre en faisant effectivement le calcul de «, v en fonction
de a, 3, 3, @, 3. 7.

6. Reéduction du ds® de la swrface tétracdrale géndrale. — Les
coordonnées 4, u ont l'inconvénicnt e ne pas coustituer une repré-
seutation propre: elles ontdonc la particularité d’ctre. pour les points
véels, tantot réelles, tantot imaginaires, suivant que du point image
dans (P) on peut mener des tangentes réelles, ou non, & la parabole
image de Pasvmptotique en jeu. Si donc on pose

(1) b oz U =\,

on aura la représentation paramétrique de la surface tétraédrale X:

\ v :‘I';—;:"\:[v-*'ﬂt‘ + a*) (f\lz: I),
(2) 0=y =B [V+bUws]  (B= 53,

1z

N

R=3=C[V+eU+ c*.] ((71:C§).

On peut donc tirer, des deux premiéres ¢quations (2), U et Ven
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<

fonction lincarre, non homogéne de 1 et Q : la relation
al+3Q +7R=n

permet de transformer ces expressions en fonctions linéaires /omo-
aeénes de P, Q, R, et cela d’une facon unique. On v arrive aussitot en
résolvant les équations (2) par rapport aux inconnues V, Uet 1, ce
qut donme
U= P+m Q- R=VP+m'Q+n R,
(3 N =P QR = P+ m Q-0 R
t =2 +8Q +yR =a'P'+3'Q +yIV

équations. ol j'at ajouté les expressions semblables de U, V obtenues
pour 'une quelconque des = *surfaces X' applicables sur X [on suppose
alors que Fasymptotique mise en évidence par les formules (2) est
celle qui est commune & ¥ et X'y mais le role de cette asymptotique
disparait aussitot la liaison faite entre P, Q, R et P, Q’, R’ par les
formules (3)]. Les formules (3) mountrent que 'application de X et ¥
vevient & faive subir au plan auxiliaive (1*) une transformation afline,
le transformant en le plan auxiliaive (P’) velatif & la nouvelle surface.
On pourra, en résolvant (3), écrire les formules importantes pour la
suite

P=HP+K QL R,
o LIS | 13 L Ny AR ) 1

R = 1P+ K7Q + LR

Bien catendu, on pourra ne garder que les variables P et Q, de sorte
que I, Q', R’ seraient cette foisdes expressions linéaires non homogénes
~de et Q. Sil'on considére maintenant la déformée X, parabolo-tétraé-

drale de X [mlative & Pasymptotique particuliére mise en évidence
av(2)en v faisant V= U
par(2)en y fasant V= 7 | on a pour cette surface, avec les para-
metres («. ) du paragraphe précédent,
‘ 2 = A [Vt a U+ Gl =u—p}

) S e o . .
% =B V40 U+ bi]=¢ —qg%



246 BERTRAND GAMBIER,

et cela prouve que U et V, et par suite P, Q, R, sont des fonctions
linéarres non homogénes des coordonndes curcrlignes (i, v) de Uélé-
ment linéaire rédurt

(6) dvt= (;: Lo du -+ 2m dude -+ v di?).
Ll est intéressant de trouver la forme de I'expression
0= i\;(u“ A O G ue)
quand on y vemplace (. ) pav les fonctions P, Q seules. ou mieax

par P, Q, R, de fagon & obtenir une fonction homogine de degreé 3.
Le calcul est immeédiat, car

Bk
)i

/

o

3L
(7) da = : P dl, det = %l’dl"—’::d‘-’(

on a donc la relation remarquable
(8) o QF e Rz i + P e + au + be - ¢,

ol @, b, ¢ sont des constantes : les différences secondes sont en effet les
mémes pour PP+ Q"+ R'et 0. L’expression P*+ Q" + R* a d’ailleurs
une signification géométrique simple, & savoir a*+ y?+ 3%, carré
8 8 : .
de la distance de l'origine au poiat de X. De la sorte, entre
[ b4

Ib:'._*_ Q:: + l{:: ot l)!.: “+ Q':: - [{/;:‘

fonctions estimées aux points homologues dans 'applicationde X et X',
n'existe quune diltérence linéaire (non homogeéne) en P> et Q, quand
> et Q sont employées seules; cela se traduit par U'identité homo-
oene

(9) l)::_*__(\)::__l_ Pl“-i-((lp—i—[1!)+CR)(O(P+BQ—F}’R):!EP“:—{—Q“;-{— Rl::’

o Py Q' R sont trois fonctions lincaires et homogénes de P, Q, R.

Réciproquement, st cela a lieu, les fonctions I, ', R’ seront
délinies par les formules (4); la transformation affine correspondante
fait correspondre au plan (I’) un plan (P’) d’équation

all,)l_'_ k@’l\)'-‘l—?,l{,:l
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et la surface X' est appliquée sur I, prcmsement par les formules (4),
! y—
oa P, Q, ..., R’ sont remplacées par @ty 3

Nous avous donc un moyen nouveau, mdependant, sinon comme
démonstration, du moins comme exécution; de tout ce qui précéde :
supposons que I, Q, R désignent cette fois des coordonnées homo-

génes dans un plan (par exemple Q % pourront &tre des coordon-

nées cartésiennes ordinaires relatives a deux axes P, © Q); je sup-

pose les constantes numériques a, B, v données et les constantes
numériques @, b, ¢ inconnues. Pour un choix de a, b, ¢, 'équation

(10) P QF e R (@ 4+ 0Q 4+ cR) (P +- B+ yR)*=0

définit une cubique plane; on sait qu'une substitution linéaire de la
lorme (4) raméue I'équation de cctte cubique & la forme

(11) Po Q¥ R4+ 6 PPQ' R =o, .

et cela de quatre facous différentes : la constante (., en général, n’est
pas nulle. Le problé¢me de 'espace est maintenant ramené & un pro-
bl¢me plan connexe: comment choisir @, b, ¢ quand «, B, y sont
donuées, de sorte que w soit nul? 1l suffit d’égaler & zévo linvariant
bien connu S attaché & la cubique (10); je renvoie par exemple au
Traité de Géométrie analytique de Salmon, traduit par Chemin,
pages 273 et suivantes (CGrauthier-Villars, 1884). Réciproquement,
si S=o0, les valeurs de v sont o, 1, /, j* pour les quatre réductions
annonctes; on a donc une réduction et une seule & la forme (g). L’in-
vaviant S est assez long & écrire ; a, 8, y donnés, et @, b, c étant regar-
dées comme coordonnees d'un point de I'espace & trois dunemmns,
I'équation S =o définit yne surface de degré 4, ayant pour plan
tangent & l'origine

(12) Bya+yxb+afc=

A tout point de la surface S, autre que l'origine, corre<pond une
déformation tétraédrale de X et 'on retrouve tout ce qui a été expliqué.
L'interprétation de ’équation (g) est évidente.
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La courbe de X, d'équation aP + 6Q + ¢R = o, ou, si I'on preéfere,
art by e =o,

posséde cette propriété qu'une fois la déformationachevée, la distance
a I'origine de chaque point de cette courbe a repris la méme valeur:
le cone de degré G ayant son sommet & Uorigine ct cette courbe pour
directrice, relatif & X, et le cone analogue relatif & X' sont applicables
Pun sur 'autre. Si

AP 4 hkQ 4+ R=o

est une droite arbitraire du plan (P), on peut déterminer a, /2, ¢ par
les égalités
a b ¢

PTEET

ce qui revient & couper la surface S par une droite arbitraire issue de
Pofigine : on voit donc qu'une courbe de I'espeéce indiquée sur X peut,
en général, et de trois facons différentes, offrir la propriété en ques-
tion. On obtient ainsi sur X un réseau oc* linéaire de courbes, que
nous allons retrouver & I'instant, & un autre point de vue : ces courbes
sont de degré 12, de genre 1, ont pour images : sur (P) des droites,
sur ( Q) les biquadratiques intersections de ((Q) avec une quadrique
coaxiale.

Sila droite (4, /, 1) n’est pas tangente & S, on a trois déformations
- de X dont une au moins est véelie. Sila droite (4, £, 1) est tangente
A S, ou si 'on preéfére, si la droite du plan (1”) passe par le point

1 1 I . op . )

32 58 37 il n’y a plus que deux déformalions de celte espéce; pour
les deux tangentes asymptotiques (réelles ou imaginaires) de S a l'ori-
gine, il n’y a plus qu’une telle déformation de S.

7. Incariant de la surface . — Ce qui précéde ne suffit pas pour
réaliser complétement lapplication de X sur ¥, car nous n’avons pas
calculé les coefficients de la transformation affine (1), (P’), nous
n’avons pas non plus trouvé I'expression du coefficient i en fonction
de «, 8, y. 11 va étre beaucoup plus simple, au lieu d’appliquer <
sur ¥, de calculer en fonction de P, (, R les variables &, ¢ de I'élément
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linéaire
(1) ds? = %\ wdw+amdude + ¢ det],

Le point (&, ) d’un plan © u¢ sert d'image au point de £} la surface S
a alnsi pour image un triangle du plan w we; de méme la surface X et
les végions de ¥ et ¥’ qui se vecouvrent sont les régions dont les images
sur le plan o w1 se recouvrent.

Calculons la courbure totale et ses invariants, d'une part, sous la
forme réduite (1), de Pautre sous la forme

(2) dst= 2P dPt 4 Q) + RARY).
d

On trouve aisément, par application de formules connues,

(3) t m
O = - .
W Ry guee—m?)?

Posons donc

() o - uv;—_m’ _l;
\ o
aux points homologues dans 'application de T sur X', 5 doit étre le
méme, au moins en valeur absolue (si %, 3, v deviennent fonctions
d'une variable complexe auxiliaive ¢, une circulation convenable de ¢
peut faive revenir «, 3, v & leurs valeurs initiales et changer de signe y'm
suivi par continuité): mais si 9, exprimé an moyen de «, 8, v, I, Q,
coutient un radical (portant uniquement sur a, 3, v), A9 est rationnel
en m. On trouve

(3)

W—amupe +
m(uv— m?)

)_\9:

)

E

Ceci donne I'idée d'introduire des combinaisons simples, invariantes
dans Uapplication, de o et A9, soit

< 0% —am?
l!J = ;AO +r s —
N mup — m)

(6) .9 W vi—am?
YA =?‘9'&;°+39='—‘_—'1—""'

3
: m
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Pour la méme raison, Ay est rationnel en 72 :

’ WL
4 ue(ui—4t—amur)  qup
(7) by = =2

m? ue — mt  m?

ald ue . . .
Sil'on pose 3 =, 0 est donc un invariant rationnel en m, et 'on

peut écrire

ue A a e
(3) o= = =k, mi= —.
m? gdo W —1

Les formules que 'on vient d’écrire résolvent la question : il suffit
de calculer successivement v, A2, {, 7,  pour trouver rationnellement

en «, 3, vy la quantité " ou ;5 ensuite, on calcule & et ¢ par les

¢
(w—1)
formules
ue = o\m + m?,

(9) . 3 .

W= izz oy mt 4o amd
qui déterminent pour le couple (u, v*) les six solutions déja signalées
précédemment correspondant aux auto-applicationsde la surface X (').
Comme vérification, I'expression

(10) {= (mgx -+ 2m")! —4 (9 \/17{-!,— m‘—‘)” = (u*— )2

doit se réduire au carré d’un polynome de degré 3 en P, Q et chaque
expression
K] -
(11) mey A 2mt =2
doit étre le cube d'un polynome en P et Q.
Calculons d’abord ¢; on a

\ dst= 5,’ PdP+ QdQ+ g:(ot dpl -+ ﬁdQ)QJ
Ni =

(r2) ==L dP*4- aF dPdQ + G dQ?,

. g Py Ra? .9 aBR ~ 0 Qy+ Rpe

b= Lo, F== X2, G=2 XL = &,

4 7 b 7 &
(13) EG — Ft= %[a‘-’QR—!—ﬁeRP—ky‘-’PQ].
Y

(') Je rvappelle que Von a convenu de borner I au huitiéme contenu, par
exemple dans le triédre des coordonnées posilives , y, 3.
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On calcule ensunite DD” — D' soit en se servant des formules connues
qui donnent D" — D'* en fonction de E, IY, G, soit, ce qui est finale-
ment plus simple ici, en calculant séparément D, D', D”; on obtient

"’ 1 ) ! a
(14) DD'——D*::%%r;Q,

1

d’ott le résultat élégant

5 e efy
") RiE, ~ (@QRBRP 4+ PQ)
puis
(106) © == a2 QR+ BTRP + 72 PQ

Vedy

J'ouvre ici une parenthése pour faire remarquer que les calculs pré-
cédents ne tiennent pas compte de la {orme linéaire des relations liant
(P, Q, R) et («, ¢). Si I'on tient compte de cette circonstance parti-
culicre on peut écrive, grice aux relations linéaires et homogcnes
en (P, Q, R) et (P, ', R,

aP 4+ BQ +yR = o/ P B+ 'R,
(l'/‘) ) O("'QH -+ 52]{ |) - 72 pQ — O(” QIRI + 6!3 Rl l)l+ ?12 l)l QI.
\ VaBy Va' By

[I résulte de la que le discriminant de la forme quadratique

(22QR + B*RP + y2PQ)

(18) (aP 4+ 50 4+ yR)F 4
Vaby

est un invariant relafif : ce discriminant contient un terme en A* et
un terme en A*, de sorte que la racine non nulle de ce discriminant est
un invariant absolie; d’ailleurs, U'expression (18) est égale a

Ky — m?)

—_—

(19)

\/;)—t-

190w

de sorte que la racine du discriminant est A = m *, valeur qui donne
a (18) ou (19) la valeur

ue

Y
ne

Journ. de Math., tome V.— Fasc. IlI, 1926, 33
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On trouve ainsi

1 dzi_*__ 3-‘.+ EyL 33;‘ P it = 2+ 5e
(20) — — Dy [ o . / v ,

m? (x37)%

ou plus simplement

(20') 'n3 = '——-r—v-’:.\;_‘.‘—. " T BRI —..'—.‘ AI.‘..'.M TV Y 2 *
(A OVt = a3y — oyt = ¥ 5%

Remarquons que, sil'on a une lom,llon homom e Z(P, Q, ), on

2 —
pour calculer AZ;

peut la mettre sous la forme 7, (l ,0Q, %
mais il vaut mieux revenir & la forme homogene et un caleul simple

donne, avec le symbole sommatoirve S de Lamé,

oY
) —_ N5y y Gl U8
S\k 4 R )(()l’) IO Jo i

Jow

(21) L= ) T QR SIRP )

-

On aura ainst

_ A S(E =y N 3(3 5 —»/\P Q =25y (x4 50y o
(22) de= ax3y BOR+ R =P T

— R 3R B
(23) B (¢t AL I

. . . B . ae
Si I’on continuait par cetle mc¢thode, on retrouverait w = S comme

quotient de = A/ par dz; Ay est un pelynome de degre 5 en P, Q,

et Az un polynomc de deorc 3; done w est un polynome de degré 2 et
le terme en I'* donne par 1dcnl|m ation le coefficient de P* dans w, lo
terme en 1'Q de Ay donne ensuite le lerme en PQ de 0 la symétrie
achéve le reste : on retrouve ainsi I'expression (18) ot A a ¢té rem-
placée par la valeur ”lf donunée par (20) : c'est une vérilication des

m2
calculs. Le caleul explicite de 7 est nécessaive pour ce qui suit.

Caleul eglectif de w et v. — Nous avons tndiqué que tout est
ramenc & calculer «v et «*+ v, donnés par 9 et 7. Nous avons eu,
par g,

(1) 3 — \/;3-7 Vm .
VIGR QR 4+ 5RP - /-I‘O i — a?
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— o= BQ
7

o X » . PR
Si nous remplacons R par *, nous détruisons la symétrie
mais arrivons plus aisément & calculer # et ¢3 on a donc

() = Sralr— ot QP (= 2' = BHPQ 4 BIP 4 Qe —m?
: i =

Comme «, v sont des lonctions lincaires de P, (), tout est ramené
a réduire U'équation d’une conique & la forme we —m*=o; ce calcul
fournit d’ailleurs la valeur de m en fonction de «, B, v [du reste c’est
ce (qui a été fait en somme au pavagraphe précédent, formules (17)
a(20)]. Le probléme est impossible i la conique est du genre para-
bole: w et v sevont imaginaires conjuguds sila conique est du genre
ellipse: u et v seront réelles si la conique est du genre Ayperbole. On
forme donc le discriminant; posons

(3) |) = (1;: -+ @:‘. — 7::)2_&2::5::E ot 2 ﬁu -} ?d___gﬁz:},;r — '.’.‘/1‘0(:1—- Qazzpn‘

Nous avions reconnu déja au paragraphe précédent que la réduction
i la lorme de ds®

(4) (—,}i wdwd - am diedo + et
it :

¢tait impossible si D est nul, mais nous n'avions pas l'interprétation
du signe de D; D <o donne des coordonnées u, ¢ imaginaires pures
pour tous les points réels de la surface; D > o donne u, ¢ réelles pour
tous les points réels ('), En vertu des identités

(D) Do (;3+ 73’— i) — 43::7::5 (Y::+ a:a___@;,)._.__!‘ynmﬂ
= (a4 ﬁ"‘——'/“)ﬁ —fat ﬁii,

on voit que les surlaces /i yperboliques donnent toujours D > o, done
i, v réelles; nous avons reconnu directement qu’il en est de méme
pour les surfaces paraboligues. Quant aux surfaces elliptiques, elles
se partagent en deux groupes, suivant que D >o0 ou D<oy d'ail-
leurs, si I'on fixe m, P'équation, obtenue en remplacant «* par A,

(") Ou du moins, comme « et v ne sont connus jusqu’ici qu'a un facteur de
proportionnalité, il faudra encore s'assurer que ce facteur est réel; la fin du
ealcul montrera que ce facteur est eflectivement réel.
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B* par B, v* par C,
(6) mA(A 4 B2+ C*— aBC — 20N —aABR—ABC =0

représente une surface de degreé 4, (o), telle qu’a tout point réel de (o)
corresponde une surface tétraédrale réelle, ou & coellicients véels,
ayant le ds* (4). L’origine étant point triple de (), chaque sécante
issue de l'origine donue un point et un seul, saut si D = o, auquel cas
le point est rejeté & I'infini. Se donner la sécante, issue de 'ovigine,
c’est définir la surface tétraédrale & unc homothétie prés; la surface ()
intervient, m fix¢, pour déterminer le rapport d’homothétie. On voit
donc que, pour /1 > o, nous aurons o * surlaces hyperboliques a deux
nappes, puis oc?* surfaces elliptiques du type D >0 et x* surlaces
elliptiques du type D<o : en prenant une de ces derniéres et une
surface, ou hyperbolique, ou elliptique du type D > o, nous avons un
exemple [rappant de surfaces réelles, applicables, point réel pour point
imaginaire, sur toute leur étendue.

Continuons le calcul de « et ¢ 3 la conique obtenue en dgalant i zéro
chaque membre de (2) se compose de deux droites issues du centre
de cette conique, centre défini par

_ a‘z(a::_ :3::____.\/::) N ﬁ‘:(@::_./;:__a::) ./2(./::___ A ﬁ)
(7) P=—"r—" > Q= TS

la pente de la droite étant donnée par Iéquation

>

(8) Bra (:—;)g-—(y“—— 0:“—3“)(;‘5) + Bat=o.

On peut donc écrire, avec deux coefficients indéterminés A, w.,

w di(d“—-ﬁ“——‘/"") :/;:wa::_ﬁ::_*_\/ﬁ 52(3::_./;:__3!::)_
(9 T
S ealP— (2~ B —y)] =t B D y_ BRI = =2
= D a3t N [ —

L’identité (2) fournit, par le coefficient de I>*, la condition

—8 Vm _ —1 3
(10) 1,;:_(;/5_\/»539: !‘ 97.
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Rappelons-nous maintenant la valeur de y :

i

I

(1) - W e am® . S(3%—y¥) P -- 3SP*Qa? 3 _

1 N
m (aBy)?

: N —al =30 ., » Lo
Je remplace R par — ¢l j'égale les termes en P*: on a ainsi
" m: Lo T T U
TN I P T

i

(a3y)
et, en réduisant le second membre, on a le résultat simple

7:: ot

() A L P

Si, au moyen de (10) ¢t (12), on forme (A" — u')*, on constate
sans peine que le numérateur de la [raction obtenue,

‘7::___ 1::)2 D - [‘Suas./::‘
ordonné en §, est précisétment le carré de
i31:(7:: + J(:;) ___ (./:: . x:;)e.

On aura donc linalement, pour calculer A et u, le systéme ou
désigne =£ 1,
<

“©

},3__ 28

)&3 -4- 3 = U
: i =t B,
s zpoer  (FT5 %))

N ==

(O]

A
9!::7:: n.‘
A\ et w' sont obtenus par addition et soustraction; les racines cubiques
A et w ont leurs déterminations associces de sorle que le produit Au
1
ait la valeur voulue <la détermination de D¥ correspond & la détermi-

.l.
nation adoptée pour m; quand a, 3, v sont véels, on prend D* et m
réels; le changement de 7 en mj ou n)* serait, nous le savons, indif-

|'ércnt). Nous avons six solutions pour le couple (A, w) ou pour (z, v):
c’est conforme & ce que nous savions et, de plus, nous avons vérifié
que D > o donne effectivement un premier couple (u, ) réel, puis la
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solution (v, «) qui provient de Iéchange de v avec v (changement de
signe de ¢) ct les couples imaginaires

ey v, (ag2oe)) ou VAT ANEE (S AT L)

indigués plus haut: pour D <o, chaque point réel de ¥ doune six
solutions (2, ) ot « el v sont imaginaires conjugudes.

Dans le cas de D >0, la courbe, invariante dans Uune des auto-
applications de X, « == v, peut avoir une portion réelle sur X: elle est
délinie par I'équation

O Y RIS oo R 2 ] B St i PR HC AR |
g(/. lu))oz .I SRS : e 4 N I
(M 5 T ane ey
2 (Lt u) v O R .
- e - . - SERINN O,
25t o D

Ceci délinit daus le plan (D) uue droite réelle, et il sufliva, pour
savoir si une portion de la courbe correspondante de X est véelle, de
voir si la droile (14) franchit la végion convenable du trtangle T déjd
étudic, ot 17, Q, R sout positifs tous trois. Le point 1= ¢ = o est celui
qui reste invariant dans les diverses auto-applications de X (réduite
au huiticme déja indiqué) ; du mowment que D > o, ce point est imagi-
naire sur X ¢ il correspond anx valeurs (7) de P, Q, R, S lasurface X
est elliptique imaginaive (2 <o, g <o,y <o), cest évident: si Xest
effectivement réelle, 'un des coellicients x, 3, ¥ au wmoins. 2 par
excmple, est positil : or 3'—y" — o’ el y' — ' — 3% out pour somwme
le nombre négatil (— 2a*) ct cela montre que 'un dex deux nombres
Q, R, au moins, est négatil.

Si D <o, le point Q, que j'appelle pole de X, détini par (7). peut
tre réel; pour le voir, il est commode de counsidérer, comme plus
haut, les quantités

N

| A= at, B == 3% =y,

(13) | D= At B Ct— 2 BC—aCA —aAB

et les coordonnées de P, (3, R de Q qui sont

0

(16) r):;f‘}j<l=_}~(:_;\), Q:i’m(cqﬂ\—m‘ n:_-z.'l-)[:\v-rB-(:].
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Ayant pris trois axes de coordonnées vectangulaires O\, OB, OC, la
demi-droite ¢ joignant P'origine au point (A, B, G) est contenue non
seulement & I'intérienr du triedre positit OA, OB, OC, mais encore
A l'intérieur du cone D=o0: ce coneest coupé parle plan A+B+C=1
suivant le cercle inscrit au triangle formé par les points pris & Punité
de distance sur OA, OB, OC: soient a. b, ¢ ces trois points et @', ', ¢
les milienx de be, ca, ab: st 3 passe & Ulntérieur du triangle ¢quila-
téral @' b’ ¢!, le point Q est réel sur X: si § passe dans 'un des trois
segnients, intéricurs an cevcle a’'¢’ mais extérieurs au triangle o'0'¢,
le point Q est imaginaire. Si Q est réel, les trois courbes w=r¢, v =,
« = J*v ravonnent i partiv de O sur X en tormant six secteurs d’angle
en Q égal & bo°: deux secleurs countigus sont applicables 'un sur
Fauire, leur frontiére restant invaviante dans cet échange; ces trois
courbes fronlicres sont géodesiques. Si I'on suppose
. |

F= DY =
e \/9
ou a une surtace particuliere X pour laquelle les auto-applications en
question se bornent a des symétries planes relatives aux trois plans

Yy —3I=0 S— =0, €O} 20y

si deux des nombres « et 3 sont ¢gaux et dittérents de v, I'ine des auto-
applications en question est encore unc svmétrie relative au plan
r— y=o: mais si I'on suppose les trois diffévences o — 3, f—v, y—«
toutes noun nulles, les auto-applications en (uestion ue se réduisent
pas a des symétries. Naturellement, on ne garantit pas que, dans les
auto-applications réclles, deux sectenrs contigus se recouvrent co/mn-
plétement : celan'a lieu que pour x =3 =+ (ou pour x =3 et deux
secteurs convenablement associds).

Remarquons enfin que I’y Q, R sont des fonctions linéaires non
homogénes de « et ¢+ si done, en supposant « et v véelles (D> 0), on
prend deux axes rectangulaires wu, @y, & toute droite du plan (P)
correspond une droite du plan w wv, et inversemeunt, les droites a Uin-
fini se correspondant.

Donc la région du plan (P) corvespondant aux points réels de X,
limitée par deux ou trois droites, cotés du triangle T, a pour homo-
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logue dans le plan wuv wne végion de méme nature relative au
triangle (1) transformé de (‘T)H: les sommets du triangle (¢) sont sur
I'hyperbole équilatéve (1) v — m* = o, car cetlehvperbole a aussi
pour équation, trilinéaire dans le plan w v,

OR3P =520 = o

Le dos* n'est délini positif que s1 « >0, 0> 0, wv - #* > 0t nous
avons done uniquement & considérer la région intérieure & hyperbole
dans le premier quadrant: les trois sommets de (£) sont sur la branche
d’hyperbole de ce gquadrant si X est ellipdique réelle: deux seuls s’y
trouvent pour X Ayvperbolique ¢ wne nappe: un seul pour X Ayperbo-
ligue & dewe nappes: pour une surface parabolo-téiracdrale, on a
une végion de e lmitée par deux demi-droites paralleles & ou
el wv, issues d'un point de Ia branche utile de Uhyperbole. Nous preei-
serons un peu plus loin la variation des triangles ainst inserits dans
Uhyperbole (1), triangles qui ne dépendent que de dewe pavawmctres
et non de trots.

St D <o, on pose

TR THR S TR vl —
et la conique fondamentale réelle devient le cercle

(C) Wt vt =,

la région utile du cercle étant la rvégion intévieure: X correspond
& Iintérieur d'un certain (viangle inserit dans C.

Cette représentation faite pour X et X sur le plan w e (ou we’y!
suivant le cas), on voit aisément st les deux végions utiles de wuv
(vu e’ relatives & X et X' empiétent Pune sur Pautre ou non, done
st X et X se vecouvrent ou non, en partie, dans leur application (ou du
mows dans lune des siw applications de X sur X)),

Nous démontrerons plus loin qu'une droite guelcongue du plan o ay
ou w' v appartient comme coté & un sexl Wriangle; done nous retrou-
vons le réseauw linéaire de courbes de degré 12 déjh étudié sur les sur-
taces &, courbes ayant pour images les droites du plan (P). Chacune
est susceptible de devenir wrie fous, ol une fois seulement, frontiére



DEFORMATION DES SURFACGES TETRARDRALES, 25q

de rebroussement d’une déformée X' de X elle est alors devenue plane
et de degré 6 seulement.

Jattire ici 'attention sur une particularité qui pourvait amener une
confusion : donnons « et 8 et cherchons y de fagon que @ ait une
valeur donnée & Pavance; il vevient au méme de se donner A =«
B = 3" ¢t de chercher C=+*. On a'équation déji écrite

A B G2 —a B —2aCA — 2 AB) - ABG =0,

qui estde degré 4 en L:; douc ce caleul, appliqué & une surface X déja
connue, lui fait covrespondre #rois nouvelles surfaces X', dont une au
woins est réelle, ayant en commun avec elle laréte de rebrous-
sement 3= o, et applicable sur X : mais alors Uuréte de rebrous-
senment ne se correspond pas & elle-méme duans Uapplicabilité; cela
deviendra tout & fait clair aprés I'étude des triangles inscrits dans la
conique fondamentale (11) ou (C) du plan w «s ou wu' v,

9. Systéme doublement conjugud de Kenigs. Déformation avec
une drotte rigide. — Nous pourrions dés maintenant préciser la rela-
tion existant entre les trois sommets du triangle (¢) du plan wue
ou o u'v'. Mais nous allons dtre automatiquement conduits & la pro-
priéte caractévistique de ces triangles par '¢tude du cas ot le résean
conjugué permaunent, quand une asymptotique choisie veste rigide,
dégénere. Nous avons déja signalé, de deux points de vue différents,
I'intérdét des courbes de X qui ont pour image sur (I*) une droite, et
par suite aussi une droite sur le plan wav, Si 'on imagine une telle
courbe, elle détinit imwmédiatement 'asymptotique qui lui est tan-
gente : en effet, daus le plan (I*) on aura & tracer la parabole unique
(tonjours réelle) tangente aux trois c¢otés du triangle T et & la droite
image; le résean conjugud contenant cette courbe est celui qui a pour
image les tangentes & cette pavabole; si la surface est elliptique ou
hyperbolique & deux nappes, il y a, quel que soit le choix du réseau,
deux courbes réelles du réseau se croisant en chaque point véel; si la
surface est hyperboligque & une nappe, il cu sera de méme si Pasymp-
totique est imaginaive (mais d'équation véelle), sinon l'asymptotique
partage la surface en deux régions, 'une ou les courbes du réseau sont

!
Journ, de Math., tome V. — Fasc. 111, 1928, 34
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réelles et Pautre ou elles sout Imaginaires. Ayant donc tracé le
triangle T, considérons 'une quelconque des paraboles inscrites a T.
Dans ce faiscean langentiel, il y a exactement irofs paraboles qui
dégénérent en un systéme de deux points; l'une est constituée par le
sommet 7 ct le point & I'infini du cdté pg du triangle T. Le vésean
conjugué correspondant a pour image sur (1) les droites concourant
en 7 d'une part (sections planes de X par un plan contenaut O 3), et
d’autre part les droites parallles & pg @ sur une telle droite R reste
coustant, donc aussi 3 sur X. Ceci suflit & prouver que le réseau est le
réseau de Keenigs velatif & O 3 sur X et mdéme qu'il est doublement de
Kuenigs; car le second systéme de courbes doit, d’aprés la délinition
du premier, se composer des courbes de contact des cones circonscrits
ayant leursommet sur () z, tandis que le premier, d'apres la définition,
s = const. du second, doit se composer des courbes de contact des
cylindres circonscrits ayant leurs géunératrices parallélesau plan yO.c.
Il n’est donc pas douteux que nous ne devions trouver x' déformées
de X ot I'asymptotique particuliere, enveloppe des courbes du résean,
reste rigide; or, au peint de vue ponctuel, Pasymptotique en question
est représentée par la deoite du plan © v mende de r, parallélement
& pg @ celte droite participe de deux définitions (passer par r, étre
paralléle a pg), done la courbe obtenue sur ¥ est une droite (i, paral-
léle & »O.x et rencontrant O s: on la trouve immédiatement en écri-
vant

2 ®

s ”,.1?_, [P .
+hyt e,y

) z.r

Cela donne en véalité quatre droites, réelles si y>o0 et 23 <o.
En permutant le role des axes, on ubtient ainsi 12 droites; seule, la
surface hvperbolique & une nappe en posscde 8 réelles : sur la surface
parabolique, en dehovs de la droite triple & uling, il v en a dewe,
réelles si la surface est parabolo-hyperbolique. Or on sait, d'aprés
Peterson (roir Dawvorvy, Theorie des surfaces, 11, 2° édition,
p. 180 et suiv.), que les surfaces qui aduwiettent un tel réseau de
Keenigs, doublement de Koenigs, admettent une déformation & un
pavameétre ol ce réseau conserve cette propriété; avec la méthode de
Peterson, les gquadratures & effectuer sembient, au premier abord, du
type elliptique ; mais en réalité, elles s'achévent complétement. Nous
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allons &crire les formules sulvantes :

X a3 R
X3 IR
Y

x r=A{+a)" 5 @\ U-i—a)’ R

. 2 . X

X )3-:8(:4- [SEEES N = W 0
Ca==G(5 40 _E; 3T V(T (.")2—.

2

Comme ¥, V¥, = sont lonctivns linéaires de 10 et 0, X est bien surface
tétraéd *alc;l es équations

'..'[-p

At B = A - 20 (i==o.1,2),
(3) v G A R B Nt e B - LT
[QEFUEEY BT

délinissent la déformatisn & un partamétre mmoncée; les trois pre-
mieres équations dounent en eftet A/, BY, o', 6 avec un pavawetre
arbitraive; la dvoite s'oblient pour nul et (¢G)arbitvaive: on constate
que (/M et 0 sont fonctions lindaives des conrdonndes (u, ¢ ) de Uéle-
ment lingaire véduit. On obtient dailleurs une surtace parabolo-
tétracdrale ¥, en faisant tendre (7 vers zévo. croitre inddéiinument ¢,
le produit C'y ¢’ tendant ver: une valeur linte: le décalage de laxe
des 7 permet d'écrive pour ¥, les équations

wr
1o, %
.

e A (1‘\A2

%3

Ny = B )78

et les équations entrainant l'applicabilité de X, sur X sont
Asad - Bb = \;‘ u': - l“ti\ o (i:O‘ 1, ;t},
R e L N )
Ge=CG1.

- — ——

10. Tr"'(m gles I'c’pf‘v'.s‘«'/aluli /3 des surfaces X sur le plan (u, ©)
ot (e W~ \viei muintenant le renseignement précieux qui découle
de cette dclu‘mmdtmn : la droite (¢ de X a pourimage sur le plan ww
la droite & issue de » paralltlement & pg: dailleurs, G est géodésique
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sur X3 done I'équation des géodésiques, formée avec les variables («, ),
adwet o' intégrales rectilignes qui sont les images des ' droites (x
situ¢es sur U'ensemble des «o® surfaces & de méme ds*; il y a o sur-
faces X, sur chacune un nombre fini de droites, mais il n’y a que
droites (i, car chaque droite (i appartient & «' surfaces X. Cherchons
'équation générale des droites o 1l est facile d’derive I'équation diffé-
veatielle des géodésiques du ds*

1! o
(0 —'l wda? -+ 2m du de - ¢ de?)
{3 .

en regardant ¢ comme fonction de «. On a ainsi

(2) 2l — )l (L— Y A (e — e,

En cherchant une intégrale linéaive ¢ = Ca + D), on trouve aussitot
ni(v— G -Gz o,

d’ot1 ’'équation générale

(3 Cu —Cv+m(C—1)=o

avec un paramdtre G5 ces droites g enveloppent donc une coutbe uni-

cursale I' de classe 3 et degré 4, bitangente & la droite de 'infini aux
points & Uinfini sur wu et oe. L'hyperbole (11) est le lieu du point

m . .
(u =ml,¢= : ) ; la droite o coupe (11) aux deux points ¢ =—C

t E vy . e (
el = - Quand on délinit une droite du plan par les deux points o

elle perce (1), I'équation tangentielle de 1" devient donc
(N (1F)—1) (10 —1) =0

ou simplement

) tl—1=o0

en introduisant une dissy-métrie; pour chaque point de (1I), I'équa-
tion cubique fournissaut les trois tangentes menées de ce point a U, se
décompose rationnellement en une équation de degré 1 et une équa-
tion de degré ».

Soit donc un triangle pqr dont les sommets ont pour parameétres
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{,y by, & sur (H): rrestant fixe et le ¢dté pg se déplacant paralléle-
ment & lui-méme, le triangle p g+ veste inscrit dans (H) et circonscrit
dune parabole dégénérde lixe (point r: point & Uintini sur pg); ces
divers triangles donnent les images de surfaces X déformées sur une
droite lixe (i le produit ¢, ¢, reste constant, donc aussi ¢,7,¢,. Or,
si ¢ se rapproche indélinument de », la droite pg tend vers la tangeute
issue de 7 et dounde par une équation du prewmierdegre (720 — 1=0);
done la valeur constante de t i, t, est Lunité; cette relation nous
livre les oo® triangles images des «® surfaces X de méme ds*. Cecl nous
prouve ausst que la donnée du edté & donne r d une facon unique;

sur ¥, chacune des «® courbes, ha® -+ k v° + l" =: 0, devient done,
une fois et une tois seulement. avdte plane de rebroussement.

Ceci nous permet aussi de résoudre avec précision le probléme sui-

vant : X et X, sont applicables U'une sur Pautre de six facons difte-
rentes; on a choisi 'un des six modes; existe-t-il sur chaque surface
une portion véelle ayant pour homologue une portion réelle aussi ? La
réponse est basée sur la construction de .

Supposouns d'abord m <o, done X Ay perbolique @ une nappe. Le
paramétre ¢ est négatif pour la branche utile de (H); le triangle pgr
a deux sommets sur cette branche (/g 1) et Pautre r sur la branche
du troisiéme quadrant. L'enveloppe T a pour équations paramé-
teiques

(6) a=—um (Bc-r »‘.i> y C=—m ((.‘.*4— é),

ol C est la pente de la taugente; C variant de 0 & 1, on ala branchie [:
S 7 ’
2 varty & -+ oo, la branche I1; r dgatif ranch .
C vaviant de 1 & -+ «o, la branche II; pour C négatif, la branche 11
e plan se trouve pactagé par I en trois régious : celle comprise entr
Le plan se trouve pactag " en trois régions : celle comprise entre
(1, I et I, o est situde la branche utile de (H), fournit pour chaque
point de cette région une seule tangente [C positif, ¢gal & — 7, ol ¢
est le pavamétre du point de la branche utile de (H)}: une seconde,
comprise entre | et 11, pourlaquelle existent trois tangentes réelles (les
trois valeurs de C positives): enfin la région convexe de Ill, ou est la
portion non utile de (H), fournissant aussi trois tangentes réelles
ux valeurs de G négative, une positive). Cousidérons done le
deux val de G nég )
triangle p gy la paralléle & ¢ r issue de p est I'unique tangente réelle
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issue de p a T et elle est I'image de la génératrice issue du point P
de X (sur le huitiéme étudi¢ de X); la partie utile de cette droite est la
demi-droite issue de p vers le point de contact avec la courbe (I, 11);
la portion utile du triangle pg# est la région ex-inscrite dans I'angle ».
Si I'on considére maintenant un autre triangle p,¢,r, la paralléle
menée de p, & ¢,r, coupe, d’aprés I'étude géomeétrique faite, la paral-

Fig 1

vy

g~

U

pil}

l¢le & ¢ menée de p en un point de la région (1, I1) et cela suffit pour
prouver que les régions utiles de pgr et p,q, r, ont une portion com-
mune; I'une des régions ne peut d’ailleurs étre contenue tout entiére
dans l'autre, car dans la région utile de pgr, il n'y a plus aucun point
de (H); donc, dans 'application de T sur I, (et cela quel que soit
celul des deux modes réels de correspondance adopté), chaque sur-
face = ou I, recouvre une portion de 'autre, chaque surface débordant
sur la région commune. A signaler que 'on peut d’autre part établir
quatre correspondances différentes ol chaque point réel de I'une a
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pour howmologue un point imaginaire de I'autre (sans que les coor-
données du point imaginaire soient imaginaires pures). Ici, si par
chaque point p de la portion utile de (H) on méne les paralléles aux
asymptotes (positives),‘on a la portion correspondant & une surface
parabolo-tétraédrale hyperbolique.

Quand on suppose m positif, il faut recommencer la figure en rem-

Fig. a.

74

A

placant I par la courbe symétrique relativement & l'origine (fig. 2).
11 existe des surfaces hyperboliques & deux nappes, des surfaces para-
bolo-elliptiques, des surfaces elliptiques (du type D > o). Soit d’abord
une surface T hyperbolique; rest sur la branche de (H) du premier
quadrant; p, ¢ sur l'autre; si la sécante pg se déplace paralléelement
a elle-méme, de fagon que p, ¢, restant sur la branche de (H) du troi-
siéme quadrant, arrivent A se confondre en =, la droite 7« est tangente
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A la branche (I, 1) et la dewi-droite opposée pénétre dans 'angle
opposé par Uangle r au triangle pgr, végion utile pour Xj recom-
mencons la construclion avec un aatre point r, et la droite r,=,; les
deux demi-droites opposdes, 'une & r=, autre & r=,, ne se coupent
pas; donc si p et ¢ sont suffisamment voisins de = et p,, ¢, de =, les
deux surfaces X, ¥, corvespondantes ne se recouvrent pas dans le mode
adopté (ni dans 'autre, puisque notre raisonnement est indépendant
de la position relative de r et r, et que l'autre mode revient a faire une
symétrie de p, ¢, relativement & la premiére bissectrice). D’autre
part, pgr étant tracé, on sait que 'on peut tracer une droile p, 7
arbitrairement, sauf la restriction qu’elle doit couper (11) sur chaque
branche; on peut donc réaliser deux surfaces hyperboliques se recou-
vrant, chacune partiellement ['autre. Le seul cas ol X, puisse
recouvrir totalement ¥, tandis que X ne recouvre ¥, que pactiellement,
s'obtient alors en laissant r fixe et remplagant pg par une droite paral-
Itle p, ¢, située par vapport & pg du coté opposé & r.

St maintenant on veut avoir une surface elliptique X, il suftit de
prendre ¢,, ¢,, {, positifs tous trois, vérifiant ¢,¢,/,=1. Comme la
droite p ¢ est arbitraive, sauf qu'elle doit couper la branche de (H) du
premier quadrant. on peut, si ¥, (hyperbolique, parabolique ou ellip-
tique) est donnée @ priori, trouver une surface elliptique ¥ la vecou-
vrant en partie. Si le triangle p,¢ 7, velatif & I, n’a aucun sommet
confondu avec le point ¢ = 1, on peut prendre p, ¢, r tous trés yoisins
de /=1, dc sorte que X ne recouvre pas X, (on arrive au méme résultat
si X, est elliptique en prenant 7, el /, teés grands positifs et ¢, trés petit
positif,

1l. Surfaces clliptiques du type D <o.— Dans ce cas, il y a
avantage a écrire
(1) u=u -+, v== ' — v,
le ds* devient

(2) dst = % [+ m)du*—av' da' do' + (e — u') do'?],

m bien entendu est positif. La surface X est représentée tout entiére
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par une portion du plan o #'¢' intérieur au cercle fondamentale ( fig. 3)
Q) W 't — =,

Fig. 3.

’

24

p23

A X correspondent six portions obtenues en prenant d’abord la symé-
trique de I'une par rapport & wu’, puis faisant tourner ces deux
portions de 120° dans un sens ou l'autre autour de w. La courbe T
devient une hypocycloide & trois rebroussements tritangente a (C)
aux points de paramétre angulaire 9 (v'= m cosg, o' = msing) égal &
0, 120°, 240°.

litant donnés une surface T et le triangle pg7 correspondant, les

sommets p, ¢, 7" ayant respectivement pour argument 9,, ¢,, ®;, ona
la relation nécessaire et sieffisante

(3) @1+ Pt O3=0 (mod aT)

(ces résultats se déduisent de ceux du paragraphe précédent en rem-
placant ¢,, ¢,, ¢, par e, e, ¢®). Si donc le triangle pgr n'a aucun
sommet aux points de contact de C et I', on peut construire un
triangle p, 7, r, dont les arguments sont voisins de zéro, représentatif
d’une surface I,; ce triangle p,q,r, et les cinq associés par symétries
ou rotations n’auront, si p,q,, est suflisamment petit, aucun point
commun avec p g r; donc I, ne recouvrira ¥ dans aucun des six modes

. »
Journ. de Math., tome V. — Fase. I1I, 1926, 35
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d’application. On peut, au contraire, puisque p,q, peut é&tre tracé
arbitrairement, construire une infinit¢ de surfaces X, qui recouvrent X
partiellement (X, réciproquement, recouvrant X, partiellement). Les
trois droites joignant I'origine aux points de rebroussement de T' et
aux points de contact de G et 1" sont les images de ces géodésiques
particuliéres qui sont lignes invariantes sur X dans une auto-appli-
cation.

Le centre w estI'image du pole Q de I; si le triangle p g7 est acu-
tangle, Q est réel sur X; Q devient imaginaire si le triangle pg¢r
acquiert un angle obtus.

I1 est bon de se rendre compte de la correspondance exacte entre la
géométrie et les opérations analytiques eflectuées. Les surfaces X que
nous avons obtenues dans ce paragraphe ou le précédent forment une
famille oc* et I'on obtient toutes les o * surfaces tétracdrales (saul une
famille «* caractérisée par D = o) en faisant une homothétie arbi-
traire. Donnons-nous donc un plan, qui sera celui de la représen-
tation wu'' si D <o, et un triangle pqr dans ce plan; je dis que le
reste en résulte, pourva ue l'on ait donné l'unité de longueur. En
effet, w est le centre du cercle circonscrit C et s est la valeur numé-
rique du rayon de ce cercle. Ensuite, inscrivons une parabole (@)
dans pgr (il existe ' paraboles de cette espéce, formant un [aisceau
tangentiel); C et © déterminent «' triangles circonscrits & @, inscrits
dans C; recommencons avec une autre parabole @' du faisceau déter-
miné par pgr; nous avons les «o* triangles images de nos «o* surfaces
tétraédrales, connues dans leur ensemble, puisque 72 est connu. On a
obtenu exactement w* triangles, tandis qu’il y a «* triangles simple-
ment assujettis & étre inscrits & C. Les ' triangles considérés en pre-
mier lieu, inscrits dans C et circonscrits & ©, déterminent chacun un
faisceau tangentiel de paraboles, soit un total de «? paraboles; or il
y a oc* paraboles simplement assujetties 4 admettre, avec G, ' Lrian-
gles inscrits dans C et circonscrits & cette parabole. Donc il est clair
que nos cc? triangles, nos o * paraboles deviendraient respectivement
les oc? triangles inscrits dans C, les oo ® paraboles annoncées (ayant,
en d’autres termes, leur foyer sur C), par une simple rotation autour
de w; or, nous n’avons pas indiqué les axes wu'¢': c'est leur indéter-
mination provisoire qui équivaut a la rotation annoncée.
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Te prends en effet deux axes wa, © y rectangulaires issus du centre w
de C: un point courant de C est représenté par son argument ©; une
parabole m quefeongue a pour équation tangentielle

(4) (Umcosw-+ Vmsing -+ W) (Ucosd + Vsind) + 2(U2+ V¥ =o

en melttant en évidence son foyer (mcosw, nisinw) situé sur G et la
divection (cosy, sin) de son axe. La condition pour que la
corde (5,, 9,) de G soit tangente & © s’obtient aisément, car pour
cette corde ) '

~ - V] -9 r . Q “?“ Q. —_— 4
(5)  U=cos Sk 25 V=sin L5, W= — mcos L%,
2 2 2]
On obtient aisément la condition de contact sous la forme
24

(0) cos(@y+ @a— w—1) + cos(¥—m) —cos (@, — L) — cos (v, — ) +

=0,
m

Cette équation, de la forme

(7) Acoso, + Bsing, + G=o,

admet pour racines 9, et ¢,; elle exprime que ¢, et ¢, sont sur la

droite
Ar—+By+CGm=o

A coe - .
de pente — > de sorie que, par les propriéiés de la blssectrxlce,

y
lil “2’ ‘®g+~c‘i—g - E .
o R A

Ici on a aisément, en développant (6),

B sin(w+d—o0)—sind S —o,
2= o [ ==—cot{ Y )
A cos(w 4+ Y — @) — cosy j

IFinalement, on a
(8) O+ @+ oy=(ak+0)T+2¢+w.

Cette relation, grice & sa forme symétrique en 9, et 9,, montre que,
si (9, 9,) et (9, 2,) sont les deux tangentes & ® issues du point 3,
de C, les droites (9., 9,) et (32, .) seront les tangentes a © issues
de 9,, de sovte que la propriété de Poncelet se trouve bien vérifiée.
Cela prouve que, pour nos %* triangles, la somme 9, -+ ¢, + 2, reste



270 BERTRAND GAMBIER.,

constante : ceci s&voit, d’abord en laissant @ fixe et prenant les o'
triangles p ¢ correspondants, puis en remplagant @ par une autre @
du faisceau inscrit dans pgr. Le coefficient constant, 9, + 9, + ¢,
peut recevoir la valeur que l'on veut, en faisant tourner les axes. Le
point ¢, restant fixe sur C, la corde 9,9, peut prendre ' positions,
toutes paralléles entre elles; c¢n supposant qu’elle se déplace de fagon
a passer en p, on aura ¢,=¢, et lon aura les droites particuliéres
d’équation tangentielle

(9) ag+ o= (2hA+1)T+2¢ + 0.

Elles enveloppent la courbe I' rencontrée plus haut, hypocycloide
a trois rebroussements, tangente & C aux sommets d’un triangle équi-
latéral. Le probléme a été achevé en supposant

{m+3p+w=o,

(o) ? Pr1+ 92 + =0,

ce qui revient a faire passer wu’ pavl'un des points de contact de C
et I'.

Cela se voit aussitot en formant, comme au paragraphe précédent,
I'équation différenticlle du second ordre des géodésiques : les inté-
grales vectilignes sont données par I’équation

(11) @' sind — ¢' cosh +4- mesin 32 = o.
C’est la droite joignant les points
o =T—24 et 2= 4\

Cette analyse a montré qu'il y a une surface I et une seule dont le
triangle image sur le plan @ uv ou we'v’a une forme donnée : en sup-
posant ', ¢ réelles, on vient de voir en effet que la donnée de pgr
détermine w, puis ww' et we’ (sauf rotation de 120° qui n’a aucune
importance). Il reste & montrer comment ce triangle p 47 étant donné,
on trouve a, 8, 7. On fixe 2, » et wu’. Soient alors P, Q, Rles pre-
miers membres des équations des cdtés ¢r, rp, pg dans le sys-
téme wu'v’. On a, avec des coefficients 4, k, ! constants, mais
inconnus,

(12) P=4P, Q=£4(, R=IKR
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D’autre part, il existe des coefficients connus H, K, L, H,, K,, L, tels
que
UP+KQ+LR=1,

(13 L o _ o
‘ IIIQR*‘KIRP-FL,PQE“ -+ ¢ m*

i

Cela entraine, en vertu de a P + $Q -+~ yR =1 et de 'expression de la
courbure totale, les six équations & six inconnues :

ah =11, Bhk=K, yl=L;
4 2L 2 2 Q
(14) ?:A—ﬁ =H,, L__Ui =K, Yl_fi =L,
Vody Valy Vapy
“n multipliant les équations de la premiére colonue, on a
RLLIERTIN
Vefy
Or, des multiplications donnent
} («3y) (hkl) =HKL, Yy H,K,L,
(13) L JaBy | UKL
(28y) (k) =H,K,L;  Vapy .
On a donc simplement
_IBKL . HKCL . HEL

(16) ot

~ KL ‘Q“me TR,

et 'on vérifie une fois de plus que, seules, les quantités «*, §*, y* sont
obtenues rationnellement; on remarquera méme que 'on peut écrire
les équations (13) en prenant deux axes rectangulaires quelconques
wx, wy issus de w.

Si les variables «, ¢ sont réelles, on opére d'une fagcon semblable
avec 'hyperbole wv — we* =o0; mais ici, I'analogue de la rotation

. . B © .
pour le cercle est une transformation l(u, ), (ul, X)] dont la vision

géométrique est moins nette.
Il reste maintenant & donner linterprétation géométrique de la

condition D > o0 ou D < o} je rappelle que

(1'7) D:as+ﬁs+./6_2;3::7;‘_“gy:zan_gaztpn_

4
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On a vu plus haut que I'on a, avec des constantes @, b, ¢ inconnues,

Pig QF 4+ R¥ iz 0¥ 4 vi 4+ G ++ au + v + ¢,

8
(%) AP+ 5Q 4+ yR=1;

il résulte de la que les points communs & la cubique et & la dreite
P4 Q¥+ Ri=o, aP+3Q+yR=o,

si 'on raisonne en coordonnées linéaires, ou si 'on raisonne dans
I'espace, les génératrices communes au cone du troisiéme ordre et au
plan issu de l'origine, sont toutes les trois réelles si D < o (x et v ima-
ginaires conjuguées) et une réelle, deux imaginaires conjuguées
siD>o0 (uet ¢ réelles); elles sont, en eflet, fournies par les points
a I'infini des droites #*+ «'=o0. En méme temps apparait le cone
auxiliaire du second ordre a* QR + B*RI’ +y*PQ = o qui est coupé
par le plan suivant deux géndratrices imaginaires si D < o, et suivant
deux génératrices réelles si D > o0 : car les génératrices s'obtiennent
pour # = 0, ¢ = 0. On reconnait le lien de toute cette théorie avee la
théorie des cubiques et de I'équation de degré 3.

D = o exprime le contact du plan P + BQ + yR =0 avec chacun
des comes P*+ Q'+ R'=0 et 2*QR + B*RP +y:PQ = o.
L'équation D = o n'est autre que I’équation tangentielle du cdne
P*+ Q'+ R'=o0. Si 'on revient aux coordonnées ., y, 3, le plan
aP + BQ 4 yR = o est remplacé par le cone asymplote (de degré 6

Q 2 =
seulement) ax® +P)* + y3* = o de la surface X, et le cone
P* 4+ Q"+ R*=o par le cone &* + y* + 3* =03 D = o exprime donc
que le cone directeur de la surface est tangent (suivant 4 géné-
ratrices, eu égard aux symeétries) an cone isotrope. \ppelons surfaces
tétraédrales rsotropiques ces surfaces (elles sont toutes elliptiqgues ).

12. Surfaces tétracédrales isotropiques (1) = o). — La discussion
qui précéde a montré que, dans le cas D= o, il est impossible d’ob-
tenir le ds?: 2 (udu® + amude + vdv?). Le vésultat géométrique

a

1 Y. o ] ’ —_— 3
qui précéde prouve que le plan al> + 3Q —+ v R = o est alors tangent
au cone P*+ Q'+ R*=o0; il n’y a pas d’autres cas & examiner, car
trois génératrices d'intersection confondues donneraient I'un des plans
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tangents inflexionnels

P=no, Q-+ R=o,
ou

P=o, Q-+ R=y,
ou

P=o, Q+ iR =o,

ou ceux qui en résultent par permutation circulaive; mais dans ce cas,
un des coefficients «, 3, v est nul; on a un cylindve et un ds* de plan.
Nous écartons ce cas.

Ce qui a été dit aux paragraphes 1, €, 5, 4 s’applique : une surface

de ce type se déforme en surtace encore isotropique (cal‘ Pinvariant

o

» . s .- - .
PR reste nul) autour d'une asymptotique arbitraire rigide [imagi-
naire, représentée par une pavabole véelle du plan (P)]. L'application
de ¥ sur Y s'effectue encorve par une transformation affine entre
P, Q, R et P, Q, I, Seule, la surface parabolo-tétraédrale cesse
d’exister, done aussi le ds* réduit étudié jusqu'ici. Mais I'expression

3 " » ) . . v J
0 = 5 (P*+ Q"+ R"), ou celles qui n’en dillerent que par une fonc-
tion linéaire de I’, Q, R, donne encore la relation
A0 = ds2,

pourvu que les variables indépendantes soient toujours lindaires
en I’, Q, R. Dans le cas général, on avait pu prendre

(1) (-)E-i: Lad -+ ¥+ 6mue 4+ au+ be+¢]
(@, b, c constantes quelconques).

Effectuons le changement de variables
(2) n=2AV4+pU, ¢=AV-—pl,
'expression (1) devient
(3) = AV BYUR - CV2 - DUt @' U - BV ¢,

ou A, B, G, D, ', 8, ¢' sont des constantes. On a la dégenérescence
en supposant que A devient nul, B étant différent de o. En remplacant
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V4 % par V, on fait disparaitre D, et finalement on peut se borner &

—~

) 0= BVU '+ GV,
Sil'on remplace maintenant V par A¢ et U par wu avec

\ 1 o 1
R)\‘ua:—-a Clt=—,
2 2

qui déterminent A et u, si C est lui aussi différent de zéro ('), on a
1
. Q= - (e 4

(3) - ( h
ds*= vdu*+ audude + ded,

Calculons maintenant DD” — D'* au moyen de I'élément linéaire;
on trouve

Dh'— D=

)

=~ -

(6)

1 1

RiRy  4(v— @)

Prenons donc comme fonction invariante (au signe prés)
(7) o=« — u

On calcule aussitdt

(3) b= o Ao =S4 v
0 Ad == ¢ 4 223,
(9) ‘ 0y 5
| o Ao, U) = ¢ — Gout.

On voit aussitot que, si preprend la méme valeur, u*et  reprennent
la méme valeur;si ¢ change de signe, «* et  changent de signe; on a
ainsi les auto-applications de la surface

= u, M= o
\u._,:-mu [V
(10) .
W=, g —
Wy =— I, Py —

{*) C nal conduirait & une surface applicable surle plan, comme le montre le
calcul de DD"— D'2,
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Un point de la surface pourra, s'il est réel, étre obtenu par « et ¢ réels
ou ¢« imaginaire pure, v réel.
On voit aussitdt le moyen de calculer « et ¢ : on a, en effet,

\J —
(11) b —o=gud, Y+ So=q¢.

En utilisant les calculs du paragraphe 7

{ o \/Rlns _ 3 QR+ B3RP + 2 PQ
a s
a

T3 Vady
0 ¢ Ao L S(B =) P+ S B3 — ay) P1Q — 298y (o +3°+ ) POR
(14) 9= 257 2'QR «+ B*RP + *PQ >
1_!, e 2 5 [S(:') — 73)3 Ps _‘_Sa!g (3‘33 — ._17;:) p:Q —a 0‘57 (a::_i_ §3+7::) PQ R]‘
2(ady)?

Pour qu'il n’y ait pas de contradiction, comme « et ¢ sont des fonc-
tions linéaires, homogénes de P, Q, R, I'expression $ —o doit
s'abaisser au second degré et cela ne peut arriver que si b contient en
facteur aP + 3Q + v R, que 'on remplace par 1. En effet ici

(lo‘) (ﬁ:‘._7:\)2:33(3(,‘3::_‘_7:;)_“&:‘ (7::_3(3)3:”“

et ¢n tenant compte de ces relations, on met immédiatement ¢ sous la
forme

(16) = [Satiagi ayim 0 Pk 833k 7 42 QR],
2(23y)*

Si 'on forme Y + S5 qui est égal & g, on fait encore disparaitre le
facteur «P + BQ + yR et 'on a

(1) o= a(aFrar— )P+ Blay b 2w — F)Q
' 6(aBy)*
4 +_/(:!a;t+3‘8::_?;/::)ail.
D’autre part, on a

o

(16) gul=Y—o=——-| S aF4ay—a P
()
-+ S@? (;‘3:: -+ ./:; — 5:‘.)‘\)“:‘_

Or on vérifie aisément les égalités

(17) 4@+ 2 — B9 (e + af¥— ) — (3 -+ P — da'P=—gD =0,

Qg
Journ. de Matk., tome V. — Fase, I, wat. : b
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de sorte que U'expression (16) est bien carré parfait. On remarque
qu'en vertu des égalités (17) les expressions -

234 ayt — 2, R 20— 3 227+ 23—y

sont de méme signe : leur somme est 3(2* + 3° + ) qui est positive,
car D = o entraine >0, 3> 0, y > o pour les surfaces rielles (on
écarte les surfaces elliptiques imaginaives); elles sont donc positives:
on écrira done, et w sera rdel et non imaginaire pure,

v/ i
us) « '—“—':.-\,‘ hat

a2 1

1 . . , s
T —ewmmooomemme | (23 -0 W e {2 3 --3y9Q
(3 VR = L 2

i

g z»~~s‘3~=)nl .

Clest une vérification de constater gue «* et ¢ se calculent seuls
rationnellement (en x, 3, v) ainsi que «*¢. Chaque surface admet une
auto-application et une seule, réelle en u, ¢, & savoir I'échange de «
en — u, v restant fixe; la ligne ¥ = o est une géodésique particuliére
de la surface, qui reste inuvariante dans l'échange des deux secteurs
qu’elle borde.

Si l'on figure le plan ©uv et la parabole v = «* (fig. }) la surface X
est veprésentde par un triangle inscrit dans cetle parabole : on découvre
comme précédemment la relation hant les sommets en s'adressant aux
géodésiques rectilignes de X, qui ont pour image une droite du
plan @ wr. On trouve aisément que ces droites ont pour équation

() v = Cu G

Elles enveloppent une parabole u* +8¢=o. D'autre part, quand
le sommet p du triangle pgrreste fixe, le coté ¢r se déplace paralléle-
ment & lut-mcéme, de sorte que st u,, u,, u, sont les # des sommets p,
¢, 1, la somme «, + u, + u, est constante pour tous les triangles; orsi
u, tend vers u,, «, est le second point ol l'nnage de la génératrice
issue de P perce la parabole ¢ = «7; la dreite (19) perce la parabole
aux poiats & = 2C, «u = — C de sorte que la relation cherchée est

(20) Uy + U+ Uz= o0,

Le centre de gravité de chaque triangle déerit Paxe v,
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On voit comme plus haut que deux surfaces X, ¥/ de cette espéce
peuvent s vecouvriv partiellement: jamais I'une ne peut recouvrir
I'autre totalement; elles peuvent ne pas se recouvrir, 11y a d'ailleurs
deux modes d’application de ¥ sur ¥, car & chaque surface corres-
pondent deux triangles symétriques U'un de Pautre relativement & w .

7

L'axe we perce nécessaivement chaque triangle, puisqu'il contient le
centre de gravité. Mais, sauf les surfaces admettant un plan de symé-
trie (= v si« = 8), dans l'auto-application de & sur elle-méme elle
ne sc recouvre pas totalement. .

Les asymptotiques de toutes ces surfaces sont imaginaires, celles
qui ont pour image les pavaboles réelles inscrites dans pgr coincident
avec leur conjuguée et sont celles qui restent rigides au cours de la
déformation de T avec réseau conjugué permanent. i faut remarquer.
que nous obtenons ici «* surfaces applicables entre elles, comprenant
en particulier les o ' surfaces homothétiques & une surface ¥ donnée;
donc ¥ étant dounée et une asymptotique I' étant choisie sur ¥, au
cours de la déformation & un paramétre relative A cette asymptotique I,
on doit trouver une surface ¥’ homothétique 4 X (ou un nombre fini);
mais alors, dans 'homothétie transformant X en ¥, la cubique T, sup-
posée appartenant & ¥, a pour homothétique une asymptotique T,
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situde sur X ; donc les asymptotiques d’ane surface X se correspondent
une & une, les asymptotiques correspondantes étant homothétiques.

Il est intéressant de signaler un criterium géométrique simple,
nécessaire et sulfisant, pour qu’il existe = ' triangles civconscrils it une
parabole @ ctinscrits dans une autre conique (¢) : la droite de Uinfing,
tangente particulitre de @, coupe (¢) en deux points a, b de @ on
meéne la nouvelle tangente & w; de &, aussi; ces deux tangentes doivent
se coupersur(c). Danslecas D > o, (¢) est Chvperbole équilatéve (1),
de sorte que les tangentes & @ paralléles aux asymptotes de () con-
courent sur (H); dans le cas D < o, (¢) est le cevele (C) de sorte que
le foyer de & est sur (C); dans le cas [) = o, (¢) est une parabole =;
a et b sont confondus et alors la tangente & @, pavalléle & Uaxe de =,
touche @ en un point d’intersection de & et <.

13. Déformation et méthode de Weingarten. Surfaces rsotro-
prques. — La méthode, un peu mystérieuse, mais si féconde de
Weingarten, conduit M. Tzitzéica, dansle casdessurfaces, tétraddrales
ou non, de ds*

) dstor cdut - auda de <+ did,

A considérer les surfaces auxiliaires X solution de 'éguation du second
ordre
: a
) o'+ 9’,:~»»~‘]»s
o D) v [)

olt.r, v,  sont les coordonnées du point courant de X3, ¢, ¢* les cosinus
directeurs de la normale, p la distance de ovigine au plan tangeut,
2g le carré @ + )* + 3% de la distance du point courant & L'origine,
¢" et 2" les rayons de courbure principaux. On pose

(2) = pi co=agpd,
et les quadratures de diftérentielle totale
(3) dNX =padu-tcd, dY =prde - ddv,  dh=psdu+cde

donnent une surface S(X, Y, Z) d"élément (1¥); le plan tangent 4 S
est paralléle au plan contenant la normale et le vayon vecteur de .
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Y

Comme on a

\ poo AN e AN R I/
) — T T  — T T N — = T
(3 L Ve de T de Vi
' ¢ = gl A C’ = Q ) (_"":-_: (),‘ )
\ ov dv NS

on voil qu'a deux surlaces S se raccordunt le long d'une asymplo-
tigue T correspondent deux surfaces X tangentes entre elles le long
d'une courbe y correspondant & Uasymptotique commune; 7y est donc
caractéristique de (1); réeiproquement i deux surfaces X se raccordant,
correspondent deux surfaces S se raccordant le long d'une asympto-
tique. Or on satt trouver toutes les intégrales de (), donc toutes les
surfaces d’éléniene 1.

Lessurlaces isotropiques sont donc une solution trés particuliére cor-
respondant aux quadrigues Q & eentre (confondu avee Uorigine)
dont le cdne asymptote est inscriptible @ = ' iriédres trirectangles
W if%—‘ﬁ—k—-;»——l:o (a+b+c=o).

h a b ¢

Faive tourner Q autour d’un axe issu de l'origine ne fait que faire
tourner lu surface isotropique du méme angle autour du méme axe.
Ce résultat permet de signaler @ priorilexistence de o' surfaces iso-
tropiques se raccordant le long d’une asymptotique. Iin effet, pour que
deux quadriques (QQ), convenablement déplacées autour de P'origine,
se raccordent, il est nécessaire que le plan de la conique de contact
soit plan de raccord pour les cones asymptotes. Orla propriété carac-
téristique du cone asymptote peut étre transformée ainsi : ce cone est
conjugué par rapport & = tricdres inscrits dans le cone isotrope ;
donc la quadrique (Q) étant donnée en grandeur et position, prenons
une génératrice G du cone isotrope, le plan diamétral wde G velative-
ment 4 (Q): le faisceau des quadriquesse raccordant avee (Q) tout le
long de la seclion diamétrale correspondante donne = ' surfaces iso-
tropiques se raccordant le long d’une cubique asymptotique commune.

Pour intégrer 'équation (1) on rapporte X & ses lignes de longueur
nulle et on la considere comme enveloppe du plan.

(4) (za+3)a+i(3—a)y+(aB—1)s —p(1+aB)=o,
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et Pon o

3 — ﬂ‘)p (’/) t o p— — 0‘:1’ 1o 432

(3) ag=p'+(+a3) 03’ o'+ o' =—2p Tx 03 (1--23)%
L’équation (1) devient

. dp ap dp Ip?

6 e e

©) [<)x()§+dz 93 ' (v x3)t ©

et sil'on pose -

(7 w = p},

on a, au licude (6), I'équation éqmvalente, intégrable var la méthode
de Laplace

()3 W O

8 = — .
(%) dz d3 (r -+ af)?

Mais alors il est indiqué d'associer & ¥ la suvtace ¥, qui lui correspond
par plans tangents paralléles comme enveloppe du plan

(9) (@+B)e+i(d—a)y +(23—0s—o(t+23)=0,
et 'on voit d’aprés les formules (5) que X, est solution de 'équation

(10) o) = dp

~

ou je mets lindice 1 pour X, de sorte que p, = » =p*. Chercher X
ou I, est équivalent. Les équations aux dérivées particlles des sur-
faces X et X, en coordonnées cartésiennes ot =, p g, s, lont les sens

habituels depuis Monge (ne pas confondre p = = et g= ,avec les

notations précédentes) sont

(2) (M=) (@ y+ ) == (s = pe— ) [P0+ )+ L1+ pY) —apge],
(20 4(re—s*) (s —pa —qy) = (1 + p* + ) [P(1+q%) + QL+ p%) —2pgs].

Les radicaux \ 1 -+ p*+ ¢* disparaissent et 'ambiguité de signe qui
pourrait intervenir se léve aussitot avec l'exemple de la quadrique Q.
On remarquera que si l'on pose

w?
(11) _—3--{-“:1(‘,

——‘l)

V2
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le ds* () devient

(12) (E) ds*=dui + 2(u,— 3e})dvi,

¢t Pon retombe précisément sur un type général signalé par Wein-
garten : déterminer la surface d’élément

(13) dst= du? - al wy+ Y ()] dry,
revient & chercher les surfaces X, telles que
GO gitai=—ap— ¥ (p)

ou encore & intégrer I'équation

('r) ():'\l — qj’(“l) .
) 0203 7 (1+2B)
Or pour

(16) Yiey=" (r—ane)ey

2

ot m est un entier, 'équation (14) s’'intégre par laméthode de Laplace
en formules finies et ici m = 3.
Cette méthode de transformation substitue & la quadrique (Q)
envcloppe du plan .
‘.“1\ ‘_li;)_’ v -

(1= LR +22 =0
(™) PR e ’

la surface enveloppe du plan

AR &yt s
ol nl i s - 5 g =1
a b ¢ a b *

at oyt o

I

4]

o

(¥)
— 4+ =0 (a+b4c=0).
a b+ ¢ (a+ °)

On trouve comme équation tangentielle de cette surface I
(19) (@ 4= b+ ew?)2 = (Wi + o2+ ) 2,

Or d’aprés un vésultat signalé par Darboux (T éorie des surfaces,
t. 1, 2° édition, pages 286-288), on voit que si I'on suppose de plus «,
¢, w lides par la velation #* + ¢* + «:* =1, le pied de la normale & X a
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pour coordonnées
(h—aa)u, (h—2b)y, (h—ac)w

et les segments algcébriques compris entre ce pied et les rencontres
avec O ys, Oyx et Oy ont pour valeur

2a - h, ab—h, a¢ — h.

On en conclut que les points d'intersection de la normale & % avee
les trois plans de coordonndes forment un systéme tncariable: véci-
proguement, toute droite assujettie & cette double condition reste nor-
male & une {amille de surtaces paralléles d’équation tangeuntielle

[(A 4= 2) et 4= (B + k) o2 4= (C 4= R)w? == (03 -+ w3 = a9 A5,

et parmi elles, une et une seule, est 'une des surfaces X utilisées ici;
X a pour image sphérique de scs lignes de courbure une lamille de
coniques homofocales dont I'une est La section de la sphére par le cone
asymptote de (Q).

V4. Méthode de Weingarten. Surfuces tétracdrales générales.
— Je réunisici des résultats énoncés par M. Tzitzéica, en 116, aux
Annales de ' dcadémic roumaine, en 1908, au Towme 20 des Rendi-
contt di. Palermo. 1l y a des conclusions importantes & signaler que
M. Tzilzéica n’a pas pu ne pas remarquer, bien qu'il ne les ait pas
- explicitées; il est revenu sur des sujets connexes aux lwnales e
U'Ecole Normale supéricure, 3° série, L. 28 et 41, 1gut ot 1925,
On détermine une sucface X (v, ¥, 3) qui, en conservant les notations
du paragraphe précédent et désignant par K la courbuve totale, satis-
fait & 'équation
(1) K= =&

T T T
PO me

v

ou, en coordonnées cartésiennes, i I'équation équivalente

o ity = (e 52
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Les trois quadratures

\ X :‘/‘c Veedu +xdey, ¢ = ;% 3_1\7 , = %},
‘ Zf\/‘c’\:;du 4 v, '.-_:\%’:_:%-’ B, ::_:%.;
oli 'on a pos¢
n m

3 e S LN W - = .
(3) ' ) \ P cr-ely 4 oe 2

donnent une surface S(N, Y, Z) d’élément linéaire
(B dst= wdut < am dedv - v ded,

Qr on voil aussitot que le poiut (%, 3. 3),

) Iey o, 1oz e Y= L‘”\"l),
est le pole du plan tangent & X par rapport & la sphére
(o) R R I

De la sorte on pourra derire
\ \ = , Sdu 4+ e dv, ¢ at o gt 32
(2) CY / nide - ydv, A A

’ ro= /.:(/ll - zedv,

et les deux surfaces polaives réciproques (X, X,) relativement a la
sphéve () jouent un role réciproque vis-a-visde la surface 53 l'échange
de Xet X, estindifférent, e sorte que S, dott aussi étre solution de (1),

Le plan tangent & S est encore paralléle au rayou vecteur de 2 el
la normale de X (rayon vecteur de X,) de sorte que, comme au para-
graphe précédent, denx surfaces S tangentes le long d’une asympto-
tique commune {caractéristique de la déformation) doivent donner
deux surfaces X tangentes entre elles le long d’une caractéristique

Journ. de Math., tome V. — Fase. UL, 1q208, 3:‘
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de (1) et réciproquement. Or cotle fois les caractéristiques e (1)
sont asymptoliques des surfaces X. Cela explique pourquoi il
est naturel d'employer les formules de Lelieuvre; soit une surface X
provisoirement quelconqgue

(7= e ()
(5 s I I
On sait que

63 -k 0% - 03— 00,
)
S LY S A

=R

6
(6) Py ez =
N

La surface X, polaire réciproque de X relativement a la sphére
£k v 21 == o (au hen de e 4y - 32 22, ce qui n'introduit
sur X, quiune homothétie) est le lieu d'un point (%, 7. ) défing par les
formules déduites de X par remplacement de @,y oz en 3, Tetl,
0,,0,en0,, 0,, 0, avee

— —_)

o, - ey iz e e s B - ,
‘ el ey 0,050 w0 - Ty 3 T o vy e 50
() Col ) o
’ T SN el LY AN S
O TN A T O Y o T N Y | Y TN
On a done pour X,
P g, - TS S !
v T S, T Al s v, 20y

) ,
( Y

ToRITE,

Sidone T est solution de (1), la polaive réciproque de S reluti-
vement @ la sphére o = y* 4 3% = m est ausst solution de (1).
D’autre part, supposant towjours X quelconyue, effectuer la subs-
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titution
O = ANy By 0+ Gy D Ay By G
(o) Do A Byt Gyl A=A Ry Gyl
0. = AuD, + ByBy + Gyl A B, Gy

on les A;, B;, C; sont des constantes, remplace X par une surface X', le
point (&', ¥', =) de X' corvespondant & celuide X parla transformation
affine

() W=+ v 450 Vz=det 4 by 3 d=mape b by a3,

ol d,, b, ..., ¢, sonl les coeflicients de A |, ..., (i, dans A. On trouve
aussitol pour X’ '

) . . )
() b = O O3’ == A e+ 0y -+ 933) =24 /

Y 2, \ —

V=W Vv— K

(Vest un résultat londamental : une transformation affine de déter-
. \ . . ) N . . . .
minant 4 multiplie ——-l__—_I: par \ o, donc s la substitution. (vo) est de
V=R

module égal @ 2 1. on reweplace wne solation X de Péquation (1) par
une autre solutron. Undéplacement autour de Uovigine (ou une syme-
trie relativement i Uovigine) effectué sur X donne la méme transfor-
wation pour 83 done, e tonte surface applicable sur ane surface
tracdrale générale, on déduit par dijJérentiations, éliminations,
puts quadratures wue nowcelle surface de méme de finition, dont les
asvmploliques correspondent @ colles de la premicre s celte transfor-
mation, du moins en géncral, dépend de cing paramétres de forme
et grandeur (elle West pas une déformation).

Ce résultat est la vévitable source de toutes les propriétés oblenues
pour la déformation des surfaces tétraédrales; en eflet, une sphére de
centre O est évidemment solution d’une équation (1); si une surface X
de révolution autour d'un axe issu de O est inutilisable pour obtenir
ane surface S (& cause de ce fail que « el ¢ ne peuvent ¢tre prises
comme variables indépendantes sur X, la transformation affine donne
une quadrique de centre Oy @ une telle quadrique correspond une
surface tétraddrale. Si Pon considére un plan = tangent au céne
asymptote de ), le faisceau (langentiel ou ponctuel) de quadriques,
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déterminé par Q et le plan = double. se compose de quadriques se
raccordant le long de deux géndvatrices pavalleles; les surfaces S cor-
respondantes sont dewa surfaces tétraédrales se raccordant le long
de dewr cubiques. asymptotiques dece systéme = ', Faisant varier =,
on oblient les = * surfaces tétracdrales déja étudices.

Il est tacile d’expliquer pourquoi la transformation appliquée & uue
surface tétraédrale donne simplement x * surfacesctnon < : en elfet,
soil sur une quadrique & centre un premier systtme de diamétres con-
jugués OABC, puis un second OA'B'(V: il existe une transformation
affine convertissant OABC en ON'B'UY, done Q en (O, et comme S
ne dépend que de X fans son ensemble, toute transformation affine
échangeant X avee elle-méme diminue le nombre des paramétres; on
adoncici " on x* surfaces Lé1racdrales.

Dans le faiscean de quadriques ¢tudié a Pinstant, il y en a0 une qui
diégénére en deux génératrices ¢ ct ¢’ symétriques relativement a Oy
or  prise seule, lide & g, sa polaire réeiproque velativement 3 la
sphére @ -3 - 3% oy, conduit par les formules (27) & une surface
de transtation quiest lasurlface parabolo-tétraédrale découverte plus
haut (¢’ donne une surface svimétrique relativement a O); les o' sur-
faces tétraddrales obtenues ici ont entre elles toutes dewe cubiques de
racecord, dont wne et une senle donne raceord avec F'une des deux sur-
laces parabolo-tétraddrales,

M. Tzitzéica w indiqué (Rendiconti i Palermo le moyen d'obtenir
toutes les surfaces véglées solutions de (1)5 soit G une génératrice
d'une telle surface réglée X3 il y a unc quadrique Q, et une scule, de
centre O, se raccordant avee X le long de Gy i X et () correspondent
une surface S non tétraédrale et une surface tetracdrale (¢) se raccor-
dant tout le long d’une cubique asymptotique commune, applicables
Pune sur autre avec rigidité de cette asymptotique; X peut étre con-
sidérée comme P'enveloppe de o' quadriques () : donc S est 'enve-
loppe (ou du moins une fraction, car il faudrait ajouter la symétrique
de S relativement 4 O) de ! surfaces téteaddrales (¢)5 S posséde o«
asymptotiques qui sonl des cubiques gauches et la recherche des
asymptotiques d a systéime opposé se raméne i une équation de Riceati,
tont comme celles de X. On a ainsi un exemple intéressant de sur-
faces dont ' asymplotiques appartiennent & un complexe linéaire
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chacune (complexe variable del'une & Uautre); j'ai étudié ces surfaces
dauns une Note des Comptes rendus (13 juin 1923).

Je n’ai pas fait état du fait important que, pour une surluce quel-
congque, les fonctions 0,, 0,, 0,, 0,, ®,, O, sont solutions de I'une ou
Pautre des équations

g ’ ae e
(l)) ()O—t.()ia = /I(\X\ l3)/, 03&0—3 == /\(1. 3)(’,

drstinetes en général, mais équivalentes au point de vue de l'intégra-
tion; les surfaces X actuelles sont caractérisées par ce fait que A et &
coincident; a, y, 3, 0,, 0,, 0, satisfont & la méme équation et
0,0+ 0,y =+ 0,3 est une constante (').

M. 'Fzitzéica a signalé des surfaces, autres que des quadriques, satis-
faisant i 'équation (1), en particulier, la surface cubique

(3 Ly,

pour laqquelle on a ais¢ment

" 3 3 N
: 5 = A ) n==3
] 2% . <= o3 EIETH / . 3 . *
\ o0 (s st ) VTS g et
‘ 2w N | ' t
() o R e et et FURLEE oot eyt

. "du u : ]
\ = I AL Gpdvss - e - / wel k ) +4- v,
\ b L3 o v

(') On en déduit ce résultat intéressant que st 5, f; 9; sont connues, la sur-
face ¥ s'oblient sans quadratures : en cifeton a

()“‘J‘ _ , o 4)02 ()03 4)03 ')03.
dans = MAIVC =58 B2 a)
d'ou :
A b c):I, '303 . 4_)_().‘ 1)9%
hix.3) ] d3 da d3 da

et formules analogues pour ) et 53 dailleweson doit s’y atlendre, car une trans-
lation de I lui fevait pecdre sa détinition géométrique, par rapport a lorigine.
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Un caleul simple donne
\ X\ - —;<»‘ - %) A= (‘ - f\)
(+5) R :rg()’“ -t 7—:—-\ 4 5‘ + l_) (eyzoza),

s W 1 Sy
= .‘K:-“-I— ) +~.2§~+—
\ JD ] v X

La normale au point (N, Y, Z), perpendiculaire aux vecteurs
1 1 1 " .
(v, syel (—;, W ~;\| Q pour paratnetres divecteurs

-
}
—‘lt
)

i

1
- —_— N

~

S et X admettent O, Oy, Oz pour axes de symétrie; les six plans
Ntz o, iz N =0, \.£Y =0, comme plans de symétrie: ona
doune sur S vingt-quatre secleurs ¢gaux ou symélriques, provenant
des points (o, ¥, )3 oy = po =3 (v —3); (= - vy 3
ct de ceux qui en proviennent par permutations des coordonnées. l.a
représentation pavamétvique (18) est inpropre (1) pour S, car le chan-
, o S L . . . .
gement de (&, v, 3) en ( 2T owen (o vy ) laisse (N, Y, 7)
changé : la composition des deux opérations donue sre points de X
pour wn point de 3. A\ussi ne faut-l pas s’étonner quiun point de N
puisse étre réely soit pour (., v, 3) réels dol w el v réels, soit pour .,
v, 5 chacan fmazinatre et de module wn, d'ot w0 et v imaginaires
conjugues,

~ . ) i el N e - X ) , .
(") Sil'ou pose ;=" - L M ) =0 point (2., 7Y déerit
N : a3 N e
une surface (v) de degré 3.0 d'équation 207 - (304 1 22 4= f=0 el a4 un
puint de 3 correspond ecette fois un seul point de (). Dailleurs on w identique-
V3 RE

ment nT— 1m0 ok e st Pon tient compte de Péquation.ey s = 1 de Xon
Tt vs
. . ] .
anl-—iz=zat -k el parsute,
) N

\ “l'_ tonl

0

Q )
\ AR _,’ 2 - 2k
Nl N

: /= ..l:z:+ o0
) )

de sorte que S et (s) se correspondent birationnellement.
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L.a surface S obtenue représente donc 24 fois 'élément
wdu: 4+ Gde dv - cedi?

et cela aussi bien pour les valeurs réelles de «, ©, que pour les valeurs
imaginaires conjuguées. lLes géodésiques invariantes sont des cubiques
unicursales situées dans les plans de symétrie: on obtient I'une, par
exemple, pour . 1, vz =1 (¥ et 3 ouréels, ou de module ¢gal &
l'unité): lasection plane par le plan Y — 7 = o s’obtient, cn exprimant
dans (15) Y et Z uniquement en y et = par ['équation

(¥ (¥ —3)irz o,

ce qui donne pour ys =1, jou ;* la cubique géodésique déja citée,
une seule Jois, lareprésentation élant impropre, puis pour v — 3 =0,
une parabole qui est aréte de rebroussement : lasurface S admet donc
siv paraboles, aréte de rebroussewent, dout I'ensemble est veprésenté
par'équation (1* — 3*)(3* — ) (e —)?) = o, cest-a-dire, parle dis-

“

criminant, égalé a zéro, de 'équation qui a pour racines 2, v*, 3* soit

(16) P,

l.e vésaltat indiqué montre aussi que la surface S est de degré y
exactement. lLes géodésiques invariantes se coupent aux points

: ’ 2 vy s .
\ o ¥ = 7= — el aux symélriques de ce point par rapport aux

troix axes : ils sont simples sur S et correspondent & w =v:—=o. La
stparalion entre les deux nappes de S, corvespondant & «, v véels, ou
N, v hmaginaives, ne peuat avoir lieu que pour.y, y. 3 égaux a * 1,

— . oL . . . . b .
d’ott & = =35 on trouve ainsi le point XN Y =Z == < et les trois

e

points symétriques relativement aux axes; ces points sont singuliers et
communs & trois arétes de rebroussement. On remarquera que, ., v
doannés, ou calcule &, v, 3 par Pintermédiaire des racines de (16) et en
extrayant cnsuite les racines carcées associées de sorte que le produit
vz soit égal & + 1.

On remarquera que la surface X’ ‘

(17) (g0 == by 40 3) (gt o= by v - g 3) (gt - Dy b e 3) =1
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ou I'on suppose | @ b¢| égal & wun, n'introduit que &rots parametres de
forme, 2 savoir les valeurs numériques des faces du triédre des trois
plans explicités au premier membre de (17). On peut en particulier
prendre, avec un plan réel et deux imaginaires conjugués,

1
(18) (¥ aly?) =1, 1)):—-3(!,(12)_5

en évitant de prendre ¢ = == 1, sinon la surface serait de révolution et
inutilisable, car « et ¢ ne sont plus alors indcépendants.

Oa remarquera que si les faces du triédre sont inégales, il y a des
auto-applicatious qui, sur la surface § déduite de @yz =1, étaient de
simples symétries, mais qui, ici, deviennent de véritables déformations.

8. Rappel de résaliats sur les surfaces auto-applicables. — On
peut poser les questions suivantes :
A. Toute surface de ds* (1)

ds® = udud-+~ 2m du dv < ¢ v

posséde-t-elle des auto-applications ?

B. Les paramétres ( «, «) donnent-ils une représentation propre de
la surface ? (Pour une surface tétraédrale, c’est le cas & condition de
counsidérer les géodésiques invariantes de la surface comue des cou-
pures, et de méme leurs images sur le plan o ou we'v'.)

Japplique la méthode que jai indiquée au Bulletin des Scicnces
mathématiques, 2° série, t. 44 et 45, Je pose
() uy =8, W et =3H
et les équations
(2) vdu + ude =dS, widu + e*de =dl,

résolues en du et v transforment () en un élément plus compliqué

S(3H —2amS)dS*+ 2(3mH — 28) dS dll 5- (3N — 2m S)dli?
QH!_!‘S: ’

(3) dot=

qui fait réapparaitre les invariants déja calculés; & tous les points se
correspondant dans une auto-application correspond un unique sys-
téme (S, H), réel quand le point est réel; si (&, y, 5) sur une surface
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de ds*(L2) sont fonctions uniformes de S et H, il n’y a pas d’wuto-apphi-
cation et de plus la représentation (4, ¢) serait impropre. Les auto-
applications se manifestent si (., ¥, 3) sont des {onctions & plusieurs
branches de S, H. Sil'on prend un systéme d’axes OSH rectangulaives
dans un plan, le point (3, 1) vérifie les inégalités

— am$ .
(5) S>o, %l‘ll—l—:;%%— >0, (S —m®) (ogl?—48%) > 0.

Il y a & conslruire les deux droites S — m*=o0,3H —amS =oet
la cubique I' d*¢quation gH* — 43" = o qui passc en leur point com-
mun: jai, pour m>o (fig. 5), indiqué les deux régions, non
hachurces, que peut balaver le point (S, H).

Fig. 5.

I
S

p,
D74
V4
Z/
—1 27 1 [T
—0] S
.___..__.A -
al
N\
\
\
\

Pour m <o (fig. 6), il 0’y a plus qu’une région. Le cas m > o
donne donc des surfaces de deux types, comme nous le savions déja,
mais de deux types seulement : m < o donne un seul type. Pour
m>>o la région I donne u, v imaginaires conjuguds, la végion 11, u
et o réels. Pour m < o, w et ¢ sont toujours réels.

Quand le point (&, ¢) décrit dansle plan ® ue une droite v = cu + d,

Journ. de Math., tome ¥. — Fasc. III, 19a6. 33
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le point (S, H) décrit une cubique unicursale
(6) S = w(cu + d), SH = w4 (cu + d).

Cette cubique passe au point & U'infini de O3, ou la droite de Uinfini

Fig. 6,
\ L
R /
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est tangente inflexionnelle; le point double s'obtient pour « :‘-Zl

q: g
ou u = =~ et a pour coordonnées

1
R

(7 S=— ?.) SH:oaef® <—7-—.1>.

¢

Cette cubique est tritangente a la cubique fondamentale ' aux
points racines de

(%) . w— (cue+d)P=o.
1l y a exception : pour ¢® = — 1, on i une droite d’équation
(9) IH=d*—3dS,

tangente & la cubique U. lnterprétons tout cela pour la région I du
cas 1 >0, en posant =t +1¢', v=u'— v, u' et ' étant réels;
prenons comme exemple unc surface tétraddrale 3, dutype D < o3
supposons le pole Q réel sur S; le triangle pgr (fig. 7) est découpé par
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les trois géodésiques invariantes en six secteurs, les uns (1, 3, 4)
triangulaires, les autres (2, 5, 6) quadrangulaires; la droite A » a pour

Fig. 7.

Vo

0
A
¥4

0

<
é/

R

image V'arc @O de T' et oA’ I'arc Oa'; les images des secteurs 1,

2, ..., 6 viennent se loger, indépendamment les unes des autres, dans
- 3 . . ™ 13 - *

la région 1 et j’ai figuré I'image des secteurs 1 et 2.

/.
# /
[ X/
A ™ \

Fig. N,

7

o

J'indique le méme résuliat (fig. 8) pour une surface tétraédrale ne
chevauchant que sur une géodésique invariante.
La surface tétraédrale particuliére, « = =y, réduite & son hui-
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tiéme, est partagée en six secteurs égaux ou symétriques, ayant tous
pourimage la portion de t comprise entre ' et la tangente en a (fig. 3).
La surface de degré ¢ étudice au pavagraphe précédent a son image

limitée par U et une parabole d'é¢quation
1l =888 — a7

(on a supposé¢ m =3, de sorvte que « a pour coordonnées S =y,
H =18). La parabole cst osculatrice en a & I' et coupe de nouveau I’

. ~ R . . . . .
aupomt S=1, ll = — ; le point @ est 'image des porats singuliers
- - v (G 1.y . v ~ R
tels que Y = Y ==Z =  dja signalés et S=1, =~ 5 donne
D « v Q
. . - S b 4 Al
t=v=—t1eter=1,y=s=—L\=—pn Y=7FZ=o0:ceslun
) o

point commun a la cubique géodésique située daus leplan Y —Z =o
eta larcte de rebroussement parabolique située dansleplan Y + 7 = o.

Ces exemples ayant été dounés, nous remarquerons u'il n’exisle
pas de surface représentant complitement la région I ni la végion 11
par nappes réelles; si une surface S rveprésente une portion de I, par
exemple, qui n’a aucun point commun avec la frontiére, cette surface S
admet nécessairement un bord, qui est asymptotique singuliére, ou
une aréte de rebroussement, également asvmptotique singuliére. Dans
le premicer cas, il peut arriver que la surface ne veprésente qu’unce fois
la portion envisagée ; dans le second cas, I'artte de rebroussement est
frontitre de deux régions tsomdétriques (non applicables eutve elles,
pour employer unlangage tout & fait précis, sauf si la courbure totale
est négative ), et alors S représente plusieurs fois le plan OS1L.

Si la surface S est anhalytique, et n'a pasde ligne d’arrét, elle repré-
sente lotalement, par ses nappes réelles ow imaginatres, le plan OSt;
sile point Q, d’image O, est simple sur S, qu'il soit véel ou non, il
est le sommet de six secteurs s'échangeant entre eux par auto-appli-
cations; de la sorte, la surface représente 6 p {ois le plan OSH, p étaut
un catier (¢gal & 8 pour les surfaces tétraddrales, & 4 pour les surfaces
parabolo-tétraédrales ou la surface ¢tudiée au paragraphe précédent;
la représentation de Ssurle plan vy ouwe's’ peutalors Stre propre.

On peut imaginer que le point Q soit multiple : par exemple le sec-
teur, dont I'image sur le plan wu'e’ (fig. 7) est w AB, peut se trouver
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replié, Q étant conique, de sorte que les bords congruents v\ et ©B
coincident; ce bord unique, prolongé par la ligne d'image ©C' (con-
gruente & oA’ ou wB'), partage l'espéce de cornet ainst étudie en
deux végions isométriques entre elles et si Q n'est pas un point d’avrét,
le cornet, opposé par le sommet, estisométrique au précédent (qu'il
en soit ou non le symétrique); on aurait ainsi une surface représentant
4p fois le plan wu'v’ au lieu de 6p comme précédemment : la repré-
sentation sur le plan w#'+ serait nécessairement impropre, car pour
4 points de la surface on a 6 images sur le plan wz'«’. On a ainsi
constate que, sauf cas de lignes d'avrét, la surface d’¢lément

adit 4+ 2m de de + ¢ de?

admet nécessairement des auto-applications et une aréte de rebrous-
sement.

—_——e—



