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LES SYSTEMES DE FONCTIONS UNIFORMES.... |

>

Sur les systemes de fonctions uniformees satisfaisant a
[’équation d’une wariété algébrique dont Uirrégula-
rité dépasse la dimension ;

Par Axbri BLOCH,

I. — Introduction et résumsé.

1. A coté de la théorie de I'uniformisation des variétés algébriques
par des fonctions automorphes d’une ou de plusieurs variables, s’est
développée la théorie générale des fonctions uniformes liées par une
relation algébrique. Cette derniére théorie, née de la premiére, a
aujourd’hui une existence propre, et, tandis que la premiére, aux
prises avec de multiples difficultés, voit son développement momen-
tanément arrété, elle avrive dans une certaine mesure et par Pemploi
de méthodes approprices, a progresser par elle-méme, st bien qu’elle
se trouve actuellement plus avancée que son ainée.

I.e cas d’une fonction uniforme admettant trois valeurs lacunaires,
a ¢té dans ses grandes lignes complétement élucidé par une suite de
travaux classiques dus principalement & MM. Picard, Bovel, Landau,
Schottky, Carathéodory, et utilisant, tantot la fonction modulaire,
tantdt une méthode directe. Des résultats analogues ont ét¢ obtenus
par M. Picard, 4 I'aide des fonctions fuchsiennes, pour un systéme de
deux fonctions uniformes liées par I’équation d’une courbe algébrique
de genre supérieur a un; des résultats analogues s'établissent sans
peine pour des fonctions incluses dans un {ype (au sens de Poincaré).
La fonction modulaire et les fonctions fuchsiennes (ou du moins la
considération de 'équation Au = ¢*) sont d'ailleurs indispensables &
I'obtention des résultats les plus complets, et I'introduction inévitable
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dans toutesles questions analogues de cerlaines fonctions automorphes
(ou de certaines équations aux dérivées partielles) est, selon toute
apparence, un fait de la plus absolue généralité et de la plus haute
importance, mais qui est le plus souvent invérifiable dans I'état actuel
de la science, en raison de la stagnation de la théorie de 'uniformisa-
tion. Si I'on ne recherche pas les résultats les plus complets, nous
avons montré dans un Mémoire récent (') que toute la théovie des
fonctions ou systémes de deux fonctions uniformes incluses dans une
courbe ou dans un type donné, était une conséquence a peu prés imme-
diate d'un théoréme d'une démonstration un peu longue, mais d’un
énoncé fort simple.

Le cas des variétés et des Lypes a plusieurs dimensions ne pouvait
manquer d’étre beaucoup plus complexe que celui des courbes et tvpes
a une seule dimension; on ne savait d'ailleurs. jusqu’a ces derniéres
annces, presque rien a ce sujet. Seul ¢tait connu un théoréme établi
autrefois par M. Borel (*), mais qui n’avail jamais été envisagé par
son auteur ni par personne au point de vue actuel. Dans un Mcmoire
en cours de publication (*), nous avons pu meltre en évidence la véri-
table signification de ce théorcme, et en obtenir 'extension finitiste,
c’est-a-dire le généraliser de la manicre dont les théorémes de
MM. Landau et Schottky généralisent le théoréme ordinaive de
M. Picard. La théorie obtenuc est la plus simple de celles, assez
nombreuses, qu'il est dés & présent permis d’envisager comme corres-
pondant pour plusiears dimensions a la théorie unique des fouctions
a trois valeurs lacunaires pour une seule dimension.

A Textrémité opposée de la série des théories i édifier pour plusieurs
dimensions se trouve celle des systémes de fonctions satisfaisant &
'équation d’une varicté algébrique; c’est le cas ol le type se véduit &
la variété qui lui sertde base, sans qu'il y ait sur elle aucun systéme de

(") Les théorémesde M. Valiron sur les fonctions entiéres et la théorie de
Uuniformisation ( Annales de Toulouse, 19253). Erratum de ce Mémoive : p. 11,
ligne 1, lire : log(yYm—1 —\'m) +logy2m + t—-',; +aniz.

(*) Acta HMathematica, 20, p. 3875,

(%) Sur les systémes de fonctions holomorphes a variétés linéaires lacunaires
(Adnnales de ll'cole Normale, 1926).
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sous-variétés ou de points affectis de coefficients déterminés, corres-
pondant & certaines conditions imposées aux fonctions. Le probleme
fondamental & ce sujet est la détermination de toutes les variétés algeé-
briques uniformisables par des fonctions méromorphes; on a cru (')
pouvoir envisager comme vraisemblable l'existence d’autres surfaces
que les surfaces hypevelliptiques, rentrant dans cette catégorie; oril
a loujours été trés probable que les seules variétés algébriques unifor-
misables par les fouctions meéromorphes sont les variétés abéliennes;
la démonstration de ce théoréme parait toutefois encore lointaine. 1l
est d'ailleurs 4 présumer que, d’une manic¢re plus générale, des fone-
tions méromorphes en nombre quelconque, i une ou plusieurs varia-
bles, satisfaisant & I'équation d'une variété algébrique, satisfont
néeessairement aux équations d'une variété abélienne faisant partie de
celle varidté.

[0 attendant I'étabhissement de ce théoréme général, ou de celui
qut doit le remplacer si, contre toute atlenle, il se trouve erroné, nous
avons étudié les systémes de fonctions uniformes d'une ou plusicurs
variables satisfaisant & I'équation d’une variété algebrique suffisam-
ment générale; les résultats velatifs aux fonctions d'une seule variable
n'ont pas encore ¢té¢ publiés, ceux relatifs aux fonctions de plusieurs
variables Uont été dans une Note des Comples rendus (*).

1. ’objet du Mémoire actuel est I'étude des fonctions uniformes satis-
faisant & U'équation d’une variété, au contraire, fort particularisée, &

(Y KL Preare, Fonctions algébrigues de dewr variables, 11, p. iSo.
(Y Sur la non-uniformisabilité par les fonctions méronorphes des variétés
wlgébrigues les plus générales (Comptes rendus, 181, p. 256),

La suggestion faite & la fin de cette Note, concernant le remplacement des
hypotheéses faites sur la vaviété par celle de Pexistence d’au moins deux inté-
grales p-uples de premidre espice, ne se rapporte qu’au premier des trois théo-
vémes de la page 278, c'est-d-dive & la non-uniformisabilité de la variété par des
fonctions méromorphes, L'exemple de 'image des couples de points d’une courbe
elliptique et d’une autre courbe prouve qu'une surface peut étre de genre géo-
métrique arbitrairement grand sans que les propositions relatives au jacobien et
a l'intégrale double étendue & un certain continuum, soient vérifiées.

1l est toutefois possible que ces propositions soient nécessairement vérifiées
pour les surfaces dont les courbes canoniques ne se composent pas toutes de
courbes d'un faisceau unique.
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savoir d'une variété dont l'irrégularité dépasse la dimension. L'intérét
d’une telle étude est que les propriétés obtenues sont fort précises:
c'est pour les fonctions liées par I'équation d’une telle variété que
lanalogie est la plus compléte avec les fonctions liées par ’équation
d'une courbe de genre supérieur a un. L'irrégularité dontil est ques-
lion dans tout ce Mémoire est celle qui se rattache & la connexion
linéaire, c'est-a-dire le nombre des intégrales de diftférentielles totales
de premiére espéce linéairement indépendantes.

L.a méthode employée dans le présent Mémoire est comme dans la
plupart de nos travaux précédents, la méthode des valeurs moyvenues
logarithmiques de MM. IF. et R. Nevanlinna ('), qui constitue le plus
puissant instrument d’'investigation dont on dispose actuellement en
analyse complexe.

Dans la section 11 du présent Mémoire sont rappelées certaines
propositions de géométrie algébrique qui seront utilisées dans la suite;
application en est faite & la théorie des variétés algébriques /rr¢-
gulicres, c’est-d-dire (au sens adopté dans ce Mémoire) & connexion
lindaire multiple.

La section IIT est également consacrée & des développements préli-
minaires : trois lemmes y sont ¢tablis au sujet de certaines valeurs
moyennes logarithmiques. La démonstration dua troisicme de ces
lemmes, relatif a la croissance d'un systéme de fonctions abéliennes
dont les arguments sont fonctions d'une variable, présente encore une
Jacune qui n’est qu’a moitié comblée.

La section 1V fornie avec la suivante la partie essentielle du présent
Mémoire. 1l est ¢tabli que pour wune surface dont Uirrézularite
dépasse la dimension, trots fonctions méromorphes d'une variable.
ou trots fonctions a point essenliel 1solé commun, satisfaisant
léquation de la surface, sont nécessairement les  coordonnées

(") Parexemple : F.et R Nevasussyg, Ueber die Eigenschaften analytischer
Eunltionen in der Umgebung ciner singuldren Stelle oder Linie (Acta Soc.
Fennicae, 50. n° 3, 1922). —- R, NEvasLissa. Bewels des Picard-Landauschen
Satzes (Gott. Nachr., vy p o) Zur Theorie der meromorphen Funktionen
(dcta Math., h6). Foiraussi plusieurs notes du méme auteur dans les Comples
rendus de 1923, 1924, 1923, — Voir d'autre part l'article du Wémorial des
Sciences mathématiques, cité p. 3o,
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’un p(.n'nl décrivant sur la surface une courbe unicursale ou ellip-
tigue, Uneproposition analogue est démontrée pour des fonctions satis-
faisant & I'¢quation d’unc variété algébrique quelconque, dont I'irré-
gularité dépasse la dimension. '

La section V généralise au point de vue finitiste les résultats de la
section précédente : si des fonctions d une variable, méromorphe
dans le cercle-unité, sont lices par I'équation d'une variélé dont
Pirrégularilé deépasse la dimension, el admetiant une matrice de
Riemann pure, la variation cntre deux points intérieurs au cercle-
unité d’une intégrale simple de premicre espéce déterminée, atiachée
& la varieté, admet une borne supéricure ne dépendant que de ces
dewe points. Des théorémes en termes finis sont établis également pour
des fonctions de plusieurs variables liées par I'équation d’une variété
dont Pirrégularité dépasse la dimension.

Il s’agit dans la section VI de fonctions satisfaisant & I'équation
d’une variété algébrique, et admetlant une ou plusieurs sous-variétés
lacunaires de dimension inférieure d’une unité; des intégrales simples
de troisiéme espéce s'introduisent alors dans les démonstrations, rem-
placant en tout ouen partielesintégrales de premiére espéce. Deux cas
sculenent sont traités qui, dans U'espace & trois dimensions, se réduisent
a celui d'une surface hyperelliptique avec une courbe lacunaire et a
- celui d’une surface quelconque avec quatre sections planes lacunaires.

Dans la section VI, introduction & la suivante, il n’est question
que de géométrie algébrique; les séries abdlicnnes de groupes de
points d'une courbe y sout définies et sommairement étudiées.

l.a section VIII et derniére est peut-étre digne d’attention en raison
du caractére particuliérement simple de la question traitée et du prin-
cipal résultat obtenu : soit une courbe de genre p & modules géne-
rawe, elsoll un groupe de points de cette courbe, en nombre n infeé-
rieur a p, fonction méromorphe d’une variable tinféricure a un en
module, ¢est-a-dire. tel que les fonclions symétriques des coor-
données de ses points sotent des fonctions méromorphes de t dans
le cercle-unité ; alors la variation entre dews points intéricurs a ce
cercle de la somme abélienne, relative & une intégrale de premiére
espece déterminée, correspondant aux n points du groupe, admel
une borne supéricure ne dépendant que de ces dewr potnts.
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II. — Préliminaires de Géométrie algébrique.

3. Rappelons d’abord quelques théorémes sur les matrices de Rie-
mann et sur les courbes algébriques (') dus & plusieurs géométres
parmi lesquels MM. Poincaré, Humbert, Castelnuovo, Picard, Pain-
levé, Wirtinger, Scorza.

Considérons une matrice de Riemann Q, d’ordre p; c'est un tableau
de 2 p* éléments (p lignes et 2p colonnes) satisfaisant i des conditions
bien connues ; soit Q' une auire matrice de Riemann, d’ordre f. Sup-
posons que I'on ait, en notation symbolique & = A.Q.B, ot \ estune
matrice carrée quelconque d'ordre p, et B une matrice carrée
d’ordre 2p, i coefficients rationnels, leurs déterminants n'étant pas
nuls; les matrices de Riemann Q et Q' sount dites alors isomorphes
(Scorza).

Supposons la matrice de Ricmann Q telle que les2p, (p — p,)
¢léments appartenant i la fois aux p, premicres lignes et aux 2 (p —p,)
derniéres colonnes soient nuls; le tableau des 2 p* ¢léments des p, pre-
miéres lignes et des 2 p, premiéres colonnes est alors lui-méme une
matrice de Riemann Q, d’ordre p,. On démontre qu'une telle ma-

trice Q est isomorphe & une autre  ayant les mémes p, premiéres
lignes mais dont les 2p, (p — p,) ¢léments des (p — p,) derniéres
lignes et des 2 p, premiéres colonnes sont nuls (Picard-Poincaré) ;
les 2 (p — p,)* derniers éléments forment alors aussi une matrice de
Riemann ,. Toute matrice de Riemann isomorphe & une autre ainsi
composée elle-méme de deux autres est dite rmpure (Scorza). Ainsi
Q, Q et toutes les matrices isomorphes sont impures, Q, et 2, sont
dites contenues dans ces matrices impures.

Une matrice de Riemann isomorphe i une autre composée pareil-
lement de p matrices d’ordre un, disposées en diagonale (tous les autres
éléments étant nuls), est dite complétement réductible.

(') Cf. : F. Exniques e O. Guisint, Lesiond sulla teoria geometrica delle
equasziont ¢ delle funzioni algebriche, vol. Ul e 1Yy — S, Lyrscuerz, Progrés
récents dans la théorie des fonctions abilicnnes [Bull. des Sc. Math.,
tome XLVII, 1923, p. 122 (analyse des travaux de M. Scorza)].
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Le tableau d'un systéme de périodes primitives des intégrales abé-
liennes de premiére espéce d’une courbe de genre p, n'est pas, si p
dépasse 3, une matrice de Riemann quelconque, mais satisfait & cer-
taines relations, qui s’expriment au moyen des séries théta (). La
matrice est dite alors spéciale (Poincaré).

Toule matrice de Riemann est infiniment voisine d’une aultre,
complétement réductible ; toute courbe algébrique est infiniment voi-
sine d'une autre de méme genre, & intégrales complétement réduc-
tibles; et par conséquent toute matrice spéciale est infiniment voisine
d’une matrice spéciale complétement réductible (Poincaré ).

4. Ausujetdesséries algébriques de groupes de points d’une courbe,
jouissant de la propriété involutire, ont lieu deux théorémes impor-
lants.

A une courbe algébrique ne peuvent appartenir gu'un nombre
Sind d’involutions (simplement infinies) irrationnelles de genre
supérieur @ uny les involutions elliptiques, au conlraire, peuven
étre en nombre infini, mais sont au plus en nombre fini pour chaque
valeur de Uordre (Painleve).

Les incolutions simples multiplement infinies, apparienant & une
courbe algébrique, sont linéatres. De maniére plus précise : une
involulion =" de groupes de n(>>r) joinls sur une courbe est une
série linéaire, ou bien se compose des w' groupes oblenus en pre-
nant rar les groupes d'une incolution (simplement infinie) irra-
tionnelle d’ordre v (n=vr) ( Castelnuovo-Humbert).

D’autre part, & toute matrice d'ordre un contenue dans une matrice
spéciale, correspond sur la courbe une involution elliptique d’un cer-
tain ordre, c’est-i-dire une maniére pour la courbe d’étre elliptique
multiple. *

3. Nous appellerons dans le cours de ce Mémoire, courbes impures
les courbes dont la matrice de Riemann est impure. Les matrices con-

(") F. Scuorrky, Journal de Crelle, t. 102, 1888, p. 304 Acta Mathematica,
L. 27, 1903, p. 235.

Journ. de Math., tome Y. — Fasc. I, 1926, 4
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tenues dans cette derniére (sous-matrices) ne sont pas alors nécessai-
rement spéciales, el peuvent méme, pour des courbes convenables,
étre absolument quelconques (Wirtinger) ('), satisfaisant toujours
naturellement aux conditions classiques. Nous appellerons systéme
parfait d'intégrales abéliennes le systéme des intégrales de premiére
espece admettant les périodes d’une sous-matrice (et de toules les
intégrales dépendant linéairement de celles-1a), systéme ui s’obtient
par le calcul méme qui révéle l'existence de la sous-matrice. (Il ne
peut évidemment y avoir aucune ambiguité, méme s'il y a des sous-
matrices identiques, puisqu’alors ce ne sont pas les mémes cycles qui
de part et d’autre donnent lieu & des périodes nulles.)

Considérons sur une courbe de genre p un systéme parfait de
¢ intégrales; attribuons aux sommes abéliennes correspondant a ces
¢ ntégrales et & un groupe de ¢ points de la courbe des valeurs données
quelconques : il existe alors un nombre (ini de groupes de ¢ points
déterminés par ces valeurs, sauf peut-Gtre pour certains systémes
de ces valeurs pour lesquels il en existe une infinité (Picard) (*).
Autrement dit, la variété des groupes de g points d’une courbe
impure possédant une sous-matrice d’ordre g admet pour lrans-
Jormée rationnelle la variété abélienne de rang un, a q dimen-
stons, dont les pcriodes primitives sont celles de celte sous-
matrice. Les variations des sommes abéliennes d'un groupe de
¢ points & un autre sont égales aux variations des arguments des fonc-
tions abéliennes entre les deux points corvespondants de celte variété.
Donec, connaissant ces deux points et I'un des deux groupes de
q points, 'autre se détermine algébriquement. On aurait encore une
détermination algébrique si I'on remplagait la variété abélienne et ses
deux points par une autre courbe dont la matrice admit ¢galement la
sous-matrice d’ordre ¢ considérée, et deux groupes de ¢ points de
cette courbe. .

Supposons maintenant que, au lieu de groupes de ¢ points, I'on con-
sidére sur la courbe donnée des groupesde 7 points (7S ¢g). Alors & un
systéme de sommes abéliennes, il répondra en général une infinité de

(") Untersuchungen iber Thetafunktionen, Leipzig, 1896,
(*y Bulletin de la Soctété mathématique, 11,
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groupes de points, ou il n'en répondra aucun suivant que I'on aura
supposé r supéricur ou inférieur & ¢. Mais on pourra toujours, les
sommes abéliennes étant supposées représentées comme il a ¢té dit
sur une variélé abélienne ou une courbe auxiliaive, décider algdbri-
quenent il existe de lels groupes de points, et, dans 'aflirmative,
déterminer algébriquement la variété d’aillears algébrique (de
dimension nulle ou non nulle) qu'ils forment. En effet lalgébricité de
la variété résulte de la théorie des fonctions abéliennes réductibles
immédiatement si 7 est égal ou supcérieur au genve p de la courbe, en
ajoutaut au préalable p — 7 points {ixes si < p; et lalgébricité de
I'existence ou de la non-existence de la variété, et de sa détermination
si elle existe, les sommes abéliennes étant représentcées comme il a été
convenu, est une conséyuence du méme raisonnement.

6. Les considérations du nnuméro précédent tronvent leur applica-
tion dans la théorie des variétés algébriques irréguliéres.

Rappelons la définition, au point de vue purement rationnel, de
Uirrégularité d’uane variété algébrique. Sur une variété de dimension
égale a n, tout systéme algébrique complet de sous-variétés de dimen-
sion # — 1, se compose de %’ systémes linéaires complets; le maximum
de 7 est I'irrégularité ¢ de la variété. Tout systéme algébrique complet
donnant lieu &4 ce maximum est & ce point de vue birationnellement
identique & une variété abélienne de dimension ¢ et de rang un; c'est
la wariété dite de Picard, attachée & la variété donnée; elle est en
effet indépendante du systéme considéré.

MM. Enriques, Castelnuovo et Severi ont établi que ce nombre ¢
est identique au nombre des intégrales simples de premiére espéce,
linéairement indépendantes, attachées a la variété donnée; el c’est
cette seconde dcfinition de I'irrégularité que nous utiliserons seule. La
matrice des périodes de la variété de Picard est isomorphe & celle des
périodes primitives des ¢ intégrales simples, mais ne lui est pas néces-
sairement équivalente (') (avec les notations du n® 3, Q' = AQB

(') F.Severi, Un teorema d’inversione per glintegrali semplici di prima
specie ( Atti Istituto Veneto T2, 1013, p. 65).
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est dite équivalente & Q si B est & coefficients entiers et de détermi-
nant un).

Tukonene A. — Sur une variété algébrique irréguliére de dimen-
ston et ’irrégularité quelconques, I ensemble de tous les groupes de
m points pour lesquels toutes les sommes abéliennes. relatives aux
rntégrales simples de premiére espéce. aient des valeurs donndes,
constitue une serie algébrique.

Pour établir ce théoréme d’inversion, observons que nous pouvons
représenter les valeurs données sur une courbe ou variété auxiliaire,
comme il a été dit au numeéro précédent. Considérons une courbe
algébrique quelconque de la variété donnée, passant par le point — ou
les ‘points — a partir desquels sont supposées prises les sommes abé-
liennes : les intégrales simples donnent sur cette courbe un systéme
parfait d'intégrales abéliennes; nous powvons décider algébriquement
si la courbe contient ou non des groupes de /2 pointsayant les sommes
abéliennes données, et dans P'affirmative, construire algéhriquement
la série algébrique qu’ils forment, ce qui établit le théoréme .

Le théoréme subsiste évidemment si, au lieu de fixer toutes les
sommes abéliennes, on fixe seulement celles relatives &4 un systéme
parfait d'intégrales, supposé exister sur la variété (un systéme parfait
se définit sur une variété quelconque comme sur une courbe). Mais,
pour abréger, nous laisserons de coté dans ce quisuit les conséquences
de cette remarque.

Nous allons appliquer le théoréme A au cas particulier otizz = 1.

Si 'irrégularité est égale & un, il n’y a alors aucune difficulté, et
I'on obtient les propositions suivantes :

Une surface admettant exactement une intégrale simple de pre-
miére espece est un faisceauw elliptique; on voit méme aisément que
c’estun faisceau elliptique de courbes irréductibles. Une variété & une
seule intégrale simple de premiére espéce est un faisceau elliptique
de sous-variéiés, que 'on peut supposer irréductibles.

Passons au cas ou l'irrégularité ¢ est quelconque, mais ot toutes les
intégrales sont fonctions d’une seule d’entre elles; alors :
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Une variété admettant exactement q intégrales simples de pre-
miére espéce, fonctions d’unc d’endre elles, est un faisceau de
genre g de sous-variétés irréductibles.

Sig>1, la sous-variélé générique du faisceau se présente néces-
sairement d’elle-méme comme irréductible; sans quoi, d’aprés un
théoréme bien connu de Weber, la variété serait aussi un faisceau de
genre plus grand que ¢, et aurait plus de ¢ intégrales. Le cas ot ¢ > 1
peut d’ailleurs étre traité indépendamment du théoréme A; M. de
Franchis (') a prouvé en elfet de fagon simple qu'une surface ayant au
moins deux intégrales simples de premiére espéce, fonctions l'une de
I'autre, posséde un faisceau irrationnel, et sa démonstration subsiste
pour une variété quelconque.

Considérons maintenant une surface & deux intégrales indépen-
dantes, il vient :

Une surface ayant exactement deux intégrales simples de pre-
micre espéce, non fonctions Uune de Uautre; admet pour trans-
formée rationnelle une surface hyperelliptique de rang un.

Dans les cas précédents, ou bien I'on tombait immeédiatement sur
un faisceau de courbes irréductibles, ou bien I'on pouvait aisément en
obtenir un; mais ici il n'y a rien d’analogue, et 'on ne peut pas
afficmer que de la série »* de groupes de points obtenue I'on puisse
passer & une série oo* de points jouissant de la méme propriété, autre-
ment dit que la surface donnée soit elle-méme hyperelliptique.
M. Enriques a démontré cependant qu'il en est effectivement ainsi
lorsque, la surface étant de genre géométrigue un, sa matrice de
Ricmann est pure (*); mais il existe des surfaces de genreun non hyper-
elliptiques, ayant exactement deux intégrales simples indépendantes
de premiére espéce; elles rentrent dans la catégorie des surfaces ellip-
tiques, et ont une matrice de Riemann impure.

Sans nous attarder davantage & examiner des cas particuliers,

(") Sulle superficie algebriche le quali contengona un fascio irrasionale di
curve (Rendic. Circ. Mat. Palermo,t. 20, 1905, p. 49.

(*) Sulle superficie algebriche che ammettiono un gruppo continuo di tras-
Jormasioni birasionali in se stesse (ibid., p. 61).
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énoncons la proposition générale suivante au sujet des variétés algé-
briques irréguliéres, conséquence immédiate du théoréme A :

Tuiorive B. — Une variétéalgébriqued’irrégularité q est engendrée
par unsystéme de sous-variéles, réductibles ou irréductibles biration-
nellement identique a une-variété abélienne de rang un a q¢ dimea-
sions, ou bien & une sous-variété d' une telle variété abélienne, pour
laquelle aucune combinaison lindaire des arguments des fonctions
abélicnnes ne demeure constante; par un point générique de la
variété donnée passe une el une seule sous-variété du systéme.

I1I.
Lemmes concernant certaines valeurs moyennes logarithmiques.

7. La fonction /() étant holomorphe ou méromorphe dans le
cercle |x|Sr, circonférence comprise, posons avec MM. I'. et R.
Nevanlinna (') :

. 1 o .
m(r, f)= - [ log| f(re) | 9.
v
r; étant le module d’un zéro intérieur au cercle de rayon r, posons de
méme "
o . r
N(l', ./) = .\. log ;:")

i

la somme étant étendue & tous ces zéros; posons enfin

1
gm(r, Y=m(r. f)+N (r, 7.> .
[.'expression gm(r, f) est une fonction croissante de r.
La formule de M. Jensen s'écrit
1

gm(r, fY—gm (\1', 7) =log| f(0)|.

I

Lemme I. — Une fonction holomorphe o(.:) est déterminée par sa

() CJ.parexemple pourlabibliographie le fascicule du Mémorial des Sciences
mathématiques : A. Brocu, Les fonctions holomorphes et méromorphes dans
le cercle-uniié (Gauthier-Yillars, 1926).
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partie réelle & | 2(«)] au moyen de la formule suivante :

. v T Lreilg e -
‘?('l‘)-‘—‘;:;r./o L‘”?(“‘)de@""aW(o)]r (xl<r),
d’ou
12T 1 il
vy 1 anlre
Na)= o) ,R[o(a)]——-—(,,em_w),,+,d9_
Posons
" AT "
a(r,o)=-— K[o(re)]db.

L’égalité précédente donne aisément l'inégalité suivante, due &
M. R. Nevanlinna

(1) mlr. 9" (2)] < Clo(0)] + ki og -+ h:log g + loga(R, 9)

(r <R),

olt la constante G ne dépend que de (o), k, et A, étant des conslantes
numeériques.

Il résulte de cette inégalité que si ¢ (&) est une loncnon entiére, on
a, a partir d'unc certaine valeur der,

(1 bix) mir, otm(w)] < (1-+2) l(:ga(r, ®),

quel que soit < positif, sauf peut-étre dans des intervalles ou la varia-
tion totale de » est finie.

Lemme I1. -— Soient f(x) une fonction méromorphe etI* le symbole
d'une fraction rationnelle; on reconnait aisément & I’aide de la formule
de Jensen que gm(r, ) et gm|[r, F(f)] sont asymptotiquement
équivalents, & un facteur constant prés (sans intervalles exceptionnels);
et cela se traduit en termes finis par une double inégalité, facile a
obtenir entre ces deux expressions. De méme, si nous désignons
par gm(ry [i, [2) laplus grande des expressions gm(r,f,) et gm(r, f,)
et s1 I¥,, I¥, sont deux [ractions rationnelles de deux variables , Tion
fonclions 'une de l'autre, il y a une double inégalité entre gm(r, Foof)

et gm [r; Ui(fo, ) Fal fon fa )i], d’ou résulte l’équivalence asympto-
'nque, a un facteur constant prés, de ces deux expressions. Nous
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pourrons donc parler de la fonction croissante Lé‘/\)\e(l', ) attachée a
un point P de 'espace & un nombre quelconque de dimensions, dont
les coordonnées sont fonctions méromorphes d’une seule variable;
cette fonction, définie seulement & un facteur constant positif prés et a
un terme additif prés (ce qu'exprime le signe . \) sera invariante, non
seulement par les transformations homographiques. mais aussi, au
point de vue ou nous sommes placés ici, par les transformations bira-
tionnelles (de l'espace entier ou seulement d’une varicté algébrique
sur laquelle ' demeure placé), et méme par les transformations sim-
plement rationnelles, si elles n’altérent pas 'uniformité des fonctions
considérces.

Toul ceci s'exprime, répétons-le, par desinégalités qui s’obticnnent
4 Paide de la formule de Jensen et de simples transformations algé-
briques, ot par conséquent, les fonctions méromorphes f,. f,. ... ne
ligurent (comme dans la formule de Jensen) sous le signe gm que
par clles-mémes et, ailleurs, que par leurs valeurs initiales.

Supposons maintenant que des fonctions méromorphes /. /.. ...
solent lides & d'autres fonctions méromorphes o, .. 2,. ... parun
systéme de relations algébriques, toutes ces fonctions étant telles
lorsque la variable est a Porigine que le systéme soit alors résoluble
pac rapport aux /;: on établit de maniére analoguc, 'inégalité, valable
quel que soit »

(2) e (ry fiofor ) <kgm(r: oy o4 240 0) 4+ Gy

olt 4 est un nombre fixe ne dépendant que du systéme, ot C, ne
dépend que du systeme et des valeurs initiales des fonctions.

8. Lemme 111, — Soit une courbe elliptique, que nous supposons
uniformiséc par des fonctions méromorphes d’une variable ¢, de
module 7; P est le point courant de la courbe, U l'intégrale de pre-

() 1 B . 3 N
miére espéce; nous allons montrer que la fonction croissante @(r, U N
k] H

X X N\
attachée & la seconde, ne dépasse pas la fonction croissante gre(r. P)
attachée au premier.

Supposons a cet effet 'intégrale U multipliée par unfacteur constant
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tel qu'une de ses périodes primitives soit 2=¢; la fonction ¢' réalise
alors Ja représentation conforme de la surface de Riemann sur une
infinité de couronmes circulaires concentriques et homothdétiques;
on a a(r, Uy=m(r, e"). Soit j un point fixe d'unc des couronnes,
J son homologue sur la courbe; considérons une fraction rationnelle ®
d'un point variable de la courbe ne devenant infinie qu'en J, pole
double par exemple. On a

\ v AN\ 1
gm(r, e¥)y=gm|r, T N

\ 1 N FAN . . .

or gm (r, Z’“‘»“—j) ne dépasse pas gm(r, ®); car si @ est trés grand,
c’est que p, correspondant & P, est trés voisin, soit du point j, soit
d’un de ses homologues en nombre infini du systéme de couronnes;

gm(r, ®) se compose ainsi d’'une infinité de termes, tous positifs,

’

dont I'un est équivalent & gm (r. B—l:_—]) Notre affirmation est donc
établic, dans le cas ot U a une période primitive égale & 2x=7; il n’y
aurait pas de difficulté & la justifier de maniére analogue dans le cas
le plus général ; mais on peut aussi observer que si la proposition est
établie pour U, et L', de rapport non réel, elle P'est d’'une maniére
générale, car connaissant une borne des parties réelles de U, — U,
U, - ¢*U, on en déduit sur le champ une borne pour &(e#U).

Ce quiprécéde peuts’exprimer par une relation précise, par exemple,

la suivante :

(%) a(r, UY<<hxgm (r, ﬁ) + K(w, &),

ot U est supposée nulle pour £ = o, ot & est une constante numérique
et K une certaine fonction des périodes w et @ de la fonction ellip-
tique pU.

Voyons maintenant comment on pourra établir une proposition
analogue pour les surfaces hyperelliptiques de rang un : trois fonc-
tions méromorphes f,, f., f; d'une variable ¢, de module r, satisfont
4 Péquation de la surface, U est une intégrale de premiére espéce

. . /\ g - (3
quelconque de la surface; il s’agit de voir que a(7, L) ne dépasse

~ -
pas g”l(r;fl)j29fa)~

Journ. de Math., tome V. — Fasc. [, 1920, 5
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Moyennant uue certaine transformation rationnelle, de sens d’ail-
leurs arbitraive, nous pouvons, d’aprés le lenune 1, supposer la sur-
face, non seulement de rang un, wmais aussi de diviseur un. La surface
est alors 'image des couples de points d'une quintique

Prea(—a) —re) (0 — ) (1 —va),

ct de x* manitres; on peut donc supposer que pour / = o, le couple
de points corvespondant, soit (A:y=w=0; \iy=0, =1L
Moyennant une teansformation biratiounelle, on peut supposer que
les trois fonctions £, f,, /4, soient pour le couple de points (M, M) :
O e v 4 v" Quant & Pintégrale de premiére espéce con-
sidérce, ce sera, par exemple,

2N e
[N ol
U= , D lde / —_——da
. Vv

v J i

Supposons d’abord la quintique clliptique multiple; il y aura alovs
deux intégrales V et W réductibles aux elliptiques, déterminées cha-
cune & un facteur constant prés. Connaissant leurs périodes. on pourra
éerire 'inégalité (o) & laquelle satisfait chacune d'elles; on en déduira
pour l'intégrale W une inégalité de la forme

a(ry, W)<<exgmir: 7;_/ ‘/‘;.) <+
C dépendra des périodes desintégrales véductibles, mais en pourra les
vemplacer par leurs valeurs en fonction des périodes corvesponduant &
la quintique clle-mdéme, c'est-i-dive des périodes sur la quintique
de /‘i'i et /i{—{i, ces substitutions faites, ¢ et G pourront encore «
priori dépendrede certains entiers, en particulier du coeflicient de mul-
tiplicité de la quintique en tant que courbe elliptique multiple. Or, en
conduisant le caleul de wmaniéee sullisamment habile, il est probable
que P'on obtiendra pour ¢ et G des expressions n'en dépendant pas:
e sera un nombre et C ne dépendra que de la matrice de la quintigue.

St maintenant la quintique n’est pas elliptique multiple, on pourra
la vendre telle en faisant varier infiniment peu A, w, v. l est clair, par
conséquent, que I'inégalll¢ obtlenue seva vraie, que la surface hyperel-
liptique soit & matrice pure ou impure. Le caleul pourra, d’ailleurs,
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s'é¢tendre aux variétés abéliennes quelconques de rang un, I'inter-
vention précédente de la quintique plane n’ayant servi qu’ simplifier
un peu l'exposition.

Mais, quel que puisse &tre I'intérét de cette sorte de démonstration,
qu'il y aurait lieu de développer de maniére compléte, I'élablissement
divect de U'inégalité en question, sans vecourir au cas de réduction,
serait plus désivable encore ('), On peut démontrer assez simplement
cette inégalité, non pour une variété abélienne, mais pour une
courbe de geare quelconque; et cela suftit, comme on le reconnaitra
pav la suite, pour ¢tabliv les théorémes de M. Picard sur les courbes
de genve supdricur i un, rappelés au début du présent Méwmoire; mais
cela me peut servir de vien dans la question plus générale qui en est
Uobjet essentiel.

Du cas d'une variété abélienne, on passe immédiatement, en vertu
du théoréme B et du lemme 11, 4 celui d'une variété algébrique ivrégu-
lidre quelcongne: si bien que voici, en définitive, la proposition qui
sera pour nous le lemme i :

Satent donndes une variété algébrigue irrégulicre el une inté-
grate simple de premicre espéce U de cette variéte; on suppose que
les coordonndes  un pornt dv la vartété sotent, dans un certain cercle,
des tonctions méromorphes o foy .. dune raiablet, de module r. On
a dés lors, dans ce cerele, Cinégalité
(3 a(r.UYy < exgm(rfiy fo o)+ G,

e cest une constante numérique el o G ne dépend que de la
variéte de Lintégrale envisagée, el du point de la variété corres-
pondant a t =o.

Celte proposition n'est, & vrai dire, ¢tablie clairement, d’aprés ce
qui précéde, que pour les variétésirréguliéres & matrice complétement

(") On sait que Poincaré avait obtenu le nombre des zéros communs aux
fonctions théta en avant recours précisément i Uintermédiaire du cas de réduc-
tion complete [ef. Encyel. des Se. math., avticle -3 (Zewthen-Diert),
p. 326 ]. M. Wirtinger a traité la méme question par des méthodes directes, ot
il v aurait intérét A examiner si elles peuvent étre de quelque utilité dans la
démounstration de notre proposition,
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réductible. Toutefois, pour ne pas introduire dans ce qui suit une res-
triction ne tenant pas & la nature des choses, mais seulement au pro-
cédé de démonstration, nous I'admettrons comme vraie dans tous les
cas.

Si, dans ce qui précéde, on suppose que l'on ait affaive, non a des
fonctions méromorphes, mais a des fonctions ayant un point essentiel
isolé commun, il est aisé (au moins dans le cas d'une matrice comple-
tement réductible) d’établir des relations d’'inégalité, analogues aux
précédentes, pour celles des intégrales dont la partie réelle demeure
uniforme par circulation autour du point. Les théorémes des sections
suivantes, énoncés pour des fonctions d’une variable méromorphes
dans tout le plan complexe, seront donc vrais aussi pour des fonctions
a point essentiel isolé.

IV. — Les fonctions méromorphes lides par Yéquation
d’une variété algébrique dont Pirrégularité dépasse la dimension.

9. Soit une surface algébrique S d'irrégularité supérieure a 2,
que nous supposons placée dans l'espace & trois dimensions, ot elle a
pour équation f(.r,y, ) =o. Les coordonnées d'un point P de la
surface sont supposées fonctions méromorphes, dans tout le plan
complexe, d’une variable ¢.

Soient U, V, W trois intégrales simples de premiére espéce linéai-
rement indépendantes de la surface.

Supposons d’abord qu'il existe deux combinaisons linéaires

a U4- 3,V 4+ W et o Ui+ 3,V + 7. W
de ces intégrales, qui soient fonctions 'une de l'autre. En posant
2 A+3 B+ C=0,A+3,B+7,C=0,

nous avons, identiquement, sur la surface 3, les intégrales étant consi-
dérées comme fonctions de x et i :

U, UL A
(4 Ve V. Bl=o,
W, W, G
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et laréciproque a lieu aussi. Orle cas oitla surface S jouit de la propriété
précédente se traite immdédiatement. Car (n®6) la surface posséde alors
un faisceau irrationnel de genre au moins égal & 2; le point P, dont les
coordonndes sont fonctions méromorphes, ne peut décrive qu’une
courbe de ce faisceau qui est, par suite, unicursale ou elliptique. Par
exemple, pour un cylindre de genre 3, toutes les courbes du faisceau
sont unicursales; pour la surface image des couples de points d’une
courbe de genre 2 ct d'une courbe de genre 1, toutes les courbes du
faisceau sont elliptiques. Il est, de méme, ais¢ de trouver des surfaces
d'irrégularité au moins égale & 3, possédant un faiscean irrationnel de
genre au moins égal & 2, qui contienne un nombre tini de courbes uni-
cursales ou elliptiques, ou bien qui n’en contienne aucune.

Passons au cas général ol dans le systéme lindaire d'intégrales
déterminé pav U, V, W il 0’y en a pas deux qui soient fonctions I'une
de Tuutre; on n'a pas alors d’identit¢ de la forme (4). Nous considé-
rons toujours U, V, W comme fonctionsde v et y; & et y elles-mémes
sont fonctions de ¢. Nous avons : ‘

(AU =Uide-=Udyy dN =N ode +-Vidy; dW =Wide+ W, dvy
. s d*U = U, d*e+ Uy @y + Uls daet+-2aU, dody + U dy?,
() ( BN =V dPe 4+ Vo Py + Vie det+aVi, dedy + Vi di?,
B W == Wit + Wiy = Wi dat 4 a Wi de dy + Wiady?,

Eu climinant d., dy, d*.w,J*y et résolvant par rapport &.v et y, on
obtiendra pour .v et ) des fonctions algébriques de /U, dV, dW, {2 U,
d*V, d* \V. 8i, donc, cette résolution est possible, comme cela aura lieu
en général, on sera conduit & une impossibilité en supposant &, y. =
fonclions méromorphes de /; car, 7, V, W étant alors des fonctions

. A 4 /\ ’ .
entiéres de ¢, clles ont, d'aprés le lemme I1[, un @ au plus égal &
g (r, P): leurs dérivées par rapport i zont alors, d'aprés le lemme I,

~N

un rn presque partout au plus égal alog gm (r, 1'); et. par suite, d’aprés
le lemme I, toute fonction algébrique de ces dérivées, supposée méro-
AN

morphe en ¢, a un g/ presque partout au plus égal & la méme expres-
ston; awnst .o, y et, par suile aussy 7, auraient presque partout un gm

. Y /\ .
au plus égal & log gm (7, P), ce qui est absurde.
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Il s’agit maintenant de voir & quelles conditions le raisonnement
précédent est valable. Or, il le sera certainement, si le jacobien, par
rapport a .z, y et leurs dérivées, des seconds membres des équations (5)
(supposées divisées par d¢ et di*), n'est pas nul quel que soit /.

In effet, supposons que, pour une certaine valeur ¢, il soit différent
de zéro; pour des valeurs des dérivées U’, V', W', U”, V*, W” sulli-
samment voisines de celles U, V|, ... qu’'eiles ont & ce moment, 2, y
et leurs dérivées seront développables en séries entiéres par rapport
aux dilférences U'— U}, V' — V', ...; ainsi se trouvera parfaitement
défini le systéme (uniforme ou multiforme) des fonctions algébriques
que sont.c, ¥ etleurs dérivécs par rapport aux dérivées desintégrales;
il n’est d’ailleurs pas & craindre que l'on ait une indétermination quel-
conque lorsquon remplacera ces derniéres par leurs expressions en ¢,
puisque dans le voisinage de ¢, I'on a des fonctions holomorphes.

Nous sommes donc amené & examiner la signification de 'annula-
tion, quel que soit ¢, du jacobien dont il vient d’¢tre question, c’est-
a-dire de I'équation :

L;‘,': dx - U”” ({y U/l o
Vie dw Vi, dy V. o
Wieda + Wiy dy W .

Ul e+ ULy d?y+Uls de*+- 22Ul dedy + Ul dedy? 2(UlL: de+ UL, dy)y Ul
Vie dta+ Vi diy -+ Vis date 2 Vis dwdy+ Nl dedy? 2(Vie de+-Viy ) Vi
Wied? @+ W2y +Wihdaot -+ oW da dy +Wihedady  2(Wihede+Wiydy) W,

ol les trois derniéres colonnes du déterminant se déduisent des trois
premiéres par la permutation de x et de ).

C’est la une équation différentielle du second ordre entre w et y,
dont I'intégrale géndérale est une famille de courbes de la surface S,
dépendant de deux constantes arbitraires; nous allons voir que cette
famille n’est autre que celle des courbes représentées par 'équa-
tion (4).

FFormons, en effet, I'¢quation dilTérentielle de cette derniére famille;
on peut remplacer I'équation () par le systéme

Uhd 4+ Ul A = V02 Vip + B= W2 + Wiu+ C=o.
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En le différentiant deux fois, il vient :
(Ueder 4 Uiy )b -+ Useddh o Ul 4= Unndyy s+ Ul = o,

(Uladte Ul dy+  Ulde? 42Uk dedy + Ulady?)i
+a(Wede + Uldv)dh+ ULd?h
4 (Ul +Uld?y o Uldata Ul dedy + Uld)y?)
A UWade + Uldy) dp+ Uldipn =o

et quatre équations analogues en V et \W; éliminant A, u, d)\, du,
A, cl*y. entre ces six équations, 'on obtient bien I'équation (6).

C'est donc a aue telle équation que doivent satisfaire les coordonnées
du point P. Comme nous sommes placé dans le cas ot elle n'est jamais
vérifice identiquement sur la surface, quelles que soient les constantes
A, B, G, ta courbe ' décrite par le point P est nécessairement une
courbe algébrigue; et il résulte d’une identité classique de Neether
qu’elle appartiendra & l'intersection de la surface S de degré m:, avec
une surface adjointe d’ordre # — 4, intersection d’équation

I U'.\-"-—'D/‘—\-.j/:’: Qa, vy 3y == o,

Cette courbe I, étant algébrique, est nécessairement wnicursale ou
elliptique.

10. Distinguons deux cas suivant que I est, ou bien soit unicursale,
soit elliptique, mais telle que toutes les intégrales simples de premiére
espéce soient constantes sur elle, ou bien au contraire elliptique et
telle qu'il v ait de telles intégrales variables sur elle. Nous allons voir
qu'il 0’y a qu’un nombre lini de courbes ' de 'une et l'autre catégorie.

Dans le premier cas, considérous la surface adjointe d’ordre m — 4
fournie par deux intégrales arbitraires noun fonctions I'une de P'autre :
elle contient la courbe I'. Ainsi, il y a au plus un nombre fini de
courbes de cette catégorie.

Dans le second cas, la considération des périodes le long des cycles
de la courbe I' prouve que la matrice de Riemann de S est isomorphe
A une matrice dont toutes les lignes, sauf une, commencent par deux
zéros consécutifs, et contient par suite une sous-matrice d’ordre ¢ —1,
donc aussi une sous-matrice d’ordre 1; ainsi, il existe une intégrale
de S n’ayant que deux périodes. La courbe T' appartient a la surface
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canonique déterminée par deux intégrales quelconques du systéme
parfait complémentaire de 'intégrale & deux périodes; et elle n’appar-
tient pas & celle déterminée par une de ces intégrales et I'intégrale &
deux périodes, puisque celle-ci n’est pas constante sur I' ; appartenant
a cerlaines surfaces canoniques, sans appartenir i toutes, elle appartient
au systéme canonique. A une intégrale a deux périodes ne peut, d’apreés
ce qui précede, correspondre de cetle maniére qu’un nombre fini de
courbes I'. Si nous prouvons que les intégrales a deux périodes eclles-
mémes ne peuvent étre qu'en nombre fini, notre assertion sera élablie.
Or, d’aprés le théoréme B, toute surface d’irrégularité ¢ supérieure a 2
— hormis le cas, qui n’est pas & considérer ici, ou toutes les intégrales
sont fonctions I'une de I'autre — admet pour transformée rationnelle
une surface section d’une variété abélienne de rang 1 & ¢ dimensions,
avec correspondance de part et d’autre entre les intégrales. De la sorte
vient correspondre a I', sur la variété abélienne, une courbe elliptique
le long de laquelle une intégrale de cetle variété n’est pas constante,
c’est-d-dire une trajectoire d'un sous-groupe algébrique & un para-
métre (elliptique) du groupe «? des transformations birationnelles;
il peat arriver qu’il existe une infinité de tels sous-groupes correspon-
dant & une infinité d'intégrales a deux périodes, mais les degrés des
trajectoires croissent indéfiniment pour toute suite infinie de sous-
groupes. Ainsi I'existence sur S5 d'une infinité d’'intégrales & deux
périodes correspondant a des courbes T' est contradictoire avec le fait
- que I' qui, dans I’hypothése actuelle, appartient au systéme canonique,
est de degré limité (').

On reconnait immédiatement que le raisonnement de l'alinéa pré-
cédent subsiste pour toute surface S d’irrégularité supérieure a 2,
méme possédant des intégrales fonctlions 'une de I'autre, sous la seule
condition qu'il n'existe pas deux systémes parfaits complémentaires

(Y1) Ge mode de démonstration est susceptible d’extension & des cas plus géné-
raux. Mais on peut ici, aprés avoir prouvé la limitation du degré des courbes
elliptiques de la surface, raisonner plus simplement. D’aprés la classification de
Halphen, il »’y a qu'un nombre fini de types de courbes gauches de degré déter-
miné, donc aussi de degré et de genre déterminés; les courbes elliptiques de la
surface constituent donc un nombre fini de familles algébriques distinctes; elles
sont donc en nombre fini, Le résultat de 'alinéa suivant s’établit de méme,
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- d’intégrales, I'un formé d’une seule intégrale, n’ayant d’ailleurs que
deux périodes, I'autre formé d’intégrales toutes fonctions d’une seule
d'entre elles. Or s'il en existe, il n'y aura qu’'un nombre fini de
courbes elliptiques si la surface n’est pas 'image des couples de
points d'une courbe elliptique et d’une courbe de genre au moins
égal & 2. Ainsi, sur toute surface d'irrégularité supérieure & > qui
ne rentre pas dans ce dernier cas, il existe au plus un nombre fini
de courbes elliptiques sur lesquelles toutes les intégrales ne soient
pas constantes.

(ue l'existence d’intégrales a deux périodes, c'est-a-dire de faisceaux
elliptiques, ne suffise pas pour affirmer ’existence de telles courbes,
c'est ce qui résulte immédiatement de la considération d’une surface
scction géndérique d’une variété ahélienne de rang 1 & matrice complé-
tement réductible.

Nous pouvons résumer dans I'énoncé suivant les principaux résultats
(qui viennent d’élre obtenus :

Tuvonene C. — S les coordonnées d’un point d'une surface alge-
brique d’irrégularité supéricare @ 2 sont des  fonctions méro-
morphes d’une variable, la courbe décrite par ce potnt est
algebrigue, ety par suite, unicursale ow elliptiqeee.

Pourquil eciste sur la surface une infinité de courbes unicursales
ou elliptiques, il faut ot o suflit qi’elle appartienne @ la famidle
des réglées, ou bien qu’elle conticnne un faisceaw de courbes ellip-
liques: le genre du fuisceau est égal & Uirrégularite de la surface,
@ moins que celle-ci ne soit Uimage des couples de points de dewr:
courbes, dont une elliptique, auquel cas il lui est inféricur d’une
wniee,

St la surface ne contient aucun faisceaw de courbes unicursales
ow elliptiques, clle ne peut contenir au plus gu'un nombre fini de
telles courbes.,

Si la matrice de Riemann de la surface est pure ou du moins
ne contient aucune sous-malrice d’ordre 1, i n’cxiste sur la sur-
face aucune courbe elliptique sur laquelle toutes les intégrales de
différenticlles totales de premicre espece ne se réduisent pas @ des
tonstantes.,

Journ. de Matkh., tome V. — Fasc. I, 1926. 6
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11. Passons maintenant au cas des variétés de dimension quel-
conque dont ’irrégularité surpasse la dimension ; nous ne le traiterons
pas de maniére aussi détaillée que le cas des surfaces; il est aisé cepen-
dant de voir que la partie essentielle de la démonstration préciédente
subsiste sans modifications.

Envisageons, en effet, pour fixer les idées, une variété algébrique
tridimensionnelle, d’irrégularité supérieurve a 3, définie dans Uhyper-
espace par une certaine relation F(.x, y, 3, () = o. ¥l existe trois
intégrales simples de premicre espéce fonctions de deux sculement
d’entre clles, la variété est un réseau de courbes birationnellement
identique & une surface d’irrégularité supérienre & 23 si cela n'a pas
lieu, on montre comme plus haut que, U, V, W, iR ¢tant quatre inté-
grales, des l¢nclions mévromorphes., y, z, ¢ d’une variable satisfaisant
a I'équation de la variété vérifient certainement une relation :

P VA B
VoOVL VLB
W, W, W, C
R, R, B D

les dérivées étant prises par rapport a ., ), 5. variables indépendantes
déterminant le point de la variéte. 1 résulte aiscment de laet de ce qui
a été vu pour les surfaces, que la courbe décrite appartient & une sur-
face d'irrégularité au plus égale & 2 appartenant & la variété donnde,
ou bien est algébrique, unicursale ou elliptigue (méme, dans ce
dernier cas, elle appactient visiblement & une surface dirregularité au
plus égale & 2, mais qui ne peut pas toujours ¢tre prise sur la variété
donnée).

Le raisonnement est général, et il suffit de 'avoir développé pour
les variétés de dimension inféricure & m pour pouvoir le développer
pour une variété de dimension . En effet. on voit alors comme préce-
demment que la courbe esl nécessairement situde sur une variélé
algébrique de dimension m—1; si Uireégularité de celle-ci dépasse
encore sa dimension, on obtiendra de mdme une variété de dimension
m — 2 contenant la courbe et, en continuant, on arrivera certainement
a une variété, sous-variété de la proposée contenant la courbe, dont
irrégularité ne surpasse pas la dimension (il est alors évident que la
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courbe est nécessairement située dans une variété de dimension nz — 1
dont U'irrégularité ne dépasse pas la dimension, mais on ne peut pas
loujours prendre pour celte variété une sous-variété de la proposée).

On peut remplacer la considération du signe de la diffévence de
Iirrégularité et de la dimension par celle plus précise de la dépen-
dance on de I'indépendance des intégrales. Nous allons montrer en
eflet qu'une courhe déerite par un point dont les coordonnées sont
fonctions méromorphes dune variable, située sur une variété de
dimension quelconque dont les intégrales ne sont pas indépen-
dantes, est néeessairement situce sur une sous-variéld algeébrique de
celle-ci. Remarquons pour cela que la variété donnée est I'ensemble
des variétés (algébriques) correspondant & des valeurs fixes des
intégrales; cet ensemble est birationnellement identique & une variété
donl I'irrégularil¢ dépasse la dimension; par conséquent, a la courbe
donnée correspond sur celle derniére variété une courbe située sur
une sous-variété de celle-ci; revenant a la variété donnée, on voit que
la courbe donnée appartient & une de ses sous-variétés. En répétant
un nombre suffisant de fois cette opération, on arricera nécessaire-
ment & une sous-0arélé & tntégrales m(le/wn(l(ml('a

ltant donnée une variéié u-lcOuhere, il est aisé de voir que si elle
posséde une sous-variété sur laquelle certaines de ses intégrales sont
conslantes, certaines autres ne I'élant pas, la matrice de la proposée
est certainement impure. Or, si nous considérons la sous-variété a
intégrales indépendantes obtenue a la fin de l'alinéa précédent,
certaines des intégrales de la variété donnée sont certainement con-
stantes sur elle. Donc st lamatrice dela variété donnée est pure, toutes
ses intégrales sont constantes sur la sous-variété en question.

hemmons dans le théoréme suivant. les plus importants des résul-
tats que nous venons d’obtenir :

Tukorine D. — Une courbe déerite sur une varidté algébrigue
par un point donl les coordonnées sont fonctions méromorphes
d’une variable, est nécessairement situse sur une variélé algébrique
contenue dans la proposée, dont toutes les intégrales snnples de
premiére espéece sont uzdependanles el dont par suite l u'reou‘
larité ne dépasse pas la dimension.
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Si une variété algébrique a intégrales simples de premiére
espéce non indépendantes a une matrice de Riemann pure, toutes ces
tntégrales sont constantes sur chacunc de ses sous-variélés a inté-
grales simples de premiére espéce indépendantes.

Etant donnée une sous-variété quelconque d’une variétéirréguliére,
on peut observer que les intégrales constantes sur cette sous-variété
forment un systéme parfait et que le syst¢me parfait complémentaire
fournit un systéme parfait de méme dimension d’intégrales de la
sous-variété, comprenant .a totalité ou une partie seulement de ces
dernicres.

V. — Théorémes en termes finis.

12. Dans la présente section vont étre données d’abord les propo-
sitions en termes finis correspondant aux résultats de la section précé-
dente. Pour les démontrer, il convient de reprendre pitce par pitce
les raisonnements de cette derniére section, en traduisant chacun
d'eux en termes finis; la chaine des déductions étant entiérement
analogue & celle du Mémoire déja cité des dnnales de IEcole
Normale, 1l est inutile de la développer ici. Rappelons seulement le
réle important joué par la notion de nullité¢ approchée d’une fonction
méromorphe dans un domaine : une telle fonction est approximative-
ment nulle lorsqu’elle est trés petite 4 tout U'intérieur, sauf peut-étre
dans des contours de longueur totale trés petite. Pour une fonction
holomorple, il ne pouvait pas y avoir de contours exceplionnels.

Au théoréme C correspond le suivant :

Tusorine E. — Soit une surface d’irrégularité supéricure ¢ deux.
Trois fonctions d’ unevariable t, méromorphes dans le cercle-unité,
sonl supposées salisfaire ¢ son équation : '

1° St la surface ne contient aucune courbe elliptique sur laguelle
loutes ses intégrales simples de premiére espéce ne se réduisent
pas a des constantes (ce qui arrivera certainement si sa matrice de
Riemann est pure), la variation d’une de ces intégrales, déter-
minée, mais quelcongque, entre dewx points t, el 1, intérieurs au
cercle-unité, admet une borne supérieure ne dépendant que de la
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surface, de U'intégrale considérée et de la distance non-euclidienne

(i —ts) (21'—22) .
(l—,lz.!)(l—é-lt':)

2° Si la surface contient des courbes elliptiques sur lesquelles toutes ses
intégrales ne sotent pas constantes, il peut y avoir des intégrales cons-
tantes sur loules ces courbes, formant nécessairement un sysicme
parfait. La variation entre (| el t, d’une intégrale de ce systéme
admel encore une borne supérieure qui ne dépend que de la surface,
de Uintégrale considérée, el de la distance non-cuclidienne de t, et t,.

2 argth

a. St par le point P, correspondant & (, ne passe aucune courbe
elliptique de U espéce considérée, la variation entre t, et l, d’une inté-
grale quelconque de la surface admet une borne supérieure ne dépen-
dant que de la surface, de I'intégrale considérée, de la distance non-
euclidienne de t, el t, et du point P,.

3. S par P, passe une seule courbe elliptique de cette sorte, lu
méme propriété a liew pour loute intégrale constante sur la courbe
(c’est-a-dire appartenant aw systéme complémentaire de I'intégrale
a deux périodes correspondante).

v. St par P, passent plusicurs courbes elliptiques de cette sorte
(nécessairement en nombre finr), la méme propriéié a lieu pour toute
intégrale constante sur toutes ces courbes. De plus, & chacune des
courbes correspond un systéme d’inégalités bornant les variations
des intégrales constantes sur cetle courbe (chaque inégalité ne
dépendant toujours que des quatre éléments susnommés) en sorie
que pour des fonctions déterminées de ( satisfarsant & I'équation de
la surface, Uun au moins de ces systémes, en nombre égal & celui
des courbes, soil nécessairement vérifié.

Au théoréme D correspond le suivant :

Tuioreme F. — Soit une variété algébrigue dont U'irrégularité
surpasse la dimension, ou plus généralement dont les intégrales
simples de premiére espéce ne sotent pas indépendantes. Des fonc-
lions d’une variable 1, méromorphes dans le cercle-unité, sont sup-
posées satisfaire a son équation :
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1° Si la variété ne conlient aucune sous-variélé « inlégrales
simples de premiére espéce indépendantes, sur laguelle ses propres
intégrales ne se réduisent pas toules @ des constanies (ce qui arri-
vera nécessairement si sa propre matrice de Riemann est pure), la
variation d’une de ces intégrales, déterminée mais quelconque entre
denx poinist, el t, intérieurs au cercle-unité, admel une borne supé-
rieure ne dependant que de la surface, de Uintégrale considérée,
et de la distance non-euclidienne det, et t,.

20 8 la vartété contient des sous-variélés a intégrales indépen-
dantes sur chacune desquelies ses intégrales ne soient pas toules
constantes, i peut ecister des intégrales constantes sur chacune de
ces sous-variélés formant nécessairement un systéme parfail. La
variation entre t, et l, d’une intégrale de ce systéme admet encore
une borne supérieure qui ne dépend que de la variéié, de U'inté-
grale considérde et de la distance non-euclidienne de (, el .

x. Si par le point P, correspondant @ t,, ne passe aucune sous-
variélé de U'espéce considérde, la variation entre , et t, d’une inté-
grale quelconque de la variété admet une borne supérieure ne
dépendant que de la variété, de Uintégrale considérde, du point 1,
el de la distance non-cuclidienne de t, et de t,.

8. St par P, passe une seule sous-variété de cetle sorie, la méme
propriété a licu pour toute intégrale constante sur la sous-rariéte.

v. Si par P, passent plusieurs sous-variéiés de cetle sorte, clles
sont loutes situées sur un nombre fini d’entre elles, ot la méme pro-
priété a licu pour toute intégrale constante sur toules. De plus, a
chacune de ces sous-variétés en nombre fini correspond un systéme
d’inégalites bornant les rariations des intégrales constanies sur
elle (chaque inégalité ne dépendant towjours que de la rariélé, de
Uintégrale, du point P, et de la distance non-cuclidiennc), en sorte
que pour des fonctions déterminées de t vérifiant Uéquation de la
rariété, Lun au motns de ces systémes, en nombre égal & celui des
sous-variélés, soil nécessarrement verifié.

13. Nous allons donner maintenant des théorémes relatifs a des
fonctions de plusieurs variables vérifiant I'équation d'une variété



LES SYSTEMES DE FONCTIONS UNIFORMES.... 47

d’irrégularité supérieure & sa dimension, et nous nous bornerons
d’ailleurs au cas olt les variables sont en nombre égal a cette-dimen-
sion. Le principe de ’extension au cas de plusieurs variables de la
méthode des valeurs moyennes logarithmiques de MM. Nevanlinna,
a été exposé dans la Note citée des Comptes rendus, et il n’y a pas de
difficulté & étendre & cet ordre d'idées les lemmes I, II et 111 (le
dernier tout au moins pour une variété & matrice complétement réduc-

tible).

Tukovine G, — Soit une surface d’irrégulariié q telle qu’tl
nexiste pas ¢ —1 lindairement indépendantes de ses inlégrales
qui soient fonctions d'une seule d’entre clles; solent trots fouc-
tions de dewr variables, salisfaisant a U'équation de la surface, et
meéromorphes dans Uhypersphére-unité. Alors le jacobien & lori-
gine de deux d’entre elles, holomorphes dans le voisinage, admet
une borne supérieure depcml(m( uniquement du pouzl de la surf(u,e
correspondant & lorigine.

Pour établir ce théoréme, observons que (comme nous le verrons
plus loin) la supposition faite au sujet des intégrales équivaut a celle-

ci : les rapports respectifs des z—((7———~)]'1coblens de ces ¢ intégrales

prises deux & deux ne sont pas fonetions d’un seul d’entre eux. Ces
jacobiens ¢tant, d’aprés U'identité de Noether, proportionnels & des
polynomes canoniques, il résulte aisément des lemmes I, I, 111 étendus
au cas de deux variables que la surface n’est pas uniformisable par des
fonctions méromorphes partout & distance finie. Ce fait résultait de
ce qui a été vu dans les deux sections précédentes, mais sa démons-
tration actuelle, d’ailleurs beaucoup plus courte, permet de passer
immédiatement & la proposition en termes finis qu'il s’agissait d'établir.
Le raisonnement & employer est celui de I'article de M. R. Nevanlinna
inséréaux (ot Nachr. déja cité; il consiste & établir que sile jacobien
des deux fonctions a 'origine dépasse par exemple ['unité, les fonctions
sont hornées supérieurement en valeur moyenne logarithmique &
Iintérieur de 'hypersphére-unité, et par suite le jacobien & I'origine
est borné supérieurement lui aussi.

Observons que 'hypothése faite au sujet des intégrales équivaut &
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celle-ci : irrégularité ¢ dépasse deux, et la surface ne contient aucun
faisceau irrationnel de genre ¢ ou ¢ — 1.

Ftablissons maintenant le point dont la démonstration a été
véservée, & savoir l'équivalence de cette méme hypothése avec celle
que les rapports respectifs des jacobiens des ¢ intégrales, prises deux &
deux, ne sont pas fonctions d'un seul d’entre eux.

Tout d'abord, si ¢ — 1 linéairement distinctes des intégrales sout
fonctions d'une seule d’entre elles, les rapports des jacebiens sont
fonctions d’un seul d'entre eux; en eflet, les jacobiens sont alors visi-
blement des combinaisons linéaires des ¢ —1 d’'entre eux formés
avec chacune des ¢ — 1 intégrales fonctions I'une de ['autre, et la ¢
intégrale; et le rapport de deux de ces ¢ — 1 jacobiens, formés vespec-
tivement avec les intégrales U et V fonctions l'une de l'autre, est égal
a L.

A

Pour démontrer la réciproque, considérons trois intégrales 1, 1, K,
dont les trois jacobiens ont par hypothése des rapports fonctions I'un
de Tautre; cela signifie que le point de coordonnées I, I, K, décrit
une surface développable, dont les génératrices correspoundent aux
courbes le long desquelles les rapports des jacobiens sont constants,
lesquelles courbes forment un faisceau. 1l résulte de la que le long des
mémes courbes, les ¢ intégrales se réduisent linéairement & une seule
d’entre elles; autrement dit, le systéme, nécessairement parfait, des
intégrales demeurant constantesle longd'une de ces courbes i la dimen-
sion (¢ — 1); ce systéme ne pouvant changer lorsque la courbe varie,
il v a bien ¢ —1 intégrales fonctions d’une scule d’entre elles. Il y a
de plus une intégrale & deux périodes. La surface posstde un fais-
ceau de genre ¢ — 1 et un faisceau elliptique.

Bien entendu, il y a en outre, pour ne pas satisfaive & 'hypothése
du théoréme G, les surfaces possédant un faisceau de genre ¢, impli-
citement écartées dans les deux alinéas précédents.

Le théoréme plus général suivant s’établit de maniére analogue :

Tutortne H. — Soit une variété algébrique de dimension d et
d'irrégularité q, telle qu'tl n’cxiste pas ¢ — 1 Unéarement indd-
pendantes de ses intégrales qui soient fonctions de d—1x d’entre
elles; sotent  + 1 fonctions de d variables, satisfaisant a Uéqua-
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tion de la variété, et méromorphes dans Ulhypersphére - unite.
Alors le jacobicn & Uorigine de d d’entre elles, holomorphes dans
le vorsinage, admet une borne supéricure dépendant uniquement
du point de la variété correspondant a Uorigine,

L’hypothése faite sur les intégrales admet encorve ici une interpréta-
tion purement géométrique : lirrégularite doit dépasser la dimension
et dans le cas, par exemple, d’une variété tridimensionnelle, celle-ci
ne doit contenir ni réseau de courbes d'irrégularité ¢ ou g—r,
ni faisceau de surfaces de genre ¢, ¢ — 1 ou g — 2 (I'énoncé est ana-
logue pour une valeur queleconque de ).

VI. — Extension des résultats précédents a des variétés
sur lesquelles sont imposées certaines sous-variétés lacunaires.

14. La méthode des sections précédentes peut étre étendue au cas
ol, sur la variété considérée (qui peat étre irvéguliére ou réguliére),
sont imposdées au systéme de fonctions envisagé certaines sous-raricéles
lacunarres de dimension intérieure d'une unité & celle de la variété
donnée. 1l y a lieu, i cet effet, d’introduire les intégrales simples de
troisiéme espéce admettant les sous-variétés lacunaires pour variétés
logarvithmiques.

Il serait aisé d'obtenir par ce moyen des théorémes relatifs aux
varicétés algébriques les plus générales, admettant un nombre suffisant
de sous-variétés lacunaires en position générale. Mais cela ne présen-
lerait actuellement que peu d’intérét, car, comme 'on ne sait encore
que bien peu de chose sur les systtmes de fonctions satisfaisant &
I'équation d’une variété algcébrique générale, sans sous-vaviétés lacu-
naires, il serait impossible de déterminer ici le role exact joué par ces
derniéres, et il pourrait méme fort bien arriver que celui-ci fit en
réalité inexistant, ou du moins de pure forme, les théorémes obtenus
demeurant vrais, avec peut-étre d'insignifiantes modifications, aprés
suppression de toutes les sous-vari¢lés lacunaires, ceci sans gu’on elt
le moyen de le savoir. Aussi nous bornerons-nous i étudier, de facon
d’ailleurs sommaire, des cas particuliers, suffisamment simples pour
que Yon puisse se rendre compte sans peine de linfluence sur le

Journ. de Math., tome V. — Fasc. 1, rg2b. 7
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résultat des différentes parties de I'hypothése, au moven des seules
connaissances acquises jusqu’a ce jour.

13. Cousidérons une surface hypevelliptique de rang un, corres-
pondant point par point, sans exception, au pavallélotope des périodes
(c’est-i-dire telle que les quatre fonctions théta, coordonnées homo-
génes d'un point de la surface, solent sans zéros communs); soit sur
la surface une courbe algébrique; ct soit aussi sur la surface une
courbe décrite par un point dont les coordonnées soient fonctions
méromorphes d'une vaviable ¢, ne vencontrant pas cette courbe algé-
brique.

Euvisageons la matrice-de Riemann de la sarface: en doublant les
deux ¢léments de la premiére colonne sans changer les six autres,
nous obtenons une nouvelle matrice, qui peut étre considérée comme
celle d'une nouvelle surface hyperelliptique correspondant également
sans exception i son propre parallélotope, lequel s'obtient en doublant
pac uue translation convenable celul de la surface donndée. De la sorte
est réalisée entre les deux surfaces une correspondance lelle qu'a un
point de la premiére correspondent denx points de la seconde, ces
deux potnts ue venant jamais coincider. 1l vésulte de la qu'a la courbe
algébrique donnée sur la premicre (') corvespondent deux courbes
algébriques de la seconde; & la courbe décrite par le point dépendant
de ¢ correspondent également deux courbes de la seconde, mais 1t
suffira de constdérer Pune d'elles.

Les deux courbes algébriques obtenues sur la seconde surface sont
représentées par des équations

Wi Y=o, B —a v —by=o.

& (e, ©) Etant une certaine fonction intermédiatve des arguments des
fonctions abéliennes ( ?). L’expression

B —a, v—1i)
CUNTIES

log

(') Ceel ne sTapplique quid des courbes particulicres de la surface 1 vodr Pad-
dendum,

() Py Arenie. Jowrnal de Mathématigues, 1891, poagd; Go Hewsser, ibid.,
1393, p. 42-13.
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est une intégrale de différentielle totale de troisiéme espéce attachée
A la seconde surface, ayant pour courbes logarithmiques les deux
courbes en question. Le raisonnement de la section 1'Vs'applique alors
sans modilication au cas actuel oti, au lien de trois intégrales de pre-
miére espéce, on en a deux de premiére et une de troisidme espéce : la
courbe décrite surlaseconde surface par le point dont les coordonnées
sont fonctions méromorphes de 7, et qui ne vient sur aucune des deux
courbes algébriques, est nécessairement algébrique; il en est donc de
méme pour celle décrite sur la premicre surface.

Or la surface donnée, ¢tant représentable sans exception sur le
champ hyperellipt.que, ne contient aucune courbe unicursale; la
courbe décrite est donc elliptique; la surface est donc de type ellip-
tique (autrement dit, sa matrice est réductible). 1l est alors clair que
la courbe algébrique donnée sur elle ne peut étre qu'une courbe
elliptique du wméme faisceau que celle déerite par le point dépendant
de ¢ (ou un enscmble de plusieurs courbes de ce faiscean).

Ce qui précide s'élend aux surfaces hyperelliptiques irréguliéres
de rang supéricur & 1, puisqu'une telle surface représente une involu-
tion d'une surface de rang 1 (d’ailleurs elliptique), ne possédant pas
de points unis (*).

Ul serait intéressant d’étudier aussi le cas des surfaces régulitres,
lesquelles veprésentent une involution d’une surface de rang 1 n'ayant
qu’'un wombre fint de points unis, correspondant & un groupe fini de
transformations bivationnelles de la surface de rang v (*). 1l est trés
probable que on trouvera encove que la courbe décrite, si elle existe,
est nécessairement algébrique. Si la surlace est elliplique, on pourra
encore prendre pour courbe lacunaire une courbe d'un faisceau (ici
rationnel) de courbes elliptiques, et la courbe décrite sera une courbe
quelconque du méme faisceau. Mais ici le probléme pourra adwmettre
des solutions, méme si la surface ne satisfait & ancune condition arith-
métique particulicre. Considérons, en cllet, une surtace de Kummer :
clle est bien représentable point par couple, sans exception, sur le

(') F. Exriques et F, Severi, Wémoire sur les surfaces hyperelliptiques (Acta
mathematica, t. 32, p, 3ag.

(*) L. Gobgavx, 4bid., p. 338 (Rendic. Acc. Lincei, t. 23, 1914, p. 408).
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champ hyperelliptique; elle posseéde seize coniques dont deux cuel-
conques se coupenten deux des seize points nodaux; ces deux coniques
peuvent étre priscs pour les deux courbes, I'une lacunaire, I'autre
décrite par le point dépendant de ¢. 1l est probable que l'on a des pro-
pri¢tés analogues pour les autres surfaces hvperelliptiques végu-
liéres.

On peut rassembler dans I'énoncé suivant 'essentiel des résultats
obtenus sur les surfaces irrégulitres, et les principales propositions en
lermes finis correspondantes :

Tueontwe L — Soit une surface by perelliptique irrégulicre repré-
sentable sans caception dans le champ quadraplement périodique,
potnt par point s son rang est 1, point par systeme de rpoints st
sonrang est 1 (r==2,3, 4, 6). 8l cwiste surelle une courbe alge-
brique, lacunaire pour un point donl les coordonnces sont fouctions
méromorphes d’une variable, la courbe en question et celle décrite
par le pornt sont dewe courbes elliptiques ’un méme faisceaun. La
surface est donc nécessairement elliptique. niéme st son rang
est 1.

Soient trots fonctions d'une variable (, mdiromorphes dans le
cercle-unité, sans farsant & U'équation d une surface hyperelliptique
irrégulicre représentable sans ecception dans le champ quadruple-
ment périodique et admetlant pour courbe lacunaire une courbe
atgebrique de celle surface. St celte courbe nw'est pas elliptique (ce
qui aura liew nécessairement st la surface ne Uest pas elle-méme),
la variation d’une intégrale de premiére espoce de la swrface entre
dewr points t,, t, intéricurs aw cercle-unité, admet une borne supé-
ricure (V) ne dépendant que de la surface, dela courbe lacunaire,
de Uintégrale considérée et dela distance non-cuelidiennede t et t,.
Sidla courde lacunaire est elliptique, la variation entre 1 el t, de
Uintégrale de premicre espéce constante sur elle jouit de la pro-
pricté précédente (cetle intégrale existe certainement, et est unique,

<

(1) L'exactitude de celte propriété, si prés que soient de la courbe lacunaire
les points correspondant & ¢, et ¢y, résulte de la démonstration méme, qui vem-
place la courbe par deux (ou, st Pon veut, plusieurs) courbes lacunaires; tout
point de la nouvelle surface est alors éloigné de 'une au moins d’entre elles.



LES SYSTEMES DE FONCTIONS UNIFORMES.... 53

& moins que, la surface étant de rang supérieur a v, la courbe
lacunaire Wapparticnne pas ¢ un farsceaw elliptique, mais @ un
Jaisceaw rationnel de courbes elliptiques): st la courbe lacunaire
appartient & un faisceaw rationnel de courbes elliptiques, qui
dépendent d'un parametre h, Uexpression  gm |z, A(O)] admet
pour o L v une borne supéricure ne dépendant que de la surface de
la courbe lacunaire, du choiv accompli entre les <* manicres de
définir k, de la courbe du faisceawn sur laquelle se trouve be point
correspondant & Uorigine, ¢t de 3.

16. En opérant comme il a été indiqué au pavagraphe V, on obtient
sur le méme sujet des théorémes velatifs & des fonctions de deux
variables. Pour une surface irréguliére, il u'y a pas de difticulté. puis-
qu’elle représente toujours une involution sans points unis d'une sur-
face de rang un. Une surface réguliére au contraire représente une
involution ayant un nombre {ini de coincidences; si trois fonctions de
deux variables, méromorphes dans un domaine linéairement simple-
ment conuexe, satisfont a I'équation de la surface régulitre, on en
déduit par inversion trois fonctions méromorphes dans le méme
domaine, satisfaisant & I'équation de la surface de vang wn; en effet,
Pinversion ne pourrait cesser d’étre uniforme qu’aux points du
domaine donnant des points de la surface véguliere corvespondant a
des points de coincidence de 'involuation; il y aurait dans ce cas un
point isol¢ de non-uniformité, ce qui est impossible. Ceci suppose
toutefois qu'il n'existe pas dans le domaine de courbe le long de
laquelle les trois fonctions demeurent constamment égales aux trois
coordonnces d'un des points multiples en question de la surface régu-
liére. 1l est aisé de voir que si ce fait a lien, U'inversion peut n'dtre pas
uniforme; cousidérons en effet un point conique d'une surface de
Kumwer; on aura approximativement par exemple (N, Y, Z) étant
le point de cette surface, (z, y, ) celui de la surface de rang 1, wete
les deux variables:

e

N = vi= ¥, Y

I

&) ==ty

~
I3

=
I

d'on

&= uya, =V
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il n’y a donc pas uniformité de 'inversion; on a constamment

=Y=Z%4=o
le long de la droite v =o. A
C’est done sculement sous la réserve que, dans le cas d'une surface
réguligre, il ne se produise pas la circonstance spéciale quivient d'étre.
envisagée, (ue nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tuiorine V. — Soit ane surface hyperelliptique représentable
sans exceplion, pornl parpoinl, ow point par systéme de r points,
dans le champ quadruplement périodique, et soit sur celle surface
wne cowrbe algébrique ”'appartenant pas @ un faisceau sans poinis-
hases de courbes elliptiques . Soient trois fonctions de dewe vartables
méromorphes dans Ulypersphere-unité, satisfarsant « Uéquation
de la surface ot admetiant cclte courbe pouwr courbe lacunaire.
Aors le jucobicn & Uorigine de dewr dentre elles, holomorphes
dans le voisinage, admel une borne supéricure dépendant wni-
- quement de la surface de la courbe lacunaire et du point de la
surfuce correspondant & lorigine,

Si son genre géométrique 1'est pas nul (ce qui arrivera nécessai-
rement si la matrice est pure). la surfuce posséde une tntégrale
double e premicre espéee. Soil alors, intérieur au sens stricl a
Chyperspliére-unité, un continweum bilatére ouvcert d dewe dinien-
stons réelles. La valeur de Uintegrale double correspondant a ce
continwum, admet wne borne supérieure dépendant { abord natu-
rellement de la surface et de la courbe lacunaire el ensuite uni-
quement du continwum luizméme el par suiie uniquement de sa
Srontiére (composée d’une ou plusicurs Lignes [ernées).

1l est dailleurs probable que la véscrve faite avant I'énoncé du théo-
réme est inutile; I'étude compléte (dont nous avons seulement dit
quelques mots plus haut) des fonctions d’une seule variable satisfai-
sant & I'équation d’une surface hyperelliptique véguliere & courbe la-
cunaire, conduira peut-itre & s'en allvanchir partiellement; mais le
résultal complet ne pourra vraisemblablement ¢ire oblenu que par la
considération directe des fonctions de deux variables satisfaisant &
I’équation de la surface, sans recours & la surface de rang 1.
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17. Comme on a établi le théoréme 1, on établit la proposition
suivante, relalive aux variétés abéliennes générales de rang 1

Tukonine K. — Soit une varicté abélienne de rang v et de
dimension p, représeatable pornd par point, sans exception, dans le
rhamp 2p fors périodique. Une de ses sous-vartétes algebrigues, de
dimension p — 1, est supposée lacunaire pour p + 1 fonctions d’une
variable t, méromorphes duns tout le plan complewe. satisfaisant a
Uéquation de la variété. Alors :

St da matrice de Biemann de la variété donnée est pure,
ces 41 fonctions se réduisent nécessairement & des constantes.

Ni e matrice estimpure, la variéteé donnée est de dewe, ow plus
de dewe maniéres, un systeme abélicn de rang 1 dve sous-variétes
abélicnnes de rang 1; il eciste une (elle génération de la variété
pour laguelle la sous-variéte lacunaire soit engendrée par certaines
e ces sous-varictes abélicunes, la courbe décrite par e point deépen-
dant de tétant elle-méme situce dans une de ces sous-eariétes.

20 Sofent maintenant p 4+ fonctions {ane vcariable t, wdro-
morphes dans le cercle-unité, satis faisant @ Céquation de la rariété
précédente, el pour lesyuelles une de ses sous-variétés algébriques,
de dimension p — 1t soit lacunaire. lors :

St la matrice de Biemann est pure,ouw s fa malrice élant impure,
la sous-varidle lacunaire w'est pas engendrée par des sous-variétes
abélicnnes, la variation d’une intégrale simple de prencre espéee
entre dewx poinds | elty intérieurs aw cercle-unité, admet une borne
supéricure dépendant uniquement de la variété, de la sous-varété
lacunaire, de Uiniégrale considérée ot de la distance non-cucli-
dienne de t, et t,.

Sila malrice étant impure, la sous-variite lacunaire ext engen-
drée par des sous-variétés abeliennes, au plus grand sous-groupe
du groupe des transformations birationnelles de la variéteé la
laissant five, correspond une génération de la sous-variété paides
sous-variélés abéliennes ayant pour dimeasion Ueordre de ce sous-
groupe. La limitation précédente @ licu pour la variation entre {,
et L, de toule intégrale demeurant constante sur chacune de ces
sous-variétés abélicnnes.
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Il n’est pas impossible, par contre, que I'énoncé suivant, analogue
au théoréme J, ne soit exact que moyennant de légéres modilications :

Soit une variété abélicune de dimension p représentable point
par potnt, ou point par sysicme de r points, dans le champ 2 p fors
périodique; une sous-variélé algébrigue, de dimension p — 1, tracée
sur elle, est quelconque st la matrice de Riemann de la variété est
pure, mais est supposée 1wlappartenir ¢ aucun systéine continu de
sous-variclés engendrées par des sous-variétés abélicnnes si la
matrice esl impurey cetle sous-rariélé est supposcée lacunaire pour
un systéme de p +1 fonctions de p variables, méromorphes dans
Uhvpersphére-unité, satisfaisant & léquation de la variété., Alors :

Le jacobivn & Uorigine e p d’entre ces fonctions, holomorphes
dans son votsinage, admel une borne supéricure ne dépendant que
de la variété, de la sous-varicté lacunaire ot du point de la variété
correspondand a Uorigine.

St le genre géomdétrique de la variété west pas nul, elle posséde
une intégrale p-uple de premicre espéce. Soil alors, intéricur &
Uhypersphére-unité, un continuum bilatére oucert @ p dimensions
réelles. La valeur e Uintégrale p-uple, correspondant a ce can-
nuum, admet une borne supéricure dépendant (abord naturelle-
ment de la eariété et de la sous-variété, of cnswile uniquement du
continuum lui-méme, ¢est-c-dire uniqyuement de sa froutiére a
P — vdimensions.

Cet énoncé, méme a supposer les variétés ahéliennes de rang supé-
vieur & 1, aussi bien connues pour la dimension p que pour la dimen-
sion 2, comporterait d’abord naturellement une réserve analogue a
celle formulée plus hant dans le cas des surfaces — véserve peut-Ctre
inutile —. Mais de plus, comme 'on n’a pas encore, & notre connais-
sance, rattaché les variétés abélicnnes générales de rang supérienr
a1 A celies de rang 1 ('), ainsi que cela a ét¢ fait pour les surfaces
hiyperelliptiques, il ne semble pas que 'on puisse actuellement, méme
avec la réserve en question, considérer comme ¢lablie aucune partie
de cet énoncé qui ne soit pas une conséquence immédiate du théo-

(") Voircependant ¢ S, Levscuerz, T'rans. of the Amer. Soc. 1921, p. 3a7-482,
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réme précédent; c'est pourquoi nous ne le donnons que sous forme
dubitative.

18. Une autre application trés simple de I'extension au cas d'inté-
grales simples de troisicme espice (se réduisant ici & des logarithmes)
de la wméthode développée dans les sections précédentes, pour les
variétés posstdant des intégrales de premicre espice, est la détermina-
tion des fonctions enticres sans zéros (exponenticlles) satisfaisant &
des velations donndes. Le cas ol ces relations sont linéaires (') est
bien connu; mais celui de relations algébriques quelconques nesemble
pas encore avoir ét¢ traité,

Nous pouvons supposer que les fonctions considérées ne dépendent
que d'une variable. Le cas de fonctions de plusieurs variables est en
eftet identique & celui d’une seule st 'on ne suppose rien sur 'indé-
pendance des fonctions; et si I'on impose certaines conditions d’indé-
pendance, les résultats obtenus pour une seule variable donneront
encore mmédiatement la solution. .

Considérons deux fonctions méromorphes dans tout le plan com-
plexe, satisfaisant & 'équation d’une courbe algébrique du plan trili-
néaive, et admettant pour courbes lacunaires les cdtés du triangle de
véférence c'est-i-dire la droite de 'infini, 'axe des & et I'axe des y.
Les deux intégrales abéliennes de troisitme espice logx et logy
doivent n'étre pas distinctes. On a donc une relation 2*)® = const.,
ol x et 3 ont un rapport rationnel, et peuvent par suite itre supposés
entiers premiers entre eux; c'est la 'équation de la courbe, ou du
moins de sa partic irréductible parcourue par le point dont les coor-
dounées sont les deux fonctions méromorphes.

Soient de méme trois fonctions méromorphes, coordonnées dans
Pespace d'un point décrivant une courbe gauche algébrique, et admet-
tant pour surfaces lacunaires les faces du tétracdre de référence, clest-
d-dire le plan de Uinfini et les trois plans des coordonnées. Les trois
intégrales log.e, logy, log = doivent n’cétre pas distinctes. On a donc

s )'3: s'irA B G, o0 a, B, v ontdes rapports rationnels; d'ott un

(“) E. Bourw, dcta MHathematica, t. X\.

Journ. de Math., tome Y. — Fase, I, w926, 8
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systéme d’équations
(8) ahyva=rconst,, ¥ 3:=consl., 3" rh==const. () vy =+ Ay ava == 0),

ol les exposants sont entiers, ceux d’une méme équation élant pre-
miers enlre eux; ce sont la les équations de la courbe ou du moins de
sa partie irréductible parcourue par le point.

Si, toutes choses égales d’atlleurs, la courbe gauche décrite n’est
pas algébrique mais seulement situce par une surface algébrique, ona
sur celle-ci trois intégrales simples de troisicme espéce, logr, logy,
logz qui doivent se réduire lin¢airement & deux d’entre clles (saus
quoi la courbe scrait algébrique ). On a done une velation

%y B 3¥ = consl.,

ol «, , v ont des rapports rationnels et peuvent donc éire supposés
entiers, premiers entre eux; c’est la Péquation de la surface algé-
brique, ou du moins de sa partie irréductible, parcourue par le point.

Les résultats précédents s’appliquent sans peine & la détermination
des systemes de trois fonctions cnti¢res sans zéros salislaisant & des
relations algébriques données. Ces relations déterminent en effet dans
I’espace un nombre fini de courbes ou de surfaces algébriques irréduc-
tibles; une courbe, pour donner une solution du probléme, devra
avoir des équations de la forme (8); pour une surface, on regardera
d’abord si son équation est de la forme *yPs¥= const.; daus le cas
contraire, on recherchera s'il existe sur elle des courbes de la
forme (8), ce qui se fera par un nombre lini d'opérations ().

Il serait possible de déduire de la des théorémes en termes finis,
analogues a ceux obtenus dans le Mémoire déja cité des [nnales de
'Ecole Normale, mais nous n’y insisterons pas.

Le probléme général de la détermination des exponentielles liées par
des relatious algébriques données en nombre quelconque, est de
méme complétement résolu par le théoréme général suivant, qui
s’établit comme précédemment.

(') En eflet, pour une courbe de la forme (8), f(.&, 1, 3) = o étant 'équation
de la surface on a ,
! "
xf.  vfy  if.
/z - f) + /-
o G Y,



LES SYSTEMES DE FONCTIONS UNIFORMES.... 5{)

Tukonkne L. — Sort dans Pespace @ p dineensions wie point dont
les coordonnées sont des fonctions méromorphes d'une variable,
admettant pour variétis lacunaires les p variélés linéadres de coor-
données et la varicté linéaive a Uinfind. Lors la plus petite variété
algébrique contenant constanunent le point est une trajeciotre d’un
sous-groupe algcbrique du groupe projectif latssant fives les
p -+ U susdites variétés lincaires, Cest-a-dire est représentée, st se
dimension est y, pur p — ¢ relations distinetes de la forme

-
2RIV otz const,

ot les exposants sont rationnels, et est déternendée sans ambiguitd
pa les G équations binomes, & cxposands entiers premiers enlre
cury auequelles elle satisfait par rapport auwe G combinaisons de
§ + 1 covrdonnées.

[l serait possible de traiter la question faisant Uobjet de ce numéro
a aide des résultats connus pour les relations linéaives entre exponen-
ticlles; par exemple, si Pon considére une courbe plane & 'équation
de laquelle satisfont des exponentielles, on a nécessairement entre les
différents termes les rvelations classiques, et l'on en peut déduirve
«*yf = const.; on pourrait établiv de méme le théoréme général L.
Mais la méthode acluclle est certainement préférable @ an point de vae
théorique, parce (qu'elle ne s’appuie pas, pour une variété de dimen-
sion donude, & U'équation de laquelle satisfont un nombre borné de
fonctions. sur un théoréme dans 'énoneé duquel ligurent un nombre
arbitrairement grand de fonctions; au poiut de vue pratique, parce
qu’elle conduit de kv manicre la plus rapide au résullat essentiel. Il est
superflu d’ajouter que, les seules intégrales considérdes icl étant des
logarithmes, la méthode actuclle ne suppose nullement Pélablisse-
ment de Uinégalité (3).

VII. — Sur les séries abéliennes de groupes de points
d’une courbe.

19, La présente section o, comme dans la scetion 1I, il s'agit
uniquement de Géométrie algébrique, est probablement la partie la
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plus imparfaite du Mémoire actuel. Nous aurions voulu étudier de
maniére approfondie les séries de groupes de points d’une courbe
dénommées ici « séries abéliennes »; nous n'y sommes pas parvenu,
méme de loin. Cela tient peut-étre, en partie, & ce que la théorie des
intégrales réductibles n'a pas encore ¢té étudi¢e de maniére systé-
matique au point de vue de la Géomctrie sur la courbe; lorsque
MM. Enriques et Chisini auront publi¢ le Volume 1V, consacré aux
intégrales abéliennes, et actuellement en préparation, de leur magis-
tral Traité, déja cité, il est probable que I'on y Lrouvera tout I'essentiel
de la solution du probléme en question.

On pourra dés lors donner au théoréme O dela section suivante une
forme beaucoup plus précise; si son énoncé actuel satisfait 'esprit en
ce qui concerne les courbes & modules généraux, il est loin d'en étre
de méme au sujet des courbes & modules particuliers; et U'on désirerait
savoir dans quelles conditions existent les scries abéliennes qui y sont
envisagées. [l est donc grandement & souhaiter que I'on résolve ce
probléme; el nous ne sommes pas en mesure de prévoir si les résultats
seront simples ou compliqués.

Considérons sur une courbe de genre p un systéme algc¢brique de
séries linéaires complétes, de degré n; c’est ce que 'on peut appeler
une série algébrique linéairemen! compléte. Pour une telle série,
les p sommes abéliennes de premiére espéce ne sont pas loutes con-
stantes si la série n’est pas linéaire. Mais si la courbe est impure,
p — ¢ linéairement indépendantes d’entre clles peuvent étre con-
stantes, les autres ne I'étant pas; & ces p — ¢ intégrales, formant un
systéme parfait, correspond un systéme parfait complémentaive de
q intégrales. Deux cas peuvent alors se présenter : ou bien les
¢ sommes abéliennes corvespondantes ne peuvent pas prendre tous
les systémes de valeurs, lorsque le groupe de » points varic dans la
série algébrique, ou bicu elles peuvent les prendre tous; dans ce
dernier cas, nous dirons que la série est abélicune (de dimension
non linéaire égale a4 ¢); elle est, en tant que systéme de scries
lindaives complétes, bivationnellement identique a une variété abé-
lienne de rang 1 et de dimension ¢, & matrice isomorphe & celle du
systéme parfait des ¢ intégrales abéliennes.

Occupons-nous maintenant de la détermination des séries abé-
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liennes appartenant & une courbe impure déterminéde. Si le degré n
de la série est égal ou supérieur au genre p de la courbe, la question
est identique & celle de la détermination des sous-variétés abéliennes
d'une variété abélienne impure de rang 1, correspondant point par
point, sans exception, & son parallélotope des périodes. Rappelons la
solution de cette question, déja utilisée d’ailleurs dans les sections
préccdentes : si I'on considére denx systémes parfaits complémen-
taires d'intégrales de la variété abélienne envisagée, ct que I'on fixe
les valeurs des intégrales d'un de ces systémes, le point décrit une
sous-variété abélienne, de rang 1, ayant une matrice isomorphe a
celle du second systéme; cela résulte de ce qu'a un point de la sous-
variété décrite correspond un systéme de valeurs des intégrales de ce
systtme, déterminces aux périodes pres, et réciproquement.

Ainsi lorsque n est donné égal ou supéricur & p, & tout systéme
parfait de ¢ intégrales abéliennes correspondent exactement oo~
séries ab¢liennes distincles, et la dimension de la série linéaire com-
plete génératrice d'une de ces séries abéliennes, est au moins égale
& n — p. Mais le cas intéressant pour la section suivante est celui ot n
est inférieur & p. A

Considérons donc une série abélienne pour laquelle n est inférieur
a p. \joulons un groupe de p — n points fixes & la série linéaire com-
pléte génératrice: la série linéaive compléte de degré p, obtenue de la
sorte, engendre une série abélienne de degré p. Réciproquement,
considérons une série abélienne de degré p, et supposons que de la
s¢rie linéaire compléte variable de dimension nulle ou non nulle qui
I'engendre, il soit possible de retrancher un certain groupe fixe de p—~n
points, c’est-a-dire que cette série variable posséde toujours au moins
un groupe comprenant ces p — 2 points: cetle soustraction faite, il
restera unc série abélienne birationnellement identique & la proposée
en tant que systéme de séries lindaires complétes, mais de degré r.

Observons incidemment qu’une série abélienne peut-étre simple-
ment définie comme un systéme algébrique de séries linéaires com-
plétes birationnellement identique & une variété abélienne de rang 1.
Si le degré n est égal ou supérieur & p, cela résulte de ce qui a été
rappelé précédemment au sujet des variétés abéliennes impures; si n
est inférieur & p, il suffit d’ajouter & la série linéaire compléte variable
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du systéme un groupe lixe de p — 2 poinls pour étre ramené au cas
ol 1t =p.

Parmi les séries abéliennes de degré »~ inférieur & p, il v a tout
d’abord les involutlions ahéliennes de degré » inférieur & p. Si une telle
involution est 7 fois infinie, la courbe proposée est nécessairement,

\ ’ \ ) -, n . .
d’aprés le théoréme de Castelnuovo-tumbert (n° 4), ~ fois multiple

(n=vr)d’une courbede genre ¢ (<), et involution abélicnne est
forméede tousles groupes constituéspar r groupesde l'involution simple
d’ovdre :—' correspondante. Pour déduire de 'involution la série abé-
lienne correspondante, il faut remplacer chaque groupe de # points de
Iinvolution par la série linéaire compléte qu'il engendre; puisque
n < p, cette série compléte sera de dunension nulle, en général, pour
un groupe générique de n points de I'involulion si g ==/ et aura en
général la dimension » — p st s < 1. D'autre part, il n’est pas prouve
que toute série abélienne de degré n inférieur & p coincide ainsi avec
une involution abélienne, deux groupes équivalents n’é¢tant pas cousi-
dérés comme dislincts.

Soit une courbe de genre 33 & quelle condition posséde-t-clle
une série elliptique de deged 2?7 Un raisonnement sans ¢légance,
qu'il ne semble pas utile de reproduire, nous a montré qu'une telle
série elliptique est nécessatrement une involution; il faut donce et il
suffit que la courbe soit elliptique double.

Soit maintenant une ceurbe de genre j, A quelle condition
posséde-t-clle une sévie clliptique de degré 22 lci, puisque les diff¢-
rentielles de trois sommes abéliennes sont nulles, 'on voit tout de
suile, en se reportant & la sextique canonique de 'espace, que la droite
joignant les deux poinls de cette courbe appartenant au groupe variable
de la séric passe par un point lixe, et (que cette sextique est en consé-
quence I'intersection d’une quadrique et d'un cone elliptique du troi-
sitme ordre; la série est donc encore une involution, et la courbe
eliiptique double.

On peut aussi, pour une courbe de genve 4, envisager des séries abé-
liennes de degre 3. Peut-il exister sur une telle courbe d'autres séries
elliptiques de degré 3 que U'involution d'ordre 3 qui se présente quand
la courbe est elliptique triple ? Peut-il exister des séries ahéliennes
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de degré 3 et de dimension 2, birationnellement identiques a des sur-

N o 1 . D N A ’o
faces hyperelliptiques de rang t? Ces deux questions ont peut-¢étre été
déja résolues. )

VIIL. - Les groupes de points d’une courbe
fonctions méromorphes d’une variable.

20. A l'aide des vésultats des sections IV et V et de ce qui vient
d’ctre dit sur les séries abéliennes, nous nous trouvons en mesure
d’¢noncer des théorémes sur les groupes de poiuts d’une courbe déter-
minés univoquement par des fonctions méromorphes d’iane variable.
En elfet, la variété des séries linéaires complétes d’un degré déter-
miné n inférieur au genve p de la courbe est une variété dont I'irrégu-
larité¢ dépasse la dimension, et dont les seules sous-variétés d’irrégu-
larite égale & la dimension sont les séries abéliennes de degré 1.

Nous avons donc, en vertu des théorémes C et D, le théorcéme sui-
vant :

Tutorisme M. — Etant donnie une courbe de genre py si un aroupe
de n points de eetle courbe, n élantinféricur a p. est fonction méro-
morphe dans lout le plaw complece dune variable t, ¢'est-a-dive si
les fonetions symitriques des coordonnées des points du groupe
sont fonctions méromorphes dans tout le plan de cette variable, le
groupe varie dans une série linéaire compléte five (V) owbien dans
une serie abélienne de degré n.

De mcme, en vertu des théorémes E et 19, nous avons les théorémes
suivants en termes finis, d’abord pour une courbe de genre 3 :

Tuiorine No — Soit une courbe de genre 3, non clliptique
double, et sur cette courbe un groupe de denx points, fonction méro-
morphe d’une variable t dans. le cercle-unité; soit une intégrale

(") 1l n'est pas inutile de rappeler que la courbe générique de genve p posséde
des séries linéaires complétes de degré inférieur & p et de dimension aussi
grande qu'on veut, pourvu.que p soit assex grand; ¢f. FF. Exriques et O. Cui-
SINI, op. eil., vol. 111, p. 115,
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de premiére espéce de la courbe; alors la variation entre deuwx
points 1, t, intéricurs aw cercle-unité de la somme abélienne rela-
tive @ Uintézrale consedérée, élendue au groupe des deux points
de la courbe, admet wne borne supéricure ne dépendant que de
Cintégrale considérée et de la distance non-cuclidienne des deue
pornts {, t,.

Sty toutes choses égales d'aillears, la courbe est elliptique double
d’une scule manicre, keménie propricté a lieu powr les dewr sommes
abélicnnes linéairement distinetes duw systéme parfait complémen-
taire (constantes sur l'incolution elliptique): si elle est elliptique
double de dewr manicres. la méme propriété a lieu pour la sommne
abélienne relative a Uunique intégrale complémentaire.

St courbe étant elliptique dowble d”une ow plusicurs maniéres,
le groupe correspondant aw poinl t, n'apparticnt pas a involution
ouany involutions correspondantes, la méme propriété « licu pour
toute somme  abélicnne, mais la borne supéricure dépendant
désormais en oultre de la position du groupe pourt,.

St la courbe étant elliptique double dune ow plusieurs manicres,
le groupe correspondant &t appartient @ une ow dewe des incolie-
tions correspondantes, fa propriété qui vient d'étre énoncée a lien
pour les dewe sommes abélicnnes, ou la somme abélicnne du sys-
teme complémentaire. Si le groupe appartient & dewr ou plu-
steurs involutions elliptiques dordre 2, o chacune de ces incolutions
correspond un svsteme d'inégalités bornant les variations des
sommes abélicnnes constantes sur cetle tnvoludion (loujours en fone-
tton des éléments susnommés), en sorte que pour une maniére
déterminde pour le groupe d&’étre fonction de t, Uun aw moins de ces
svstemes, en nombore égal & celur des involutions elliptiques compre-
nant le groupe pour t =, soit nécessairement veryfic.

il y aurait donc intérél & examiner les différentes maniéres dont
une courbe de genre 3 peut dtre elliptique double; leur nombre
est nécessairement fini d’aprés le théoréme de Painlevé (n® 4); c’est
un probléme qui a peut-étre déja é1é traité.

Pour une courbe de genre quelconque, nous avons :

torEME O. — Soit une courbe de genr, 1 malrice pure u
Tutorime O. — Soit ourbe de genre p, a mairice pure, ou d
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moins ne possédant pas de séries abéliennes d’un certain degre n
inférieur & p; soit un groupe de n points de la courbe, fonction
méromorphe d’une variable  dans le cercle-unité; soit une inte-
grale de premiére espéce de la courbe; alors la varialion entre
dewr points t, el L, intéricurs au cercle-unité, de la somme abé-
lienne relatice & Uiniégrale considérée, étendue au groupe des
n points, admet une borne supéricure ne dépendant que de Uinté-
grale considérée, et de la distance non-euclidienne des deux
points t; et l,.

Si, toutes choses égales d'ailleurs, la courbe posséde des séries
abéliennes de degré n, la méme propriété a licu pour toute somme
abélienne du systéme parfail complémentaire (cest-d-dire con-
stante sur chacune de ces séries abéliennes).

Si, la courbe possédant des séries abélicnnes de degré n, le
groupe correspondant aw poinl l, r'appartient & aucune de ces
series, la méme propriété a lieu pour towte somme abélienne, mars
la borne supérieure dépendant désormais en outre de la position du
groupe pourd,.

St le groupe appartient pour t =, & une série abélienne, la pro-
priélé qui vient d’éire énoncée a licu pour toute somme abélienne
du systéme complémentaire.

Si le groupe appartient pour t = t, a plusieurs sérics abélicnnes
(nécessairement comprises dans un nombre fint d’enire elles). la
méme propl'fe’[(i a liew pour toute somme abélienne constante sur
toutes. De plus, @ chacune de cesséries en nombre fini correspond
un systéme d’inégalités bornant les variations des sommes abé-
liennes constantes sur elle (toujours en fonction des éléments
susnommes), en sorle que pour une maniére déterminée pour le
groupe d'étre fonction de t, un aw moins de ces systémes, en
nombre égal a celut des séries abéliennes comprenant le groupe
pour l=t,, soit nécessairement vérific.

On pourrait interpréter les trois théorémes précédents d’une
maniére différente, en considérantdes couples de fonctionsalgébroides
lices par 'équation de la courbe; c'est, on le sait, le point de vue
adopté dans leurs travaux par MM. Rémoundos et Varopoulos.

Journ. de Math., tome V., — Fasc. I, 1926, 9
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G. Humbert (') a considéré la'surface réguli¢cre que I'on obtient
a partir d’'une courbe de genre trois en faisant correspondre a un
couple de points de la courbe un point de la surface, et & un pointdela
surface deux couples de points de la courbe formant un groupe cano-
nique. 1l y aurait intérét, a I'aide de ce qui précéde, a étudier les fonc-
tions liées par I'équation de cette surface, et ’on trouverait probable-
ment qu’elle n’est pas uniformisable par les fonctions méromorphes.

ADDENDUM.

Ne 15. — La duplication de la courbe lacunaire ne réussit que
pour des courbes particuliéres, car pour une courbe arbitraire de la
surface, le procédé donne en général une courbe unique, et non deux
courbes distinctes. Le contenu des n* 15, 16, 17 ne sera donc con-
firmé que lorsque 'on aura établi, outre I'inégalité (3), une égalité
analogue, ol figurera directement la fonction intermédiaire nulle sur
la courbe, et dont la démonstration se fera par les mémes considéra-
tions que celle de (3).

Ne20. — Pour prouver que les seules séries linéairement com-
plétes d’irrégularité égale (ou méme inférieure) & la dimension non
linéaire sont les séries abéliennes, observons que la variété des groupes
de n points de la courbe pent étre considérée comme placée sur une
variété abélienne de rang un. La série donnée correspond alors & une
section de cette variété abélienne; Iirrégularité en est par suite au
moins égale a la dimension, puisque si 'on fixe un certain nombre
d’intégrales de la variété abélienne, on détermine sur cette derniére
une sous-variété dont la dimension est plus petite dece m¢me nombre.
Pour que l'irrégularité soit égale & la dimension, il faut etil suffit
que la sous- variété correspondant & la série donnée coincide avec
cette sous-variété abélienne et n’en soit pas une sous-variété.

(1) Sur une surface du sixiénie ordre lice aux fonctions abéliennes de genre
trots (Journal de Mathématiques, 1896, p. 263-293).

———— R



