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RECHERCHES SUR L UNICITÉ 1)ES SERIES ULTRASPHERIQUES. 125 

Rcèuerches sur Vunicité des séries ultrasphériques ; 

PAR M. EKVAND KOGBETLIANTZ 

ίΐ \SSXj (Paris). 

INTRODUCTION. 

Les polynômes ultrasphériques Pj/^u) admettent la fonction géné-
ratrice [T(3))-)=(i — 2XZ-+- z*)-1 et généralisent les polynômes 
de Legendre P„(\r) pour lesquels on a λ = Ils sont orthogonaux 
dans (—1,4-1): 

l "h7 T(I) ^ ìT+I ("*/=«) m=n m#n 

où A(„û) désigne le coefficient de z'1 dans le développement du binôme 
( 1 — ;Y~*8+,) OU bien 

\iSï— r(;/ 4-64-1) . 
" V{n 4-1) Γ(6 4- ι) 

Les coefficients du développement formel de /(#), en série 
uitrasphérique de Fourier dans (— 1,4-1) 

A*) "fP+f iX) ) +... 4- /£> ̂  (*) -P ·. · (-il * <4-i), 

s'expriment ainsi : 

l "h7 T(I) ^ ìT+I ("*/=«) 

La question de l'unicité de ce développement conduit à l'étude des 
séries ultrasphériques 

(1) «0 4-«! l>((° (λ·) 4- «, Ρ<4
λ> (Λ) 4-... 4- «Λ 4- ·. · 

Jout'/u de .1/α/Λ., tome V. — Fasc. II, 19:26. 17 
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données par les coefficients α
0

, α,, ..., a
n

, ... et il s'agît d'établir les 
conditions sous lesquelles ces nombres sont les coefficients de Fourier 
de la fonction représentée par la série (i). 

Ce problème est plus ou moins large suivant le sens qu'on attribue 
à l'expression fonction reprèsenftie par la série (i). Dans le cas des 
séries trigononiétriques par exemple on a commencé par l'étude de 
l'unicité des séries trigononiétriques convergentes; ensuite vinrent les 
séries divergentes sommables par les moyennes arithmétiques d'ordre 
inférieur à l'unité (■) et les séries divergentes sommables par la 
méthode de Poisson (2). 

Dans ce travail nous étudions l'unicité des séries ullrasphcriques 
convergentes ou sommables par les moyennes arithmétiques en préci-
sant aussi les résultats de M. Kiesz qui se rapportent aux séries trigo-
noniétriques divergentes sommables par les moyennes arithmétiques 
d'ordre inférieur au premier. 

Dans le cas de la convergence nous démontrons plus loin o) 
les deux théorèmes suivants qui résolvent entièrement le problème 
de l'unicité dans ce cas et qui sont analogues aux théorèmes classiques 
de Cantor et de Du Bois Beymond : 

TUKOUKMR Ï. —-S7 la série ullrasphérique (I) converge et a pour 
somme zéro partout dans (— i, -h 0, sauf peut-être les deux points 
frontières ,c — ± ι et un ense/nbfe nklnetible F

0
 de points inté-

rieurs H, où elle diverge ou converge avec une somme di/férente de 
zéro, tous ses coef ficients a„ sont identiquement nuls. 

TiiKOiuiMi: 11. — Si la série (1) converge rersf(x) partout dans 
(—i, -h i), sauf les deux' points .c — zt ι et un ensemble réduc-
tible Ë0

 de points intérieurs ξ, où. elle diverge ou converge mais n'a· 
pas pour somme f (ξ), elle est ta série alt rasp hé ri que de sa somme 
f(x') pourvu que la dernière soit bornée à l'intérieur de (—1, -t- i) 

et que le produit (i — u;2) s. |/(a )| soit intégrable dans cet inter-
valle (—ι, -H i). 

(') M. Kiss/, Math. .1 una ten, Band 71, 1911, p. 6/j. 
(*) A. RVJC.HMANN, Peace Mateinatyczno-FizYczne, 30; A. /.YGMUKD. Maihem , 

Zeilschrifty Band 2 V, Heft 1, 1920; J. PRIVALOFF, Recueil de ta Soc. math, de 
Moscou, 1933. 
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Dans le cas particulier des séries de Legendre ^le cas λ = ̂  le 

problème résolu par I et II a été étudié par MM. Dini et Plancherel. 

tën 187/1 M· U· Dini (') a démontré le théorème I pour λ = ^ en 

supposant la série proposée convergente partout dans (— 1, -f-1) sans 
exception, l'ensemble réductible Ë

e
 de points exceptionnels étant 

introduit dans ce théorème par M. Plancherel (a). Quant au cas 

particulier λ —; i du théorème 11, M. Plancherel (2) l'a démontré sous 

l'hypothèse que la fonction /(a·) est bornée dans tout intervalle 
(— 1, 4-1) y compris les points frontières..ν — =fc 1, l'hypothèse qui 
doit être remplacée comme le prouve II par la condition beaucoup 
moins restrictive : f(>e) peut devenir in finie aux extrémités œ = ± 1 
de l'intervalle ( — 1, 4-0 pourvu qu'elle soit bornée à l'intérieur et 
absolument intégrale dans (— v, 4- 1). 

lin restant toujours dans le même cas particulier λ = 1 supposons 
maintenant la série 

(-.0 3C„4- λ, l'i'-(.r) 4- *î Κ'ΟΌ -h.. .4- a„ 4-. .. (*
 =

 a) 

divergente mais sommable par les moyens arithmétiques d'ordre δ, 
bref sommable (C, 0). Nous avons établi ailleurs (3) l'analogie com-

plète de hiso/nmabilitè ^ des séries de Laplace à la convergence 

des séries Irigonomètriques. Or la série (2)à laquelle se réduit la série 

(1) pour λ = γ est le cas particulier de la série de Laplace et l'on voit 

que c'est l'unicité des séries de Legendre sornniables ^C, Q qui 

doit correspondre à l'unicité de développements Irigonomètriques 
convergents mais non celle de séries (2) convergentes étudiées par 
MM. Dini et Plancherel. 

(l) Annali dt Mat,, 3° série, t. VI, 1870-1875, p. 316-225. 
(s) Comptes rendus, t. loo, 1912, p. 897-900; Annales de l'École Normale, 

t. 31, u)i4·» P· aa3-at>a. 
(;i) Annales de l'Ecole Normale, 1933. 
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Cependant l'analogie entre l'unicité des séries trigonométriques 

convergentes et celle des séries de Legendrc somniables ^C, δ == ^ 
n'est pas complète vu l'existence dé la série divergente 

(3) 0~ i + ? Ρ,(·) P, (.,·)+.. .-H + i) P„(·) P„(.r) -H.. .x#E 

î étant un point (ixe intérieur à l'intervalle (— ι, -+-1). 
Cette série représente zéro partout dans (—ι, -h i) sauf le 

point -τ = ξ, étant somtnable (C, £>o) à l'intérieur de l'intervalle 

et ^C, o> ̂  aux extrémités -dt i. Au point .r = ξ elle diverge 

essentiellement son terme général "■= ("+0 . 1\Ί(ξ) ayant pour 
n ->ac l'expression approchée suivante : 

un. + si»[(», + Or|
 a = cos!)) 

τ: sinv 

Sa somme partielle τ„(ξ) est de l'ordre de η : 

l "h7 T(I) ^ ìT+I ("*/=«) 

donc 

lim nl "h7 T(I) ^ ìT+I 

Le coefficient de l\(a?) dans le terme général est de l'ordre de \'n 
mais non de la forme ο (\ /') : 

α«=· (h + ̂  PnQ) = 0(\/λ) (!;|<0· 

C'est pourquoi l'introduction dans l'énoncé des théorèmes d'unicité 
d'un ensemble E

t
 des points intérieurs ξ tels qu'en ces points la série 

n'est pas sommable ^C, n'est possible que sous réserve que la série 

oscille pour χ = H, sans diverger essentiellement, ou bien que sa 
somme partielle est de l'ordre de o(/i), si elle diverge essen-
tiellement pour Λ?= ξ, ou enfin que le coefficient a„ du terme général 
est de la forme o(\w). L'une de ces conditions supplémentaires 
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exclut la série (3) et garantit l'unicité des séries de Legendre 

somniables δ5 · 

L'étude de la série (a) sommable ^C, S — à laquelle est consacré 

le paragraphe 7 ne fait que confirmer cette assertion et l'on obtient les 
deux théorèmes suivants : 

TiiÉoivbiK 111. — S/ ht séria (2) est sommable ^ avec la 

somme zéro partout à bintérieur de b intervalle (— i. -+-1), sauf un 
ensemble réductible K, des points intérieurs ξ, où elle oscille sans être 

sommable (θ, ou tout en bêlant réa pas pour somme zéro
i
 ou 

enfin diverge essentiellement mais avec s
n
($) = o(n)

}
 tous ses 

coefficients sont identiquement nuls. 

THÉORÈME 1Y. — Si la* série (2) est sommable ^C, avec la 

somme /(.<-) partout à l'intérieur de Γ intervalle { — ι, 4- 1 ), sauf un 
ensemble réductible L,, des points inférieurs J, où elle oscille sans 

être sommable ^C, Çj ou tout en bêlant iba pas pour somme f(x)
t 

ou enfin diverge essentiellement mais avecs
n
{l) = o(//), elle est le 

développement en série de Legendre de sa somme f{x) pourvu 
que la fonction f(x) soie absolument intégral· le dans binter-
valle (—1, +1) et bornée à bintérieur de cet intervalle. 

La condition s
n
($) =0(n) ou bien l'hypothèse de l'oscillation de 

la série (2) aux points de l'ensemble ne sont pas nécessaires pour 

l'unicité si Γ011 suppose = ο ( \ /*). 

Si l'on envisage les séries de Legendre sommables ^C, ^ la 

question de l'unicité se complique davantage par le fait de l'existence 
d'une autre série divergente qui représente zéro partout dans (—i, 
4- 1) sauf le point a\= 1. C'est le cas particulier de (3) pour ξ = 1 : 

( 3" ) Ο rv A ij Ρ, (
>r

) + _
h
 1 ̂  P„ (.r ) 4-... (.,< 1) 
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qui est sommable ^C, ο > ̂  avec la somme nulle partout à l'intérieur 

de (— ι, -l· ι et Test ( C, ο > ι) pour .r = — ι. 
De même pour la série analogue 

(36) ο ~ ^ l\(.r) 4- . .. + (- 0" (n -h ; ) P„(.«·) + ... (.r ̂  -1 ). 

qui est un autre cas particulier de (3) pour ξ = — ι et qui est som-

mable (C, s > à rintérieur et ( C, ο > ι) pour ,r = -+-1. 

Maintenant l'hypothèse de l'oscillation de la série aux points de Eô 
ne suffit pas et il faut en outre supposer a

M
 = o(n) pour exclure les 

séries (3") et (3*3 ou bien introduire des conditions suffisantes de l'uni-
cité concernant failure delà série aux points frontières ,r — ± ι. Ainsi 
on obtient les théorèmes III' et IV du paragraphe G. 

Le problème de l'unicité de développements ultrasphériques diver-
gents, mais sommables (C, o) est traité dans le paragraphe 7. Nous 
n'avons pas pu démontrer en toute rigueur les deux théorèmes qui 
paraissent être extrêmement probables et dont nous donnons ici les 
énoncés, persuadés que tot ou tard ces deux théorèmes seront démon-
trés. Voici leurs énoncés : 

THKOUKMK A. — la série (I3 est sommable (C, λ) avec la somme 
zéro parfont à l'inférieur de l'intervalle (—1,4-1), sauf un 
ensemble réductible lv,des points intérieurs ξ. où elle oseille sans 
éfre sommable (C, λ) ou tout en l'étant n'a pas pour somme zéro, 
ou enfi fi diverge essentiellement mais avec s„(z) = o(n). iousses 
coefficients a„ sont identiquement nuls. 

TiiKonfiMK l>. — S/ la série (i) est sommable (C, λ) avec la 
somme /(.r) partout à (intérieur de l'intervalle (— i. 4 i) sauf un 
ensemble réductible \\\tle$ points intérieurs ξ. on elle oscille sans 
être sommable (C, λ) ou tout en fêtant ifa pas pour somme f(z) ou 
en/in diverge essentiellement, mais aeee ί„(ξ) = o(/*), elfe est le 
développement ultrasphérique de la somme f(.v) pourvu que la 
fonction f(.v) soit bornée à l'intérieur de (—1,4- i) et que le pro-

du it (ι — a·2) L \ffe) | soit intégrable dans (— ι, -t- i). 
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L'hypothèse de l'oscillation de la série aux points ξ de l'ensemble E>. 
est nécessaire vu l'existence de la série divergente 

(4) 1+y/3y pe p(x) 

+ (» + >-) -γ^ψττ)~ «W;) Ι·2'<*>+.·. <* 1), 

qui représente zéro partout dans (— ι, ~h i), sauf le pointu; = ξ, étant 
soniniable (G, ο > ο ) à l'intérieur de l'intervalle et sommable(G, δ<λ) 
aux points .u — ± i. 

On.trouve dans le paragraphe 7 ces théorèmes d'unicité démontrés 
pour les séries ultrasphériques divergentes et sommables (G, λ) mais 
seulement pour λ < \, ce qui n'est que le premier pas vers les théo-
rèmes généraux énoncés plus haut et qui nous semblent être vrais 
quel que soit λ, étant donné que la sommabilité (C, λ) de 
développements ultrasphériques dans (— i, -t- i) est analogue à la 
convergence des séries trigonométriques. 

Les deux premiers paragraphes sont consacrés aux 1cmmes néces-
saires pour la démonstration des théorèmes I-IV et autres. 

Le paragraphe I traite les séries trigonométriques divergentes et 
sommables (G, S < Ο. M. M. Riesz avait étendu les théorèmes clas-
siques de Caulor et de Du Rois Key moud aux séries trigonométriques 
divergentes et sommables G, G < ι en supprimant dans leurs énoncés 
l'ensemble réductible des points exceptionnels où la série n'est pas 
sommable (G, ο < ι) ou n'a pas pour somme /(#)· L'existence de la 
série divergente bien connue : 

(à) Ο i -f- cos(,r — ;)-t-. . .·+ eos[«(.r —e+ e#e 

sommable (G, ο > ο) avec la somme zéro partout dans (o, ·->-) sauf 

poura; = ;, où elle essentiellement ( lim-- = i), explique 

suffisamment cette restriction faite par M. M. Riesz, qui suppose la 
série trigonométrique sommable (G, û < i) partout dans (ο, 2π) 
sans exception. Il était intéressant de rechercher si la série (5) est 
l'unique cause de la non-unicité des séries trigonométriques som-
mables (C, S < i) et nous démontrons dans le paragraphe 4 que l'uni-
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cité n'est pus atteinte par l'introduction d'un ensemble réductible Eg 
de points ξ tels qu'en ces points la série oscille sans être sommablc 
(G, S<i) ou bien est sommable (G, δ < ι) mais vers une somme 
différente de /(£), ou enfin diverge essentiellement, mais 
avec 5»(5) = Ο(Λ). L'hypothèse que la série trigonométrique ne 
diverge essentiellement aux points de l'ensemble Eg qu'avec s„($) = ο (//.) 
exclut la série (5) et avec elle l'unique cause qui pourrait détruire 
l'unicité. Nous démontrons aussi (§7) qu'il n'existe aucune autre 
série trigonométrique sommable avec la somme zéro parles moyennes 
arithmétiques d'ordre £< ι partout dans (o, 27:), saut le point a· = H, 
que la série (5), 

La même question se pose pour la série ultrasphérique diver-
gente (4). Cette question est étudiée dans le paragraphe 7, où nous 
établissons pour λ< ι l'unicité de la série (4). La série (3) qui est le 

cas particulier de la série (4) pour λ = ^ est l'unique sériede Legendre 

sommable ^C, ^ à l'intérieur de l'intervalle (— 1, -t- 1) avec zéro 

pour somme, sauf le point as = ç. 
Les résultats exposés dans ce Mémoire ont été publiés en partie 

dans les Comptes rendus de Γ Académie des sciences ('). 

1. — Formule d'approximation pour le polynome ultrasphérique. 

Le polynome P;
t

>0(cosô) satisfait aux équations suivantes : 

^-+- a κ cot 0 — h η {ιι -h a λ ) P^(cos 0 ) — ο 

et 

^ ̂ "d0°^ =si"^ (cos®)' 

d'où l'on déduit la formule suivante : 

(6) 4λ(λ H- 1) si.ta5 Pft+2>(cosO) 
= 2 λ^ a λ -+- ι ) cos 0 Ρ',ί ,:,1' ( cos 7) — ( η 4- a ) ( η -t- a -i- a λ ) P(,(cos 0 ). 

C) T. 169, 1919, p, 769-771, p. 900-953; t. 177, 1933, p. 674-677. 
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Lu formule d'approximation en question s'écrit ainsi : 

(
7

) PgHco.9) = Los [(» + 1)4 - ] 

_4_V i(— ·)*Γ("» + 1) 
Γ(λ — m) Γ(/η -l- i) 

ut — ι 

cos ( /i 4- λ — ηι)0 — π 
X (a sin9)w(«-i-X— ι)(«4-λ—2). . ni) 

. Q) 
[(« 4-1) si«û]N y 

où Ν = 2, 3, ..., ce, avec | ρ!
Ν
λ) (//, 0 ) | < C„ quels que soient ο 50 < -

et //. = ο, ι, 2, ..., oo. 

On la démontre par la méthode de Stieltjes (') à l'aide de la 
relation (6). Pour Ν =2 elle se réduit à la formule 

(S) PHcos5)= COS (Λ + λ)0 - Η 

sin (η 4-λ—1)'5— — ... ) 
2 (/ί.4-λ— ι ) sin ^ |"(/<4-A)sinO p ; 

où l'on a 

An (y-1) = Γ(/ί4-ι)Γ(λ) 11 + ) 'Γ(/ί4-ι)Γ(λ) 11 + ) ' 

Vu que pour ——505 n'° la somme de deux derniers termes du 
second membre de (8) est de l'ordre de (n 4- i))>-a .(sinO)~"(U,) on 
déduit de (8) la formule plus simple 

"V ' (a sin9y· ( I. ' a.l (w4-i)sinO)"V ' (a sin9y· ( I. ' a.l (w4-i)sinO) 

On a aussi 

P(Xl(c,,sry)=VL±ilZliW>, 

(l) Annales de Toulouse, série, t. 1890, p. G-i à G-17, 
Joum. de Math., tome V. — Fasc. II, 1936. 18 
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OÙ 
H0/n (0) >c2 

quel que soit0=0= 
Nous appliquerons la formule (8) sous la forme suivante : 

(
9

) PA(COS9)=—_l
a

«„5cos».
 /| + χ_, + (T+T)îJ· 

OÙ 
ω„-(« + λ)ί — ̂  el | r„('j) | < · 

On démontre facilement que les deux dérivées premières des fonc-
tions /r2.r„( 0) sont bornées dans leur ensemble à l'intérieur de l'inter-
valle (o, -), c'est-à-dire pour 

5f 0^ ~ — ε et w = ο, i, a, ..., α> (ε > o). 

2, — Généralisation du lemme classique de Riemann. 

On a vu que le polynôme ultraspliérique s'exprime en fonctions 
trigonomêtriques à «~N près pour η -^oo. C'est pourquoi les lemmes 
nécessaires pour la suite s'appuient sur le lemme qui se rapporte aux 
séries trigonomêtriques et qui généralise le lemme classique de 
Riemann. Le lemme de Riemann concerne les séries trigonomêtriques 
convergentes et peut être formulé sous sa forme générale ainsi : soient 

( l θ) M# -+- H \ H* ■+·. . .+un+.. 

une série convergente de somme s et z(t) une fonction bornée aiitst 
que o'(t) et telle que o(o) = i : si o(t) satisfait pour t ^ oo aux 
conditions suivantes : 

tx+s o(t) = O(i) et f(t) — 0(ι) (ε>ο), 

quelque petit que soit ε fixe et positif, on aura 

1 î m ̂  it„ o( η /V) — 1 i m . 
Λ — 0 M ̂  * 0 

L'énoncé donné par Riemann s'obtient en posant 

un— aH cos/i.r ·+■ bn sin/ta: et * 
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M. L. Féjèr a démontré (') le lemme analogue suivant : soient la 
série (10) sommable (G, i) arec la somme s = lims'

m
 et φ(/) η ne 

tu = oo 

fonction, bornée ainsi que sa dérivée seconde φ"(/) et telle 
que 0(0) = 1 ; si φ(/) satisfait pour t-> 00 aux conditions suivantes 

/s 15 φ(ί) — O(i) et /ί·'*δφ"(<) = 0(ι) (ε>ο), 

quelque petit que soit ε fixe et positif, on aura 

lim Y u„ o{nti ) ~ s ~ lim s'm. 

Fn posant 

n„— a,
t
 eos«,r 4- 0„ sin/1.1· et φ(/)= f -y-j > 

on a le cas particulier qui a servi à M. M. Uiesz comme point de départ 
dans ses belles recherches sur l'unicité des séries trigonométriques 
soin niables (C, 0) pour 1. 

Les deux lemines précédents de Uiemann et de M. L. Féjèr ne sont 
que des cas particuliers du lemme général dont voici l'énoncé : 

LEMME. — Soient la série (10) sommable (C, δ) avec la 
somme s — limslJ et φ(/) une Jonction bornée ainsi que sa dêri-

vée &ô+,)(t) d'ordre δ -+- 1 et telle quap(o)=i; si ψ(ί) satisfait 
pour t~> 00 aux conditions suivantes 

ίδ+ι-«<?(/)
 =

 0(ι) et i*-"+*y$+U(t)=zO(\) (ε > ο), 

quel que soit ε fixe et positif on aura 
00 

li in V « „ φ ( Λ Λ ) = s = lim s(8'. 
/1=0 fïl =: < VI 

Étant donné qu'une série convergente est sommable (G, o) on voit 
que les le m mes de liiemann et de M. Féjèr correspondent aux 
valeurs S = ο et δ = ι. 

(') Math. .tnnaten} Baud 68, 1904, p. 68-69. 
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La série (10) étant supposée sommable (G, δ), on a 

lim "«=0, /I » 

et d'autre part Ηδ+Η®φ(/ιΛ) = 0(i) d'après l'hypothèse. Dans ces 
conditions la série 

K(I) = Y 9(M/), 

/1 = 0 

pour ί lixe et positif converge absolument comme 

Στ^ <·>»> 

et la convergence est uniforme pour C η > ο. 
Les dérivées d'ordre non entier qu'on rencontre dans renoncé sont 

définies (Liouville) ainsi : posons pour oc<o 
Κ 

**/(·<·) =V. Ai-'» . H/ (.,· - îi. + A/,); 
A ™ ο 

on a par définition 

/(»>(.,-) = £L= lin, = -,-i- /'" J&OiÛL ι j( < DU* ;4=o F(~ Λ ) V'(, (M — >R)L,A 

en supposant bien entendu/(>e) = 0(,r*~*) pour.roo. 
On peut transformer cette expression, en intégrant η (bis par 

parties, en 

f(a) (x) = -1/n-a fni di/i-x 

Le résultat est valable aussi pour ο < a < η sous l'hypo-
thèse /<H)(a?) = 0(χ,α_/'-5) et les dérivées d'ordre positif [J sont 
définies ainsi : soit η — ι = Ε(β), ofi l'entier/t est non inférieur à 
l'unité ; on a par définition en posant 7 = β — η < ο : 

v/<»(*)= ΓΆΙ*«,Κ Π-/)Λ («-Α·)"Α·' 

cette expression représentesous l'hypothèse 

f{n) (»R) = 0(A>Ï-S) — 0(νΐ^~""~3) pour UÎ ■> *, 
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Par définition on a 

n — \(δ) Jxn~m "m— A (4) 

OÙ 
ι,δ, Γ ( M -h é -h I ) 

" " f (« -f-i) T(ô-f-ι ) ' 

comme toujours et les sigma-sommes σ^1 sont définies par 
u η 

„ — V \[ σ(ίι ν A (—(δ+3ΐ[ A (δι ,(δ) 
m — ο in = 0 

Inversement 
χ n 

„ — V \[ σ(ίι ν A (—(δ+3ΐ[ A (δι ,(δ) 
Ml == » Ml = 0 

Pour démontrer le lemme, c'est-à-dire pour établir que 

lin) K(/) — lim sfy, 
/>-(-» III = Λ 

transformons d'abord l'expression suivante : 
Ν Nu 

v ν ( 0 = V| ((„ φ (n l ) ~ V VA
 σ 

$ φ ( nt 
Il " 0 II —. 0 lit — 0 

Ν Ν 
— Α'-οf/i/^ an-m cl(nl) 

Ml r= rt II =: III 
Ν X in 

— V Ai-^+s'!(p(//i/ -H nt) 
Ml .-0 II — 0 

X 
=2 x?+x) ? (»" -h < ( o> 

III = » 
où 

» X 
l\
s
(l)=VMf;)<) y A'-i5+')|c?(ml + /il). 

Ill = D M = X — III -I- 1 

L'hypothèse /δ+,45φ(ί) = 0(i) suffit largement fon pourrait la 
remplacer par *δ, εφ(/)= Ο (ι ) j pour établir que l'on a 

lim Its ( t) — o. N = * 
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En effet on a, pour t fixe et η-ι Ν — m -+- ι, 

| ,-i> φ ( m + « , ) I = Ο | | = o | j. 

Par conséquent 
Ν * 

I MO I < Ε Ag> V |
 A

M»«» | 
/u = 0 η = X — m 4- 1 

X * 
C2/ns+1+e Am C3/n2+o 

«ι=ο n — l 

ψιο =2 \t *r» ? 6k -t- -±i t) 

On en déduit 

F ( t) = lim F
n
 ( t) — ̂  A

1
,?'ί'°' A^

+,)
 φ ί -t- —^ · 

η ι=ι> 

Or 
if)=î + £„, oii ε«->ο pour /i—>*. 

Donc 
F(0 = î<K0 + R(0 

avec 
α 

ψιο =2 \t *r» ? 6k -t- -±i t) 
/I =1) 

et 
X 

R (0 =2
ε
"

Λ
" '

Δ
'
5 H) ?

 (
wZ +

 "T"" ') ' 
π =0 

et il nous reste à démontrer que ψ(/)==ι et 

lim 1\(0 = o. / = 0 

L'hypothèse /8"M+e®(i) = 0(i) assure la convergence absolue de la 
série 

3C 

R (0 =2ε"Λ" 'Δ'5 H) ? (wZ + "T"" ') ' 
rt = 0 
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par conséquent on peut écrire 

ψ(/) = Λ1
δ
«> V

 Α
(δ.

φ
^„

 +
 ̂ -t)j 

n=0 
= Ap+u; ΔΓ«8+'«φ(ο) ( =j>(0)= 1. 

L'hypothèse beaucoup plus large /s+so(7) = O(i) permettrait 
d'établir l'équation limite 

Η«ηψ(0 = ι, t -~o 

qui suffirait pour notre but. Passons maintenant au calcul de la 
limite lim U(0> Posons /· = Κ (Ç) et décomposons R(/) ainsi : 

«» 

R ( t ) = v J„ Ai? Δ;δ«) ? («( + λ 
n = 0 

Ν r » 

=Σ-Σ-Σ 
>i=0 Ν +1 /■ + I 

— R( (/) 4- R,(*) 4- R3(£), 

l'entier Ν étant suffisamment grand pour avoir | ε
Μ
 |< ε pour η > Ν et 

t suffisamment petit pour r > N. 
Il est clair que Ν étant fixe on a immédiatement 

limR^i) = o, / = 0 

Υu que pour χ -> α> et l ο on a 

l'f+vo(*v) — ί*+ιφ<8+η(Λ*4- 0
t
) ~ Ο f ^

+l
.
(g

V 
on en conclut 

l'f+vo(*v) — ί*+ιφ<8+η(Λ*4- 0t) 

ce qui donne pour t suffisamment petit 
* «o 

I*m01< ^ Λδ
+ι+8 ΤΓ^,Τ^"5 

>ι = >·+1 r-M 
ece 1 e c3 

"">(:)] " 
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Reste le terme Ila(/) pour lequel on a aussi | ε„ | < ε, donc en dési-
gnant par M la borne supérieure de la dérivée φ(δ+,)(.τ) dans l'inter-
valle ι : 

r r 
= M s /δ <1 A',?·' ■11 < ε f, ο ( r Ο8 M < ε c, ». 

Λ 4-1 » 
= M s /δ <1 A',?·' ■11 < ε f, ο ( r Ο8 M < ε c, ». 

Tout ceci permet de conclure 

lit» R(0 = o, t =fl 

ce qui achève la preuve du lemme énoncé plus haut. 
Appliquons le lemme démontré à la fonction 

cl(t) = sin l/t p p=E(p) 

où ρ est un entier positif. Cette fonction satisfait aux conditions du 
lemme pour /) > δ -+- ι. En elTet 

φ(ο) = ι et it'y(t) — 0(ι)t-x 

Quant aux dérivées d'ordre entier on a, pour /-vac, 

lcl(k)(f.) — 0(i) (k~ip), 

pour kSp, mais non pour A* >/>. Vérifions la condition relative 
à ο(δ+,)(ί). Posons 

η — ι -i- li(ô -+-1) ip, 
alors 

^ = ,, (-'j" /'* H»1 (<y — ο — i) Jt% (h ~ <r)i+à~'i 

= ^ = ,, (-'j" /'* H»1 (<y — ο — i) Jt% (h ~ <r)i+à~'i 

Or 

Λ·ρ } ι, | = 0 j jf ( Î/ - .r )'' ~
s
"

s
 lin | = 0(i), 

puisque 
///' | 0| =r 0(l), 
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vu que q^p. D'autre part l'intégration par parties donne pour /2

 : 

(— t )'r Γ ( q — ο — ι ) s* t\ — x*' —1 — 

+ 2+a-q xp cl-1/1 du 

= _limV^ / ^'Y'=|im4 = S._ + t 01 χΡ Γ* du I 

=° ! (.rbV I+° \l^ |=°c>· 

Par conséquent pour £ + τ <// on a 

d+1+e cls+1J < //'| ?.δ-«-η(ί) 1 = 0(0 (s > ο). 

et l'on a droit de formuler le cas particulier suivant de notre lemme : 

«yo/7 ̂  //„ sommable (C, §7 mw /a somme s
}
 on a 

\\ 

limV^ / ^'Y'=|im4 = S. 
rt=ïO 

pour chaque entier jt)>o + i. On pourrait appeler le procédé de 
sommation des séries divergentes à l'aide des facteurs de convergence 
du type ^"7-)' procédé de Riemann puisque c'est Riemann qui a 
envisagé le cas particulier p — 2. 

Si l'on veut envisager les ordres non entiers on pourrait remplacer 
χ 

cette définition par la définition suivante : une série Σ u,„ pour 
0 

laquelle on a 

iimy «,(—V=s. 
η 

est dite sommable par le procédé de Riemann d'ordre γ, bref som-
mable (R. γ) arec la somme S. 

Notre corollaire peut être à présent formulé ainsi : une série som-
mable par les moyennes arithmétiques dordre 0 fest aussi et acec 
la même somme parle procédé de Riemann d'ordre entier ρ 4- 1. 

Journ. de Math.* tome V. — Fuse. II, 1936. 19 
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Il est très probable — et nous posons ici ce problème — que la 
restriction concernant l'ordre/? qui doit être entier est inutile et qu'une 
série sommable(C, δ) l'estaussi et avec lamêmesomme(R, γ) pourvu 
que γ >μ ι. 

La définition du procédé de sommation (R, γ) se laisse transposer 
facilement dans le domaine des intégrales divergentes : une intégrale 
divergente 

f f(x)d& 

est dite sommable (R, Γ) avec la somme S, si Γ on a 

limi-ΐ f (sin.W)ï dx — S. 

On démontre que chaque intégrale convergente — ainsi, que 
chaque série convergente — sont sommables (R, i), ce qui suggère 
l'idée que l'inégalité γ>δ-Μ pourrait être remplacée aussi dans le 
cas général δ φ ο par l'égalité γ = S -h ι en ramenant ainsi l'énoncé 
du problème posé plus haut à la forme suivante : 

PROBLÈME. — Est-il vrai qu' une série (intégrale ) sommable (G, δ) 
l'est aussi (R, γ) pour γ = δ -t- r ? 

Quant aux intégrales divergentes on démontre facilement la propo-
sition suivante qui est entièrement analogue au corollaire de notre 
lemme : une intégrale sommable (C, δ) l'est aussi si l'entier 
»>o + i. 

Donnons un exemple de sommation (R, γ) des intégrales diver-
gentes. Soit ο < α< ι et envisageons l'intégrale 

Jl a.,t-*cos xdx (ο<α<ι). 
Il 

Grâce au facteur cosa? l'intégrale essentiellement divergente 

x-adx (ο < α < ι) 

devient sommable et en appliquant le procédé (G, δ) avec δ> ι — α 
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on a pour ε > ο 

/ #l cos# dsV no Hm f (ι — —^ #,-a cos# dx = — Γ( a — a) cos —· 
0 w=x 0 w 3 

Appliquons maintenant le procédé (R, γ) avec γ = ι : 

J( α cos# dx oj lim f Λ
λ~ * cos# S- "a- dx 

— u
m

 _L f "+ — sin[(x— Qa?] ^ 
t=0 2t xx 

= == |'[îm(» + <)*-'-ο-0»-η χv 

== |'[îm(» + <)*-'-ο-0»-η χ sin u du/ux 

=l-HE-L xJ. =(,~ α)· 
donc 

J aa cos # dx no — cos —- Γ( a — « ) 

et en particulier, pour α = | > 

Jf Jx COS vl? dx GO — - 4 /- · 

L'intérêt que présente cet exemple consiste dans le fait qu'une inté-
grale sommable (G, δ> ι — a) et non sommable (C, o^i — «) Test 
aussi (R, ι) : donc ici γ est non seulement inférieur à δ -f-1 mais, pour 
α très petit, aussi voisin de δ qu'on veut en restant toujours supérieur 
à δ : ι = γ > δ> ι — α. Cet exemple suggère l'idée qu'une intégrale 
(série) sommable (G, δ) l'est (H, γ) peut-cire déjà pour γ > o. 

Ku revenant à notre corollaire nous l'appliquons aux séries trigo-
nométriques. Soit donc 

un
 — an cos η χ -+- bn sin η χ\ 

Si la série 

«ο 4- «» cos# 4- by sin #-h... 4- a„ cos /t # 4- b
n
 sin λ λ? 4-. 
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esl sommable ( C, δ), avec la somme f(x) on a aussi 

limyt) — lim! (a,, cos nx -h b„ sin nu) j=/(..r), 
t = 0 t = 0 n=1 

pour ρ = KQy )> o = i. Or l'expression
 Λ

\\, (^v, ^ u est autre chose 
que le quotient t~plf | F/(( x) |, où la fonction ^( r) est le résultat 
de ρ intégrations consécutives terme à terme de la série envisagée 

30 ct„ cos ι'η χ — l>„ sin (η α; — ^ 
>>(·<·)-ο.-Ϊ + 2ί ^ η _= 1 

En effet on vérilie facilement que Ton a 

A·". [/("■·■ -'?>],'(
28

Î„2-')", 

donc 

Γμ Δ;/'[ F/#( .r ) ] = σ0 + V {a„ cos η λ: -h bHs\nnx) —~ = M',.(·*·, - )· 

Ainsi la somme f(x) d"une série trigonométrique sommable (C, 0) 
est la de ri we généralisée de Γ intégrale p-uple de la série, 
si ρ = Ε (/>) > δ H- ι : 

lim : t-i'S/' [ I'/((.r)] : = lim ^/(.e) =/(.r). 
I — 0 »! : τ *■ 

On voit que le lemine classique de Hiemanft (qui correspond au 
cas ρ = 2) est applicable non seulement· aux séries tri'gonométriques 
convergentes (cas signalé par llicmann lui-même), mais aussi aux 
séries trigonométriqacs divergentes sommaldes (C, 0) pour δ< 1. 

Il est bien possible que la restriction 0 < 1 n'est pas nécessaire et 
que l'on pourrait étendre le résultat obtenu aux séries sommables (C. 1) 
ou même (C, 0 < ·>), mais ce résultat suffit pour notre but. , 

Dans son célèbre Mémoire (') M. L. Féjèr a démontré qu'on a pour 

(l) Math. Annale ft, Hand 08, 1904. 
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les séries trigonométriques sommables (C, δ = t) avec la somme s, 

lim «« cos η Λ? -+· b
H

 si η η j = s. 

Notre lemme a permis d'établir que dans ce cas particulier ρ — 4 le 
même résultat a lieu aussi pour les séries trigonométriques sommables 
(C, δ > ι) pourvu que Ton ait 0 < 3. On a par exemple 

ao 

v* cos/ivt*/sinntY' —— -7— (0 <Λ'<a-), 
/1 — I 

* 

vu que la série V nacosn,v est sommable (C, 0 > 2) avec la somme 
ft = l 

zéro à l'intérieur de l'intervalle (o, 2-). 

Dans ce cas particulier de la série ̂  η2 cosnx, on a aussi 
ae 

lim v* cos/ivt*/sinntY' —— -7— (0 <Λ'<a-), 
η - | 

comme 011 le vérifie facilement vu que 
ae 

si 11 η 0 û — 0 
Jami H 2 

/» = 1 

Un autre exemple particulier, celui de la série divergente 

(4) 0 ̂  ·— 4- cosx 4" cos2λ· 4-. ». -4- cos/i.r -4-.. > < 

sommable (C, δ>ο) pour .ι- ΞΞΟ, 2- avec zéro pour somme, donne 
pour/) = 2 le résultat 

IL» ;
+
1 —(,—) =

0 (0<-P< «)» (i — l I 

qu'on peut du reste vérifier parle calcul direct. 
La sommabilité (C, δ>ο) de la série (4) étant uniforme dans 

l'intervalle (ε, 2- — ε) quelque petit que soit ε, ce résultat est unifor-
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mèment valable dans (s, ητ:—ε), ce qui permet de prouver par un 
raisonnement direct la sommabilité (R, °±) de la série de Fourier au 
point de continuité de la fonction développée. Vu que la sommabilité 
(C, o>o) de la série de Fourier d'une fonction intégrable lieu 
presque partout nous en concluons à l'aide de notre corollaire que 
la série de Fourier if une fonction sommable est so m niable presque 
partout dans (o, a-) par le pivcédc de Riemann. 

8. — Lemmes concernant les séries ultrasphèriques. 

On trouve dans ce paragraphe quatre lemmes nécessaires pour la 
démonstration des théorèmes énoncés dans l'Introduction. Ils se 
rapportent aux séries ultrasphèriques données par leurs coefficients 

(t) -h α, ΐγ (eosS) ... 4- ΡΛ' (eosf;) (.ν — eos5. ο l: 0 5 ~) 

et t\ la série associée suivante : 

(,o y*j£hss£). 
t: τ 'n=1 

Avant d'énoncer les lemmes en question nous définissons Topé-
ration ùf suivante : 

u> r/(S.,] = +i
}.

col
oèAm, 

où 
•^W^) —4- 0 — 2.Ay) ~+~J — 0 

et 
A/(0) =/($-»-0-/(3-0· 

Cette opération est liée à l'équation différentielle du poly-
nôme lYXcosQ), qu'on peut transcrire ainsi : 

(ia) limil* [IY-(OOSJ) | — — n(n ~h 2h) Γγ-'(οο$9), 

de même que la seconde dérivée généralisée est liée à l'équation diffé-
rentielle des fonctions trigonométriques 

lim A2 cos n 0 / t2 = - n2 cos 0 
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En faisant tendre λ vers zéro on réduit le quotient du polynome 
ultrasphérique Pj^(cosO) par λ ù la fonction cos/iOet l'opération Ω[λ 

à l'opération *~2Δ2. 
La série associée F(cosQ)a été obtenue par l'opération inverse à 

l'opération ΗηιΩ;λ), et l'on a en appliquant ces deux opérations succès-
si veinent 

(,5) ΙίηιΩ/·1 ( I (^~) /(ψ)</ψ</ο1 =/(5), 

Nous énonçons maintenant les quatre lemmes I-IV : 

LKMME L. —Soit /(0) continue dans un intervalle (Α, Β) intérieur 
à Ρ intervalle (ο, π) : si elle satisfait partout dans (a, β) à la 
condition 

HmS2^'[/(cos0)] = ο (α^0ίβ), 
ι — ο 

elle s'y réduit à 

/(cos0) = A j (a<ô<β), 
? 

où A et Β sont des constantes. 

LEMMK H. — Si la série (1) est sommable (G, ι) en un point 
intérieur 0 — (ο < 0 < π) — avec la somme f(cosO) on a en ce point 

lim i^'- fl'Xcosô)] = /(cos0). / = 0 

LEMME III. — Si le coefficient A
RT
 du terme général de la série (1) 

satisfait à la condition a„ = ο (Λ'"*), alors on à 

.Ι„,Δ'ίΡ"Γ*)] =0 

partout à l'intérieur de l'intervalle (ο, π). 

LKMME IV. Soit f (je) une fonction bornée à l'intérieur de l'in-

leivalle (— 1, 4- 1) et telle que le produit (1 — A
2 ) 3 |/(A) | est inté-

gral· le dans (— 1, -t- 1). Les coefficients uhrasphériques de Fourier 
de cette fonction aKf sont de l'ordre de ο (η) : 

lim an = 0 
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Les lemmes I-III généralisent les lemmes classiques de Schwarz et 
de Riemann concernant les séries trigonométriques et qui sont du 
reste leurs cas limites pour λ-νο, vu que l'opération ΗαιΩ}*' donne à 

t =0 

la limite pour λ = ο la dérivée seconde généralisée. 
Pour démontrer le lemnie I il suffit de considérer la fonction auxi-

liaire 

Ψ(0)=/(0) + /(<?)cot? *λ jf j* 

pour laquelle l'hypothèse 
lim q (l0) =0 1 — 0 

entraine, comme il est facile de vérifier, 

.. &ù(Q) lim =0 
/ = 0 · (■ 

En appliquant à la fonction ψ(0) le lemme de Schwarz on voit 
qu'elle possède dans (α, (3) les deux dérivées premières continues; 
ψ' (0) est constante pour α < 0 f

 k
3 et ψ"(0) est identiquement nulle. On 

en conclut la continuité de f' (0) et f ^0) dans (χ, β), ce qui entraîne 

lim iit'· [ /(3)] = f ~{rJ) -f· cet 0 f'{0) ~ o. 

L'intégration de cette équation différentielle prouve le lemme I. 
La démonstration du lemme 11 est basée sur la formule approxi-

mative (9) du paragraphe 1. Les différences du produit de deux fonc-
tions Δ (/9) et Δ2 (/9) qui entrent dans l'opération peuvent être 
écrites ainsi : 

I 4 (/φ) = ~')
Λ? +

 a(.f+ 0-4-?(■>.·-<) ̂  

04) < Λ·(/?) = /(■'■ +") + ν(-'·)+/(-"-^)
Λ

»
? 

f + i4/4, + 2(·* + '0+ »?(·«·> +?(■*-='<)
Λ

» t. 

Avant d'appliquer l'opération Ω/' à la somme F (cosO) de la 
série (11), qui converge absolument à l'intérieur de l'intervalle (o,^) 
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et uniformément pour ε<0<π:— ε, (ε>ο), si la série (n) est sup-
posée sommable (C,£ < i), nous allons indiquer une relation entre 

Ω*[(2 sin(?)λ+ι Φ(0)] et Ω^[Φ(0)], 

où l'opération il, est le cas particulier pour λ = — ι de l'opéra-
tion Ω U) : 

s1 f(0) = A2 f- «ot9 · 

On vérifie facilement à l'aide de (i4) que l'on a, pour une fonc-
tion Φ(0) possédant la dérivée Φ'(0), 

(ι5) 1ίι«Ω/[(2 sin 0)λ+ι Φ (Ο ) | 
t — ύ 

ζ= (2 sin0)*"H lim Ωρ[Φ(0)] — [t + (i — X)cos*0](a sin#)*4"1 Φ(0). 

La sommabilité (G, & < τ) de (ι) entraîne 

Ά„ Ρ1,;·1 (COS0
O

) = θ(/ίδ) 
ou bien, vu que 

P',
(
" (cos0„) =, 0(/^"1) : 

α
Μ
=ο(Λ8+,-·λ), 

ce qui assure la convergence de la série (ι i) dérivée terme à terme, 
donc l'existence de la dérivée ̂  aux points de la sommabilité (C,£< i) 
de (i). On peut par conséquent y appliquer la relation (i5), d'où 

(16) lim [(a sin F(cosO)] 
t = 0 

=r ( 2 sin 0)l+i li m Ώ/ [F (cos 0)] — . --ν [ 14-( ι —λ) cos8 0] (2 sin0)*+1 F (cos θ). 

On voit qu'il suffit de calculer 

lim £2/[(2 sin 0)/,f 1 F(cosO)] /=0 

pour connaître lim û'/1 [F (cosO) |, donc pour prouver le lemme II. 
t =0 

Or la formule (9) donne 

(asinS)'-' Pjji (cos9) = » Λ£-> [«'?(«) + pifTji]' 
Journ. de Math., toiue V. — Fuse. II, 192G. 20 
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OÙ 
Q'

;
, (0) = α sin0 cosw,, — - - - ^ sin(o„_t 

avec ω„ = (// + λ) 0 — · La fonction sin 0.r
w
 (0) est bornée 

dans (ο, τ:), donc r„(0) bornée à l'intérieur de l'intervalle. 
Posons pour simplifier récriture 

a«
rt
 (3,,= ο(/<δ) (5<i) 

ainsi que 
A„(S) = (aei«9)^'«

0
 f fj (^yXd^,d

9
. 

Avec ces notations on a, /(cosO) désignant la somme de la 
série (i) sommable (0,δ< i), 

« * 

(a siii0)>· '/(cosS) ~ (a si.i9)> ' > «, + V β„ <)/;.
(

5) + V] &^y]> 
/ι — 1 >t =; 1 

ainsi que 

(.sinS)»·· ' K<co»9) = A.C9)-V A. »V[*L 

= A
Û
(O)-"S

1
(0)-S.,(0). 

En appliquant (i5) à la fonction A
o
(0) oïl obtient eu égard à (i3) 

(17) lim il
t
 [ A

0
( 0 ) ] = ( a s in 0) *·" α

0
 — [ 1 -+- ( 1 — λ ) coss 0] A0 ( 0). 

La série Sa(0) converge absolument et uniformément dans tout 
intervalle intérieur à (0, -) et, vu que 

'•«(Ο) _ sinOf'·· 1 P',;-'(cosfl) {y,u^ (« + ).)» .J^A-D ^ '' 

on obtient, en appliquant à la fonction (2sin0)Xrl. PtX)(cosO) la 
relation ( i5) 

limïï. " r'(«> " 
__ (2 sin O) j

 [[ms2,
Λ)

|-
ir

>,^
cQsQ

 Lj-i (-j —λ) cos
9

^ j (cos0) j 

__^L
+3c0l(i

J-. 
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On en déduit, après des réductions évidentes et en s'appuyant 
sur (12), 

(,8)
 ΙίτΛ [<£?*?] 

=_„(„ + +(>*-·) Q;f'(S) 

λ-M ^ fl (asinO)Xt1 P^(cos0) a(a-t-X— l*) sin 0 - aA'f 11 sin 0 cos wn 

Ce résultat nous montre que la série, qu'on obtient en appliquant 

à la série S
3
(0) l'opération il, terme à terme et en passant ensuite à 

la limite pour l = 0, converge aussi absolument dans tout intervalle 
intérieur à l'intervalle (o, r). Donc, étant donné que dans l'énoncé du 
lemme le point 0 est intérieur à l'intervalle (ο,π), on en déduit la 

x> 
possibilité d'intervertir les signes V et lim dans le calcul de la limite 

η -= I 

lim ÏÎ,[S2(
9)]· 

Par conséquent on obtient en multipliant les deux membres de (18) 
par

 n ç,t
 et en SOÏÏimant de η = ι jusqu'à /1 — 00 : 

(19) '•«(Ο) _ sinOf'·· 1 P',;-'(cosfl) {y,u^ (« + ).)» .J^A-D ^ '' 
/I 1 // ·—. I 

* 

_l_ u ( '* + * ~ 1 V C0*(t)» 
SI 11 0 // ( Il ··>.).) 

η — 1 
4- [1 -H ( 1 —λ) eosa0] [(a sin0)^M F (cos G) — A„(0)]. 

Passons maintenant à la série 

S1 (0) = E Bn Qn (0)/ n n+2 
il — I 

On a, pour S φ ο, 

Ω, [S, (0)1=
 Σ,!,^»)

8

'
1

'"'''
9

'
0

'"·
1 

/1 = 1 

- /, -Γ"1- ττ = Γ SIIl Cû„_t] 
/1=1 

= σ,(0--*ι(0. 
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En appliquant (14) on calcule facilement l'expression suivante 
de Ω, [2 sinO coso)

w
] : 

(QO) Ω,[3 sin0cosco„] 

=3 — η ( η. 4- 2 λ ) a sin θ cos ω„ cos* - sin n+y/t 

sin (/ι ·+· λ)-

2 sin 0 cos wn y2 cos2 t/2 n+y t/2 

-+- cos8 (η λ) ^ Ι Ι — 2 cos [( /i -f- λ ) t ] ( 

: ^ cos ω„ cos Ι η + λ ) t1 —— 

-+- 4 cosy sm ω„ sin [(/ι -t- t,).t \ — 1 t- cos t-sinbt/ t2 

ainsi que 
. η -Η λ —ι ' 2 

sin t 

(21) Ω* [siu ω„_,] =—η (η 4-2).) sinco,, ^ 
t 

_ ·2 
. η -+· λ — ι "12 

sin ι 

- y2-1 sin wn-1 n+y-1/2 t 

— 2 ( /ι -h λ — ι)< cotycosω„_ι 7 sin n+y-1/n+y-1 

. /ί -4- λ — ι 1 \ sin 1 Ι 

- sin wn1 n+y-1/2 

En multipliant les deux membres de (20) par ~ et en 

sommant de η = ι jusqu'à // ==00, on obtient cr,(/) sous la forme de 
quatre séries qui correspondent aux quatre termes du second membre. 
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Pour t fixe toutes ces séries convergent absolument et uniformément 
dans (α, β), niais on s'aperçoit que l'hypothèse de la sommabilité 
(C, δ<ι) de la série (i), qui entraine (3

rt
= o(/^), assure cette conver-

gence absolue et uniforme pour les deux de ces quatre séries même à 
la limite t — o. Quant aux deux autres qui correspondent au premier 
et au dernier terme du second membre de ( 20), à savoir 

-y sin 0 E Bn cos wn sin n+y/2 n+y/2 

et 

4 f t cos t — sin t ^ sin ω„ sin ( η -+- λ ) t nn+2y 

la dernière converge aussi absolument et uniformément et sa somme 
est nulle pour / == ο puisque le facteur icosl ~ Sl"* tend vers zéro 
avec t et à l'autre nous appliquons le corollaire de notre lemme du 
paragraphe 2 en y posant ρ = 2. 

En effet la sommabilité (C, 1 ) de la série 
je 

-1 irj) β» c<>sw«> 
n — \ 

dont nous désignons la somme par &;(()), est la condition nécessaire 
de la sommabilité (C, δ< 1) de la série (1), ce qui permet de conclure 

tim — ^ sinOV β,( cosw,, * : \ — _ a sinÔ5,(0) 

pour tout point intérieur 0, où la série ( 1 ) est sommable (C, δ< ι). 
En passant à la limite t — ο dans l'expression en question de la 

fonction σ,(ί), on obtient par conséquent 

(sa) lim σι (t) = — 2 sm 0 2r, ( θ) ;—5^ — r-
/1 = 1 

ce 

— (λ*—ι) Ν' ———=r: 2 sin#cosω
η

. 
)l — I 
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Passons maintenant au calcul de la limite lim σ
2
(/). En multipliant 

f = 0 

les deux membres de (21) par 

λ(λ — Ο β„ 
/i Η- λ — 1 // ( // -+- 2 λ ) 

et en sommant de η — ι jusqu'à « = 00, on obtient σ
2
(ί) sous la forme 

de trois séries qui correspondent aux trois termes du second membre 
de (21). La somme de la première 

. η -ι- A — 1 "l2 
« . sin / 

^ β„ si» ω„_ι a n+y-1 
2 _ 

en vertu de notre lemme du paragraphe 2 tend pour /->-0 vers la 
somme «

2
(0) de la série 

Or / fi \ V β" S'nM" « 

qui est sommable (C. δ< ι) grâce à la sommabilité (G, δ< ι) de la 
série ( 1 ) : 

lim » n . sin(//· -4- λ — ι) - J-^-"Σ μ"ΓΛ.'r î=—λ<λ—.)&,(<?). 

Les deux autres séries qui entrent dans σ
2
(/) convergent absolu-

ment et uniformément aussi à la limite l = o. Donc on a 

(23) ϋηισ·>(0=-λ(λ-ι).^(9)-(λ*-ι)Υ . ^ Osm&v^ 

/< = l 
-2y y-1 B/nn+2 —-———τ- Γ cot θ cosw„_. — sin co„_ 11. 

« = ι 
Or, 

lim [S, (θ)] = lim σ, (t) — lim σ2(0 / = 0 / = 0 tr= 0 

et (22) et (23) nous donnent 

lim [S,( 0)] = — [2 sin0Sr,(ô) — λ(λ — 1) S-., (0)] 

_ns_ \V 2(2+λ-λ')ν β„0Ο3ω„ 
^n(n-4-aX) sin0 ji/i(w-4-2}.) 

n — \ n»l 
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Le premier terme du second membre est la somme de la série 
sommable (C, o< r ) 

* ζ ( * 

a sin 9 V (3„cosw„ — λ(λ — i)V s'" M" 1 βΗ (^'(O). 
η i.-. I n = l η ̂  l 

Désignons cette somme par Q (0) 

Q(0) E Bn Qn (0) 
;/ Γ- t 

Plus haut on a vu que 

(a sinO)*·' ' /(cos9) — (a sinO)>>·'1 a
0
+ Q(Ô) -hV r^TTa' 

η r-, | 

/(cosO) désignant la somme de la série (i), sommable (C, ο < r). Par 
conséquent on a définitivement 

(*·'.) lim iij[S,(9)] = (·.>. sin(3)"A 11 [,._/(«,«()))+VBn rn (0) 
1 

_ Q2._
 v
\ν β" (xV ( ^ ) _ ?· (a 4- λ — /·-) γ β„ COSF.1,, ^ 

—sin 9 2},) 
11 : I -· | 

Vu que 

lim i2/|'(2sin11 F(e°s0)] = Ιΐιη Î2,[A
0
(5)"| — lim [St (9)] — lim £jf,[S2(9)], 

I--0 I - 0 t — \I /r;0 

on obtient, en retranchant ( 19) et (24) de (17), 

lim i-r| (2 sin 0γ~[ 1 F(eosO) | 
t.... 0 

= ( a sin01 y(oosO) — Γ^τ)" t
1 "F ( 1 — λ) coss0 | (a sin6γ^ 1 F (cosG), 

ce qui prouve le lemme Π eu égard à ( i(i). 
Passons maintenant à la démonstration du lemme III. qui suppose 

α„ -- ο(/Ρ"'λ), donc β
η
 = o(i). Les calculs sont les mêmes que dans la 

démonstration du lemme I I et l'on s'appuie sur le second lemme de 
Riemann relatif aux séries trigonométriques à coefficients tendant vers 
zéro. Vu que — o(i) on établit facilement à l'aide de (i/|) la rela-
tion 

(2 sinO)*"M limA';'?<COsfi) = i;mA'[(2si"Q)'"'F cos 0 
t — 0 C t = 0 ( 
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Ensuite grace à la continuité de F(cosO), ou a 

lin.
 β

 li,,, ; , ô
|[2 slll5)

u, l'(cos5V| ! ; 

par conséquent pour démontrer le lemme III il suffit de prouver que 
Ton a 

1 i m ) l ilt | ( ·>. si ii 't )'■ ' 1 F (cos 0 )'| \ ~ ο. 
t . ο 

On a décomposé plus liant la fonction sous le signe 12, en trois 
parties 

( ·.». si 11 Ί )'■ '■ 1
 l'Vos '> ) — ( > ) -- ^1 ( '') — S2 ( '■> ). 

dont la première A„ (0) possède la dérivée seconde partout à l'inté-
rieur cle (ο, -) : donc il su Hit d'établir que l'on ait 

li'n ) l--t[ S 0) I ; ,im j < "/I So t Ό | ; : : Ο 

pour prouver le lemme III. l/hypothèse que la série (j) est sommable 
(C, n'intervient dans la preuve du lemme 11 que pour 
liiiii>,| S,(0)] et l'existence de la limite li ni ί >

r
 | Sn(0)| est déduite Ιΐηί-

quenuMit de la condition β
;<

·~ 0{n?'). Donc pour -· o^i) celte limite 
existe a fortiori et l'on a par conséquent 

I i m J /12/1 S
2

t v) | J - — o. 

Avant de calculer lim ;tAl
(

\ S, (/) ) | ; nous observons que l'hypo-

thèse β„= ο(ι) permet d'appliquer le second lemme de Hicmann aux 
séries trigonomélriques 

2, (ϊΤϊ) " 1{ϊΊΤ=ΐ) *+iwn 1/1 η — 1 it 1 

ce qui nous donne 

(ώ) lim t t? .3,1 OOS(.l„ —τ ) — ο, 



UKCLLKUCUKS SUR l'uKICITK DES SKUIKS ULTRXSLUTKLUQUKS. i5 7 

ainsi que 

(36) lim (»«) limjtVP*"""· [ .* -|L,(»«) limjtVP*"""· [ .* -|L, 

On a 
i^lStO)] = <σ,(0—t02 (t) 

et l'expression de /. σ, (/) déduite de (20) tend vers zéro avec i, vu que 
l'hypothèse β„= o(nH) — et β„=το(ι) a fortiori — assure la conver-
gence absolue et uniforme aussi à la limite / = o de trois des quatre 
séries formant l'expression de σ,(ί): quant à la première, on a pour 
elle le résultat (25), si β

Η
— o(i). Donc 

lim J ίσ,(ί) 1 ~0 
t. :0 ' 

De même pour tz^t) : de trois séries formant l'expression deσ
2
(/), 

on a pour la première le résultat (26) et les deux autres convergent 
absolument et uniformément aussi pour t — o. Donc 

lim | I σ^{1) \ ο / 0 

et la preuve du lemme 111 est achevée. 
11 nous reste à démontrer le lemme IV. Le coefficient ultrasphérique 

de bourier de la fonction /(a?) — à}' — s'exprime ainsi : 

-ïL·- /'V(cos5)l^(cos9)sin*>«0A-ïL·- /'V(cos5)l^(cos9)sin*>«0A 

et l'on a à démontrer 

lim 1 ... f f\ca$û)V/: (co$û)$ii\i^O</,J=zv. 

La fonction/(cosO) est supposée être bornée à l'intérieur de (o, ~) 
et le produit/'(cos0). sina'0 absolument intégrabledans cet intervalle. 
Dur conséquent étant donnée une quantité ε positive et fixe mais arbi-
trairement petite, on peut choisir un η assez petit pour avoir 

I * |/(eos'v) I (to <| el / l/(eosO) | sin<t0 < £ . 

Journ.de Math.) TOME V.— FASO. IL, ÎTPLI. 21 
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On a pour o<0 ϋπ 

Pn cos 0 An 
et dans l'expression 

T^—^f /(cos0)ï^(cos0)sins)0(^rr/ -hi I | 

ù -h -l— 's î 

I'll ■ f» » uiasi queu3 e 

Dans Hntervalle (yj, tc — η) la fonction/(cos0) est bornée. Soit M 
la borne supérieure de sa valeur absolue |/(cos0)| pour — η. 
L'inégalité de Schwarz nous donne 

1 ί21 - —: / I /\cos0) I sinH j (ουχΌ I sîn'· j <11 

- —■— | / 1 f(cosO) p χ / [Ρ ;· (eosO) j- suiÎA0 lib i 

, ilii | Γ\η + oax-nlli(^P<ft, ilii | Γ\η + oax-nlli(^P<ft 

vu que d'après le paragraphe 1 sin' 0. i>;i\cos0) = (w -f-i/" '.1I,''(0), où 
la fonction I1?'(0) est bornée dans (η, ~ — η") quelque petit que soit η 
fixe. Donc définitivement 

I < . Κ:>·'„ <r. I» >"Î:| 

pour η suffisamment grand et le leiume IV est démontré. 
Les iemmes démontrés suffisent pour notre but qui est l'étude de 

l'unicité des séries ultrasphériques convergentes ou sommables 
(C,8<i), mais si l'on voulait étendre l'étude de l'unicité sur les 
séries ultrasphériques sommables (C, δ J i), on pourrait se servir de 
la même méthode que celle employée dans ce Mémoire en s'appuyant 
sur les séries auxiliaires obtenues eu partant de la série (n) par le 
même procédé que celui par lequel on l'a déduite de la série (i). On 
aurait ainsi à s'appuyer sur le corollaire de notre lemme du para-
graphe 2 qui dit que la somme f(œ) d'une série trigonométvique 
sommabie (C, δ) est la pièKl* dérivée généralisée de l'intégrale/>-uple de 
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la série trigonomêtrique si ρ = Ε(/)) > S -+· ι ,/> ét$nt pair—ρ = a/>,. 
La même opération QjA> interviendrait mais répétée />, fois de suite, 
si δ est compris entre 2p

{
 — 1 et 2p

{
 -+- 1. 

Supposons par exemple la série (1) sommable (C, δ), où δ est 
compris entre 1 et 3 : τ < 3. On s'appuie alors sur les lemmes sui-
vants, dont la démonstration suit les mêmes lignes que celles des 
lemmes I et 11, la formule approximative (8) étant remplacée par la 
formule plus précise (7) avec Ν = /j : 

Lemme 11 bis. — S* la série (1) es/ sommable (C, Δ < 3) en un point 
in/érieur 0 = 0

Λ
(ο < 0

o
< π) avec la somme f(cosô,,) on a 

1 i m ( «Γ'
Λ | ψ ( cos.Q

0
) ] =/( cos 0

Λ
), 

ι ο 
OÙ 

λ»>-Ajr " j* f * « *+bjT' y·' <ίΨ *λ»>-Ajr " j* f * « *+bjT' y·' <ίΨ * 

et 
λ»>-Ajr " j* f * « *+bjT' y·' <ίΨ * 

Ι.κμμκ 1 bis. — Si une fonction dont la dérivée seconde/'"(0) 
est continue dans un intervalle (α, β) intérieur à l'intervalle (ο, π), 
satis/ait partout dans (a, β) d /n condition 

limG*>[/(0)l=o (α<0<β), 
elle χ Y réduit à 

λ»>-Ajr " j* f * « *+bjT' y·' <ί
Ψ

 * 
2 2 7 2 2 

+ C dcl + D 
J- sin3A<p 

où A, B, C et D sont des constantes. 

Le dernier lemme 1 bis généralise le lemme de M. M. Riesz (') qui 
est du reste le cas particulier de I bis pour λ = ο. 

A la fin de ce paragraphe nous démontrerons une formule générale 
qui est le corollaire des lemmes L-Iïl et qui est fondamentale pour 
l'étude de l'unicité des séries ultrasphériques. 

(l) Mat/ι. Annalen, Rand 71, 19η, p. 65. 



ι6ο K0GRETLIA.NT7.. 

Envisageons d'abord le cas de la sommabilité (G,S<i) de la 
série (i) avec la somme /(cosO) partout dans l'intervalle (α, β), 
intérieur à l'ntervalle (ο, -). Appliquons à la série (1) le lemme 11 qui 
donne 

limil/ [F(cosO)]r=y(oosO) (a^O^p). / -0 
Or 

(i3) I f(οο$ψ) ^ <AWa / —/(cosO) 

aussi et par conséquent l'hypothèse de la sommabilité (C, ο < i) de la 
série (i) avec la somme/(cosG) partout dans (α, entraîne 

lim il/F(cosO)— / j ficos'l) flim il/F(cosO)— / j ficos'l) f 

En appliquant maintenant le lemme Inous en concluons 

F(cosO)= f / f{cosύ) I Ί" ^ ) (/ύ (/ο-h \ Ι — r- H, 

où A et Β sont constantes dans (χ, β). Si la série (i) est som-
mable(C, δ <A) partout à l'intérieur de l'intervalle (o, ~) les deux 
nombres A et Β sont constants pour ο0 u 

Supposons maintenant que la série (i) converge dans to,-) sauf 
les points frontières 0 = ο, τ: et un ensemble réductible E

0
 des points 

intérieurs ξ. Dans chacun des intervalles partiels séparant deux points 
de l'ensemble E

lk
 qui lui servent de points frontières la fonction F (cosO) 

est de la même forme : 

(27) F(cos5)= j j /(
€0$

Ψ)^τ[~) dàdo-^λ j * ^ τ- B» 

mais les constantes A et Β peuvent être différentes de deux cotés du 
point ξ. Or on démontre qu'il n'en est rien et que dans l'hypothèse de 
la convergence de la série (1) A et Β sont constants dans tout 
l'intervalle (o, -) malgré la présence de l'ensemble des points E. En 
effet la condition nécessaire de la convergence de la série (1) en un 
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point intérieur 0 = 0
o 

lim x
n
 Ρ,β (cos9

0
) rz ο M - * 

entraine α
η
=ο(/Ρ~λ), vu que P(^(cos0

o
) — Ο[A(*_l)]. Donc le 

lemme III est applicable et la fonction continue F (cosO) satisfait au 
point ? à la condition 

|1|iiA!E(ços|)
1=o 

/ 0 t 

Appliquons cette conclusion à la forme (27) de F(cos?) en 
supposant que les constantes V et Β sont différentes pour 0 < ? et 0 ^e 
Soient A' et B' ces constantes pour 0 ^ ξ et A" et B" pour Q<?. Un 
calcul facile donne 

lim .. AsF(cosH) A"-A' sin E 

donc A'' = A'. Maintenant les deux, expressions de F (cos?) donnent, 
vu que F(cosQ) est continue au point 0 = ?, aussi B'=B". Ainsi 
l'ensemble E0 ne change rien et la formule (27) reste valable avec 
les mêmes constantes A et B dans tout intervalle (o, ~). En 
posant a; = cosO, r = cos ο et u = cos<J;, nous l'écrivons ainsi : 

(,
S

 ) F(,· ) = f f " L\») „
 +

 A f " _2ÛL_ α. I». 
(ι — u-y ν1 — 1 )■1-u2 

4.— Séries trigonométriqués sommables (C, ô < 1 ). 

Supposons que la série trigonométrique 

( 29) a0 -f- «, cosx -+- β, sin.r -4-.. . 4- x„ cos η χ 4- β» sin η χ . 

soit sommable (C, 0 < 1) avec la somme f{>v) partout dans (o, 2-), 

sauf un seul point ξ, où elle oscille sans être sommable (C, δ < ι) ou 
bien n'a pas pour somme /(?), en étant sommable (C, S < 1), ou 
enfin diverge essentiellement, mais avec s„(?) = o(w). Notre lemme 
du paragraphe 2 permet de conclure 

lim A2 F((x) = f(x) 
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partout dans (ο, 2~), sauf le point .r = H, Κ(.ιΛ étant, la somme de la 
série 

F(x) = x0 x2/3 ao·''2 ow-«.r-h-3„ sin «.r 

qui converge absolument el uniformément dans to, vu que 
a„ = o(/A), ainsi que β„ = ο (/A) avec S < ι. Donc on a 

rx r' A'.r -+- H' pour ο m· ·, 
F(x) = Λ Λ * Λ'.γ + Η' pour ■ :.r 

Voyons quelles conclusions nous pouvons en tirer pour l'unicité 
des séries trigonoinétriques sommables (C, S < i)> Nous avons 

— - r-_ - / r(.i') — Λ., suwi.ni/; 

ainsi que 

— - r-_ - / r(.i') — Λ., suwi.ni/; 

par conséquent 

r ( y.,, ■!·· /3,A — f U'hA *o ' »j'n V· c'!r (fj· 

- / l:·" 'y ./,·dx 

= / (/("^r) / / LA") - Λ..Ιdu dl 

+ = / (/("^r) / / LA") - Λ..Ιdu dl= / (/("^r) / / LA") - Λ..Ιdu dl 

ou bien 

τ:(α«Η- / ρ,,) := inc1'"'/ f [f{(i) — x^\diid(\ —/ f [/\u) ~ jt
0

1 </w 
<0*0 _ <0 * 0 

H- in t A'.r -ι- mi — A' / d{t>;"x) 

-h j in c"'x{ Λ".<·-ι- 1Π; — λ" | t/ te"IJA 

~ i'/i e'"5 (ΛA -+- 1*') — —- i> 
-h in ( a - A" -h H" ) — //< t·'·'> ^ A" ; 4- IV) — λ"{ ν — Α'",,ς ) 

-+- tn f f [/(u ) — ao] du di — I l'/tM) — <*«]"'" -V I f(sV) Cinx d.t\ 



RECHERCHES SU» I/UXICITÊ DES SERIES ULTU.VSPUKHIQUES. i63 

Or, vu que E(«v) est continue pour a* = H, on a 

A ;4- P>' = A*; 4- n\ 

et d'autre part, la fonction F(.c) — α
0
 γ étant la somme d'une série 

convergente absolument et uniformément dans (o, 27:) extrémités 
comprises, on doit avoir 

IV = F ^ ο ï F ̂  Z'= I I [J\ u) — a,d du dt 4- λ - A " 4- H \ 
>0 >0 

En vertu de ces deux relations le terme en in dans l'expression 
de τ^χ«4-/3.0 disparait de lui-même et l'on aboutit à la formule 
suivante : 

2u 2u 
-(χ,+ Ον^'ΐπ.ιι,,— j f(u)dti 4- A— A"-r- (A"— A')e'rt>4- / /(·*■) d.i 

» 0 «■ β 

qui donne 

ι j J\ti)du I 4- A' — A -r A"—V) eos «ς 4-^ f cosn je d.i\ 
t ' " * -

/ -5 ,— A Λ ) sin /i; 4- j ./(·< ) $în revd.e. 
\ * ^ 

Supposons que la série (29) est sommable (G, £<A) avec la 
somme /t.r) o, alors la condition que pour a· = ξ elle ne doit 
diverger'essentiellemetit qu'avec s

rt
(ç) = o(//) 11'est pas satisfaite, 

si Λ'=: Λ . Donc, si la série (29) pour ,c = ς oscille ou diverge essen-
tiellement avec = ο(/Λ, on a nécessairement A' = A" et Β' — B" 
aussi, vu que A'; 4-13 = 4- Β". Eu outre x„ = ο puisque autrement 

011 aurait eu at
n
=2a

0
 et la série 2x

0
 - cos/m? £ 11e serait pas 

n =1 
sommable (C, 0 < 1) avec la somme zéro pour = ο ou bien a* = 2-, 
Par conséquent l'existence d'un point exceptionnel H ne détruit pas 
l'unicité sous les conditions formulées plus haut et le théorème suivant 
est démontré : 

■S/ fa se rie triifonomctrique (29) est sommable (C, £ <A) arec 
la somme zero partout dans (o, 2-) sau f un ensemble réductible de 
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points ξ, où die oscille sans être soin m ab le (C, ο < 1) ou bien η a 
pas pour somme zéro, ou enfin diverge essentiellement avec 
s

n
(E) — ο (η), tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

Si /(.v) = o les formules (3o) démontrent que la différence de la 
série (29) et de la série Fourier de sa somme /(.<,·) — la série (29) 

étant sommable (C, δ < 1) — $e réduit nécessairement aux séries du 
type 

(Λ; — AJ)V COS F, (.<· — (O < ·,· < 2-) 

η * 
et à la série 

- * 
j a ~ a

0
 — ^ j yu ) du J — V ( __ ,\; ) | V

 cos
nx, 

qui divergent essentiellement avec lim —>0 aux points .u — et 
χ = o. 2- respectivement. 

Supposons maintenant J\x) absolument intégrable dans (0, 2-). 

Il est facile de démontrer que la /#*'"* somme partielle de sa série de 
Fourier — Κ,' ('*■■) ~ est iUl P^iS de Tordre de o(//) 

Sun (x) = 0(n) 

quel que soit le point .r. Fn effet 

w=±fA> o
ri
'"C

x

. :ηγ: 
3 

— i\ -T" fj. 
On a 

ΙΜ = θ[^ / | « ) | tlu .= 0(1). 

ainsi que 
|#3; = Oub 

tandis que 

IM = 0 j (" 0 f \AU) l du j — o(/0, 

d'où le résultat cherché. 
D'après l'hypothèse, la somme partielle de la série (29) en un 
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point = de l'ensemble Eg est aussi au plus de l'ordre de ο(/>), 
tandis que les sommes partielles des séries du type 

* 

A''k-A'kCOS η (χ — ςχ.) (k^i) 
?/ = ι 

ainsi que celle de la série 
JC 
7 cos η χ 

«=ι 

sont toutes finies pour χ — H., si k φ /. Au contraire celle de la série 
* 

(.\;-\;)Vcos «(j—ξ,) 
/i = I 

est égale à /ι(Α" — Λ' ) pour .r = H, et Ton aboutit à l'égalité suivante : 

σ" i-.j) —^//'Uf) "+" rt(A/— AJ·) -h O(l). 

Vu que σ
η
{ζ

(
) ~ o{n) et = ο(λ), on en déduit que l'on a 

nécessairement Α·= A]; et cela a lieu pour chaque point H, de l'en-
semble Eg. 

Par conséquent malgré la présence de l'ensemble Eg la fonction F(r) 
s'exprime par la formule 

I·" [x)~ j Ι /( u) du dtx- A.r -h B, 
* 0 « i> 

où A et H sont constants dans (o, ûû) et les coefficients a
n
 et 3

n 

s'expriment ainsi : 

y.., = — ji A")
 cos nti du "+~

-:>

· J — — j /(") du J, 

3» = ^ / / ( // ) si η M d<v. 
'· «■ 0 

Envisageons enfin la série (29) pour a· = o. On a dans ce cas 
0n (0)= sn (0) + (3n+1)I- ΪΓ -» 

Vu que σ·„(ο) =ο(«·) ainsi que = o(/t), on en déduit que la 
Journ. rfe Math., tome V,— Fasc. II, 1926. 22 
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constante que multiplie an h- ι est nulle et 

ao —~l /(«)<'«> 

ce qui achève la preuve du théorème suivant : 
67 la série trigonométrique (a<)) est sommable (C, S < i) acre 

la somme f(.v) partout dans (o,a-) sauf un ensemble réductible Kg 
des points H, oà elle n'a pas pour somme /(H) au bien oscille sans 
être sommable (C, o) ou enfin diverge essentiellement mais avec 

Una ~ = ο, elle est la série trigonométrique de Fourier de sa 

somme fÇv) pourvu que la fonction fÇv) soit absolument intêgrable 
dans (o,a-). 

L'existence des séries divergentes bien connues 

Ο rxj - oos.r -+- oos ·.< .r H-. .. -f- oos η a -t-.., ( .r o. ·.) τ: ) 

et 

Ο OJ ' -f- C0>(.0 — ;) ■+■ OOS ·.>.(.(' ç) 4- ... + COS/J (.0 — ; ) -f- . . . (>*■ ~ i) 

explique la nécessité de l'hypothèse que la série (m)) oscille aux 

points χ — ï; ou bien que, si elle diverge essentiellement, Uni — ο 
H — * 

dans les énoncés de deux théorèmes démontrés. 

5. — Séries ultrasphèriques convergentes. 

Dans ce paragraphe nous démontrons les deux théorèmes l et II 
qui établissent l'unicité des développements ultrasphèriques conver-
gents partout à l'intérieur de l'intervalle (— ι, H- i) sauf un ensemble 
réductible des points intérieurs ξ. 

Soit donc 

(i) «0-f- a, X21\' (.<?)+.. . -h x
u
 Ρ,';· {χ) +. ·. 

une série ultrasphèrique convergente pour — ι < χ < 4- ι sauf les 
points d'un ensemble réductible E

e
. Supposons que sa somme /(a?) 
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est identiquement nulle Formons la série auxiliaire 

(11) (ll) . *) = «./ — -λ.,. + ,ΐ)·1-t2 1-u 

qui converge uniformément dans l'intervalle (ε — ι, 1 — ε). D'après 
la formule (28) du paragraphe 5 on a pour — 1 < ι < 1 

F(.«) = A /" Î^V- + lf 

et 
d F _ A 
dx 1-u 1+y 

Grâce à la convergence de la série (1) on aa„=o (w,_*) et d'autre 
part on sait que pour — 1 on a 

(ι—*)*Ρ|?(*> = 0(Ι)ϊ 
donc la série 

(3<) (1 — .(·»)φ·'(.«·) — «ο / f 1 dl — j 

= - __"V «»»(' — '<·*)« !*;/;■('*') 

converge uniformément pour — En la multipliant par 
λ -1 

(ι — .P) - ' ( jc) dx 

et en intégrant de — 1 à -+- i, on trouve le résultat suivant : 

,·■·> 1 _ ''("0Γ("« + λ) _ r" ψ(»·)ΐy[*)d. Γ(λ) /ί(« + 2λ)(« + λ) J i-λ 

où nous avons posé 

F(·*<) - «0 / / -f— i " = Ψ(^) ' "° (1 — w*):- Λ(ι-/5)"3"μ> 
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L'équation différentielle du polynôme ultraspliérique P?(a·) 
s'écrit : 

-n<« + »X)(.-.«·)*· ''PS«(x) = ~j(i-*·)> + A^j· 

Elle permet de simplifier la formule (3e) et de la mettre sous la 
forme suivante : 

r 1/2 r 1/2y/ry 

= /, Ψ^'ψ—«·)' 7/ti 

:
= | ψ (..χ,- .«.·» )' - ' ̂  j"_ ; - j_

t
 o- w " * ̂ ''i-if. 

La partie intégrée est nulle puisque la fonction 

1- x2 y x 

est finie pour étant la somme de la série (3i) qui converge 
uniformément dans (—i, -hi). Ensuite 

Ψ^'ψ—«·)' 7/tiΨ^'ψ—«·)' 7/tiΨ^'ψ—«·)' 7/ti 

= A-x du/1-u2 

et l'on obtient 

r 1/2 1/3 + y/ r(y) an/n+y 

= / Ί *' ί —iilLr— -Λ I 'Ίΐ'Μ 

• | ».Γ —^rr -ΑΓ'-»0 ΓP(x) dx 
(ι —Μ-)- (ι —.r-)-

La partie non intégrée est nulle, vu que n = i, et l'on a, eu égard à 

Piï'O)=(— ■)" >) =Any-1 
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et à 

Γ
α
 du /*' du t Ζ'"'

1
 du ^ (·>.) ^ (î>. ^) 

J-y] rn Λ ; ; ~r^~ îvô · 

le résultat définitif suivant : 

a„ = («-+- λ) ( «.' + < λ /.ν'S'! Γ"[ί— ( ')"] ) («ΐΟ· 

Or on doit avoir x
lt
 — ο(/*'~λ), ce qui exige que le coefficient de η 4- λ 

dans le second membre s'annule quelle que soit la parité de /*. Donc il 
est nécessaire que l'on ait 

Λ «,,= o, 
ce qui entraine 

a „ — ο ( // = ι, , 3, .. ., οο ). 

Ainsi la preuve du théorème 1 est achevée : 

Tiikoukmv, 1. — S'/ fa série (1) converge arec zéro pour somme 
parlant (fans (—1, H- 1) sauf peut-être un ensemble réductible E

0 

au.v points duquel elle diverge ou converge avec une somme diffé-
rente de zéro, tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

Supposons maintenant la somme/(.r) de la série (1) différente de 
zéro. D'après la formule (28) on a, pour — 1 < χ < -h 1, 

„·(,)=gf —Λ*'»"" , + ar_jû_+b. dt 1-t2 B 

Tout le raisonnement précédent est applicable, la fonction ψ(χ·) 
désignant cette fois l'expression 

ψ (X ) = ( f ' + Λ Γ" IL— + Β ; 
"° 10 (I— uf — 0 (ι —t22 

donc 

(,-.t-)'"'^ = Γ' A")-,'"· <Ια+ Α. 
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Nous omettons les détails de calcul qui sont les mômes que pour le 
théorème I et nous écrivons le résultat 

v«„=«„+(«+>.> ( «,1 "h(). 1)1 —_ALiY__[, -(_,)·] 

jw /"/(")+(-■)"/(-")
 :lll

) 

r 1/2 r 1/2 y 1-uo-"1)5 ) 

où a
tl
 désigne le coefficient ultrasphérique de Fourier de la fonc-

tion /(a?), 
Γ(>.) n-f-λfx p (x) dx 

an = r1/2 r 1/2+y 

Diaprés le lemme IV du paragraphe 5 011 a a
n
= ο (Λ), pourvu que 

la fonction fÇc) satisfasse à certaines conditions précisées dans 
l'énoncé. 

Vu la convergence de la série (q) on doit avoir α
n
 — ο(//'~λ), donc 

llll'l r- — 0 
/t - Κ t) + λ 

a fortiori. Mais ceci exige que le coefficient de 11 -t- λ dans le second 
membre de (33) soit nul quelle que soit la parité de w, ce qui entraine 
d'abord pour nf. 1 

a
M

\_ a„ {n κ :i, CO ) 

cl ensuite les deux équations 

*,» [V- )_ Γ ' A" )->'/(- ») 
y 1/3 r 1/3 y 1-u du 

et 

. __iûl r z<>=». 
r(-W- + /Ô r(J.\r(i

 +
 xY'·1-u 

La seconde détermine la valeur de la constante A et la première 
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achève la preuve du théorème II eu montrant que 

λ Π λ) r Μ da , 

a0 =r(0rU+i) c-"'!»r;du = u1 

Ainsi le théorème suivant est démontré : 

TIIÈOUÈME 11. — Si la séria (i) conversa vers f(:v) partout dans 
(—i, 4- i) sauf peut-être les points ξ (Γun ensemble réductible, où 
elle diverge ou converge maisna pas pour somme /'(ζ), ο lie est la 
série ultrasphérique de Fourier de sa sommef(x), pourvu que la 
dernière soit bornée à l'intérieur do l'intervalle (—i, 4- ι ) et que le 

produit(ι — ,v'2) -| /\,v) |soif inlégrabledans cet intervalle(— 1,4-1). 

Le cas particulier λ = ^ du théorème constitue un nouveau résultat 

dans la théorie des séries de Legendre: on a mentionné dans l'Intro-
duction que le dernier résultat connu jusqu'ici dans cet ordre d'idées 
était l'unicité des séries convergentes de Legendre dont la somme /(a?) 
csl bornée dans tout l'intervalle (— ι, 4- ι ). On voit qu'il suffit de 
supposer la somme f(x) bornée à l'intérieur de l'intervalle (— ι, H- i) 
et absolument inlégrable de -- ι à -4 ι pour assurer l'unicité. 

6. — Séries de Legendre sommables (CI, fi < ι h 

Soit la série 

() a„ -■■[- oc
l
 P,(u·) -f- a»4-. . . -f- <x„ l\,(,-e) 4-. .. 

sonmiahle ^C, δ ^ ce qui entraîne α
/(

 — ο (λ *), partout dans 

(— I,4-I ), sauf le point .r —ξ et peut-être les deux points fron-
tières a?=rti. Nous n'envisageons pas la sommabilité en ces 
points χ = ± ι comme admise par hypothèse, puisque alors on aurait 
eu α

n
 = ο (ηδ) seulement. Soit aussi /(a?) sa somme. 

D'après nos lemmes du paragraphe 5 la fonction F (a?), définie par 
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la série (ι i) avec λ = A > 

(..) f( .,)=i.»g —. - y *" IM·'·*=«„ fa i-,r {\/ J ι — i ^n(n-hi) 

s'exprime ainsi 

(35) F(x) = fu du dt/1-l2 a dt/1-t2 + B' dt/1-t2 B' 

La fonctiou 

(ι = (.-χ')ί ! ι·(.ι) - 2s i-ngTrrp I 

est la somme de la série (π), convergente absolument et unifor-
mément dans tout l'intervalle (— ι, -4- i). 

En effet on a δ < ι, 

(ι — α·2)1 l\, (χ) — Ο (/ι pour — > .r μ el x
u
 '■); 

donc le terme général de cette série est de la forme o(nu~·). 

En multipliant la série ( 11 ) par (i — a**) ; P
M
 (&·) r/.e et en l'intégrant 

de — ι à -h i, nous obtenons 

*"
 t

 — — η (η + ι ) I ψ (·<') IJ.,(a·) («£ι). 
« -)— * 1 

a 
Or 

(.-χ')ί ! ι·(.ι) - 2s i-ngTrrp I 
ainsi que 

ψ(.,·) = Κ(*)- f / ̂  

= " " ΙΑ'/ —^75 + "' (-K.i'ic), / Λ°/ 7^? + li" <«*<■>" " ΙΑ'/ —^75 + "' (-K.i'ic), / Λ°/ 7^? + li" <«*<■> 
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3 

et l'expression du coefficient a
w
 devient : 

<x„ — Γ ri (ι — —Ί Γ ί ·'~~ ^ </u tU 

·> /"rr? -Β"! [ *·/'*».<*>
Η

'' 7ί.7 J !Λ".(" Τ^-= [
(l
-'-

S
>w] 

r= I <'-*'>izr" Γ
 l" - f j" (/(„)_ «,],/„ 

• +1 <·-···> /"rr? -Β"! [ *·/'*».<*> 

•
 +1

 <·-···> /"rr? -
Β"! [ *·/'*».<*> 

— ■ l\,(.r) f [./■(«) —««]''" -
|_
 / [/(·'') — «ο]1\»(·

4
') <ί·>' 

+ (· - Γ) ) .ν Γγζτ? + j -
 Λ

' ΐ:1'»^) - (—')" I 

- (ι - ?> !>;,(;)■ Λ» · - Α-[.- Ι'.(ί)]. 

Le terme en (ι — Η2). Ρ„ (ξ ) disparaît puisque, la fonction F(a*) 
étant continue poura; — ξ, on a 

V Î-^—, -h LV r: Λ" ί-~ -h H" 

et l'on obtient ainsi l'expression 

-2^ ̂  f </.v + (V- A') !'„(;) H- (-■)» A' — Λ" 
n+2 

.-· I * 

-h a
0
[i-l·-(—1)"]—/ 0" / jX")<i"> 

·■ 0 ·· — I 

Supposons ,/\a?) bornée à l'intérieur de (— 1, -+- 1 ) et absolument 
intégrable dans cet intervalle. Alors on a d'après le lemme IV 

lim f /(.t·) l\(.e)</.r —o, 
η zz * . 

Jour, de Math,, Lome V. — FASO. II, TÇPG. 23 
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et la condition nécessaire de la sommabilité ^C, ̂  de la série (3ί ) 

X„ = o(/l) 

exige que l'on ait, quelle que soit la parité de 7?, 

(— t)"A'~ V'-i- α
0

11 -t- (— 0"] ' - j J\n) <ftt " I J\«)<Î<t. 
• 0 · — I 

c'est-à-dire 
. ?· » 

Λ ' — Λ" -ί- :>3{
0

:-r j J\ tt ) (fil 
1 - ■ 1 

et 
.1 .11 

Λ'-ι- V~~— j j\u) du -(- j J\tt)t/it. 
« (I I 

Ainsi l'expression du coefficient a
M
 se réduit à 

an=(n + f /(.r) P„(.,.)
(

/.R-
h

(A"-A')(« -H > ) |>„(|V 

On voit que la série (34) ne diffère de la série de Fourier de/\.r) 
que par la série 

(3) (A"-A')V(«+i) )>.(=) r>,(x). 
η η 

qui diverge essentiellement au point .t· ~ H. 
Par conséquent la somme partielle σ„(··τ) de la série (34) est égale 

à la somme partielle s);" (a;) de la série de Fourier de /(.c) 

/(.r) P„(.,.)(/.R-h(A"-A')(« -H > ) |>„(|V 

augmentée de la somme partielle (A" — A')S
rt

(.i', ξ) de la série (3), 
et au point χ — ξ on devrait avoir 

Cn(ï)=S)i 0) + (A' -A')S„(-, ;). 

Si A'=^= A", cette égalité est incompatible avec les hypothèses faites 
dans l'énoncé du théorème IV : 
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τ„(Ε) est au plus de Tordre de o(// ) et — ο (\ //) tandis que 

tt 

S„(ç.
 ;
Ί=ν (m-t-'Apn e 

- ^f·' ; i".„u> »'.u> - >·;α) '*.►.<·) : 

= n+1/1-e2 0 (1) 

Donc l'égalité 

ο ( n ) O (\''n ) 4- · - - -A. ' ( Λ " Λ ' ) -h 0(0 
7T \/1 — ς* 

entraîne nécessairement V—-À". Celte conclusion subsiste aussi 
pour /\.r ) ο puisque alors s';!'(*)= ο identiquement. 

Il reste à démontrer que l'hypothèse faite sur/(.c) qui est supposée 
bornée à l'intérieur de (— 1, -l- 1) et absolument intégrable dans cet 
intervalle entraîne 

xj/' (.*?) υ (\ η) (— 1 < .r < 1 ). 

quel que soit le point intérieur.v. 
lé 11 effet la formule de 0 lui s to (Tel 

S 1 a :) - }.}. 1 >/.·H- 11'*«(;) ~ I\{")
 t 3 u-e 

permet de conclure pour — ι ^11 1 et — 1 < ; < 1 

sn u, e+ l 'i'iiliL-Jii!'»·'ill! ..,0_vjr±J! 1 
2I a ~~ ± | f γ i — | il — ; I ^ 

et d'autre part on a la formule approximative 

S»( ™ -■ v. , η- 0( ι )3 sin ί η -1- (0 --- ο ) Π Sin -V SI 11 'J SI 1)0) 

e=COS 5, I/ COS φ, ê é ^ 1. Tt — , 
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On a par consequent dans 

snfI /(cosy) S„ (cos0, cosy) siii cp </φ 

— ( -h j 4- / . — /| 4- é>4- fV 

| /, | = Ο |\'n 4- 1 f |/(coso) | sin 9 ί/y > = o(\//i), 

ainsi que 
I h I = o(\'«). 

Ensuite 

i '2 I — ο , I1 fil. ί',, + ^^-φ)!! I i/o-4-0(l)r=0(lop«)4-0(l), 

cl enfin 
κ/α)ΐ=«6«). 

Ainsi on voit que les hypothèses laites dans l'énoncé prouvent que 
malgré la présence du point exceptionnel ξ les constantes A' et A" 
dans (15) sont égales. Donc grâce à 

A ;4-1V~ 11"ς 4- ΙΓ. 

sont égales aussi les constantes IV et B" et la formule (28) est appli-
cable dans tout l'intervalle (—1, 4-i) avec les mêmes constantes 
A et B, malgré la présence de l'ensemble réductible IL des points 

intérieurs ξ. 
L'application de cette formule pour Ε (a.·) donne l'expression défi-

nitive suivante du coefficient oc,
(
 : 

an/ ,+1/2 — «#[| 4- (— 1)"J -H A [( 1)" 1J - f f(u ) du 

— «#[| 4- (— 1)"J -H A [( 1)" 1J 

La sommabilité i(d, δ = ^ de la série (34) entraine a„ = o(«). 
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D'autre part le le m me IV du paragraphe 3 prouve que Γ011 a 

/•+l 

lim f f{u)P„{u) du—o, 

vu que la fonction/(M) est bornée à l'intérieur de (— I, -h I) et abso-
lument inlégrable dans cet intervalle. On a par conséquent 

lim «3„[i ι)"Ί— f /(m) du — (— i)" I f{u)du -+-λ[(— ι)"— i] J =ο, 

c'est-à-dire 

*0= ; f J\u)du. 

ainsi que 

j /{ " ) du — j /( U ) du — 'Λ Λ. 
« 0 1 — l 

On a par conséquent 

/ ν '* ' 

x„ — (n-h~)/ /(a) l'n(u) du (w ο. ι, a *). 
\ - .· «. _ I 

ce qui démontre les théorèmes III et IV énoncés dans l'Introduction : 

THKOUÈJIE III. — Sf la série ( o.\) est sommable ^ avec la 

somme zéro partout dans Γ intervalle (— i, -f-1 ) sauf les deux points 
frontières χ = ± t et un ensemble réductible Kg des points inté-

rieurs E, où elle oseille sans être sommable ^C, ^ j ou, tout en Cotant. 

η a pas pour somme zéro ou enfin diverge essentiellement
y
 mais 

avec lim σ" ̂  — o, tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

THÉORÈME IV. — S/ la série (34) est sommable ^ «rrc la 

somme f(x) partout dans l'intervalle (— ι, 4-1 ) sauf peut-être les 
deux points frontières x=±:i et un ensemble réductible Kg des 

points intérieurs ξ, où elle oscille sans être sommable ^ ou. 

(out en C étant, n'a pas pour somme f(x) ou enfin diverge esseu-
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tiel/ernerrt* mais aeee lim------ —o, elleest le deeeloppennrit en série 

de I.egendre de sa somme /\-<A ponivrt <jiic fa fonetian f{-e) soit 
absolument inferrable dans ^ - ι , ·+■ ι") et bornée à Lintérieur de 
eef infer va Ile. 

Supposons maintenant la série soimuable^G, ο") pour ^ < ο < ι. 

Les séries divergentes bien connues 

(3") Ο vi-h^lV.r)^/n- i \ l\
A

.r) ... w ν 0 

et 

(3M Ο ^ ^ !\^.ΓΪ ! . .. tV'^w - ' p\l·^ pr-N 

qui sont somuiables ^0, ο ]> ^ ) avec zéro pour somme partout à l'in-

térieur de l'intervalle (^ — ι, -ï-i\ peuvent détruire runicité de déve-

loppement de Legendro sontuiables ^C, ο ^ et pour les exclure il 

suffit de supposer la série t, > 0 sommahle (G. ^ pour ' <[ ο <C ι aussi 

aux points frontières ,r ■—i. Lu ellet. les séries pb) et ne sont 
sommables ^G, que pour ο j> ι nu\ points .r = -1 et .r — ·+· ι res-
pectivement et divergent essentiellement aux points .r ~ ■+- ι et .r — ι 
respectivement. 

l/livpothèse de la sommabilîté (G. s < i) de la série (!V^ aux points 
.r -- zLz \, où | 1\^ -t ι V| —-1. entraîne x„ = ο\n*)}

 donc, vu que ο < ι, 

a fortiori ol
u
 0{n) et tous nos calculs faits pour le cas ο'": ^ restent. 

applicables. Ainsi t'<\eclnsion des points frontières .r _L ι de l'en-
semble Lg des points e.eeeptionneis i permet il'étendre nos théorèmes 
d'nnieiié III et /I trtne séries <fe Le gendre sommables \C, s <é O. 
Le même effet aurait l'hypothèse a

M
 ~ ο^/Λ. Mais on a davantage : il 

suflit de supposer que la série td.jù pour .r — ±· ι oscille sans être 
sonunable \C, o<0 ou bien diverse essentiellement mais avec 

lim % = ο pour éliminer les séries (3*^ et (3A\, seules causes possibles 

de la non-unicité, et l'on obtient ainsi les théorèmes suivants : 
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ΊΊικοιιι·.Μΐ·. 111'. — Si la série ÇM\) est sommable (C, &) pour^sC1 

avec lu somme zéro partout à rinièrieur de bintercal/e (— i, -4-i) 

sauf un ensemble réductible V.^des points intérieurs ξ, ο à elle oseille 

ou bien diverse essentiellement avec limJ" o, fous ses eoefji-

eients sont identiquement nu/s, pou/ru qiéelle oscille aux points 
frontières :h ι de /'intercede ou bien t/uon ait, si elle ν dieerpe 

essentiellement, Γι m
 u:: 0i 

TUKOKÎIMK l\— Si la série (JM) est somma/de (G, o) pour ^ <C^<C t 

acre la somme J\x) partout à ΙΊη/èrieur de l'intervalle (— ι, + i) 
sauf un ('nsembfe réductible Κδ des points intérieurs ξ, ο à elle 

oseille ou bien diverge essentiellement aeec lim^-^- = o, elle est le 

déeeloppement tai séri<> <b' Legendre de sa somme f\.c) supposée 
abso/umem intégrable dans -1-0 et bornée à Iintérieur de 
cet intt'rcafh· poureu que la sèrà' oseille au.e points frontières 
.c=:± ι de I intercede ou bien qu'on ait, si elle ν diverge essenthd-

/emenf. lim -i-ί—
7

— — o. 

Le raisonnement de ee paragraphe est applicable jusqu'au point on 
l'on parvientà l'expression du coefficient α„. 

Knvisageons le point ,r = ; : en ee point la somme partielle cr„(H) de 
la série ( d j) s'exprime ainsi 

5\,u'ï ··-·<'( - I- ( V - .V) ;) 

·'· Λο-·/ J\u)(tu - A" ^ ( /n.-s- ·'· j Ρ,,,ί-Κ 

**■—/ A«)</o — .V V (_ ,)'» .4- i) Ι\„φ· 

Vu que le point ξ est à l'intérieur de ι, -M) les séries (3") 

et fV) pour ,e — ξ sont sommables ^C, o > ^ » donc leurs sommes 
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partielles sont de l'ordre de ο (/r ^ et l'on a σ fortiori 

V i)*< -f- ^ Pw^).= o(«). 

D autre part 
S„(è. ·) = " Ί" -4- 0(0 u~cos5), 

et l'on obtient par conséquent 

οι/0-■ v-V"—ΛΊ — . ! -r-iM/f). 

d'où la conclusion nécessaire 
V~ .V. 

Ainsi ^'ensemble Eg des points intérieurs ξ n'altère pas les cons-
tantes A et Β dans la formule 

S„(è. ·) = " Ί" -4- 0(0 u~cos5), 

et ces deux, nombres sont coustants daus (·— ι, -+-1). 
L'expression du coefficient a„ prend la forme suivante: 

t ~ / /( « ) 1\, ( U ^ lin -r — ! f{u)du — Λ 

-i-t—l)" Λ.. ·■■■ / J\")dn-f \ . 
' — \ 

Envisageons maintenant un point frontière .r — rfc i. soit .r = -f-1 
pour fixer les idées. En ee point nous avons 

^ -- 0 = S,/ !(+ l> -t- I *0— f /(«) — A V( m -r -Λ 

-+- — / /( *0 </« -h A (— 0"' f m-t- ^ )· 

Or, vu que, comme on le vérifie facilement. 

•é/ (+1) — O(M-) 
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et 

x0 -f jX")<tu~ \ = o. 

tandis que 

E m+1/3 = n+1/2 

on voit que cette égalité qui peut être écrite 

o(/fs) = o(«â) + ^ jf /(«)<*« —^ |(Λ-Μ)*4-0(Λ) 

entraine nécessairement 

x0 -f jX")<tu~ \ = o. 
» 0 

De même, la considération de la série (34) λ l'autre point fron-
tière .v = — 1 donne 

2(—»)"'«/«=»«(—o=4/(— 0 -+- <**—J /(«)«'»—AJe(-1) m+1/3 

4- [ *e—J" /(a) 4- ΛI ̂  4- ^) » 

d'où Γ011 conclut 

ac
0
 — / /( « ) du 4- A — o. 

* — 1 

Ces deux équations donnent d'abord 

ao = 1/3 f(u) du 

et ramènent ensuite l'expression du coefficient a„ à la forme définitive 

«M = ( « 4- / _ /( « ) 1\ ( » )du 

ce qui achève la preuve des théorèmes 111' et 1V\ 
Journ. de Λ/atfc., tome V. — Faso. II, i9at>. 24 
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7, — Séries ultrasphèriques sommables (C, ο < 1). 

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que les cas des séries 

de Legendre soiumables ^C, et sommablcs (^,
 sont 

différents étant donné que la série 

(3°) 0 1/3 (Γ>) (* + <\^> (_Γ4<.)' 

est sommable avec zéro pour somme (C, 0) seulement sis/1/2 

De même pour les séries ultrasphèriques sommables (C, &) : on 
connaît deux séries ultrasphèriques qui représentent zéro; Tune, la 
série 

(Γ>) (* + <\^> (_Γ4<.)' 
« Γ Λ 

où ; est fixe, i—ι<ξ<ι), est sommable (C, o>o) partout dans 
( — 1, +1), sauf le point ,r = H où elle diverge essentiellenient avec 

|iw!î^=J^lÎ±_;|iw!î^=J^lÎ±_; 

l'autre, qui est le cas particulier pour ξ = ι de la précédente 
* 

(»'·) Ο rv> v (,J À) P^(x) 1) 
v. - 0 

est sommable (Ο, o>X) partout à l'intérieur de (— i, -l· 1), étant 

essentiellement divergente avec lim -4^- — —5.·. pour χ = ι 

et sommable ο >aX) avec zéro pour somme au point .t* = — 1. 
La série analogue 

(5FT)
 O (-1)^1.+Λ)

 P
«x 
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n'en diffère que par le changement des rôles joués par les points χ = ι 
et .t* = — ι : elle diverge essentiellement pour χ = — ι et oscille, étant 
sommable (G, ο > αλ) avec zéro pour somme, au point χ — -l· ι, 

Donc ici la valeur critique de ο est égale à λ et pour λ < ι on a les 
deux théorèmes entièrement analogues aux théorèmes III et IV du 
paragraphe (> : 

Soit la série ulirasphèriquc 

(ι) α0 4- α, P-,%r) + ...»„ (a?)+... 

sortimable (G, δ 5 λ) avec la somme f{x) partout dans (—i, 4- 1), 

sauf peut-être les deux points frontières χ c= ± 1 et un ensemble 
réductible Kg des points intérieurs H, où elle oscille ou diverge essen-

ti elle ment, mais avec lim '"v" = o; elle est le développement ultra-

sp/ièrique de sa somme /(<r), pourvu que la fonction f(x) soit 

bornée à l: intérieur de (— 1, -f-1) et que le produit (1 — &,a)A""51/(.*;) | 
soit intêgrable dans cet intervalle. Dans le cas particulier, oit 
/*(.t*) = o, tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

Ce théorème n'est vrai que pour les séries sommables (C, δ:£λ) 
puisque dans le cas de la sommabilité (C, δ) avec λ<δ<ι entrent 
en jeu les séries divergentes (5") et (5*), et pour les exclure, il faut 
introduire dans l'énoncé du théorème des restrictions spéciales qui con-
cernent le mode de divergence essentielle de la série (1) aux points 
frontières χ — =t 1 lout comme 011 l'a fait pour les séries de Legendre 
dans les théorèmes ΙΙΓ et IV'. Ces restrictions peuvent être formulées 
ainsi : la série (1) ou bien oscille pour χ — ± 1 ou bien, si elle y 
diverge essentiellement, ses sommes partielles σ

η
(ι) et σ

η
(— ι) sont 

de Vordre de ο(/r/ +1) : 

Hm
 ΐφ

 =
 i;

m
 M-')

 =0
. 

// = * ti = κn2y+1 

Cette hypothèse σ
;1
(± ι) = ο(/ίϊλ+ι) est satisfaite d'elle-même dans 

le cas où la série (1) est sommable (C, δ<λ) à l'intérieur de (— 1, +1); 
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en elïet, dans ce cas, α„ = ο (/**"''1 A) = O(m), et 

UH (± l) = Ο j V ,n A',;/·-1' j — ο i H)1· | — Ο (/ί3λ+ι)· 

Pour démontrer les théorèmes énoncés dans le cas envisagé λ < ι, 
nous formons la série auxiliaire 

(11) F(x) = a0 du dt ( π ) F ( Λ· ) = «a f ( , V , 

qui converge uniformément dans l'intervalle (ε — ι, ι — ε) étant donné 
que a

n
 = ο(ηδ+,~λ) grâce il la sommabilité (C, £) avec g < ι à l'inté-

rieur de l'intervalle (— ι, + i). 
Le lemme du paragraphe 5 nous donne, au cas où l'ensemble se 

réduit à un seul point a' = ξ, 

F(ur)= Γ /"· « · . (ι —" ' ' I A" / ' ' 'ÙL.—- .j. li"F(ur)= Γ /"· « · . (ι —" ' ' I A" / ' ' 'ÙL.—- .j. li" 

La fonction (ι — Λ'2)2ψ(Λ·), où 

ψ(.r ) = F(.r) — Λ0 f f j— , 

s'exprime par une série absolument et uniformément convergente 
dans tout l'intervalle (— ι, -+-1), et en l'intégrant après la multipli-

λ-1 
cation par (i —nr) s P,,(.<·)</<·, on trouve (£ o) la formule 

p . * (â) 1 (â ^') α„Λ/;) -11 · ' ψ(.>·) P^(.r) fùrΓ(λ) fi(/i -h a/.) (/* -h λ) J 1 ), 

Sans entrer dans tous les détails du calcul, qui est analogue à celui 
du paragraphe précèdent, nous écrivons directement le résultat du 
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calcul de l'intégrale du second membre : 

(36) (/. + λ) S «, ' + (. ττν^ΤΪ ν [V- (-.)»/VJ 

>~(λ) /*/(«)+")ja ι 
rG)rG-x) · j 

(Λ A ) 1 (λ) . Ρ/'(H)Wlj Wl+>\ 

(Λ A ) 1 (λ) . Ρ/'(H)Wlj Wl+>\(Λ A ) 1 (λ) . Ρ/'(H)Wlj Wl+>\(Λ A ) 1 (λ) . Ρ/'(H)Wlj Wl+>\ 

où a
n
 désigne le coefficient ultrasphërique de Fourier de la fonc-

tion f(x ). 
Le dernier terme disparait parce que, grace à la continuité de F(a?) 

au point χ ~ ξ, on a 

(Λ'-Λ") f h \V—B"=o. 
10 (ι-ί*)1+y 

Envisageons la somme partielle σν,(Η) de la série (i) au point χ = ξ. 
L'expression de a„ nous donne 

σ„<·) =V |·,;;(ί) =4 [■) + [ * - r(t) r Γ λ'+ /" I )r.(|)l" ''(O'VOL - (.-««rql 

, ( , Γ(λ) Γν C /(«)<*>' 1 L. ,rv, ( , Γ(λ) Γν C /(«)<*>' 1 L. ,rv 

+ , ( , Γ(λ) Γν C /(«)<*>' 1 L. ,rv 

où ·Γ„(ξ) et τ',(ς) désignent les sommes partielles du dévelop-
pement ultrasphérique de f(x) et des séries (5a) et(50) respective-
ment, S

tt
(5, ξ) étant la somme partielle de la série (5) pour χ = ξ. 

Vu que les séries (5Λ) et (5*) sont sommables (C, δ>λ) partout 
à l'intérieur de (— i, -h1), on a 

τ„(ξ) = ο(«>·+δ)
)

· 
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ainsi que 
"'„(£)= O («Us), 

quelque petit que soit ξ positif. Or, λ étant par hypothèse inférieur 
à l'unité, on en conclut 

-,(£) = o(//) et τ/
ίί(;) = ο(«) 

a fortiori. 

D'autre part, si la fonction (ι — Λ·3)' '"/(Λ·) est absolument inté-
grable dans (— ι, -h i) et bornée à l'intérieur de cet intervalle, on a 

s/'(D = o(nl) — ο(/ι) (λ< i). 

On le démontre facilement en s'appuyant sur la formule de Cliris-
toffel : 

(37) Sn x,E == * ( P'.4"U)P„>j(;) - P;4"(Î) P£, (Î)] · 

Cette formule nous fournit aussi, vu que —(>l0> 

S.«. 1) = ^ '"«'(ς) —Pl,ï0(a·) p,;i, (4>j |x=e 

= * ( P'.4"U)P„>j(;) - P;4"(Î) P£, (Î)] · 

Posons ξ = cosô. La formule approximative pou rie polynome ultra-
sphérique nous donne le résultat 

r/iWi + i)S„(i,t>- Τ(Γ) π(ι_?)χ + 0<">> 

et toutes ces estimations nous fournissent 

"»«)=«(«)=«(«) + A'). 

d'où découle nécessairement À"= A', et par conséquent aussi B"=B\ 
Ainsi la présence des points tels que ξ à l'intérieur de (— i, 4- i)ne 
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change pas les constantes A et Β et, dans la formule 

Fl(,) = Γ f /<»>*"* , + κ Γ-0L·- + β, . 1-u2 1-t2 1-t2 

les quantités A et Β sont constantes dans tout l'intervalle (— i, +1) 
malgré la présence de l'ensemble Eg. 

Par conséquent, l'expression (36) du coefficient a,
t
 se réduit à la 

forme (33) du paragraphe 5 : 

(33) x„ = rt„+(« + A) ^ κ„ ' + * a~/A 

_ !'('■) f 7(") + (-')"/(-«)j[f ) Γ(;)Γ(ΗΛ <—■j 

Si la série (1) est sommable (C, δ<λ), on a 

(X
n
 — Ο ( = ο ( Λ ). 

D'autre part a
n
= o(/i), et, sans aucune hypothèse quant à l'allure de 

la série (1) aux points frontières χ = ± 1, on conclut de (33), tout 
comme au paragraphe o, 

an =an = Γ(λ) Λ+λ Γ"/(11)2^(11) du r(0rG+x) "" 

ce qui prouve nos théorèmes A et B, énoncés dans l'Introduction pour 
le cas 011 λ < ι. Notre méthode est en défaut pour les prouver, quel 
que soit λ, et même son extension possible indiquée à la fin du para-
graphe 5 ne pourrait que remplacer la restriction λ < ι par une autre 
de la forme λ < L sans embrasser toutes les valeurs possibles du para-
mètre λ. Tels, par exemple, sont les lemmes I lis et II bis qui permet-
tront d'étendre nos résultats concernant l'unicité des séries ultrasphé-
riques sommables (C, δ) pour δ^λ <( 1 aux séries sommables (G, δ) 
pour δ ̂  λ < 3 ; mais il faudrait créer une autre méthode pour traiter la 
question de l'unicité des séries ultrasphériques sommables (C, δ<λ) 
dans toute sa généralité, quel que soit λ. 
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Passons maintenant, en restant toujours dans le cas λ<ι, aux 

séries ultrasphériques sommables (G, δ) avec λ <( δ <71. Dans ce cas, 
il est nécessaire de supposer que la série (i) oscille pour = ±i ou 
bien, si elle y diverge essentiellement, que ses sommes partielles σ

η
(ι) 

et σ
η
(— ι) satisfont à la condition 

0n') = ο( /*-A t l). 

La formule (33) permet de les écrire 

cr
n
(±i)= s:f(±i) 

a0 ry fu du 

Γ
 Γ

1;)
Γ

(;
+λ

)Ι. " (·-·">
r

 hrn +-

+ a0 r(y) i' r(ï)r(;+0. ·■(-«·)"■"*.) 

τ„ et n'
n
 désignant comme plus haut les sommes partielles des séries 

(5rt) et (5*). Or il est facile de calculer ces sommes : 

H 
-,(+ι)=-'„ (—1)=2 ('»-ι-'·) Λ|,;·;λ-" 

/I/ — 0 = 8>Λ'
ί
Γ>--η —λλ1/λ> 

» ί *2 λ -f-1 

= (ΐλ -ι-1) Γ(λ) +0(" )· 
tandis que 

η 
rn(— ι ) = τ'ι, ( + ι ) =2 (— ι)"' ( ηι -+- λ) Λ$",> = ο (/ί3>·+· ), 

ο 

vu que les séries (5") et (5*) sont sommables (C, δ> 2λ) aux points 
cc = — ι et χ = -+-i respectivement. 

Il nous reste à évaluer ι) : 

= Γ l/(")s.(±.[,«)rf». 

La formule (37) nous donne 

sn +- 1,u 1 ('* + a*) ^«'(Ό — (,l ■+- Ο i^lé") 
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d'où, pour ε — iSWii — ε, 

| S„(± 1, u) ^ j (n -h 2X)c
t
 A&-11-h (η -+-1) c

s
 Afcl) {(1 — «s)~? 

n -h 2X)ct A&-11-h (η -+-1) cs Afcl) {(1 — «s)~? 

D'autre part, quel que soit //, on a 

|S.(±,),iOI φ'"^
ΐη{±

^"
)1 

m 0 
η 

^ V (m +1) \£-\ 1 < a Χ Λ f+i) =z Ο ( 1 ). 
m =0 

Maintenant nous pouvons conclure 

n -h 2X)ct A&-11-h (η -+-1) cs Afcl) {(1 — «s)~? 

< f"~' 1 f'~' 1 (' l/<")11s"(±l' ")!</« 

ioΓ' L/'('01^« j 

+ 0( «» Γ'1Δ!2ΐρ.\ + 0 (f MlaMi \ 

= ο (/***+« ) -h 0 ( /*λ) + ο ( n*+l ) 
= ο ( /ts*·*-1 ), 

grace à l'existence de l'intégrale 

r+x 1/00]<*« 
-n 1-u 1/2 

Par conséquent, les expressions de σ
Μ
(ι) et σ„(— ι) nous donnent 

les résultats suivants : 

<
Γ

„(+·) = °(
,

'^
ι

)+
(3λ + |)Γ(3λ) 

+ 0( «» Γ'1Δ!2ΐρ.\ + 0 (f MlaMi \ 

Journ. de Mathtome V. — Fasc. II, 19^6. 25 
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ainsi que 

*.(-■) = o( «'>+' ) +
 ( 3 χ + ,) r(χ) 

+ 0( «» Γ'1Δ!2ΐρ.\ + 0 (f MlaMi \ 

Or, d'après l'hypothèse faite dans l'énoncé, σ„(ι) et σ„(—ι) sont de 
l'ordre de ο(/ι8λ+') 

σ« ( ± ι) = ο(/ί3λ '-1); 

donc les coefficients des termes en wsAM sont nuls, d'où 

««=*« (« = <>,1,3 OC). 

On voit que le cas étudié λ < ι ne diffère pas du cas des polynômes 

de Legendre λ = traité dans le paragraphe 6. 

Pour λ>ι nous n'avons que des résultats très incomplets. Nous les 
exposerons néanmoins pour mieux préciser le problème. 

Supposons donc que λ ̂  ν et que la série (i) est sommable (C, δ< ι) 
avec la somme ,/'(#)> partout à l'intérieur de (— ι. -h i), sauf un en-
semble des points intérieurs ξ, en nombre fini (i = i. 2, ..., /»'). Soient 
ξ

0
 = — ι et ξΑ.

+ι
 = + i. Le lemine du paragraphe 5 donne pour 

£ <&·<*. 

F<.r ) - Γ f f[")dudt , -h A/ f ^r-T + B,vft (ι-n'y χ{\ — ί-γΛ'χ vo (i — /»)5+A 

et la formule (3(>) est remplacée par 

_ <?„ -h (/i -f- λ) | a0 ~=;— .1 c— r [-Wi — (— 0"Aι] 

_ ■'(>-) /"'/(")+■(— ')"/(— «), )"r(i)r(l + l)''. (1_,^ ^ 

_ ■'(>-) /"'/(")+■(— ')"/(— «), )"r(i)r(l + l)''. (1_,^ ^ 
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Vu que S < et que, par conséquent, 

a
rt
 = υ ( «ç+1 —ο (η) 

ainsi que 
E eu = 0 1i-1 

on voit que le second terme dans l'expression de a» doit disparaître 
pourvu que l'on ait aussi a

n
 — o(/i). Or, pour avoir a

n
 — ο (λ), il suffit 

de supposer/(a;) bornée à l'intérieur et le produit (i —œa) Ί/(«) I 
intègrable dans tout l'intervalle (— ι, + 1). Donc 

(3N) τ>~Λ ,/ΛρΛ Λ r / 1 \ r / 1 Λ I ι(·.)ι7+λ ι(·Ι ι(; + ί 

ainsi que 

(obî) ΐλ + „/ι\ρ/ι Λ ' ,,/ιλ,,/ι Λ J , ΠΓχ-"' rU)1UΛ) 'wHï+q ■('-«')* 

el, par conséquent, 

*„ = «„ + ■ Γ (Α,+,-Α,.)ΡΛ!(>(). 1'( - ) vf I Η- λ). 17, 

En formant la somme partielle *„(?,·) de la série (i) au point χ — ξ,·, 
nous obtenons 

C«(ûy) — ·5>;' 0/) 7T\ 7~ï 7 Σ G^'-H ^') zni(tj)i 

oil τ
Η(

·(ξ,·) désigne la somme partielle de la série (5) pour χ = E
t
· 

et ξ = Ey. Si ι ^y, on a 
rni ej= o (nl 

quelque petit que soit ε > ο, vu que la série (5) est sommable (G, ε) 
pour ε > o. Mais, pour i — j, on a 

- .[ï.)-V(„, ι )J|t(y)],_'(v1(>+7 « + · . ci.·...Λ„)-2, A^_„ ^——^h-qo), 
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et Ton obtient, par conséquent, 

an(lj) — */(£/) h—;—^"->0 (Ay+i—^/)+ 0("ε)· 

Supposons maintenant le produit (ι — jc1 ) 8 | fÇv) | intégrable dans 
(— i, 4-1). Dans ce cas on a 

sTiïj) = 0(log/i). 
En eflet, 

^(^)— f /(cos9)S
w

(ô
y>
 9)ίΐη,λφί/? = Γ 4- Γ 4-/ 

— Ù 4- ί» 4~ fj* 
OÙ 

I s» (9/. 0)1 Sc si IV'φ 
pour 

ο ̂  ο ι π et | 0y — φ 11 η, 
ainsi que 

s„(8,, »)= -jd.Al—1 »■»[("+ O(9y-?)1+0(,v »Λ-·Γ(-) Γ(- +>.) . r, ,w. ,, 

Par consequent, 

s„(8,, »)= -jd.Al—1 »■»[("+ O(9y-?)1+0(,v »Λ-·Γ(-) 

tandis que 

lù! = C / |/(οο?φ) | 8Ϊηλφ γ/φ ~ 0(ι), 

ainsi que 
|ϊ»1 = θ(ι). 

Ainsi, vu l'hypothèse 
*η(ξ/) = o(/i), 

on en déduit 

ο(Ό = -^-—.77) (--V+I —Ay) 4- o(/*s) (./ =1, a. .. ·, A·), 

d'où 
A t — A 2 —... — A/,. — A a+ι 
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et (38) peut être écrit ainsi : 

*λΓ(λ) /,M J\u)du 

x0 = >·(·)'^ -ίΛ ο -4 '' 

L'expression du coefficient a
M
 se réduit à a

n
 et nous avons démontré 

pour λςι l'unicité des développements ultrasphériques sommables 
(G, 0 < 1) avec la somme /(uA partout à l'intérieur de (— 1, +i) 
sauf un ensemble réductible bg des points intérieurs £,· pourvu que : 

i° le produit (1 — or) s soit intégrable dans (—1,4-1); 
20 /(m)— bornée à l'intérieur de l'intervalle, et 3° = o(n) si 
la série (i) diverge essentiellement pour .(■· = $,·. Si l'on exclut l'en-
semble en supposant la série (1) somtnable (C, o< 1) partout à 
l'intérieur de (— ι, 4- i)juws c.vception, il suffit de supposer intégrable 

dans (—1, +1) le produit (1 — 4-) s|/(&')l et la condition 3° 
tombe d'elle-même. 

Ces résultats sont peu satisfaisants et nous ne les mentionnons que 
pour mettre en relief les inconvénients de notre méthode, dans le cas 
où λι! 1. 

Ainsi le problème de l'unicité des séries ultrasphériques som-
mables (C, δ), résolu daus le cas λ < ι, attend sa solution ροιίΓλ^ι. 

8. — Unicité des séries divergentes qui représentent zéro 
étant sommables (C, 0 <1 ). 

Les méthodes développées dans ce travail permettent d'établir en 
quelques mots l'unicité des séries divergentes 

(4) Ο ~ ~ 4 00s(.r — i) -1- 00s2(,r — >)4. .. 4 cos/f (.r — ç) 4 .. . (·1'# e) 

(à) Ο ~ λ -H gti !"*'(;) Pi (-■>·) + · ■ .+ P4i) 4(.'') +· · ■ 

qui représentent zéro étant sommables (C, δ > ο) avec la somme nulle 
partout, sauf le point intérieure; = ^ et les points frontières jo = ± 1 
pour la série (5), où elles divergent essentiellement, ainsi que l'uni-
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cité des séries 

(4') cos »r -t- · ·. 4- CO$/KV -j-... (.rndo, arc), 

< 5« ) Ο ~ λ H- ( H- λ) l ̂  (λ·) +... 4- (m -h λ) I»;}1 (.r) -h... (.r --d 4- 0, 
( 5/. ) Ο ~ λ — ( ι -η λ) 1,ι^ (.r) -h... H- (— ι )" (« -h λ) Ρ',}' (α-) (λ· - ι ) 

sommables (G, δ) avec zéro pour somme la première avec 0 > ο et les 
deux dernières avec δ > λ partout à Γ intérieur des intervalles (ο, 21c) 
et ( — 1, -h 1) respectivement. 

En effet le raisonnement du paragraphe A appliqué à la série trigo-
nométrique 

« o4- «1
cos.r H- β,δίϋ.-Γ H-... H- cc„cos.v 4- (3„sin«.i? ·+·..., 

supposée sommable (G, δ < 1), avec la somme nulle partout à Tinté-
rieur de (o, 2û) sauf le point χ = ξ, donne l'expression (3o) dos 
coefficients 

A'—A" A' - Y 
ix„ — a«0H 1 cos/<t. 

π κ 

A"-A' . „ 
p„ = sin h i, 

7T 

où α
0
, A' et A" sont des constantes. Par conséquent la série se réduit 

ù la somme de deux séries typiques (4) et (4'), 

—5Γ- j+2,c°H«^-S)J +(»».+ -T~h*+2*cos"·'' · 

Si la série est sommable aussi pour χ = ο le facteur 

A'— A" *.î «„ H 

doit s'annuler et Ton aboutit à la série (4), 

a«0 - +^cosw(.r — ç) |. 

Au contraire, si la série est sommable partout à l'intérieur de (0,21c) 
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sans exception, on doit avoir A' = À" = A et l'on trouve la série (4 

a λ0 j - + cos η >v ^. 

Posons maintenant la question suivante : quelle est la série ultra-
sphérique 

«0+ «ι ΐγ (·*-*) -Κ . .4-α
Μ
Ρ<}\Λ>)-Κ.., 

sommable (C, δ < 1) pour δ > ο avec la somme nulle partout l'inté-
rieur de (—1, -h 1), sauf le point ,v = ξ. 

Pour démontrer que la série (0) est l'unique série ultrasphérique 
répondant à la question, il suffit d'appliquer le raisonnement du para-
graphe 7 qui nous donne l'expression (3(i) du coefficient α,, d'une telle 
série sous la forme suivante : 

«.=(„ + >.)fë - 'ν'Γ<λ> + (_,)··"Si + -il·] 

(·\'-Λ')Γ(λ) |·Α'(ϊ) \ 

,·(Λγ(1 + Λ αρ-.{· 

Donc la série ultrasphérique en question se réduit à la somme de 
trois séries (5), (5") et (5'') : 

r i<«+*).·*>(·«,r i<«+*).·*>(·«, 

+Γ S+ /.\'Γ/(«λ) 1 Σ(-,)Λ("+λ)+Γ S+ /.\'Γ/(«λ) 1 Σ(-,)Λ("+λ) 

(.V—Λ')Τ(λ) νΓίΙ , 7 χ Γ(Λ .ν(.V—Λ')Τ(λ) νΓίΙ , 7 χ Γ(Λ .ν 

Vu que la série doit être sommable (C, δ>ο) à l'intérieur de 
(— 1, H- 1) quel que soit δ positif, on doit avoir 

«0 __ A" Γ(λ) „ «ο Α'Γ(λ) __
 o 

2λ γίί\γίΐ+}\ 2λ Vf-W-Η-λ^ 
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et l'on aboutit à la série (5\ 

rn+1 n+3 A HA] V i)"l« JA HA] V i)"l« J 

puisque alors 
(A — A )Γ\λ) _ α# 

A HA] V i)"l« J 

Au contraire, si la série ultrasphèrique est soin niable (C, o) 
avec une somme nulle partout à l'intérieur de (— 1,4-1) sans 
exception, on doit avoir À' — A" et la série se réduit à la somme de 
deux séries 

A HA] V i)"l« JA HA] V i)"l« J 

+ A HA] V i)"l« JA HA] V i)"l« J 

qui ne sont sommables (G, o) à l'intérieur de ( — ι, 4- Ο que pour 0 > λ 
et qui se distinguent Tune de l'autre par leur allure aux points fron-
tières .tx — ±1. Pans le cas où λ<ι, notre méthode permet ainsi 
d'établir l'unicité des séries (;>"') et (o*), sommables (C. ο>λ) à 

l'intérieur de (—1, 4-1). Par exemple, pour λ = ^ il n'y a qu'une 

série de Legendre sommable ^C, o> ̂  à l'iniérieur de (— i, -h i) 
avec une somme nulle et qui ne diverge pas essentiellement pour 
χ = - 1 ; c'est la série 

(3··) i -h 4\( ·.·) 4- ;■ »>,(..·) + ...+(,, + L) »«. (·.·)
 +... ; 

de même il n'y a qu'une série de Legendre sommable (C, â> 4 à 

l'intérieur de (— 1, 4-1) avec une somme nulle et qui ne diverge pas 
essentiellement pour χ — 4- 1 ; c'est la série 

(3") 1', (.<') -h ς 1'. (·<')
 +

 . . . 4- (- <)" (« 4- i) 1\, (.r) 4-. . .. 


