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\i' \\\\' (Paris).

‘.'. \isdag

INTRODUCTION.

Les polynomes ultrasphériques P{’(.v) admettent la fouction géné-
ratvice [T(3)]7 =(1— 223+ *) et généralisent les polynomes
de Legendre P, (&) pour lesquels on a A == :; Ils sont orthogonaux
dans (—1, +1):

0 (m=n),
o =t
SRR AGIFIOLEES]) ( ) r( +x) AG-
L(2) n4 A (m 7= n),

olt A’ désigne le coefficient de 5" dans le développement du binome
(1 — 3)"®" ou bien
A= C(r +0+1)
T T+ T(@+1)

Les coeflicients fi" du développement formel de f(x), en série
ultrasphérique de l'ourier dans (— 1, + 1)

Sy [P fRPR(2) .+ VPR (2) +... (—1S@ S+1),
s'expriment ainsi :
fi—= re) n—+ 2 ['“f( w) PO () du

I ) AR 1t
l(;)l(;*{-") . -1 (I_ui)i A

La question de 'unicité de ce développement conduit i I'étude des
séries ultrasphériques

(1) Qo+ & PR (@) 4= oy PO (@) +. .+ o, PO(2) +. ..
Journ, de Math.. tome V. — Fasc. 1I, 1926, 17
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données par les coefficients e, ¢, ..., &, ...etils'agit d’établir les
conditions sous lesquelles ces nombres sont les coefficients de Fourier
de la fonction représentée par la série (1).

Ce probleme est plus ou moins large suivant le sens qu’on autribue
a Pexpression fonction représentée par la série (1), Dans le cas des
séries trigonométriques par exemple on a commencé par I’é¢tude de
'unicité des séries trigonométriques convergentes,; ensuite vinrent les
séries divergentes sommables par les moyennes arithmétiques d’ordre
inférieur & l'unité (') et les séries divergentes sommables par la
m¢thode de Poisson (*).

Dans ce travail nous étudions 'unicité des séries ultrasphériques
convergentes ou sommables par les moyennes arithmétiques en préci-
sant aussi les résultats de M. Riesz qui serapportent aux séries trigo-
nométriques divergentes sommables par les moyennes arithmétiques
d'ordre inféricur au premier.

Dans le cas de la convergence nous démontrons plus loin (§ 3)
les deux théorémes suivants qui résolvent enticrement le probléme
de 'unicité dans ce cas el qui sont analogues aux théorémes classiques
de Cantor ¢t de Du Bois Reymond :

Tutonive 1. — 87 la série ulirasphérique (V) converge et a pour
somme ziéro partout dans (= 1, + 1), sauf pewt-étre les dewe points
Jrontiéres w1 el un ensemble réductible By e points (ntié-
riears &, ot elle diverge ow converge avee une somme différente de
3010, tous ses coefficients a, sont idealiquement nuls.

Tugorene 1. — Si la série (1) converge vers f(0) partout dans
(=1, +1), sauf les dear points v =1 el un ensemble réduc-
tible E, de points intéricurs E ot elle diverge ou converge mais n'a
pas pour somme f(5), elle est la série ultrasphérique de sa somme

‘) poursuw qgue la dernicre soit bornde & Cindéricur de (—1, +1
. ! ( ¢ \

. A= e .
et quele produrt (1 — w*) 3| ()] soit intégrable duns cet inter-
palle (—1, +1).

(Y) M. Rugsz, Math. Annalen, Band 71, 1911, p. 64.

(2) A, Rascunans, Prace Hatematycsno-I'isyesne, 305 A, Zyanuxo, Hathem
Zedtschrift, Band 2%, Heft 1, 192 ; J. Pravavorr, Recuedl de la Soc. math, de
Moscou, 1923,
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Dans le cas particulier des sévies de Legendre (le cas A = i) le
probléme résolu par Tet [Ta été étudié par MM. Dint et Plancherel.
i 18=4 M. U. Dini (') a démontré le théoréme I pour A = éen

supposant la série proposée convergenle partout dans (— 1, + 1) sans
exception, P'ensemble réductible E, de points exceplionnels étant
mtroduit dans ce théoréme par M. Plancherel (*). Quant au cas

. N 1 v “ o [ '
particulier A == ~ du théoréme 11, M. Plancherel (*) I'a démontré sous

U'hypothése que la fonction f(w) est bornée dans lout intervalle
(— 1, +1) y compris les points [ronticres & == == 1, 'hypothése qui
doit ¢tre remplacée comme le prouve Il par la condition beaucoup
moins vestrictive : /(i) peut deveniv infinie aux exteémités & = 1
de l'intervalle ( —1, <+ 1) pourvu qu'clle soit bornée a Pintérieur et
absolument intégrale dans (— v, + 1),

- . . . . 1
Eu vestant toujours dans le méme cas particulier A = _ supposons
maintenant la série '
R Sys < 1
() Zo-t 2 PP () + 2 PP () £k 2, PR () (7~= 5)

divergente mais somumable pac les moyens arvithmétiques d’ordre 8,
bref sommable (G, 2). Nous avons établi ailleurs (*) I'analogie com-

. el . ~ 1 Vo )
pléte de lasommabilité <L, ;) des séries de Laplace & la convergence
des séries trigonométriques. Or la série (2)a laquelle se réduit la série
- 1 . . v . - N .
(1) pour A= - est le cas particulier de la série de Laplace et L'on voit

. . ] 1] . " \! l .
que c'est l'unicité des séries de Legendre sommables (C, o ;) qui

4

doit correspondre & l'uuicité de développements trigonométriques
convergents mais noun celle de séries (2) convergentes étudides par
MM. Dini et Planchevel.

(M) dnnalt dd Mat,, 2 sévie, V1, 1873-1899, p. 216-22).
(*) Comptes rendus, t. 135, 1912, p. 8g7-guo; Anrales de UlL'cole Normale,
t 3L 1914, p. 22320,
(%) Adnnales de UEcole Normale, 1923,
.



128 KOGBETLIANTY.

Cependant I'analogie entre I'unicité des séries trigonométriques

y s ~ I
convergentes et celle des séries de Legendre sommables K(., ¢ = -)

n'est pas compléte vu l'existence dé la série divergente

(3) 0~§+§P,(5) P,(\z‘)-i—.,.—{—(n—i-i)l‘,,(z) Po(2) 4., (i),

% étant un point fixe intérieur & Pintervalle (—1, + 1).
Cetle série représente zéro partout dans (—1, +1) saof le
point & =¥, étant sommable (C, > 0) i l'intérieur de l'intervalle
2 1 v say . N
et (C, o> ~) aux extrémilés = == 1. Au point = ¢§ elle diverge
2 £

N ] 1 9
essentiellement son terme général «, = (n -+ -). P2(%) ayant pour
3 .
n -~ l'expression approchée suivante :

tsinf(an +0)%)
7 sing

Uy = (£ = cosh).

Sa somme partielle <, (%) est de I'ordre de « :

T (3) = ——==— + O1),
myr =3t
done
him a () = 3 .
n.a=-x 7:\/[——:s

Le coefficient de I',(x) daus le terme général est de l'ordre de yn
mais non de la forme o () :

= (n+ D PO =00/ (<.

C’est pourquoi l'introduction dans I’énoncé des théorémes d'unicité
d’un ensemble E, des points intérieurs £ tels qu’en ces points la série
. R ~ 1 3 . v ) e
n'est pas sommable (L, ;) n'est possible que sous réserve que la série
oscille pour w =¥, sans diverger essenticllement, ou bien que sa
somme partieile g,(2) est de I'ordre de o(n), si elle diverge essen-
tiellemeat pour @ =%, ou enfin que le coefficient &, du terme général

est de la forme o (yn). L'une de ces conditions supplémentaires
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exclut la série (3) et garantit l'unicité des séries de Legendre
-~ 1
sommables (C, < ;)-

' ) e 1 . ’
L’étude de lasérie (2) sommable (C. 8= §> alaquelle est consacré

le paragraphe 7 ne fait que confirmer cette assertion et I'on obtient les
deux théorémes suivants :

gy . o o o~ - . | § :
Lutonine 1. — 8¢ la série (2) est sommable (C, 5) avee la

somme séro partout & Uintérieur de Uintervalle (— 1, + 1), sauf un
ensemble réductible B, des points intéricurs £, ot elle oscille sans étre
3

1 IS < .
sommable (C, ;) ow tout en l'élant n'a pas pour somme €ro, ou

enfin diverge essenticllement mais avee s,(5)=o(n), tous ses
coefficients sonl identiquement nuls.

. . RN . 1
Furonene IV, — St lassérie (2) est sommable (C, ;\ avee la
) 3
somme f(&) partout alintérieur de Lintervalle (— 1, +1), sauf un
ensemble réductible B, des points intévieurs £, ot elle oscille sans
3 : .
'~ . . .
étre sommable (C, ;) ou tout ea Létant w'a pas powr somme f(x),
ou enfin diverge esscnticllement mals avee s,,(E ) = o(n), elle est le
développement en série de Legendre de sa somme f(x) powrvu
que la fonction f(x) sote absolument intégrable dans Cinter-
valle (— 1, +1) et bornée a Uintéricur de cet intervalle.

La condition s,(5) =o(n) ou bien I'hypothése de I'oscillation de

la série (2) aux points de ’ensemble LI, ne sont pas nécessaires pour
i

Punicité sil'on suppose @, = o{\ n).
. . . 0 1
Si Ton envisage les séries de Legendre sommables (C., 8> 5) la
question de l'unicité se complique davantage par le fait de l'existence
d’une autre série divergente qui représente zéro partout dans (—1,
+ 1) sauf le point @ =1. Clest le cas particulier de (3) pour £ =1:

" 1 3 ’ 1 )
(3) ON; -1-I—A|’l(~v) -t—u.+<n -+ ;) () +... (=)
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. ’ 1 R
qui est sommable (C, o> 5\ avecla somme nulle partout & I'intérieur

de (— 1, + 1 etlest (C, ¢ >1) pour v = — 1.
De méme pour la série analogue

I3

(3*) O .\;5 — %l’,(‘z‘) T (=) (n - ‘:) Pp(e) ... (v =t —),

qui est un autre cas particulier de (3) pour = — 1 et qui est som-
| P q

mable (C, s> E) a l'intérieur et (C, ¢ > 1) pour &= + 1.

Maintenant 'hypothése de loscillation de la série aux points de E;
ne suflit pas et il faul en outre supposer z, = o(n) pour exclure les
séries (3*) et (3*)ou bien introduire des conditions sultisantes de ['uni-
cité concernaut I'allure de la série aux points frontiéres v == 2= 1. Ainsl
on obtient les théorémes I et IV’ du paragraphe 6.

Le probléme de l'unicité de développements ultrasphériques diver-
gents, mais sommables (C, 2) est traité dans le paragraphe 7. Nous
n’avons pas pu démontrer en toute rigueur les deux théorémes qui
pavaissent ¢tre extrémement probables et dont nous donnons ici les
énoncés, persuadés que tot ou tard ces deux théorémesseront démon-
teés. Votcei leurs énoneés :

Turorine A. — 8¢ la série (1) est sommable (G, K acee la somme
zéro partout a lintéricur de lintercalle (—1, +1), sauf un
ensemble réductible 5, des points intéricars k. od elle oscille sans
étre sommable (G, X) ou tout ea Uétant v’a pas powr somme zéro,
ou enfin diverge essentiellement mais avee s,(5) = o{n). tous ses
cocffictends a, sont identiquement nuls.

Tutortme B, — 8¢ la séree (1) est sommable (G, 1) avee la
somme f(x) partowt a Uintérieur de Uintervalle (— 1. + ) sauf un
ensemble réductible 15 des points intéricurs k. ot elle oscille sans
étre sommable (G, 1) ou toul en Iitant n'a pas powr somme J(%) ou
enfin diverge essentiellement, mais avee $,(5) = o(n), clle est le
développenient wltrasphérique de la somme f(.x) pourcu que la
Jonction f(x) soit bornée a Uiniéricur de (— 1, + 1) et gue le pro-

N 1
duit (1 — ) ", L) | sott intégrable dans (— 1, +1).
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[.’hypothése de oscillation de la série aux points £ de 'ensemble L,
est nécessaive vu l'existence de la série divergente

(V) O~z %-’-l)w( Y P .

+{n -+ ')_Qz_)l(n - ‘)l"

U D pas(zy P ey
l(ll-{ ’I) ()IN (l\+"' (‘I’:”‘g)p

qui représente zéro partout dans (—1, + 1), sauf le pointw =%, étant
sommable (G, ¢ > o) alintérieur de'intervalle et sommable (G, 8 << A)
aux points @& == %,

Ou.trouve dans le paragraphe 7 ces théorémes d'unicité démontrés
pout les séries ultrasphériques divergentes et sommables (C, ) mais
seulement pour 2 <1, ce quin’est que le premier pas vers les théo-
rémes géneranx ¢noncds plus haut et qui nous semblent étre vrais
quel que soit A, étant douné que la sommabilité (C, A) de
développements ultrasphériques dans (— 1, + 1) est analogue & la
convergence des séries trigonomdétriques. '

Les deux premiers paragraphes sont consacrés aux lemmes néces-
saires pout la démonstration des théorémes I-1V et autves.

Le pavagraphe # traite les séries trigonométriques divergentes et
sommables (C, ¢ <1). M. M. Riesz avait étendu les théorémes clas-
siques de Caator et de Du Bois Reymond aux séries trigonométriques
divergentes et sommables €}, ¢ <t en supprimant dans leurs énoncés
Fensemble réductible des points exceptionnels ol la série n’est pas
sommable (G, ¢ < 1) ou u'a pas pour somme f(2). L'existence de la
sirie divergente bien connue :

. , 1 . - o
M Um;—}—cus(\z*——;_)vé«‘..ﬂ- cosfn(e—:3)]+... (w=1),

sommable (C., 8 > o) avec la somme zéro partout dans (o, 2%) sauf

llm L= r), explique

"=

pour w =23, ou elle diverge essenticllement (

suflisamment cette vestriction faite par M. M. l\lCSL, qui suppose la
série trigenomdétrique sommable (G, ¢ < 1) partout dans (o, 27)
saus exception. LI était intéressant de rechercher si la série (5) est
Punique cause de la non-unicité des séries trigonométriques som-
wables (C, ¢ < 1) et nous démontrons dans le paragraphe 4 que 'uni-
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cité n’est pas atteinte par l'introduction d’un ensemble réductible Es
de points § tels qu'en ces points la série oscille sans étre sommable
(C, 6< 1) ou bien est sommable (C, 8 < 1) mais vers une somme
différente de f(%), ou enfin diverge essentiellement, mais
avec s,(§)=o(n). L’hypothése que la série trigonométrique ne
divergeessentiellement aux points de I'ensemble E; qu'avec si(E)=o0(n)
exclut la série (3) et avec elle I'unique cause qui pourrait détruire
P'unicité. Nous démontrons aussi (§ 7) qu'il n’existe aucune autre
série trigonométrique sommable avec la somme zéro par les moyennes
anthmenques d'ordre 8 <1 partout dans (o, 2%), sauf le point x =&,
que la série (3).

La méme question se pose pour la série ultrasphérique diver-
gente (). Cette question est étudiée dans le paragraphe 7, o nous
¢tablissons pour A << 1t lunicité¢ de la série (4). La série (3) quiest le

. . R 1 . v .

cas particulier de la série (4) pour A = - est Uunique série de Legendre
1 ) . v . ; .

sommable (C, 0> -) a 'intérieur de P'intervalle (— 1, -+ 1) avec zéro

pour somnie, sauf le point & =£.
Les résultats exposés dans ce Méwoire ont ¢té publiés en partie
dans les Comptes rendus de U Académie des sciences (1).

1. — Formule d’approximation pour le polynome ultrasphérique.

Le polynome P;*' (cosh) satisfait aux équations suivantes :

d* P (cos 9) d P (cos)

oE + alcotf 'y + (4 22)PP(cosd) =0
et N
N ( cos
(Q,,_;oc_o_._()_) =—aksin§ P+l (cosh),

d’oui I'on déduit la formule suivante :

(6) A2(2 + 1) sin2G PO+ (cos )

=ak(ak+1)cos I Peti(cosh)— (n 4+ 2) (n -+ 2 -4 22) PP, (cos ).

() T. 169, 19ug, p, 769-751, p. 930-992; L. 177, 1933, p. 674-677.
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La formule d’approximation en question s'éerit ainsi

a 1\',2“ Q)

- D) —
(7). PR(eost) =~

?cos[(n + 3 — )—3—1—[]

_s%l (=072 T(m+2)
d T'(A— )T (m + 1)
n=1

cos [(n - A—m)i —

A+ m 'l
T
- 2 -
* (2sin)m(nrh—1)(n+r—2).. . (n+d—m)

o (n, 0) !
+ [(741)sin0P g’

ot N=2,5,...,, avec|s\"(n, 0)| << C, quels que soient 0 S0 =
etn=o0,1,2,..,,00,

On la démontre par la méthode de Stieltjes (') & P'aide de la
velation (6). Pour N =2 elle se réduit a la formule

2 AQ=U Vo NS
me Cc0s [(It - /.) ) — —5‘ J

. . R
=) sin [(n —i—)\-—l)’l—--—a—] oy (0) l

(8) P (cost) =

2 (n-+h—1)sind [(2+R)sinG}! ,’
oli I'on a
T(n+1)
()—u -\ R) ' 217,
Al F(rn4+-0T2) =Of(n+ 0]
Vu que pour ——=0< “T_la somme de deux derniers termes du

(Bl S n—=+1
second memble de (8) est de 'ordre de (n +1)*2.(sin0)~™" on

déduit de (8) la formule plus simple

2 AR=D [ ) _wa(0)
W(cost) = 2N S PRI N
Pul(cosd) = (2 sing))‘%cOb [('l 1 \ BCEDEY (r+1)sin0)
On a aussi
(r )t IEN( )

PM(cusT) = ——
i (e0s?) (sing)r

(') Annales de Toulouse, 1™ sévie, t. &, 18yo, p. G-1 & G-17.
Jourrn. de Math., \ome V. — Fasc, I, 1926, 18
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ol

o R < ey,
quel que soit 0205,

Nous appliquerons la formule (8) sous la formesuivante :

QAR M —1)sinw,, + r, (9) ]’

D) Gy o— 0
(9) I n (COSJ)—- (asinﬁ))““‘ n-h— ("’*")‘)2

ol

la sinj cost, —

’

Cy .

sind’

w,=(n-+1)j—

wid

et | ra(N) <<

On démontre facilement que les deux dérivées premiéres des fonc-
tions n~2.7,(0) sont bornées dansleur ensemble i 'intérieur del'inter-
valle (o, =), c'est-a-dire pour

[IVAY

fsm—

Ly
(&)

et n=o, 1% ... (£>0).

2. — Généralisation du lemme classique de Riemann.

On a va que le polynome ultrasphérique s'exprime en fonctions
trigonométviques a n~Y prés pour # —x. Clest pourquoi les lemmes
ndcessaires pour la suite s'appuient sur le lemme qui se rapporte aux
séries trigonométriques et qui générvalise le lemme classique de
Riemaunn. Le lemme de Riemann concernc les séries trigonométriques
convergentes et peut étre formulé sous sa forme générale ainsi : sorent

(10) Ug Wy Us o Uyt uy

une série convergente de somme s et 5(t) une fonction bornée atasi
que 9'() et telle que o(v) =1 1 st 9(1) salisfait pour i-~o aux
conditions sutcantes :

g (t)=01) et tEYI () =) (s >0),

quelque petit que soit < fixe et positif, on aura

h=0 m=x

on

RN . .

Iim u, o(ni)y=s=hwy,,.
N wao(nit)
0

L’énoncé donné par Riemann s’obtient en posant

. sing\?
Uy == @, cosNX + b, sinnx et P ()= : .
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M. L. I'¢jér a démontré (') le lemme analogue suivant : soient la
série (10) sommable (C, 1) avce la somme s =lims,, et o(¢) une
m=w

Sorction bornée ainsi que sa dérivée seconde 9"(1) et telle
que (o) =13 si o) satisfail pour t-> © aux conditions suivantes

Bo(t)=00) et e ()=01) (s>o0),

quelque pelit que soit € fixe et positif, on aura

o

. Wl .

lim > w, 0(nh)=s=lims,.

N g A m=x
"=

Lin posant

Ry == @, cosn -+ O, sina.w et 9 ()= (i‘_:‘_‘)‘a
on a le cas particulier quia servi 8 M. M. Riesz comme point de départ
dans ses belles recherches sur P'unicité des séries trigonométriques
sommables (G, 8) pour 8> 1.
Les deux lemmes précédents de Riemann et de M. L. I'¢jér ne sont
que des cas particuliers du lemme général dont voici I'énoncé :

Livng. —  Soient e série (10) sommable (C, 8) acec la
somme s = lims) et 9(t) une fonction bornée ainsi que sa déri-
N =

pée g®0(1) dlordre 841 et telle que g(o) =13 st ¢(¢) satisfuil
pour {->»00 qur conditions survantes

Br1ve ot = O (1) et Brireg@+0) (1) = 0(1) (¢ >0),

quel que soit € five el posttif, on aura

RN .
lim z U, ¢(nh)=s=limsg.
n=0

m==
u

Etant donné qu'une série convergente est sommable (C, o) on voit
que les lemmes de Riemann et de M. I'éjér correspondent aux
valeurs 6= 0 et ¢ =1.

(") Math. Annalen, Band 58, 1904, p. 68-6y.
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La série (10) étant supposée sommable (C, 8), on a

a0, =u,
N o

et d’autre part n**"'*o(nk)=0(1) d'aprés Phypothdse. Dans ces
conditions la série

1'(¢) ::E u, g(nt),

n=o

pour ¢ fixe et posilif converge absolument comme

| 1
2w >0
et la convergence est uniforme pour (v > o,

Les dérivées d’ordre non eutier qu’on rencontre dans I'énoncé sont
définies ( Liouville) ainsi : posons pour a <o

AR :‘\_: 4‘\&'.'"“”./(.( = a_t“h -+ /\/t)

k=0

on a par définition

S (@) = iii—’- hn PNAC) ' /\w Jr du

= - X Z o),
h= h* U(—2) ] (e—a)th? {

en supposant bien entendu f(.0) = O(4*) pour -~ w.
On peut transformer cette expression, en intégrant » fois par
parties, en
| —)r [ Su)d
/(a(b)__l‘( / S () du

(n—x), (u—"—:t\“ Tt

Le résultat est valable aussi pour o<x<n sous I'hypo-
thése f‘"’(w)—O( p*~*=%) et les dérivées d'ordre positif 8 sont
définies ainsi : soit n—1=E(3), ol l'entier » est non infévicur &
I'unité; on a par définition en posant y=f8—n <o :

(=0 T S (e du
IP=rmyl), G

cette expression représente ¥ (:v) sous 'hypothdse

S (@) =0(@r) = O(wl-1=%)  pouwr  w.»>x,
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Par définition on a

n

g®
(8 — __L_ S
S \( A z Anvﬂn U= A(g)’

m_(\
ol
U(n+0-+1)
NTETNNCED)

(3

A

comme toujours et les sigma-sommes s sont définies par

\0) — S
G \n—m Uy ——\ \,,,4,,. me
m=u m= l)

Inversement

n n

2) l - v ~ by
= 3 Ao = AGAG .

-

m= \\ m=0
Pour démontrer le lemme, c¢'est-A-dive pour établir que

i F(e) = lim s®),
&0 m=wx

transformons d’abord U'expression suivante :
N n
. \ S N A
Fy(t) -::L t o{nt) = \ 2 .‘\\,, SR a‘,ﬁ)o(n!
n==h n-n n=u
N N
[N T I
:Z a(m)L “\!n-@n‘ ]?(”t)

n =0 n=m

N N -m
-E a“?‘ Alr RUREY o(mt + nt)
n=0 n=u
: 3
Y 3. “+1
;—;_z a® AP Fg (mt 4+t T) — Ra (1),
m=n
ol
oy
~ n
Ry(¢) -~\ ARsd N AFEo(me+ al).
m....n n=N —nr -1

Lhypothdse #+'**o(t) = O(1) suffit largement [on pourrait la
remplacer par %9 (1) = O(1)] pour établir que l'on a

:LTLRN(C) =o.
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Eua effet on a, pour ¢ fixe et 22N — m + 1,

I
l s‘,,s,) m(m “+n t)| =0 W§= 03N6+x+a
Par conséquent
N »
[Ry(0) | < \8. \ AlB E | AL=G+21|

lﬁ-d m
m=9 n=N-m+1

N ®
Cy \ N (3
O\
< NFF 5 N6+l+ A'" z "2+3
m=4u n=1

A 8+l cs

\84-(-;- '\'S (S >0)‘
On en déduit

N==x
Il—l)
Or
=5 14¢,, ou En—> 0 pour n—>x,
Donc
F(e)=s¢(¢)+ R()
avec
0 41
3(t) _> AP ABey o<nl+ __::_.. z)
) n=0
et
N 5 0+1
R(c);—.) g AP ARG (nt 4 ——1),
n=0

et il nous reste & démontrer que p(/)==1 et

LmR(¢)=o.

=0
L'hypothése 3+ '*+¢o(¢) = O (1) assure la convergence absolue de la

série

2 Ado <nt + ——6_: . t) =A@+l g (o),
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par conséquent on peut écrire

\i - d+1 1
r=apad S s 1200
! I= &

= AP Mg (o) { =g (0) =

L’hypothése beaucoup plus large #+o(¢#) =O(1) permettrait

d’établir 'équation limite
limd(¢) =1,
=0

qui suffirait pour notre but. Passons maintenant au calcul de la
limite im R(¢), Posons r = I (;) et décomposons R(¢) ainsi :
t=0 SN

RO =X, AP AP0 (ne TELo)

n=9

N r ®
N AN
=X+3-
i i
n=u N4+t rt

= R () + Ry (¢) + Ry(¢),

'entier N étant suffisamment grand pour avoir | ¢, | < < pour n > N et
¢ suffisamment petit pour 7 > N.
[1 est clair que N étant fixe on a immédiatement

hmR, (¢)=o.

=\
Vu que pour & —» et {~>0 on a

- . . 3+t
Ad ?(J‘) — o+t ?( +U (20 4 01) =0 (\————-v +l-o-e)'
on en conclut

0+ Cq
\ G
Af+ty <I!I + ¢ ___...> l < noetr g’

ce qui donne pour ¢ suffisamment petit

»

$Cs ) A® s g !

IRy(O)< T o s S
n=pr+4+1 r+1
seq 1 £ Cy
<—F—*-—.::—-———~—ﬂ———-<ascg

AREO))
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Reste le terme R,(7) pour lequel on a aussi | ¢, | < ¢, donc en dési-
gnant par M la borne supérieurve de la dérivée 9+ (') dans I'inter-
valleoSas:

r r
IR, (8)] < MSE A+ < Msta'“E Ad
N o

= Me B A < sy (1) < ooy,
Tout ceci permet de conclure

Hm R(¢) =o,
t

=0

ce qui achéve la preuve du lemme énoncé plus haut.
Appliquons le lemme démontr¢ 4 la fonction

= () te=vwl,

ott p est un entier positif. Cette fonction satisfait aux conditions du
lemme pour p > 8 + 1. En effet
9(0) =1 et tro(t)=0(0) (¢-~x),
Quant aux dérivées d’ordre entier on a, pour {—<x,
ot () =0()  (AZp)
pour ASp, mais non pour i >p. Vérifions la condition relative

A o®+0(1). Posons
g=1+4L(d+1)3p.

alors
. (—1)7 M ol (w)du
(Bat) () = : _
q)o (1) 1‘(([—6—‘])‘_". ((I-—\il‘)!+a—'l
_ (—-—l)'l AR (——[)" » . ‘
===, S Ve M”_u—f- s
Or
\ y | — ‘ e \\q —0--2 l._.
a!‘[:,|_01 (0 — ) a'u’__()(l),
puisque

ablotM(u) | =00),
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vu que ¢ =p. D’autre part I'intégration par parties donne pour 7, :
x o‘c]—l\ ( u )
call — ) B~

+ (=) p»f’ 21 du
R

(—1)rl(g — 8 —)ariy=r

(o — v )3FE-d

113» - l‘(l ..l_a) O\ » A du ‘
- HE—y R ub (4 — x)y+e=v\

a

=0j( )" '*U{/(uj__)’*_'; om

Par conséquent pourd + r<<pona
!""H*si ?(E.e-l)(l) | << 1) ?\E-H\ (t) ' — O(I) (s> o).

et 'on a droit de formuler le cas particulier suivant de notre lemme :

x

soit ¥ N w, somamable (G, 8) avee la somme s, on a

stnrt\e L o
lun\ ( \) =lims3 =S8,
n

l‘ll l B n=x

=y

pour chaque entier p> ¢ + 1. On pourrait appeler le procédé de
sommation des séries divergentes & Paide des facteurs de convergence

ll N
du tyvpe (

\) le procédé de Riemaunn puisque c’est Riemann qui a
envisage le cas pamcullor p=2.

Si U'on veut envisager les ovdres non entiers on pourrait remplacer
cette définition par la définition svivante : wne série Z u,, pour

laquelle on @ '

hm\ , ’sin nt)Y: S,
b= o amd - nt

est dite sommable par le procédé de Riemann d'ordre y, bref som-

mable (R, y) avee la somme S.

Notre corollaive peat ¢tre a présent formulé ainsi : une série som-
mable par les moyennes arithmétiques d'ordre 8 Uest aussi et avec
la méme somme par le procédéde Riemannd’ordre entierp > S+1.

Journ. de Math., tome V. — Faze, I, 1926, 19
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Il est trés probable — et nous posons ici ce probléme — que la
restriction concernantl'ordre p qui doit étre entier est inutile et qu'une
série sommable (C, d) I'estaussi etavec laméme somme(R, y) pourvu
quey >p+1.

La définition du procédé de sommation (R, y) sc laisse transposer
facilement dans le domaine des intégrales divergentes : unc tnicgrale

divergente
o
f fl@)de
0
est dite sommable (R, 1) avec le somme S, st lon a

]imt—\'f a=Vf(a)(sinat)Y de =S,
=0 "

On démontre que chaque intégrale convergente — ainst que
chaque série convergente — sont sommables (R, 1), ce qui suggére
I'idée que I'inégalité y > ¢+ 1 pourrait étre remplacée aussi dans le
cas général 8 == o par I'égalité y =& + 1 en ramenant ainsi ’énoncé
du probléme posé plus haut & la forme suivante :

ProsLine. — Ese-il vraiqu'une série (intégrale ) sommable (G, 3)
Pestaussi (R, v) poury=28+1?

Quant aux intégrales divergentes on démontre facilement la propo-
sition suivante qui est entiérement analogue au corollaire de notre
lemme : une intégrale sommable (C, 8) lest aussi (R, p), si Uentier
p>8+1.

Donnons un exemple de sommation (R, vy) des intégrales diver-
gentes. Soit 0 < a < 1 et envisageons I'intégrale

f 2% cosa do (o< a <),
U
Grice au facteur cosx I'intégrale essentiellement divergente

f xt-*dx (b <a<l)
(]

devient sommable et en appliquant le procédé (G, ) avec §>1—a
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on a pours> o0

v x w0 o\ U=k ™
. B (28
l 2% gos.r de ~v lim [ (l - —) at-%cosa do == —X'(2 — a) cos e

Jo ey @

Appliquons maintenant le procédé (R, y) avecy=1:

o x .
. sttt
f @t cosa de~v lim [ &' Xcosx ——d
[\)

t=0 Yy Wt
» . ) .
.1 st e ]—snf(r— e
=lim — / I« ] ~ L( ]da:
t=0 2 Ja @
kY » -
.oou . sinu du sine e
=lim — . (1 4 *! [ — — (=) [ —_—
=0 28| ) NA « RA w* )
T (U O — (1= )2 *sinwdu
= {lim = —_—
_t=n al e w*
" d {221 “sinudu -
S G ~ -—T:(x—l)msi——l(l-—-x),
de o=t U, u a

donc

e
ar
f =% cos de v — cos - I'(2a—a)
)

§ -

et en particulier, pout « =

b

B

w

N -
— 1 /z
Vecosadewvn— =y /2.
Q 2 2

L'intérét que présente cet exemple consiste dans le fait qu’une inté-
grale sommable (G, ¢ > 1 — «) et non sommable (G, 651 — «) l'est
aussi (R, 1) : donc ici y est non seulement inférieur d & -+ 1 mais, pour
« trés petit, aussi voisin de ¢ qu'on veut en restant toujours supérieur
a8 1=v>8>1—a. Cet exemple suggére l'idée qu'une intégrale
(série) sommable (G, &) lest (R, §) pewt-dtre déja pour y > 8.

liu revenaut & notre corollaire nous 'appliquons aux séries trigo-
nométriques. Seit donc

Uy==@a, cosn.r + b, stana.
Si la série

A+ @, C08:x + b Stnd -k, ..+ @y COSAEL + by sinne 4. ..
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est sommable (C, 8), avec la somme /() on a aussi

t=n =0 . nit

*
« . O . Tsinnt}e ,
W, (2, t) = hml a“+> (ay cosne 4+ b, sinna) [\ ] =f{x)

n=t

E R N . . . [ \
pour p =1i(p)> 2 =1. Or lexpression ", (.v, ;;) u'est autre chose

que le quotient A | F,(x)], ou la fonction I9,(.t) est le résultat
de p intégrations conséculives terme i terme de la série envisagce

/ - -
. = q, cos(n.v—P—'j -+ b, sin ne — PF

Fo(o) =a,y -+ 3 \ > 2
p\t) — up! e v

nox

.

En effet on vérifie facilement que I'on a

) . ,“;t '
noeetem .o
A \ U‘( : )-I et (‘3 sin ——> )
- 2

donc
Lont e
o s -—;— !
R N\ . : .
e AP, ()] = aﬁ—}d (@, cosn—+ b, sinne) — | = v, (x‘, —;)

n=\ ";'

Ainsi lasomme f(v)d unesérie trigonométrique sommable (C, ¢)
est la pime dérivée géncéralisée de Uintégrale p-uple de la série,
. ~ N
sip=E(p)>o+1:

lim P A [ F, ()] == lim s (@) == f(2).
(=0 i

On voit que le lemme classique de Riemann (qui correspond au
cas p =2) est applicable non sealement @ur séries irigonomdétriques
convergenles (cas signalé par Riemann lui-méme), mars ausst aue
séries trigonométriques divergentes sommables (G, ¢) powr & < 1.

1l est hien possible que la restriction ¢ <1 n'est pas nécessaire et
quel’on pourrail étendre le vésultat obtenu aux sériessommables (C, 1)
ou méme (C, ¢ < 2), mais ce résultat sutfit pour notre but. |

Dans son célébre Mémoire (') M. L. IF¢jér a démontré qu’on a pour

(VY Math, Annalen, Band 38, 1gu0d.
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les séries trigonométriques sommables (G, 8 = 1) avec la somme s,
n=t

. sinnt’]*
hw { a, + (apcosna + b, sinnx) 7 =s.
t=0 -

o

Notre lemme a permis d’établir que dans ce cas particulier p =4 le
méme résultat a lien aussi pour les séries trigonométriques sommables
(C, 8 > 1) pourvu que on ait & < 3. On a par exemple

o
Oy cosnw [sinnd\t )
lim l < ¢ ) =0 (0<~l‘<‘37:)\

t=v nt
a=1

/

x

. ® - 9
vu que la série Z ncosnx est sommable (C, & > 2) avec la somme
n=1

zéro & l'intérieur de Uintervalle (o, 2%).
ST R L S .
Dans ce cas particulier de la série Z n®cosnx, on a aussi
lim

1 =gl n
n=y

*
N\ sosne (sm nt

; >d::-.o (o< <an),

comme on le vérifie facilement vu que

* .
VS(I\IIQﬁT:—g
i n T a
n=\

-

Un autre exemple particulier, celui de la série divergente

4

t
&) 0~~3—+cos\v+cosa‘v+.H+cosn.z>+..,‘

sommable (C. 8 >0) pour v =0, 2% avec zéro pour somme, donne
pour p = 2 le résultat

Ry nt
u :l

limg ) (:o (o< <<ar),
r=u

\w cosn.x k>m nt

qu’on peut du reste vérifier parle calcul direct.
La sommabilité (C,8>0) de la série (}) étant uniforme dans
l'intervalle (s, 2= — ) quelque petit que soit ¢, ce résultat est unifor-
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mément valable dans (s. 2w —¢), ce qui permet de prouver par un
raisonnement divect la sommabilité (R, 2) de la série de Fourier au
point de continuité de la fonction développée. \'u que la somamabilité
(G, ¢>0) de la série de Fouvier d’une fonction intégrable ¢ a lieu
presque partout nous en concluons & 'aide de notre corollaire que
la série de Fourier d'une fonction sommable est sommable presque
partout dans (o, 27) par le procédd de Riemann.

8. — Lemmes concernant les séries ultrasphériques.

On trouve dans ce paragraphe guatre lemmes nécessaires pour la
démonstration des théorémes énoncés dans I'lutroduction. lis se
rapportent aux séries ultvasphériques données par leurs coefficients

(1) X+ PF(e0sh) o+ 2, Pr(cosH) 4.0 (r=c0sF, 0355R)

et A la série associée suivante :

B s x b
. T s\ ¥ a2, P (cos)
(11) b (cos?) rux, l , 22 wldo— N -’L—i—(——?)
JoJo \smg VY e on(n+20)
S o2 ' PEA

Avant d’¢noncer les lemmes en question nous définissons 'opé-
ration "' suivante :

S N .
2 (o) = 0 ageas 2D,

ou
BRAN=LG+0 —2fD) + 70— 1)

et

AJEY=J0+ 0 —f(5—0).

Cette opération est lice & I'équation diftérentielle du poly-
nome ;’(cos0), qu'on peut transcrire ainsi :

(12) HmQF [P Reost) ] = n(n +22) Pl (cos9).
=

de méme que la seconde dérivée généralisée est liée & 'équation diffé-
rentielle des fonctions trigonométriques

At(cosnf)

N ——n .6
Y o =— ntcosy.

=0
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En faisant tendre A vers zéro on véduit le quotient du polynome
ultrasphérique P (cos0) par A & la fonction cosnf et 'opération Qp
a l'opération ¢-*4%,

La série associée I'(cos0) a été obtenue par l'opération inverse a
'opération lim”, et 'on a en appliquant ces deux opérations succes-

=0

sivement

(13) lim @ [ fe [ Yﬁﬂ)ﬂm)da& d?] = /().

- J sin
t=v 0“ Y 0.‘ ) .o

Nous énoncons maintenant les quatre lemmes I-I1V :

Lewye 1. — Soit f(0) continue dans un intervalle (o, B) intericur
a lintercalle (o, %) 1 st elle satisfait partout dans («, §) a la

condition
QM f(cosf)] =0  (af058),
(=0

elle 'y reduit a .
SleosD)y=A / :~d—o~ +B (2$658),

ot A ¢t B sont des constantes.

Lewwe L. — 8¢ la série (1) est sommable (G, 08< 1) en un point
intéricur 0 — (0 <0 < =) — avee la somine f(cos0)on a en ce point
lim Q[ F(cos8)] = f(cosh).

t=u -
Lesve UL, — Sele coefficient a, du terme général de la série (1)
satisfait & la condition a, = o (n'71), alors on a

hm é‘_[f_(_gf_e_)l =0

=9
partout & Lintérieur de Uintervalle (o, ©).
Lenue IV. — Soit f (&) une fonction bornée a Uintérieur de Uin-
1

> "_'. . 3
tervalle (— x, + 1) el telle que le produit (1 — &) *| f(x)|est inte-
grable dans (—1, + 1). Les cocfficients ultrasphériques de Fourier
de cetle fonction @, sont de Lordre de o(n) :

n=wh 1
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Les lemmes 1-III généralisent les lemmes classiques de Schwarz et
o]
de Riemann concernant les séries trigonométriques et qui sont du
reste leurs cas limites pour A —~o, vu que l'opération lim Q;*' donne &
t=o

la limite pour A = o la dérivée seconde généralisée.

Pour démontrer le lemme 1 il suffit de considérer Ia fonction auxi-
liaire
sin®y

v R

0 0 .3
b (0)=r(6) + a)./ F(@)coto do —+ 31[ Sy dy

pour laquelle I'hypothése
lim Q[ £(8)] = o0

entraine, comme il est facile de vérifier,

lim —=o.

r=o

En appliquant a la fonction 4 (0) Ie lemme de Schwarz on voit
qu'elle posséde dans («,8) les deux dérivées premitres continues;
V' (9) est constante pour a 023 et 47(0) est identiquement nulle. On
en conclut la continuité de f'(0) et f(0) dans (x, 3), ce qui entraine

Wm QA ST =f"(5) + 2keotd f1(9) =o.
t=0Q

L’intégration de cette équation différenticlle prouve le lemme 1.

La démonstration du lemme 1I est basée sur la formule approxi-
mative (g) du paragraphe L. Les ditférences du produit de deux fone-
tions A(f3) et A* (f) qui entrent dans l'opération Q'*' peuvent étre
écrites ainsi :

A (fo) = J(= +t)‘;‘./(<v— 1)49 - 9(&:+t)—:9(x—l) AL,

b ) .\,(fo) _ Jla +a28)+ 2fi(‘r) + f(a —2?) A%
o(r +28) +29(2) + q(x——at)&f

I
+ -AfAdo +
U 3

Avant d’appliquer l'opération @ & la somme F (cos0) de la
série (11), qui converge absolument & l'intérieur de I'intervalle (o, %)
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et uniformément pour ¢S0Sm—z¢, (¢ 0), si la série (11) est sup-
posée sommable (C,8 < 1), nous allons indiquer une relation entre

Ql(asin0)»1 d(6)] et QH[D(H)],

ot I'opération €, est le cas particulier pour A = — 1 de l'opéra-
tion Q " ;

BLf(0)] = ﬁ’%?@l-.acow%@.

On vérifie facilement a 1'aide de (14) que 'on a, pour une fonc-
tion ® (0) possédant la dérivée &' (0),

(13) Hm@Q[(asin0) 1 d(0)]
(=v

PN

= (2sinG) lim QPO [W(9)] — =7 |1+ (1—1) cos?0] (2 sin§) 1 P(6).
=0 : : sty

La sommabilité (C, ¢ < 1) de (1) entraine

2, P (cos6,) = o(nd)
ou bien, vu que _
P (cos0,) == O(nb-1):

Ay = 0(“64—1- -7\)’

ce qui assure la convergence de la série (11) dérivée terme  terme,

O

donc I’existence deladérivée ‘—;—lg aux points de la sommabilité (C,8 < 1)
de (1). On peut par conséquent y appliquer la relation (15), d’ou
(16) lill\:?Q,[(asilIO))‘+‘l*‘(cosO)]

=(a2sin g+ lli_l‘z:).Q‘“ [F{cos8)] -:\i—:—-;'-e— [r++(1—1)cos? 0] (25in6)*+! F (cosb).

On voit qu'il suffit de calculer

lim Q[ (2sinf)*! F¢cos0)]

(=0

pour connaitre lim Q' [ F (cos0)], donc pour prouver le lemme II.

t=o

Or la formule (g) donne

(2sin§)+ P (cos ) =2 AP—1 [Q‘}N( 6) + (:,i@)\))_’],

Journ, de Math., tome V. — Fasc. 1I, 19206, 20
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on
AMi—1)

QNM(9) =asinbcosw, — ——-—
(9) ' YA —1

N SIN W,y

2 . . ,
avec w, = (n + A)0 — —? La fonction sin0.r, (0) cst bornée

dans (o, =), donc r,(0) bornée a I'intérieur de I'intervalle.
Posons pour simplifier Pécriture
1, AY-V=8,=o(n?) (d<1)
R A
A(0) = (2sind) ' @ [ [ (3]—23> dy dg.

i sing

ainsi que

Avec ces notations on a, f(cosl) désignant la somme de la
série (1) sommable (C,8 < 1),

(2sin@)* t fcosh) ~ (asinf) cxu-G-E B, O (T) + \‘ B ! ,.(93

()

n=1 n=t

ainsi que

\:‘ 3n (\):‘:“ ( 9) {‘ lsn "n (9)

L’_-”——'\_'_— - < e
aed 12(0 A 21) A n(n-ak) (n-+ k)
h=1

n=i

= A, (0) —5,(0) — 5,(9).

(asind) ' F(cosl) = A,(9)—

Lin appliquant (15) & la fonction A,(0) on obtient eu égard & (13)
(17) HmQ[A,(9)] = (2sind)* ' qy— 2—(—%[! + (1—3) cos* 4]\, (9).

La série 5,(0) converge absolument et uniformément dans tout
intervalle intéricur & (o, =) et, vu que

7 (9)  (asinf) ;"L"i\,"‘(cosﬁ

. _— _— )I\
(n—+ 4 9 ..\(,;I-——l) Q9

N

on obtient, en appliquant & la fonction (2sin 0)*'. P (cos0) la
relation (15)
. '(_) ) "::(0)
E:‘: (2
N pas
— (asinO ’ lim [P (c0s0)] —
aAfe-v (=

? 1l
a2 Q!

da®

e 0[1 + (t—4) cos*§] l""(0050)§

Q-
+ 2 cotf P
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On en déduit, aprés des réductions évidentes et en s’appuyant
sur (12),

(18) th.,[ 2 (9) ]

r=0  L(r4+2)? ]
=~—n(n +2))( "_‘_*(_ )\))2 + (2 — 1)Q")(6)
det Nk —
A (oo EROL ! Pileent) | 2otk 3h

COStpe
m\,}"“ sin{ "

Ce résultat nous montre que la série, qu'on obtient en appliquant

a la série S,(0) Popération ), terme A terme et en passant ensuite 4
la limite pour / = o, converge aussi absolument dans tout intervalle
intéricur & l'intervalle (o, =). Donc, étant donné que dans I'énoncé du
lemme le point 0 est intérieur & l'intervalle (o,m), on en déduit la

possibilité d'intervertir les snones\ et lim dans le calcul de la limite

t=20
n.—:l

lim ©,[8,(0)].

Par conséquent on obtient en multipliant les deux membres de (18)

——% ___etensommantdern = 1 jusqu'a n = oo
par "("_H)\)et somma I jusqu'a 0

i LN b f\ n (8
('9) llm S (O] = (M- )}-l f n\—i-(l /)) }d ?/c ;—(7\)2

+ a(a +.7\—7\‘3) \Iw B, cos,
sin{ - n(n—+2))

n-z1

7):",; [1-+ (1 —2) cos?8] [(a sin 0)) F(cos 0) — A, (6)].

Passons maintenant & la série

o Ba Qi (0)
5:(9)= ;\dn(n—{—a?\)
azz1
On a, pour ¢ 5 o,

-«

?2:[5,(0)]: Em{%:—;ﬂﬁ‘[z Siﬂecos&)n]
n=\

£

\Y ﬁn )\(7\-——1)
_2‘ YTy, gy w 9, [sinp—q]

n=1

= o (t)—oa(t).
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En appliquant (14) on calcule facilement I'expression suivante
de—ﬂ,[z sin0 cos w,] :

(20) L [2sinfcosw,]

. t
sin(n + %) -
. t by
=——n(n+27.)asm6<:osm,,cos’; —_—
n+1)-
CRr
. 'k
. sin(n + 1)~
asin § cosw, { Atcos? = | ——m ——=
2 (n+))-t
-+ 1) -
Tl
sin —

2 ~ TIY
+cos*(n+)\): - ——-2cos[(n—|~/.)t]—l—;-

\

tcost-— st

sint¢
g oS cOs [n+2)¢t] —

+ 4 cosOsinw, sin{(n + 1).¢]

bJ

li
ainsi que ,
Lonh—1 )2
s — ¢
(21)  Qfsivw,_]=—n(n+ 22)sinw, 4 7:7-——1;_
L '). -
L —1 )
sin ——_—*—-'—--——— 1T
— (2 —1) sinw, | ————
( ) SN, Ry
) 2

sin{(n +2—1)¢]
(Rn+1—u)t

—a(n+h—1){ cotdcosm, ,

.nh—1 T2
sin —
2

— sinw,_,

| iph . _ B
En multipliant les deux membres de (20) par A et en

sommant de n = 1 jusqu'd n =0, on obtient &,(?) sous la forme de
quatreséries quicorrespondent aux quatre termes du second membre.
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Pour ¢ fixe toutes ces séries convergent absolument et uniformément
dans (x,3), mais on s'apercoit que I'hypothése de la sommabilité
(G, 8<1) de la série (1), qui entraine B, = o (#?), assure cette conver-
gence absolue et uniforme pour les deux de ces quatre séries méme a
la limite £ = 0. Quant aux deux autres qui correspondent au premier
et au dernier terme du second membre de (20), & savoir

. n+A T
. » sin 3
. ul Py
— asin 6) Bacosw, | ——
Al n - A
n=1 2 t

et

/‘tcost— sin¢ g B sinw, sin(n 4+ )¢
' e i n(n -+ 2k)

nzea

’

la dernicre converge aussi absolument et uniformément et sa somme

. tcost — sint .
est nulle pour /=0 puisque le factenr ——;——tend vers zéro

avec ¢ et & l'autre nous appliquons le corollaire de notre lemme du
paragraphe £ en y posant p ==2.
Lin effet la sommabilité (C,8< 1) de la série

~ @l
% (9) N}_' By cOSp

s

dont nous désignons la somme par ;(0), est la condition nécessaire
de la sommabilité (C, < 1) de la série (1), ce qui permet de conclure

. .on--h R
'\ sin ¢
lim { —2sind » B, cosaw, | 7 =—25sin83 ()
P )] {
=) n =424
n=:y ¢
2

pour tout point intérieur 0, ot la série (1) est sommable (C,8<1).
En passant 4 la limite ¢= o dans I'expression en question de la
fonction a,(¢), on obtient par conséquent

. . 4 ~ Bacosw,
—_ & —
(22) }i‘;a’(t)— 25t 0%, (0) sin 0 & n(n+21)

n=t

. ? 1‘ ﬁn
— (=) Yo

n=\

asinfcoswp.
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Passons maintenant au calcul de la limite lim ¢,(¢). En multipliant

=0

les deux membres de (21) par

7\()\"‘1) ﬁn
n—4X—1 n{n-2%)

et en sommant de 2 = 1 jusqu'a n = w, on obtient 5,(¢) sous la forme
de trois séries qui correspondent aux trois termes du second membre

de (21). La somme de la premiére
.on--h—1 )
= . S —————— ¢
O B stnw, _

e A4 D -1 Il+)\~——lt

n=l
2

en vertu de notre lemme du paragraphe 2 tend pour {—o vers la
somme 3,(0) de la série

:ﬁ,,smm,, .
Ie(0) v }d Nt A—1

qui est sommable (G,0<1) grice & la sommabilité (C,8< 1) de la
série (1) :

. T
sm(n-{—l—l): 2

lim { — A2 — |)$‘ Businw, .

= i A —1 ¢
= n==1 (ll —{—)u—-*l)-; S

=2 —1) 5,(0).

Les deux autres séries qui entrent dans ¢,(¢) convergent absolu-
ment et uniformément aussi a la limite { = o. Donc on a

(23) %m‘xbm(t)—— (7\-—1)3\, (9)— (A —l)a:in(nii‘z).) )\()\,;_l);l_n:m'”l

n=i1

_2)\(7\-—1)211(”_'_ ) [cotfcosw,—y— sinw,-,].

n=1

Or,
lim Q,[S;(8)]=lim o, () — lim o, (1)
1=0 1=0 =1

et (22) et (23) nous donnent
lim Q,[S,(0)]=~[2sin8F,(8) —A(A —1) %, (9)]

__()\2_1)2:‘ B Q',;’"(G) . 3(2'*‘7‘—)\”5: B, cosw,

n{n-=ak) sin6 n(n+ak)
=1

nai
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Le premier terme du second membre est la somme de la séric
sommable (C,8<1)

*®

. « \' "~HHO, ‘i N
a smO}d B cosw, — A(A — 1)‘\_‘ %ﬂ—i—ll Z B, Q. (0).

nusy n=1 n=1

Désignons cette somme par Q (0)

Q) ~ X B 0 (0).
nel

Plus haut on a vu que

ol di — (9 si Dt 3 N \“13""(_0_)
(28in0)' fcosd) = (asin0) o, + () }-_‘(n_k)\)a
n=
f(cosl) désignant la somme de la série (1), sommable (C, 8 < 1). Par
conséquent on a définitivement

(20) !nnni_l,[bl(ﬁ)] = (2sin0) [&,—f(cos0)] —}—E ('31'; _:_(7%2
— )\w 3, Q) (J) 2 (2 h—12) \rH B, cosw,

a-in(n-i— 2 by sind i (- 20)

n

Vu que

lnnSZ,]()unO))“l' co ]"‘llm QA 9) ]—lnn Q8 (7)]—Inn QS.(9)],

on obtient, en retranchant (19) ct (24) de (17),
lim Q] (25in0)" ' F(cos0))
toon

= (asin0)**' f(cosf) — L s [ U (1 —24) cos? @] (2sin )" ¥ (cos0),

ce qui prouve le lemme [ cu égard & (16).

Passons maintenant i la démonstration du lemme 1L qui suppose
a, = o(n'"*), donc B, = o(x). Les calculs sont les mémes que dans la
démoustration du lemme {l et 'on s’appuie sur le second lemme de
Riemann relatif aux séries trigonométriques & coefficients tendant vers
zéro. Vu que 8, =o0(1) on ¢tablit facilement i I'aide de (14) la rela-
tion

(2 sin0)+ lim A¢ '(cos0) = lim A[(2sin0) I'( cos0)) .

r=0 ¢ (=v ¢
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Ensuite grice & la continuité de I(cos0), on a

A (s 9V Fieosd . .. )
lim ~——l—(—-———(—-~—(——:—l[- Inn ! I! asin ) FeosDH
=0

par conséquent pour démontrer le lemme I il suffit de prouver que
lona
l/im‘: C (2 sin ) (cox )] ! = o

On a décomposé plus haut la fonction sous le signe Q, en trois
parties
(2sin ) VI eoss) == A (1) -~ 3 (Y) — Sa(9)

dont la premicre A, (0) posstde la dérivée seconde partout & l'inté-
rieur de (o, =) @ donc 1l suffit d’établir que Uon ait

lun g QS (N)] 1= lun‘(/.’ REE
pour prouver le lemme LI L'hypothése que Ia série (1) est sommable
((3. 3< 1) wintervient dans la preuve du lemme 1l que pour
et Pexistence de la limite hm&l,] A

est déduite uni-

{==v
quemcnt de ]d condition 3,- o(n”). Douc pour 3, - 0(1) cette limite
existe a fortiord et on a par conséquent

lm e8] 8,09 ] - <o,
Lo

Avant de calculer lim} 7. Q,|S,(0)]! nous observous que I'hypo-
[

thése B, = o(1) permet d’appliquer le second lemme de Riemann aux
séries trigonométriques

V' N n 23, sinm,
3 ) Bacosam, el N (LD En e
'l+7 —\ 1 h—1) nA A 1
”"‘ n 1
ce qui nous donnce
( Mk 7 :
s -
. - .
t\ 5, COS G — —
I aad el >Wu Il + ) A

n.ood

(23) lim ?

2
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ainsi que

Lon-RA—0 TP
. B sinw s a ¢
. . O B s b
(ab) IR Y < e =u.
roon | e - — " h—1
ncd _———-‘“ t

Ouna

ES, ()] =t (1) — taoy(t)
et l'expression de . 5,(¢) déduite de (20) tend vers zéro avec ¢, vu que
I'hypothése §,= o(n®) — et 8, =0(1) a fortiori — assure la conver-
gence absolue et uniforme aussi i la limite ¢ = o de trois des quatre
séries formant Pexpression de o,(¢): quant & la premiére, on a pour
elle le résultat (23), st 3, = o(x). Donc

hm{te (&)]=o.
o

De méme pour ¢9,(1) : de trois séries formant 'expression de o, (¢)
on a pour la premiére le résultat (26) et les deux autres convergent
absolument et uniformément aussi pour 7 = o. Doune

W [ tag(8) ]| =0
I

et la preuve du lemme U1 est achevée,

I nous veste & démontrer le lemme LV, Le coeflicient ultrasphérique
de Kourier de la fonction f(&) — @ — s'exprime ainsi :
AT V) L(_Ef‘)ﬁ.l_tﬂ_.'_’_‘i',l} / “ f(cos9) Py (cosd) sin®0 9,
n -k l(‘:\‘k‘: _‘_)\> U(nar)y [} ° n

u

et I'on a & démontrer

. 1 B N .
lim N / Jeosd) 0 (cos D) sin o ol = o.

AR
oo Ay a

La fonction f(cos0) est supposée &tre bornée & Uintérieur de (o, =)
et le produit f(cos0). sin?*0 absolument intégrabledans cet intervalle.
Pav conséquent étant donnée une (uantité s positive et fixe mais arbi-
trairement petite, on peut choisir un v assez petit pour avoir

Y| . G
/ | /(cos9) | sin®h o5 < : et |/ (cos9) | sinthd ol <

[

1o

(454

Vi -

Journ. de Math., tome V. — Fase, 11, 1996, 21
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Onapourollsx ‘
l p‘/:‘\(cosg) l ;\”2}\ v
et dans 'expression

M A" an
oy s 1 *
[ SlcosD) P (cosd) sin®§ el == -—-—\ -+ / - ’ l
l\('i><\ o ‘.\!;I\ K (&\‘ e Ja |
Tl 4+ &y -+ 133
§

[ ]

) ainsi que La]

ve
L= ]

Dans lintervalle (v, © — n) la fonction f(cos0) est bornde. Soit M
la borne supérieare de sa valeur ehsolue | /(cos0)| pour 305w —x.
L’inégalité de Schwarz nous doune

RN
. 1

Vol 5 —— / LALeos D) | sinb o] 1 (coss) | sint b oly
t‘\,; r=ty

AT . 32

L f L/'(cos-’))|’\~iu’)~‘}elijx/ [l‘,}(ms’z)]‘-‘siu’“}d{';
n

i/

2 p=- 10
Alul 2“0

R

l

MVE AR,
MVE | / (n-+ I)S)“SUI‘)’(J)P({J ~

AlRn—
A

M= (4} ‘(.l

A

1wrs.

vu que d’aprés le paragraphe Lsin®0. P} (cos0) =(n +1)*'.11,"(0), ot
la fonction H{'(0) est bornée daus (1, = — %) quelque petit que soit
fixe. Donc définiivement

l\ ( )
(n -+ .)>

.
] < -

bn Niny)

O:l 7]

pour n suffisamment grand et le lemame 1V est démontré.

Les lemmes démontrés suftisent pour notre but qui est 'étude de
Punicité des séries ultrasphériques convergentes ou sommables
(G,8 < 1), mais si I'on voulait étendre I'étude de I'unicité sur les
séries ultrasphériques sommables (G, ¢ 1), on pourrait se servir de
la méme méthode que celle employée dans ce Mémoire en s’appuyant
sur les séries auxiliaives obtenues en partant de la série (11) par le
méme procédé que celui par lequel on I'a déduite de la série (1). On
aurait ainsi & s'appuyer sur le corollaire de notre lemme du para-
graphe 2 qui dit que la somme f(@) d'une série trigonométrique
sommable (G, 8) est la pitwe dérivie géndralisée del'intégrale p-uple de
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laséric trigonométriquesi p = E(p) > ¢ + 1, p étant paiv—p = 2p,.
La méme opération Q" interviendrait mais répétée p, fois de suite,
si @ est compris entre 2p, — 1 ¢t 2p, + 1.

Supposons par exemple la série (1) sommable (C, 8), ot & est
compris entre 1 et 3 : 138 < 3. On s’appuie alors sur les lemmes sui-
vants, dont la démonstration suit les mémes lignes que celles des
lemmes [ et 11, Ia formule approximative (8) ¢tant remplacée par la
formule plus précise (7) avec N =4

Lewne 1 bis. — S7 la série (1) est sommable (C, 6 < 3) en un point
intéreeur 0 = 0,(0 < 0, < w) avee la somune f(cosd,) on a

m G 4 (c0s,)] = f(cosh,),
"

on
: Y Fsinsind a, PM{cos)
Y (Cos ) = J‘.\ [ [ ] (Z———i> duds dY do +y _Lﬁ__(____z
"= = Jx = s ¢ Sl\\C? n*(n_‘_z)\)
ot

GHZ() =9 [N

Lowwe Ubis. — St une fonetion f(0) dont la déricée seconde f7(0)
est continue dans un iniervalle (a, B) intéricur a Uintervalle (o, ©),
satisfait partout dans («, B) a la condition

lim G {f(] =0 (2378),

elle 'y iéduil a

? siny
S sIne (Slll?) ‘qu)

v

f(a)_—_x\fn f? /k sy ) dodpdy+ B

"l"\
o>
.:.|;|\

Py

0
)
+C/ —— D,
Jz sinto

q

ot A, B, C et D sont des constantes.

Le dernier lemme 1 bis généralise le lemme de M. M. Riesz (') qui
est du reste le cas particulier de I bis pour A =o.

A la fin de ce paragraphe nous démontrerons une formule générale
qui est le corollaire des lemmes [-III et qui est fondamentale pour
I'étude de I'unicité des séries ultrasphériques.

(Y)Y Math. dnnalen, Band 71, 191t, p. 65.
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Envisageons d’apord le cas de la sommabilité (G, 8 <1) de la
série (1) avec la somme f(cos0) partout dans Pintervalle (z, 3),
intérieur & 'ntervalle (o, =). Appliquous & la série (1) le lemme 1 qui
donne

lim 2 [F(cos9)]=f{cosd) (xx9=3).
[
Or
. ; O ESTIVARE ] .
(13) lim Q@ f / _f’(cosz})(—ir_:/ db dy = f(cos?)
t=90 = on s J

\

3]

aussi et par constquent U'lypothése de la sommabilité (€, ¢ <1) de la
série (1) avec la somme /(cos0) partout dans (%, 3) entraine
\lllu

0
)" \ J s9) — \\,, ‘::
}l}l})‘ ' F(cos9) /_ / Sfcosd) ( e J\) dd dy 0.

.

\

En appliquant maintenant le lemme L nous en concluons

N
F(cosO)—-[ [ mow)k\"“) Ay g+ A [ 'J + B,
Veoosindhg

o A et B sont constantes dans (x, 3). Si la série (1) est som-
mable (G, ¢ < 1) partowd A 'intérieur de 'intervalle (o, =) les deux
nombres -\ et B sont constants pour o < 0 < =,

Supposons maintenant que la série (1) converge dans (o, =) sauf
les points frontiéres 0 = o, = et un ensemble réductible L, des points
intérieurs £, Dans chacun des intervalles partiels séparant deux points
de l’ensemble E, qui lui servent de points frontiéres la fonction F (cos0)
est de la méme forme :

W0

W0 ol N
(27) F(coso)zf '[f(ms-;)(}}l‘%)kd@dgﬁ-:\/

42 g

sinty

mais les constantes \ et B peuvent éire différentes de deux cotés du
point £. Or on démontre qu'il n'en est rien et que dans I'hypothése de
la convergence de la sévie (1) A et B sont constants dans tout
I'intervalle (o, =) malgré la présence de 'ensemble des points Z. En
effet la condition nécessaire de la convergence de la série (1) en un
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point intérieur 0 = 0, ‘

lim o, P (cos9,) =0
entraine «,=o(n'), vu que P¥(cosl,)=O[Al™"]. Donc le
lemme II1 est applicable et la fonction continue I¥ (cos0) satisfait an
point £ & la condition

r=o ¢

Appliquons cette conclusion a la forme (27) de IF(cosf) en
supposant que les constantes \ et B sont différentes pour 0 S et 022,
Soient A’ et B’ ces constantes pour H2% et A” et B” pour 0<%, Un
calcul facile donne

lim A*F(ensz) A=A

— T N b ]
/- 4 (sin )=

donc A”== \'. Maintenant les deux expressions de I' (cost) donnent,
vu que [F(cosO) est continue au point 0 = £, aussi B'=DB". Ainsi
I'ensemble K, ne change rien et la formule (27) reste valable avec
les mémes constantes A et B dans tout intervalle (o, =). En
posantz = cos0, " = cos9 et & = cosy, nous I'écrivons ainsi :

S fdude e

A N

(8) Fley=[

. o 5ot st
R e e

4. — Séries trigonométriques sommables (C, 0 <1).

Supposons que la série trigonométrique

(29) oy + &y oS + B sinw 4. . . 4-x,cosnz + Bysinna ...

soit sommable (C, ¢ < 1) avee la somme f(x) partout dans (o, 2%),
sauf un seul point £, ot elle oscille sans étre sommable (C, ¢ <1) ou
bien n’a pas pour somme f(£), en étant sommable (C, ¢ <1), ou
enfin diverge essentiellement, mais avec s.(£) = o(n). Notre lemme
du paragraphe 2 permet de conclure

L ATF(a)

lim -——F(-— =/f(x)

t==0



162 KOGBETLIANTZ.

partoul dans (o, 2%), sauf le point w = £, () ¢tant la somme de la

y .
serie
S g a N
F( ) Ky U \1 Xy COR N - :),, RN
€)= ) -
2 el "=
ne=1

qui converge absolument el uniformément dans (o, 27). vu que
2, =o(n), ainsi que 8, = o(n®)avec & < 1. Donc ona

. Sl A+ B pour ool
F(a) = / / Slaydudt -+

ooy A+ B pour Iraman

Yoyons quelles conclusions neus pouvons eun tirer pour l'uuicité
vies trigonométriques sommables (G, & < 1). Nous avons

X
.
v

des s¢

& vt @t
— === ’ F(e)—x, - l cos e da,
n- 7'." . i O 1

ainsi que

- o

3 (O @l
— 2o - () — 2, sinnedae:
S ot v
n- i 2

par conséquent

@

N AR 1‘.3:1) = / \ l\l‘\ 3(\\‘:.' ‘ U.'t Vet e
A - .
B RE W7 ARl
i ({, l‘l (J ) - 1“?_' -—[{.,t': N
EERD S detne av
= (( d \‘—%h— ‘/“ .I,. L Feee) = x| e ddt
3 , , dc:‘n::) T . ;deiaw
- N+ Bhyd S8 A e B _
\ / (Vo B S r.;i (Ve W (0 \
ou bien
At Ni ez a3 t
", 03, = |inent l / Lfi) = x| dadt -~ ’ dentn ’ | £ie) = x| e
va v Y (Y [NIRY

+ 1[ Iil‘ ("A"'P(:\'.t' 4 h\ i‘__,\" I ,1&()':"-“)
DA

| E3n RS

4= i et (N e B T AT /

({ U.m.«‘ )

it e

== e (VIR i — A e )
A in(2n A"+ B — i et AT 5 BY— AT — e )

kTS 4
+ in [ [ [S(u)—ety] dedt -— /
o o AU

Ry a=
v W3R

[fa) — a, ] du + / S(0) eins dee.

A\
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Or, vu que F'(.r) est continue pour £ = %, on a

AI+B=A"I+18,

" .l'& R R . .
et d’autre part, la fonction F() —«, - étant la somme d’une série

convergente absolument et uniformément dans (v, 2%) extrémités
comprises, on doit avoir
Ry ¢

R=Fo = Flag) — 2z, %= / / [fl) — g )dudt + an\"+ B,

ve 2

En vertu de ces deux relations le terme en in dans I'expression
de =2, + 3,) disparait de lui-méme et 'on aboutit & la formule
suivante :

.=
e

b AT
2, + 03N =T — / L da -+ N = X (= \eindp / J{e) e da
o

AR

qui donue

e
B
(30l

Ny . AT
j\«)duJ + A =N+ N —\)ecosnd + / Jl) cosnwde.
LS

o -

/ 23.= V- ) sl , ‘ J()smnaedae.

.
\ v

Suppesons que la série (29) est sommable (C, < 1) avec la
somme /(.r) o, alors la condition que pour w =% elle ne doit
diverger-essentiellement qu'avec s,(%) =o(n) n'est pas satisfaite,
st A== L Dong, o la série (29) pour .« = £ oscille ou diverge essen-
tiellement avec s,(3) = o(n), on a nécessairement A= A" et B'= B~
aussi.vu que A'I 4+ B'= A"Z + B". En outve 2, = o puisque autrement

on aurail eu 2,== 22, et la série zzo; l; -i—}: cosn.c2 ne serail pas
{ n=1

sommable {C, ¢ < 1) avec la somme zéra pour & = o ou bien v =2z,

Pav conséquent Pexistence d'un point exceptionnel £ ne détruit pas

Tunicité sous les conditions formulées plus haut et le théoréme suivant

est démontred :

S la série trigononiétrigue (29) est sommable (G, $ < 1) avec
la somme zéro partout dans (0, 27) sauf un ensemble réductible de
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points &, ot elle oscille sans étre sommable (C, 3 <1) ou bien n'a
pas pour somme séro, ow enfin dicerge essenticllement avec
52(5) = o(n), tous ses coefficients sont ideatiquement nuls.

Si f(@) = o les formules (30) démontrent que la différence de la
série (29) et de la série I'ourier de sa somme f(.v) — la série {29)
étant sommable (C, 0 < 1) — se réduit nécessairement aux séries du
type

(;\}'—-:\;)‘\:‘ cos e (@ — 3 (0 < I axw)

n- £
et a la série
\ ) t e AR\ - :
l an Aa\.—- :E,/“ ) da "%L(’\i—— AD 3 }dc(\s nx,
13 RS

qui divergent essentiellement avec lim = >0 aux points ¥ =F; et
£ = 0. 27 respectivement.

Supposons maintenant /(.v) absolument intégrable dans (o,2%).
1l est facile de démontrer que la #™*" somme pactielle de sa série de

I

Fourier — s;"'(.v) — est au plus de l'ordre de o(n)

nor N

S e) = ogn),
quel que soit le point .. Ln effet

R N7 o |
a2m 3 —— (& — u)

SO(2) = — / ) AT dit =

-
2 Nl
——

sin LY “ o AR

=1, 4 1 “+ I3

Ona

|4]=0 |-l: / ]I‘\u)]({u]‘:O(l)‘
ainsl que
ESE=EUTAN
tandis que

AT

|l}|::0§(n+l)/ [j'(u)[du%:o(n),

L)
d’oti le résultat cherché.
D’aprés Phypothése, la somme partielle 5,(%;) de la série (29) en un
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point . =%; de I'ensemble L; est aussi au plus de l'ordre de o(n),
tandis que les 2" sommes partielles des séries du type

(A= AD N cosn(e—%)  (kx£0)
n=t

ainsi que celle de la série

2 cOs nw
n=1
sont toutes finies pour & =%, st k=% 7. Au contraire celle de la série
n ' Y -
(A — A\i)‘,\a cos n(&r—3;)

n=1
est égale & n(A — \}) pour .« =%, et 'on aboutit & I'égalité suivante:
70 (3) =87 (E) + a (N — A + O(u).

Vu que 5,(%)=o(n) et 5 (5)=o0(n), on en déduit que I'on a
nécessairement A;= A ; et cela a lieu pour chaque point %; de I'en-
semble E;.

Pav conséquent malgré la présence de l’ensemble F;1a fonction F(x)

s'exprime par la formule
?

I"(.r)-:./ / J(w)ydudt+ Aax +B,

AU )

ot A et B sont constants dans (o

,27) et les coefficients «, et 8,
s'expriment ainsi :

I W3R
1 1
Ay= — / f(u)cosnudu—%—a[an-- i / f(u)d«],
- T R
J(u)sinuda,
Envisageons enfin la série (29) pour & = 0. On a daus ce cas

ot.\——;l:/- f(u)a’u‘l.
B TJy R

Vu que 5,(0) =o(n) ainsi que s\ (0) =o(n), on en déduit que la
Journ. de Math., tome V.— Fasc. 11, 1926, 22

gu(0) = s (0) + (2an +1)
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constante que multiplie 22 + 1 est nulle et

_a“f Ju) du,

ce qui achéve la preuve du théoréme suivant :

St la série trigonométrique (20) est sommable (C, 8 < 1) avee
la somme f ( v) partout dans (0,27) sauf un ensemble réductible ¥
des points £, oit elle w'a pas pour somme f(%) ou bien oscille sans
étre sommable (C, 8) ou enfin diverge essentiellement mais asee

lim 222! ‘"( )

R

somme j(.v) pourcu que la fonction () sottabsolument intégrable
dans {0,27).

), elle est la série trigonomditrique de Fourier de sa

L’existence des séries divergentes bien connues

1 .
(_)f\.)'-; S COSW H- COS AL . COS R L (r=o.a%)
et

1 - - . .
O~ s heos(e =) teosal—) +. o +eosa(e = D) . (r=2)

explique la nécessité de 'hypothése que la série (209) oseille aux

2)
points 2= £, ou bien que, si elle diverge essentiellement, lim == "( =0

n=x

dans les énoncés de deux théorémes démontres.

5. — Séries ultrasphériques convergentes.

Dans ce paragraphe nous démontrons les deux théorémes L et 1l
qui établissent I'unicité des développements ultrasphériques conver-
gents partout & 'intérieur de I'intervalle (— 1, + 1) sauf un ensemble
réductible des points intérieurs £.

Soit donc

(I) Ay - Ay l’;’“(\l\) - Lo ]); (.l’) R ol ');Z"(¢I?) e

une série ultrasphérique convergente pour — 1< . <+ 1 sauf les
points d'un ensemble réductible E,. Supposons que sa somme f'(x)
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est identiquement nulle : /'(.x)==0. Formons la série auxiliaire

’ o © du S % PR ()
(v1) . l(cl)_.o!o‘[ Y [y *‘Z n(n+27\),
0 (l—l“‘)“’ Vo (l——ll’)"' n==

qui converge uniformément dans 'intervalle (¢ —1, 1 —¢). D’aprés
la formule (28) du paragraphe 5 on a pour —1 < v <t

du B

F(e)=A / —
Ty £ :+I‘
(1 — a*)
et
dF A

de

1 .
-+ h
(1— w®)?

Grice & la convergence de la série (1) on a &, = o (n'~*) et d’autre
part on sait que pour —xS.rS1o0na

(1— )2 P (2) = O (1);

! {u dt
/ [‘ '(‘u t —

At
t M l‘
Y — = &)
n

donc la série

(31) (l——.l‘g)éZF(\l‘)~au

S —

x - -~
N Zn (= P ()
n(ne 4 2))

nt o=

converge uniformément pour — 1521, En la multipliant par

o1
(r—at) T PP (x)de

et en intégrant de —1 & + 1, on trouve le résultat suivant :

(32)

1IN
PG aapen [P de
_ o) PR(w) de

() n(n+20)(n+0) " J_, (1——-x’)‘;_)\

olt nous avons posé¢

F(2) — a, /«-r {" ld[f de — =y ().

Joo. (Y [
O () T = 2
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L'équation ditférentielle du polynome ultrasphérique P‘,}’(‘v)
s'écrit :

-t d | 1
—n(n42k) (-—at) P (e)= -

A thdPi
1.1,‘]([ &)

de )

Elle permet de simplifier la formule (32) et de la mettre sous la
forme suivante:

r <i> r (l -+ )ﬁ
2 3 I Y ST

TQ) nn "

Y [ :
ﬂ Lol |

L 2)3 .
__j" y(.z.)(ll(l &£%) de

‘_,;“,‘ AN EERY T | !_‘A;A \
iz I B{e) (1— a2 :[all_:_l ‘ __j (1 — @) %(1["‘”
@ | " )

no-

La partie mtégrée est nulle puisque la fonction
bor]

(1= 1) 4 ()

est finic pour @ = == 1, étant la somme de la série (31) qui converge
uniformément dans (—1, + 1). Eusuite

! 3 1 . k) At
'_‘~&‘:;"f_1_¢~_‘__.-:§""“_{£__ / ___“i("_‘__ﬂ
(1 =) de = ) de a"» Lt ‘1)5 A
1— a?)?
= \-——ot“j du -
. (1 —u?)
et 'on obtient
r (-‘-)l‘(»‘- —|-)\>
2, 3 /] ® g
') Rk
et A .
=/ [“vf ——h‘—_“*\] dPRi(x)
i =)
. b dll 1 T ‘)‘,}“ 2 ({.'
S T T
Chmep Tt e

La partie non intégrée est nulle, va que n21, et Pon a, eu égard &

PR() = (1) P (=) = A
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et &

/‘" du ! de 1 {‘""' du . r <-l;) r(:: +k\)

- LT I'(a)

)

L_ow o2

"“'(l——u’)g—l i—w)t U (=)
le résultat définitif suivant :
a= () o, 0 LD Cgey) (a2
: 2 A O e/ .
( 1(:)1\;-”)

Oron doit avoir x, = o(n'-}), ce qui exige que le coefficientde 2 + X
dans le second membre s’annule quelle que soit la parité de . Donc il
est nécessaire que 'on ait

AN=a,= o,
ce qui entraine
Ap== 0 (R==1, 2,3, ..y @)

Aiusi lapreuve du théoréme | est achevée :

Turonene Lo — 81 la série (1) converge avec séro pour somme
partoat dans (— 1, +1) sauf pewt-étre un ensemble réductible E,
awr points duquel elle dicerge ow converge avee une somue diffé-
rente de séro, tous ses coefficients sont identiquement nuls.

Supposons maintenant la somme f() de la série (1) dillérente de
zéro. D’apres la formule (28) on a, pour — 1 <o < + 1,

IS SN 4 . A
J (|u) du dt LA di B

.
N oG A
V(- eyt

F(e)=

- \ N

AR ORI b SRSt

Tout le raisonnement précédent est applicable, la fonction {(x)
désignant cette fois |'expression

A U . ¥
‘l’(*‘):/ / [./(u?——-otu]({udt : +.:\f ot B
oo va 3 B 0

) "—q-l\

(O — ) ‘(I—-t'-’)'lzlh (1——!3);’

donc

yrady " f(u) —
(1 — 22) = / -‘—————l—l;dll. “+ A,

O (=)
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Nous omettons les détails de calcul qui sont les mémes que pour le
théoréme I et nous écrivons le résultat

du

a,=a,-+ (IJ+)~) ‘ X, Lt ‘()7,)" — A l‘()‘) [l—-(——l)"]
' 97, r (_:_) 1(% —H)
') AQRR G i)

r (i> r (l - /) v
ol @, désigne le coefficient ultrasphérique de Fourier de la fonc-
tion f(a),
RO n+1j”7@ﬂ%ﬁmu
!

L)
(1 — %

D’aprés le lemme 1Y du paragraphe 3 on a «, = o(n), pourvu que
la fonction f(.v) satisfasse & certaines conditions précisées dans
'énoncé.

Vau la convergence de la série (1) on doit avoir o, = o(#'~*), donc

. o
i —— ==o
nem e Mt L
« fortiort. Mais ceci exige que le coefficient de n -+ A dans le second
membre de (33) soit nul (uelle que soit la parité de », ce qui entraine
d’abord pour n21

Ay ety (oo, 3 o »)

cl ensuite les deux dquations

A Q) ROEYIGINS
PS / 0
r <l>|<i; >>/° (="

2AT1(2) 'nﬂ ey = f(—u)

1(1) l(' + /j - |<_‘j1(i +7)[° (1— )

La scconde détermine la valeur de la constante A et la premicre

et

du = o.

—1

2=
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achéve la preuve du théoréme 1l en montrant que

1 (n U f ) de
R RaTe st l) . ———-/ ——,—(-—)(—T—— du =:ag.
r (‘) P+ 7‘) U — ey
Ainsi le théoréme suivant est démontré ;
Tukonine . — Sila série (1) converge vers J (@) partout dans

(—1, + 1) sauf pewt-étre les points & dan ensemble réductible, o
elle diverge ow converge maisn’a pas pour somme f(%), elle est la
série ultrasphérique de Fourier de sa somme f(x), pourve que la
dernicre soit bornée a Uindéricur de Uintervalle (—1, + 1) et que le

. R e .
produit (t—a*) 2| fla)|soit intégrable dans cet intervalle (— 1, +1).

. . i ’ . . »
Le cas particulier A = s du théoréme constitue un nouveau résultat

dans la théorie des séries de Legendre: on a mentionné dans I'Intro-
duction que le dernier résullat connu jusqu’ici dans cet ordre d’idées
dtait Punicité des séries convergentes de Legendre dont la somme /()
est bornée dans tout Uintervalle (= 1, +1). On voit qu’il suffit de
supposer la somme f(a:) bornée @ lintérieur deUintervalle (— 1, +1)
et absolument intégrable de -- 1 &+ 1 pour assurer 'unicite.

6. — Séries de Legendre sommables (C, o << 1),
Soit la série
(33) oty -t oty D)+ st Po () =00 o0, Uy (0) .
PR\ | . \ a"‘:l;
sommable <L,o > 73); cec qu enlraine a,=o\n °/, parlout dans
(—1, +1), saul le point @ =% et peut-dtre les deux points fron-
titves o= 1. Nous n’envisageons pas la sommabilité en ces
points » = == 1 comme admisc par hypothdse, puisque alors on aurait

cu «, = o(n®) seulement. Soit aussi /() sa somme.
D’aprés nos lemmes du paragraphe 3 la fonction F (), définie par
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. 1
lasérie (11) avec A = -,
R

.(ll) F(J-‘) — %i lAOg 1 . 1" },(\l) 0 { / (1“ ({f \"1 a., "( l‘)

11— -ue(n+1) — ¢ dp(n+1)

n=1 n=t

s’exprime ainsi

A :
/‘ f(u)(ludt Jo 1
[N = . “odt

(35) F(w)_.

La fonctiou

(l—we)"w(.ﬂ: (1— )] Py — 2 Log —*
: ] 2 Tt i—at
est la somme de la séric (11), convergente absolument et unifor-
mément dans tout U'intervalle (— 1, + 1).
En effeton a § < 1.

1 ; 3 AN 1
N . . 3z
(a—a)y P, (2)=0 Qn ) pour — 1> et 2, =0 (n ‘);

douc le terme général de cetle série est de la forme o (n°=*),

—‘l' » [ »
in multipliantla série (1 1) par (1 —a*) ', () dv et en 'intégrant
de — 1 & + 1, nous obtenons
v b
" =—n(n -+-|)/ )P, () de (nZ1).
n -+ ; A

xp

Ol‘
— Yot —-.i ~ — ! ‘_“ "
n(n+l)l,,(.1,) = T L(x a?)

ainsi que

o du dt
)=F a‘)-—-f j Sy

’
—f{ lf(“)—-a.\]du(l( \
RN ! 11— 8 =+ o
0 fi z‘\ﬁj __df_ + B’ (Eé«’1?<l)
\ o VT
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et 'expression du coefficient «, devient :

oy, \ a J -(1 B dl’,," / /" [/(u) ——auj ot
1 dz Jo | —
n- - oove
2
""" (U ,I l ,, \ - (/1
+ + B d] (1= ) I —— -3
/ ] [ /
. (Il’,, S [‘/(u —al,](/u e »
i("— Tf/ / = ‘ / ,
| dv, | dt AP A
e 7 ]\‘/“ = v‘—;\‘/ﬂl,n,,(b)
| o i
, dl, | dt vl X .
4| (1_.);{7'\\/“ e \ / AP, ()
' e | JECUIS | A
e v,,(m)/ [ /() — o] dlu —l-/ L/() = a] Po () o
o - e
0= O [ = N @) - (e
e .
— e Y P ) A ";__‘_“_qh_ g""._.\"'_n cy
(1—=MP3) A /ﬂ — ! | [1— P ()]

[
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L [_(n—w*)

Le terme en (1 —Z%).P, (%) disparait puisque, la fonction I¥(a)
étant continue pour & =¥, on a

46¢

at
1— 3

v

v

+ B

et I’on obtient ainsi 'expression

An

i
Il+*‘)

e

B / ./'(.L‘) P, (e) de + (A "

£
v
. 1=

Lt

o

AP

0

4 (=)A= A

"

oy e ()] - / Sa)du -~ (— )" I Sy du,

Supposons /(2) bornée & I'intérieur de (— 1, + 1) et absolument

A

—

intégrable dans cet intervalle. Alors on a d’aprés le lemme IV

Iim

n=xJ_,

/‘* S)Y Py () de == 0,

Jowr. de Math., tome V. — Vasc. 1, 1g26.

dr,”
dur

APy () / L)~ ) de

|
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et la condition nécessaire de la sommabilité <L, ;) de la série (31)
ay=uo(n)

exige que 'on ait, quelle que soit la parité de a,

(=N — N oy [ (— )]s / Sy de - (-a)n /‘ Sy edu,

o

c'est-a-dire
PRER}
A — A" oz f Sy du
(R

et

al o
AN A — / S de - ’ VAR AR

tu 1

Ainsi expression du coefficient «, se réduit a

— (/z + {) {‘-‘-‘f(",) Po(@)da -+ (A"— A" (n -+ —1} P32
2 ‘ 2

\ /e

On voit que la série (34) ne diftére de la série de lfourier de /()
que par la série
) - 1
(3) (A=A Y (e )P v
noon o
(ui diverge essenticllement au point .« = Z.
Par conséquent la somme partielle 5, () de la série (34

) est ¢gale
a la somme partielle s (v) de la série de Fourier de f(.v)

S(r) NE (u -+ i) PL(r) / " L) Py () du,
hzzo

augmentée de la somme partielle (A" — A")S, (v, £) de la série (3),
et au point @ = £ on devrait avoir

au(3) =5/ () + (A= A)S, (D

Si A’z A", cette égalité est incompatible avec les hypotheéses faites
dans ’énoncé du théoréme IV :
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KRA

7,(5) est au plus de l'ordre de o(n) et 8" (%) == o {\'#) tandis que

n
c e o/ 1 .
S0 =N (e L) ea)
\ B
ne

ST l);: n(;) l)n(z) - I‘;‘(i) l)" "l(.-'.‘) :

== _”:;»:lj. -+ Q).

V=2

Done 'égalite

o(n)oz 0(\/’/))—%- - il/:_ l :_;(:\"--- ,\’) -+ O(')
(DAY

entraine nécessairement \’_= A". Celte conclusion subsiste aussi
pour f(.r) o puisque alors 8/’ (%) = o identiquement.

Il reste & démontrer que Uhvpothése faite sur f(.) qui est supposée
bornée a Uintérvicur de (— 1, -~ 1) et absolument intégrable dans cet
Antervalle entraine

sy o) (e <

quel que sott le potnt intéricur .
Fu effet la formule de Chrstoflel

S : - hei l)""*‘l(")I‘Il(i)""l’um(i)I)n(“)

N "k([‘ :) e hLEAR R
R -~

pel'll]et dc COHCIU['Q pOlll' —1>u~1 el —1 < ": < 1

e P DR (2]
2 [ — 2|

Sa(uee

el d'autre part on a la formule a pproximative

L).siul.'\n - %)(0_.._?)-
Sn(“. _‘;)"_':w- R A A ’"1—0(1)

R I e e e
man ——=\"sindsino
5Y ¢

r
" o
(;: o= COSO, =m0, € 2 o ;ﬂ—i)‘
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Ou a par conséquent dans

ATt
sl ()= l J(c026)S, (cos, coso)sing do

[l

tas an—E an
::{ +/ —}‘,. = Il

T LS . P )

li,l::()«\\’n 4t / If(coszp){sinya’gs:o(\/}i).

l v

i l==oi\ n).

ainsi que

cusulte

T o ‘) == ) ( 43 - ) (
{ TS l(/l\—i—((l Qlogn) + O(1),
£ SH - 5

1'-—\
lil=0

el enfin :
s () =a(n).

Ainsi on voit que les hypothéses {aites dans I'énoncé prouvent que
malgré la présence du point exceptionnel £ les constantes A’ et A”
dans (35) sont égales. Donc grice &

NI =1:+B"

sont égales aussi les constantes I3’ et B” et la formule (28) est appli-

cable dans tout P'intervalle (— 1, +1) avec les mémes constantes

A et B, malgré la présence de l'ensemble véductible I, des points
3

intérieurs £,
L’application de cette formule pour I () donne 'expression défi-
nitive suivante du coefficient «,, :

B [ (o A= ) — [ ) d
n4- - o

4

Al

__...(——l\" f S ) du+ [

W

| Sy Py () da,

R 1 e . .
La sommabilité ((‘, ¢ = ;) de la série (34) entraine x,=o0(n).
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D'autre part le lemme IV du paragraphe 3 prouve que 'on a

1

lim Sf) P, (e) du=o0,

n=wJ_
vu que la fonction /() est bornée a Pintérieur de (— 1, + 1) et abso-
lument intégrable dans cet intervalle. On a par conséquent

n= a»

1 A\
lim ;zo[l + (= l)"]—.‘( J(w) de — (— l)"f“f(u)du +A{(—1)"—1] ; =o,

c'est-a-dire
[}

vy
%= [ f(u)du,

.

-1\

ainsi que

Al W
/ Slu)du — { Sy du = 2\,
C—

L

On a par conséquent

_——

EUE S,

Sfla)Pu(u)da (n=o00, 2, o000 =),

ol
i

ce qui démontre les théorémes Ll et IV énonces dans 'Introduction :

r B N ~ . P s r 1
Fusorene UL — St la série (34) est sonunable (C, DY 5) avee la

b

somme 3é€ro partoul dans Uintervalle (— 1, + 1) sauf les dewr points
Srontidres w =% 1 et un ensemble réductible 15 des points inte-

ricurs &, od elle oscille sans étre sommable (C,

\

1 [N

5) ou, tout en l'élant.
n'a pas pour somme zéro ouw enfin. diverge essenticllement, maris
.- ‘. . .

avec lim % == 0, lous ses coefficients sont identiquement nuls.

an=mx

L . .. . - -1
Tutoreme 1V, — St la série (34) est sommable ((J, D ;) asvee la
somme f(x) partout dans Uintercalle (= 1, + 1) sauf pewt-étre les

dewr poinls frontiéres x==t1 el un ensemble réductible ¥y des
. o N . N g 1
points intérieurs B ow elle oscille sans étre sommable (C, ;) ou,

tout en Cétant, r’a pas pour somme f(r) owenfin diverge essen-
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. . NN . .

tellement, mars avee im f.'v}'a =0, elle est e developpenient en sévie
M

de Legendre de sa somme f0) pourcu que la fonetion f(o) soil

absolwment Lwtéerable dans (- v, + O et bornde ¢ Cintéricur de

coet intervalle.

< . v . Lo SN 1 N
Supposons waintenant lasérie (3.4) sommable (L, 8 pour = <o <.
Les séries divergentes hien connues

y N\

(39 0 '\'L)«:-—%P(Lz‘\-i-.\. - \n—t %‘\l'.,\.t‘)~-é--... ()

o \

(3 O~ :l; — : N N e L kn 1(‘ Yl L (v .=

. ;g t ' O B
ll\ll sont SOlnllmlblCS \(\n ’3> ‘\ AVEL ALt poul‘ somme pi\l‘lulll. a l mnm-

téricur de ltuteevalle (— 1, <+ 1), peuvent détruiee Funicite de déve-

S D \ .

loppement de Legendre sommables k(., 5> ;) et pour les exclure il

TN Voo N ~ \ 1 N\ N

suffit de supposer la sérvie (31) sommable (G, 5) pour <o <1 aussi

aux points {rontitres v ziz 1. Bu effet Tes séries (37) et (37) ne sont

O A) .

sommables (€. 8) que pour 6> tauy poinls w== - -1 el = 4 1 ves-

pectivement et divergent essenticlement aux polnts == 41 et w =- 1
respeclivement.

N N e ~ N L v v ey, .
L hvpothese de la sommabilind (CL ¢ <C1) de fasérie (39) aux points
Pz ol PR D = eatradne x, = on®), done, vu que s,

. . . o s N
a fortior! z, == o(a) et tous nos caleuls faits pour le cas ¢ ~ vestent

applicables, Ninst Cewcelusion des points froniicres ot de Len-
semble Vs des points cceeptionnels 3 permet d'étendre nos théorénes
dunicite HI et IV awe sévies de Legendre sommables (C, ¢ < ).
Le méme elfet aurait Phypothése 2, = oy#). Mats on a davantage : 1l
suftit de supposer que la série (33) pour w == =1 oscille sans étre
sommable (G, ¢ < 1) ou bien diverge essentiellement mals avec
lim 1 = o pour ¢liminer les sdéries (39) et (3", seules canses possibles

"= = n

de la non-unteité, et Pon oblient alusi les théordmes suivants :
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T N e . Y 1 N
Cutorime LV, — 87 lasérie(33) est sommable (G, 8) pour= <o<1

avee le somune séro partout & Fiwérieur de Cintervalle (— v, +1)

sauf un cusemble réductible Uy des points terieurs ko elle osetlle

. . R .G (3 R
ow bien diverge essentiellement avee lnnii‘j('—'«::‘ oy fous ses coeffi-
n=x
clents sont identiquement nuls, pourva qu'elle oscille aux poinis
Sronticres @ = 2= vde Lintervalle o bien q’on aity st elle v diverge
. G, LiT)
cssentiellement, im * =z 0, '

nox

B}

r . N . . s N 1
Cuvonenwe 1N/ — S¢la sévte (39) est sommable (G, 0) pour = <5<

avee ke somme f0) partout & Uingéricur de Cintervalle (=, +1)

sauf un cosendle réductible Vg des points intéricurs 5, ot elle
. . . . coa,(3)

oseille vu bien diverge essentivllement avee lim -—"E-‘— =0, clle est le

" o
developpement e série de Legendre de sa somme fQo) supposée
absolumen: intégrable dans (=1, 1) et borade ¢ intérieur de
cel futervalle poarcu que la sérde oseille aue pornts frouticres

o= 1 de Fintercalle ow bicn quion ait, sielle v diverge essenticl-
oGy

lement, lim 2821 — o,
nox n-

Le raisounement de ce pavagraphe est applicable jusqu’au point ot
l'on pacvientd Uexpression du cocfficient «,.

Envisageons le point . =% : ence point la somme partielle c, () de
la série (37) s'exprime ainsi

S (s (D - (VAR (5D

o

2, = /.1_/'“1\(/1: . \\ ‘\: km - :j P (.

W

X, - ’ lf(u)(lu —\' \ ‘\:‘ (— )™ (m e %) P, (5).

.
nis A

Vu que le point £ est a l'intérieur de (~ 1, +1) les séries (3")

DY) 3 2 1
et (3") pour . ==k sont sommables ((], ¢ > :), douc leurs sommes
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. |
- N N N . .o
partielles sont de 'ordre de o (o \) etl'on a e fortiori
"

N (== L (m “+ 1‘) P =o(n).

D’autre part
[

$,(G D= —— +0) (I-=cos ),
Sstny )
et Uou obtient par conséquent
- Y B |

) AN — N —. RERYVAR

on) =\ )':Slll"J o(n)
d’ou la conclusion nécessaire

ATz N

Ainsi l'ensemble Eg des points intéricurs £ n'altére pas les cons-
tantes A et B daus la formule

l(z),_, I /U()«Iudl A /""' dt N

= 11—

et ces deux nombres sont constants dans (— 1, + ).
L'expression du coefficient «, prend la forme snivante:

-1 - 1 -
X / Sy, N du - | 2, — f‘ Sy du — A l

A0

A, / S du - .\l.

A

Envisageons maintenant un point frountidre .o = 2= 1, soil & = +1
pour fixer les idées. En ce point nous avons

u

. .
}_‘ A== Gy (1) =4, \(+ V) + l

Q

~1

-

- a0

Ay — ,l Slayduw+ A ] }: (— )™ (m-{— 1))
- 0 i B

. ) "w ' 1
Jiw) de — :\I }_‘ (IN—}- J\
T

R
Or, vu que, comme on le véritie facilement,

s =D = o(aY)
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et

.\: (_ 1™ (l)) + é‘) — (__ )" n-41
tandis que

n

n 4+ - ) (n-{—l)’
d( 2, a

on voit que cette ¢galité qui peut &tre écrite

. [} -
t >
o(n¥)=o(n?) + 3 lzu -—f Sle)ydu—A | (n+1)24Q(n)
N (i} R
entraine nécessairement

Wt
X, — { S)du— A\ =o.

De méme, la considération de la série (34) & Pautre point fron-
titre v = — t donne

X

n . Wl
\ . ~ 1
}: (—1)" o, = ga(—=1) =54 (—1) + fo“—-]ﬂ J)ydu— \\ l —1)”‘ m—— ;)
0 ]

B [\
Y AN !
-+ ‘xu [/(u)du-{-.\l > (m-i— n))

“
[ ]

J 2z

d’oti U'on conclut

0
az(.—-[\ Su)du+A =0
J_
Ces deux équations donnent d’abord
v !
Xy = = f S(w) du
1),
et raménent ensuite U'expression du coeflicient z, & la forme définitive

. vt
A= (n + -;\) ./‘_‘! S P (u) du,

ce qui achtve la preuve des théorémes L et V',
Journ. de Math., tome V. — Fase. 1L, 1936, 24
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7. — Séries ultrasphériques sommables ((, 6 <1).

Nous avons vu daus le paragraphe précédent que | les cas des sé
de Legendre sommables (C, o3 ;) et sommables &L, ) sont
différvents étant donn¢ que la série

{3) ONS-F&!‘(J‘)‘*‘...‘!-(Il*‘!*a)l,.,(\l)%--.. (lael<n)

est sommable avec zéro pour somme (C, ) seulement si ¢ > =
De méwme pour les séries ultr 1sphemques sommables (C, 6) on
connait deux séries ultrasphériques qui représentent zéro; l'une, la
série
C i+ (22) =3
3 0N () PR P .
(») LNH( + 4) NCEEYS (V) (—l t<

O\

ou I est fixe, (—1<iL 1) est sommable (C, ¢ > o) partout dans

(— 1, +-1), sauf le point « = ou elle dlverve essentiellement avec
. (s el ) al iR
TNRCLCL I N CEY LI
nme R (1= )

autre, qui est le cas particulier pour £ =1 de la précédente

() O~ N (a+1)PPR@)  (>ei—1)

PR\

est sommable (G, ¢ >1) partout & l'intérieur de (— 1, + 1), étant

3, 1
essentiellement divergente avec lim —* ;=
) e R T2 4) l(z))polll r=1
et sommable (G, ¢ >>21) avec zéro pour somme au point & = — 1.
La sdrie analogue
(%) O N (= (n+ ) P (@)

a0
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n'en différe que par le changement des réles joués par les points z =1

et x = — 1: clle diverge essentiellement pour & = — 1 et oscille, étant

sommable (G, 6 > 21) avec zéro pour somme, au point & = + 1.
Donc ici la valeur critique de ¢ est égale 4 A et pour A< 1 on a les

deux théorémes entiérement analogues aux théorémes I1I et IV du
paragraphe G :

Soit la série ullrasplzériquc
(1) Zo+ 0 PO() 4.0l 2, PR(2) .

sommable (C, s2X) avee la somme f(x) partout dans (—1, + 1),
sauf peut-étre les deux points fronticres x ===t el un ensemble
réductible Uy des points intérieurs £, ot elle oscille ou diverge essen-

. . . s, (°
tiellement, mais avee im -L'_(I‘_)

L= n

= 03 elle est le développement ultra-
sphérique de sa somme f(r), pource que la fonction f(r) sou

.. . R U
bornée alintéricurde (—1, + 1) el que le produtt (1 —x* )" 73| f(v)|
soit intégrable dans cet intercalle. Dans le cas particulicr, ot
fe)==o0, lous ses coefficients sont identiquement nuls.

Ce théoréme n'est vrai que pour les séries sommables (C, 831)
puisque dans le cas de la sommabilité (C, &) avec A <8 <1 entrent
en jeu les séries divergentes (5*) et (5%), et pour les exclure, il faut
introduire dans I’énoncé du théoréme des restrictions spéciales qui con-
cernent le mode de divergence essentielle de la série (1) aux points
frontiéres & == = [ lout comme on I'a fait pour les séries de Legendre
dans les théorémes I1I" et V', Ces restrictions peuvent étre formulées
ainsi : la série (1) ou bien oscille pour x = =1 ou bien, si elle y
diverge essentiellement, ses sommes partielles 6,(1) et o,(— 1) sont
de lordre de o(rt**') :

Tul—1) __

. G\l .
lim "\( ) = lim
n=x pI+! n=x pihrt

Cette hypothése a,( = 1) = o(n***) est satisfaite d’elle-méme dans
le cas ol la série (1) est sommable (C, $S 1) alintérieurde (— 1, +1);
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en ellet, dans ce cas, a, = o(#**'~*) = o(n), et

poon n
N N 2 3 ? R
Tn (j".. 1) =0 ; Z m .‘\‘,;"“"' —_ 0§ :‘ ",l! =0 (1'31.+\).
v

S \ ot

Pour démontrer les théorémes énoncés daus le cas envisagé A <1,
nous formons la série auxiliaire

N < .
. * e dt ~ oy, P )
(1) Flo)=a / 1 !4;,)_2 n(n:—‘sf)’
VO (=)t (=) w1

qui converge uniformément dans Uintervalle (¢ — 1, 1 — &) ¢tant donné
que a, = o(n®*'~) grice A la sommabilité (¢, &) avee & < 1 & Dinté-
rieur de Uintervalle (= 1, +1).

Le lemme du paragraphe 3 nous donne, au cas o I'ensemble L; se
réduit & un seul point w =1

=
A ) _____‘l‘j_l__‘ -+ B (w=3),
F(e)= a /"[ f(lu)\du dt - o — )
e R U [t Y
\ U= )
La fonction (1 — 2*)*Y (), ot
e dudt

l{/(&‘):F(J‘)——-&‘,/ — Y
R (RS LN (A S

s'exprime par une série absolument et uniformément convergente
dans tout 'intervalle (— 1, + 1), et en Pintégrant aprés la multiphi-

h—t
cation par (1 —a*) * P,(w)de, on trouve (§ 8) la formule
2 A N4 T
ﬁ‘l) l (3) l (; + I‘> Kp :\‘3\'\4 ¢ _— /‘ o q/ (vl‘) [),Z‘ (J') dr
( I'(2) UE Y TUE RS LU ' [N
) (—a3)?

Sans entrer dans tous les détails du caleul, qui est analogue i celui
du paragraphe précédent, nous écrivons directement le résultat du
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calcul de I'intégrale du second membre :

(36)  anm ant ()b T VO e
.( * v()r i+7\
— (,2>1( >f f(“)-*-(—‘l)"f(-—u)d J
. )l(—;)l< ) (—wp ;
- (_E ;—A()l )) ) l\" )(—_‘)
-+ 't a3 dP) S d

I(l)> l‘(;a—)\)\ ,.’~ ...(l~-=) £ §(\’— \')v{ W+B,__B,,§

ou a, désigne le coefficient ultrasphérique de Fourier de la fonc-
tion f(v)
Le dell’ll()l terme disparait parce que, grace a la continuité de I(x)
au point w =%, on a
4
' di
(WA [ W=,

Iy LR

(1— )

Envisageons la somme particlle 5,(%) de 1a série (1) au point z =&,
[’expression de¢ x, nous donne

. ‘o L 3 " -
G [y ) s e
I ;) l‘(?! + l;> vo (1— w?)?

ouD) =3 2, Pi(D) =/ (5 +
o
A\ Hy re) IV L Tu (&)
gl 2]
) .

o

ou s7(£), 7, (%) ct < (%) désignent les sommes partielles du dévelop-
pement ultlaspherlque de f(x) et des séries (5%) et (5°) respective-
ment, S,(&, ) étant la somme partielle de la série (5) pour z =&,

VYu que les séries (5¢) et (5°) sont sommables (C, 8 >2) partout
& intérieur de (— 1, +1), on a

71:(5) :0(”\“‘3)3'
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ainsi que

7’11(\2) :0(”)‘&))

quelque petit que soit = positif. Or, A étant par hypothdse inférieur
a l'unité, on en conclut '

% (§) = o(n) et (i) =o(n)
a fortior!.

. . K A= ’x . ]
D’autre part, si la fonction (1 — «?)" * /(&) est absolument inté-
grable dans (— 1, + 1) et bornée a I'intérieur de cet intervalle, on a

s (CQy=o(n*)=o(n) (k<)

On le d¢montre facilement en s’appuyant sur la formule de Chris-
toflel :

) = PP, @)

U

VAN " DAY
(37) S,,(cl-‘,‘:):: n+ PR ey P

1
2 A

H-1

. . AP X (x .
Cette formule nous fournit aussi, vu que ——-’(‘{—l(—) =2 AP (),

72

af

.i:v{
fee

t n+1(d RO N .
) = '; A(ﬁ).»-l) %I; [l)ll)li‘l('u) l)\u)“(‘;) -—])(,,")(cl‘) Pn":)-l (‘;)J l

§.r=§

n=+1 | s N . .
=1 [ PR e P ).
n - -

Posons § = cos0. La formule approximative pourle polynome ultra-
sphérique nous donne le résultat

f(2)r(c)
2 2 n--1

Sll(i’g>: I‘()‘) ﬂ(l—gg))‘

“+o(n),
et toutes ces estimations nous fournissent

a(E)=o(n)=o(n)+ —'i:—i(;\”_ A",
m(t—¢?)

d’oli découle nécessairement A”= A', et par conséquent aussi B"=D'".
Ainsi la présence des points tels que £ & Iintérieur de (— 1, + 1)ne
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change pas les constantes A et B et, dans la formule

A Al v
F () =J f fleydude — + Af e — + 1B,
0 o (1 b — ) o =+ A

— -y (1— e

les quantités A et B sont constantes dans tout l'intervalle (—1, +1)
malgré la présence de I'ensemble Es.

Par conséquent, 'expression (36) du coefficient «, se réduit a la
forme (33) du paragraphe 5 :

(33) a,=a,+(n-+2) % %y I+§;l)n A [lj——l(—;‘l)r:] 1‘(:\)
(a> (a”")
re) )+ (=)= g

()Gt et

Si la série (1) est sommable (C, 8S2), ona

xp= o (nd-M1y=o(n).

D'autre part @, = o (), et, sans aucune hypothése quant a I'allure de
la série (1) aux points frontiéres = =1, on conclut de (33), tout
comine au paragraphe 3,

Xy = Ay =

T(%) n A /‘*'f(u)P«,}\(u)du
(N r(lea) AL ST
D)

ce qui prouve nos théorémes A et B, énoncés dans I'Introduction pour
le cas o A < 1. Notre méthode est en défaut pour les prouver, quel
que soit A, et méme son extension possible indiquée & la fin du para-
graphe 3 ne pourrait que remplacer la restriction A <1 par une autre
de la forme A < L sans embrasser toutes les valeurs possibles du para-
métre A. Tels, par exemple, sont les lemmes IZ¢s et IT bis qui permet-
tront d’étendre nos résultats concernant Punicité des séries ultrasphé-
riques sommables (C, &) pour 8SA < 1 aux séries sommables (G, )
pour 82X < 3; maisil faudrait créer une autre méthode pour traiter la
question de P'unicité des séries ultrasphériques sommables (C, 6S))
dans toute sa généralité, quel que soit A.
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Passons maintenant, en restant toujours dans le cas A <1, aux
séries ultrasphériques sommables (C, &) avec A <& <C1. Dans ce cas,
il est nécessaire de supposer que la sirie (1) oscille pour &= =1 ou
bien, si elle y diverge essentiellement, que ses sommes partielles ¢,(1)
et a,(— 1) satisfont a la condition

Ca( 1) ==o(n¥tt).

La formule (33) permet de les écrive

gn(EN= s(x)
o,y U f(u)du 7
e AR PP
et e
I € B W (O LN § PP
+z” " l(l) r(é-m) B

7, et 7, désignant comme plus haut les sommes partielles des scries
(5%) et (5%). Or il est facile de calculer ces sommes :

n
-
S(+1)=1,(—1) =>_‘ (m -+ 1) AlZ2=n
n =y
= ad At — R ARN
n2ht

ECY R 1) F(an) + Q).

tandis que

(= 1) =R (1) = 3 (= 1y (o YAt a (),

o

vu que les séries (5¢) et (5*) sont sommables (C, ¢ > 22) aux points
& = —1 et & = -+ 1 respectivement.
Il nous reste a évaluer s/ (%=1):
vt 1
(1) S (£y, u)du
s ()= S Sa( B )du

-! (v— )

La formule (37) nous donne

423 Dp = (1) PR
Su(x1, u):l (» ) (:_)l__(: n “(“)’
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d’ot, pour e —13uln —s,
. ¢ . ——
1S, w)3 — (42l ARV - (0 +1) cgt\‘,};}’ { (r—u?) 2

9 \

Ll £

L0 =0()  (JulSi—s).

<

agl+

D’autre part, quel que soit «, on a

n

pm(+l) | | l)(},‘(")l

n

ﬁ S
ISp(£1), ) l::}.‘ (m+13) A‘,’,’?‘"”

m=z0
n

=V (m_*_)\)‘.\a)_nzg) A = Q (pat),

m -0

Maintenant nous pouvous conclure

l\,l (i )!: f‘.bl‘,.(“)sn(i‘l' l:)(lu
- (x—uﬁ)’r'
< (LT LONEREINOILT
:f +/_1 +/ . Y

—_nt
2 &1 (()ldll I “)

S (=)

_I—O(/n,('“~ LZJ),L"'_‘)HOt,,».ﬂf‘ ]_f(u)l:iu)} |

Ve (— ) - )
=o(nM1) 4 O(n}) + o)
= o(n¥+),

griice & I'existence de l'intégrale
U f(u)] du
1 .
(1 — )

Par conséquent, les expressions de ¢,(1) et g,(— 1) nous donnent
les résultats suivants :

. nih+t
Gu(+1)=0(n? )+m
RRN g
Ay r() A4 [‘ f(u) dlu ,

AR EY RN 1
(GGl e

Journ. de Math., tome V., — Fasc, 1, 1926.

to
(82 4
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ainsi que

Ta(—1) = o(a¥+) 4 L
" (ah4+1)L(2})
(f‘_g - r) A Y fe)du .

sk . R Y
GG “"") T — e

Or, d’aprés Phypothése faite dans P'énoncé, o, (1) ¢t 5,(—1) sont de
Pordre de o(n**+')
o, (F1) =o(nPl);

donc les coefficients des termes en n*'*' sont nuls, d’ol
oy =@, (=20, 1,2, ..., ).

On voit que le cas étudié A <1 ne différe pas du cas des polynomes
l . ]
de Legendre A = -, trait¢ dans le paragraphe 6.

Pour A2 1 nous n'avous que des résultats trés incomplets. Nous les
exposerons néanmoins pour mieux préciser le probléme.

Supposons done que A1 et que la série (1) est sommable (C,8<1)
avec la somme (&), partout & Uintérieur de (— 1, +1), saufl un en-

semble des points intériears &, en nombre fiud ([ =1, 2, ..., k). Sotent
.-

Eo=— 1t et §,, =+ 1. Le lemme du paragraphe 3 donne pour
E_ <a<k,
(—i="=N
X ! a3
. 2l v {({ ¥ {
F(r)= / f(‘u))du ~ + A _._._if__l___ + B,
Jao W (l——(ls)é—‘(l-—[!)‘3'+~ o ((_")54—/\

(El‘—l; £ ‘:El ))

et la formule (36) est remplacée par

= ay 4+ (n 1) f oy DT E “(("Z >[:\&~.,.{—<~->".»~\.]
| r ->1‘ L
2 2
B\t MY RN COIET
@G e
() Rk e

N (Ar— A PR

U\l S A s
1 <;) 1 <; -+ I.> P
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Vu que ¢ < 15 et que, par conséquent,

®p=o(n"+1-}) =o(n)
ainsi (ue \ ‘
U (2) = O(nth),

on voit que le second terme dans I'expression de o, doit disparaitre
pourvu que l'on aitaussi @, = o(n). Or, pour avoir a, = o(n), il suffit

S(@)]

. ’ . . a )‘—3"
de supposer f(«) bornée & l'intérieur et le produit (1—x*) *
intégrable dans tout U'intervalle (— 1, +1). Donc

RN P X O B £y )/‘ F(w)du

YR 1)[(;+,) fm ‘(:)‘(i*" T

° (1—u)?
. . °
(38.) % ') A - L) SJlu)dae

VAR A A A [P
)

el, par conséquent,

&
NP2 A
R U)  BEAN (e — A PR
N A S\ AT
r(z)e(s+n) T a

En formant la somme partielle o, (;) de la série (1) au point @ == §;,
nous obtenons

4
(2 .

: { 3 2 (N — A) e (Ef)s

l‘(.;) l‘(; +X> =t

ol 7,;(%:) désigne la ni¢we somme partielle de la série (5) pour x =¥,
et E=%.81i%£/, ona

an (i) = slrir‘(‘i/’) +

2u(E)) = o(n

quelque peiit que soit £ > o0, vu que la série (5) est sommable (G, 9)
pour £ > o. Mais, pour / ==/, on a

R YA VAR
(e =3 (e LB (g’r(% ) Sy ol

0 l)l




192 KOGBETLIANTZ.
et I'on obtient, par conséquent,

. RPN n -1 <
0, () =87 (&) + == (Aim—A)) + o).
(i —&j)
ae

t
Supposons maintenant le produit (1 — &*) * | f(.x)|intégrable dans
(—1, +1). Dans ce cas on a

s (E) = O(logn).
En effet,

w g T—-¢ Y
s = [ o) Su(0, 9)sintedo= [+ [T |
Yo Yo H ~

+

s+ 1y,

k3

ol

. G
ISII(Oj? 0)' = ;ill)‘(?

pour
oloxm et |0;—¢|In,
ainsi que

,gx-nr(%) 1(% +7.> sin[(n +2) (8, — o))

m(sinf; sing) ' (A) bi—9

S,,(B,,(p): +O(I).

sin

Par conséquent,

.-
1:;|;Kf

g

sin[(n +2)(8;—9)]
Uj—¢ B

2

do =0 (logn).

sin

tandis que
Li ) SC /"u(cos?) | sino do = O (1),
Vo
ainsi que
1] =0(1).
Ainsi, vu 'hypothése
an(§;) =o(n),
on en déduit

o(n) = ’l+]‘—l{.\j+,—.~\,)+t1(ia3) (J=1,2. ..., k).

w(1—&j)
d'otr

A=Ay=...= A= A1y
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et (38) peut é&tre écrit ainsi :

bl

Sy du

ar () :
Ty = " . N j !")‘.

L’expression du coefficient 2, se réduit & @, et nous avons démontré
pour AZr l'unicité des développements ultrasphériques sommables
(G, 6 < 1) avec la somme f(.v) partout & Pintérvieur de (—1, +1)

" . 1 . . T yr
sauf un ensemble réductible 55 des pomts intérieurs ; pourvu que :
A1

1° le produit (1 — a®) * |f(x)] soit intégrable dans (—1, +1);
2* f(@)— bornée a lintérienr de lmtervallc, el 3°g,(%) =o(n) si
la série (1) diverge esseutiellement pour «: =&, Si l'on exclut l'en-
semble 1%, en supposant la sévie (1) sommable (C, ¢ < 1) partout &
Vintérieur de (— 1, -+ 1) sans exception, il suffit de supposer intégrable

. 1
dans (—1, +1) le produit (l—.u‘-')" H7(2)| et la condition 3°
tombe d’elle-méme.

Ces résultats sont peu satisfaisants et nous ne les mentionnons que
pour mettre en relief les inconvénients de notre méthode, daus le cas
OUAZI.

Ainst le probléme de I'unicité des séries ultrasphériques som-
mables (G, ¢), résolu dans le cas A < 1, attend sa solution pourAZr.

8. — Unicité des séries divergentes qui représentent zéro
étant sommables ({7, ¢ 1),

Les méthodes développées dans ce travail permettent d’établir en
quelques mots I'unicité des séries divergentes

(4) O~ l} +cos( — ) - cosa(w —E) . cosn(w — I)+ ... (v #2),
N N n—+ 2
(5) O~ EERRE (P () o S PG P ) +

qui représentent zéro étant sommables (C, ¢ > o) avec lasomme nulle
partout, sauf le point intérieur & =% et les points frontiéres x = ==
pour la série (5), ou elles divergent essenticllement, ainsi que 1'uni-
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cité des séries

(4" 0~%+ cos.t +.. .-+ cosna —+. .. {r=o0,2n),
(59) O~ k4 (14- )N @) +. .+ (n+NPY )+ .. (v 41),
(5") O~ l—(1 DR+ (=) (- PR @) e (e —1)

sommables (C, &) avec zéro pour somme la premidre avec 8 > o et les
deux derniéres avec 8 > A partout i U'intérieur des intervalles (o, 2%)
et (— 1, -+ 1) respectivement.

En effet le raisonnement du paragraphe 4 appliqué a la série trigo-
nomeétrique

®ot @; €O -+ By SIn 2 .. .+ &, 088 + BysinnX ...,

supposée sommable (C, ¢ << 1), avec la somme nulle partout & l'inté-

rieur de (0, 2w) sauf le point & =%, donne l'expression (30) des

coefficients

A—A" A=\
-+ ¢

osni,
w T

K== 20+

A=A
Bp= ————sinng,
I
ol &,, A’ et A” sont des constantes. Par conséquent la série se réduit
a la somme de deux séries typiques (4) et (4'),

:\"_;AI :14 ’*‘Ecos[n(av —-3)) ghﬁ. (23‘0+ XL;_X);_‘ + Ycosn.vl.

n=i

Si la série est sommable aussi pour @ = o le facteur

AT— A

-~
LX)

2oy +

doit s’annuler et I'on aboutit & la série (4),

x
1 Y o
20 | =+ 2005/1 (—2)

n=1

Au contraire, si la série est sommable partoutal'intérieur de (o,27)
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sans exception, on doit avoir A’ = A" = A et 'on trouve la série (§"),

! *
1 N ey |
310(; +>_‘cosn.r 5
n=1
Posons maintenant la question suivante : quelle est la série ultra-
sphérique
oy -+ o PR () 40 2, PR(2) 1L,
sommable (C,, 3 < 1) pour 4 > o avec la somme nulle partout & I'inté-
ricur de (— 1, -+ 1), sauf le point @ = &.
Pour démontrer que la série (5) est 'unique série ultrasphérique
répondant & la question, il suflit d’appliquer le raisonnement du para-

graphe 7 qui nous donne P'expression (36) du coefficient «, d'une telle
série sous la forme suivante :

- AT D A'L(X 7
ot,,:(n—*—/‘)git—-;\———T—(—l)——-\_(.—l)" .j_i.‘_._l-f__(.;)__
SR ODEED JONCRD

(V= ATA) ) %

1(3)1(5“)

Douc la série ultrasphérique en question se réduit a la somme de

trois séries (5), (5) et (5%):

) AT T % ,
A rrraieed DICERMEAE)

v(z)r(s 4-)\) n

N SRRV R, PR T

REONCRItE

R e A S IGLA O

Pl )U(=+2) S

()G
Vu que la série doit &tre sommable (C, >0) & lintérieur de
(=1, <+ 1) quel que soit & positif, on doit avoir

2, NTQY  _m  ATQY)

o) ()3 )
2 2 2 2

=0
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el I'on aboutit & la série (3),

_L‘\’( ‘ ‘)_l(n+n)l(u)l,,.

Uin + ad) (3)PX (),

puisque alors
(A" — AT

()
@ 2

Au contraire, si la série ultrasphérique est sommable (C, ¢
avec une somuwme nulle partout a lintérieur de (—1, +1) sans
eaceplion, on doit avoir A’ = A" et la série se réduit & la somme de
deux séries

KD r\lu\

Y ) (
\l(i)

TR S S }:(«x)"(n—‘r~7\)l’;§~‘(\r),

1 N
l NS B
_ a

qui ne sont sommables (C, 8) al'intérieur de (— 1, + 1) que pour &> A
et qui se distinguent l'une de I'autre par leur allure aux points fron-
tiéres @w == = 1. Daus le cas olt A <1, notre méthode permet ainsi
d’établiv Lunicité des séries (5¢) et (3%), sommables (C. ¢ >2) &

\ (n+i)P )

. v s -~ U [}
Uintéricur de (—1, +1). Par exemple, pour A= - il v’y a qu'une

. [~ B\ ooy a s . ‘
série de Legendre sommable (G, ¢ > 5) a 'intérieur de (— 1, +1)
avec uue somme nulle et qui ne diverge pas cssentiellement pour
&= —1; c'est la série

(3)

L+ 2 (u+§)v,.(w)+.

N . " ‘o~ 1
de méme il n'y a qu'une série de Legendre sommable (C, 8> _;) a
Pintérieur de (— 1, + 1) avec une somme nulle et qui ne diverge pas
essentiellement pour .- = + 1; c'est la série

1

36 ___§'~_§w‘_ (=) = =
(3") 211(‘1)1—\3!3(.1)&... (—1) kt ‘) W) +

2

— i I N e



