JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

J.SouLA
Sur les fonctions définies par des séries de Dirichlet

Journal de mathématiques pures et appliquées 9¢ série, tome 4 (1925), p. 339-353.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1925_9 4 339_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1925_9_4__339_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

FONCTIONS DEFINIES PAR DES SERIES DE DIRICHLET. 339

Sur les fonctions définies par des séries de Dirichlet ;

Par J. SOULA.

Les séries de Dirichlet de la forme

x
. O 5.
J(s) = Za,, et
1
ott &, est réel et positif et croit indéfiniment avec », ont été étudiées a
divers points de vue; en particulier, on a pu leur appliquer la plupart
des théorémes connus ui établissent des relations entre les coefficients
d’une série de Taylor ct les particularités de la fonction analytique
que cette sévie détermine.
Aiusi, il est démontré (') que si la limite inférieure de A,,, — A, est
= < . P .
supérieure i zéro et si —-tend vers I'infini, la droite de convergence
est coupure pour la fonction f(s); des propriétés relatives aux signes
des coefficients @, ont été également généralisées (*).
Onu sait encore comparer les fonctions
JE)y=23a,em et o(s)=Xa,G(A,) e

lorsque G(v) est une fonclion enticre de « telle que

|G} <ot

(") Waxneera dissertation, Upsal, vg20, Orro Szasz, Sur les singularités des
séries de puissances et des séries de Dirichlet (Math. Annalen, t. 85, 19a2), —
Cartsox el Laxnav, Nouvelle démonstration et généralisation du théoréme de
Fabry sur les lacunes (Gottingue Nachrichten, 1gat).

() Laxvau, Un théoréme de Tchebycheff (Math. Annalen, t. 61, 1gud). —
Orr0 Suasz, loc. cit.
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dés que |¢| est assez grand, ¢ étant un nombre positif arbitraire (').
Dans ce cas, 3(+) ne peut admettre & distance finie de points singu-
liers autres que ceux de /(s).

Je me propose de démontrer un théoréme plus général que celui de
M. Cramer: je ne supposerai pas que lu fonction G(r) soit enticre,
jadmettrai senlement qu'elle est définie dans un angle qui contient
Paxe réel positif et que l'on a dans cet angle |G ()| < e

Dans le cas particulier des séries de Taylor, le théoréme que j'ai en
vue résulterait de deux théorémes bien connus :

1° Le théoréme de M. Hadamard sur la multiplication des singula-

rités. [On voil tout de suite qu'il ne s"applique pas aux séries de Dirvi-
chlet proprement diles; ainsi, la sene\ (—_—-repru\enlc une fonction
.a . )l « . N
entiére et J(s) =\ —1 posséde un pule.]
! r WA .

2* Le théoréme suivant lequel la sérvie XG(n)a" veprésente une
fonction qui n’a que le point singulier 1 sur son cercle de convergence
pourvu que la fonction G )de la variable ¢ == Re*? soit holomorphe
daus P'angle défini par

~ TN

—2TY 2 2 < ; .
et que 'on ait daus cet angle
G(v): < et
dés que R est assez grand et pour si petit que soit .
Cet ¢noneé, qui résume de nombreux résultats antérieurs, est du,
sous sa forme générale, & M. Fabry ().
Je signalerai, enfin, que M. Cramer a donné un énoncé o il sup-

pose seulement que l'on a
FGea < et

(1) Cnavgr, Sur les séries de Dirichlet (Arkir for Matematick, Bd 13,
n° 22, 1919).

() Famry, Sur les points singuliers d'une série de Taylor (Journal de
Mathématiques pures et appliqudes, 5¢ série, U, &, 13g8). J'ai donné une autre
démounstration qui est généralisée ici (Journal de Mathématiques pures
et appliquées, 8 sévie, 4 fasc, 2, 1921) Voir aussi Fimportante Thése de
M. Carlson (Upsal, 1930).
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k étant un nombre positif déterminé. Le procédé que jemploie
montre qu'il serait facile, mais sans importance, de se placer dans
cette hypothése plus générale.

1. Je me propose donc de comparer les deux séries
x * N
S :Ea,,c‘)»v\’ el 9(s) :EQ ( )3;)0,, e—has
1 ! .
au point de vae de la recherche des points singuliers des fonctions
qu’elles définissent. Incidemment nous aurons aussi & comparer les
abscisses de convergence de ces séries. A la fonction G (v) consi-
dérée pour les valeursde ¢ voisines de Uinfini, j'ai substitué la fone-

. R ~ l . B .« s
tion g(u) =G (~> que je counsidére au voisinage de « = o.
- - ,( l
o (u) sera une fonction analytique de la variable « = re®, holo-

morphe daus le domaine en forme de secteur circulaire S défini par

. b s
(S 2y 02y, ror 0L A i’“<xi< l).

Elle sera aussi holomorphe sur le contour y de ce secteur, sauf, peut-
dwee, & Porigine; enfin elle sera jusqu’d nouvel ordre supposce bornde
dans le domaine ainsi défini.

) ~ . . 1 1 \
Lie secteur S contient les points 5=, ;-—; ++- dés que p estassez grand
. BTN Co
et l'on peut supposer sans inconvénient gue ceci a lien pour p = 1.
Je supposerai que #'(s) admet une droite de convergence d’abseisse J

elle converge alors dans le domaine de la variable s défini par
R(s)> 0

R (s) désignant, suivant I'usage, la partie réelle de s. Je supposerai,
de plus, que cette droite de convergence n'est pas coupure essentielle
pour la fonction £ () définie par la série et je me propose de montrer
que 9(s) est holomorphe dans une région qui fait partie du domaine
d’holomorphie de f(s)et qui est située & gauche de la droite de
convergence de f(s).

Pour préciser, je dois porter mon attention sur un domaine A ou
f(s) est holomorphe, domaine qui ne comprendra pas, en général, la
totalité de la région ot /() est holomorphe. Ce domaine sera d’un
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seul tenant; une portion sera dans la région de convergence de f(s),
une autre portion daus la région de divergence. Je me propose de
montrer que, sous réserve de conditions supplémentaires relatives
& la forme de A, 3(s) est, tout comme f(+), holomorphe dans A. Je
signale, dés maintenant, une des conditions & imposer & A: tout point s
de la partie de A, qui est dans la région de divergence de f(s), peut
dtre joint & un point de la région de convergence par un segment de
droite paralléle a Paxe réel et situé tout entier dans M. Les autres
conditions & imposer & A sont un peu plus compliqudées et il sera
préférable de neles donner que quand elles se présenteront d’une fagon
naturelle.

2. Convergence de Q (s, u). — le désigne par Q (s, «) la fonction
délinie par la série

qui est une fonction 3 (s) particuliére.
Je commence par supposers & 'intérieur de la végion de convergence
de f'(s); jadmets que I'on a

R(s)>1+¢ (s positil)

et je n’étudie la fonction () (s, u) que lorsque le point d'aftixe « décrit

le contour Y du secteur circulaire S (je suppose cependant « différent

de zéro). La convergence de Q (s, «) se traite aisément a I'aide d'un

lemme analogue & celui d’Abel et dont je reproduis 'énoncé (*).
Soient deux suiles indéfinies de quantités

Ry Ay vvoe Xy vooy
_ byby o by oL
Supposons que :

1° Le module de A,=uo, +a,+... 4+ 2, veste lini quand »
augmente indéfiniment ;

2° La série B, formée des quantités b, — by, by, — b, est absolument
convergente;

(') Voir Canex, Annales de UEcole Normale, ¥ série. t. 11, p. 379.
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3¢ b, tend vers zéro.

Dans ces conditions la série

Q=0+ .4y by ...

est convergente. :
Supposons de plus les b,b,...b,... fonctions d'une variable «,

&,,&,, ... ¢tant indépendants de «. Si b, tend uniformément vers zéro

et si la série

B=|b—bg| +1ba— bl +...

est unilormément convergente, la série Q est aussi uniformément
convergente en u.

Soit H la borne supérieure des! A, |, soieat B, et Q,, la somme des
n premiers termes des séries B et QQ; on constate aisément que 'on a

(‘) lQlM['— in < “ (Bn [ D Bn) -+ " ' I’trbp-yl I -+ “ ~ (’n'~

Appliquons ce lemume & la série Q (s, «) en posant

N 1
Ry == @ e, b,= T

-2
et montrons que les trois conditions d’application du lemme sont bien
remplies :

1 On sait que si R(s) >/{+ ¢, lasériea, = a,+...+2,... con-
verge, de sorte que le module de A, =, +a,+ ...+ %, est bien
borné. Je note, en passant, que cette bornede A, peut étre prise indé-
pendante de s sis est & la fois dans A et dans la végion ol

R($)>1+s.

On sait, en effet ('), que f(s) converge uniformément dans ceite
région bornée. On a, pour n assez grand,

If()—A s (s<o).

Or f(s) est borné, ¢ est indépendant de s. On voit donc que A, a
une borne indépendante de s et de ».

(*) Voir Gausx, Mémoire cité. p. Sa.
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2° Je dois étudier la série

B= ? [ by — by | = \ ! L :

\
__._l

),, —

) 1
n !

(l

14

-
W,

Supposons d’abord que « soit situé sur la partie civculaire du con-
tour y. On a une inégalité telle que

1 ..
‘u——7—|>u (n=1.2, ...} a positif)
"
d’ou
', Vi ah,
by Al Tl
l 77 Tul

et la série B admet pour majorante

leet| 2qr— By
] TRTNTTTTT)
al dphaya

série qui converge évidemment et dont la somme a une borue indé-
peundaute de «.

Supposons, en deuxiéme lieu, que « soit sur la droite issuc de o et
d’argument a,. En tracant la figure on verra que 'on a

xl , .

|N-——:—~ < iulsinz,,
‘n

ls N I

fha— =] <Chasinay

i u

N

! Apir— 4
et la série B admet pour major:mte - N et T e
s Xs e 'n 'u +1

On aurait un résultat analogue quand w décrit le segment de droite
d’argument — x«,, de sorte que B admet une majorante qui est une
série & termes positifs, indépendante de « el convergeunte, lorsque «
décrit le contour ¥.

3" Il nous reste & montrer que tend uniformément vers zéro

-

— ¥

oo

1 . . .
avec — Je traite seulement le cas ou « est sur le segment de droite
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d’argument z,. On a

1 I 1

< ) R < s ’
Y aSinatg kg sinoy
— A

ce qui donne la démonstration cherchée.
1

Alnst b, = l - tend uniformément vers zéro quand w« est sur y.
@
Il est donc établi que Q(s, «) converge uniformément en « pour
R(s) > { + < et pour « sur le contour y.

Jaurai besoin de quelque chose de plus : je dis que |Q(s, «)]
admet une borne indépendante de s et de « lorsque s est dans la partie
de A pour laquelle R(s) > { + ¢ et lorsque w« est sur v.

Je me reporte & I'inégalité (1),

.

(1) lQIH-p— Qn‘ < “(Bu-rp“"‘ Bn—)) + 1 l l)u+p+1[ + I I b

J’ai déja fait observer que , borne des A,, peut étre choisi indé-
pendamment de la valeur de s, c’est donc une constante absolue. On
vient de voir que B, ., — B,—,,|Py.p.i], | 0.] peuvent étre pris aussi
voisins de zéro qu'on le veut et cela indépendamment de la valeur
de « et de celle de p, pourvu que » soit assez grand.

Le decuxiéme membre de (1) a donc une borne indépendante de p,

de s, de «. Donc
]Q(s\ “) - Qu‘

a une borne indépendante de s et de « pour » assez grand; n étant

choisi une fois pour toutes, |Q, | est borné : c’est en effet la somme
d’un nombre fini de termes

n(,e—”vs

1

LY
u ?

dont le module est borné si s est dans A et « sur y.

1Q — Q.| et]|Q,]| sont bornés, | Q(s, ©)] est donc borné.
Nous conclurons donc :

A ¢
, ® @, €™ " .
La série Q(s, u) —.:Z ~“—— est convergente dans le domaine

n
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de convergence de f(s)=Xa,c="* lorsque « pavcourt le contour y
(le point & = o étant mis & part).

Si, de plus, ona R(s) >+ ¢ et si s est dans 4, la série converge
uniformément et le module de sa somme admet une borne qui ne
dépend ni de s ni de u.

3. Ftude de Q) (s,u0) quand s est dans A et quand w déerit un are
de cercle dont le centre est Uorigine et dont le rayon est ry. — le
vais maintenant cflectuer le prolongement analvtiquede Q (s, «) dans
tout le domaine A de la variable s; « est un point quelconque de v
et je commence par supposer qu’il est sur la partie circulaire de ce
contour.

Dans ce but, je considérerai I'intégrale

Wl 1
-1
Jsowy=[ ¢ " [f(x—logt)dr.

4¥e

% est un nombre positil, véel, inférieur & 1, « est sur larve de cercle,

1
. iy , ———1
¢ parcourt le chemin rectiligne (1, %) et reste réel, enfin ¢z *  désigne

- (T: ! 1.) log ¢ .
¢ " avec log ¢ véel.

Je suppose, pour un instant, que tout en restant dans i, s vérilie

R(s) > +¢;
on a

(2) ’ R(s — log) “R(s) > -+ s.

Je puis donc remplacer f (s—log?) par la série de Dirichlet uni-
formément convergente qui lui correspond et je puis intégrer terme i
terme. J'obtiens

!
(3) J(s, ) ==Q (s, w)— I "Qs—logZ, u).

Je reviens maintenant & I'hypothése plus générale que s est quel-
conque dans A et qu'on n’a plus nécessairement R(s) >/ —+c¢. e
vais montrer que les deux termes J (s, «) et Q (s —log %, «) sont des
fonctions holomorphes de s, tout au moins si % est convenablement
choisi. 1l résultera de I’équation (3) que Q (s, ) est prolongeable
analytiquement dans tout le domaine A.
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Tout d’abord, ) (s, «) est fonction holomorphe de « si + est dans A.
Pour le prouver, je remarquerat que log ¢ est réel et négatif, s --log ¢
a pour aflixe un point qui est, soit dans la région 3, soit dans la région
de convergence de /(s), quand ¢ parcourt le segment rectiligne (1, &
ct cela en vertu de lasupposition donnée explicitement & la fin dune 1.

— . v e . .

D’aulre part, ¢ *  est fonction linie et continue de ¢ si« est sur L'are
de cercle. L’¢lément difféventicl de I'intégrale J (s, «) est donc une
fonction holomorphe de s quel que soit ¢; cette fonction admet une
borne indépendante de «, de 7 ct de «; on peut en déduire que J (s, )
est holomorphe en .

Je vais en second lieu éludier Q (s — log &, ). Je vemarque que,
puisque A ne s'¢tend pas indéliniment dans la divection négative de
axe rvéel, ona une mégalité de la forme

Resy = A (N reel, infévienr & - 2)
pour s dauns A.
Prenons alors

on fogi << Ne={/ 4-2):
on a

R logdi >~ A —logi>{+=

Le points — log Z est donc dans la région de convergence de Q (s, o)
d'aprés I'énoncé obtenu & la tin du v 25 Q (s —logk, «)est done
fonction holomorphe de s dans A,

Il est ainsi établi que Q (v, ) est prolongeable dans tout le
domaine A, lorsque « est sur la partie civeulaire de y.

Il y a plus @ je dis que l'on peut assigner une borne & | Q (s, «) |
pour « sur cel arc de cercle et pour s dans A En se reportant &
['¢quation (3), on voit qu’il suffira de vérifier que

1
T E A R T ey
sont borues.

1

o ~ casd
-

En ce qui concerne , qui prend la valeur & " siw =r.e le

4
vésultat est évident. Pour | Q (s —log Z, «) |, 1l a ddja été démontré,
¢tant donné que s — log & occupe une partie limitée de la région

Journ. de Math., tome IV, — Fase, IV, 1g2d, .’|6
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telle que
R(s —log2) >+«

11 reste & étudier :
1 t

/ £ J(s—logt)dt].
3

T Y

(s, u) | =

On a observé que s—log ¢ estdans A. |/ (s~—log ¢)| admet une
L.

-1t N
borne, ll " | en admet une autre ct le résultat est démontre.
En résumé, Q(s, «) est holomorphe et de module borné, si s est
dans A et si « est sur la partie civculaire du contour .

. Ltude de Q(s, w) pour u situé sur un segment rectitiene OA
tssu de Lorigine O el faisant asee Lave réel un angle aiguw « positif
ou négalif, s restant dans la région A. Je considére encore l'intégrale

1
Js,uy=1J ¢ " I'/’(.\'—logl)dl.

o

VNM‘

mais je ne choisis plus le point fixe £ sur I'axe réel. Le chemin G
joignant 1 & % sera un arc de la spirale logarithmique dont I'équation
en coordonnées polaires (g, ©) est

0= e*-("l(lll:.'.l;
)

on a donc

{ — i~ lanexjo

et ¢ positif est le module de .

On posera u = re¢'*, et les fonctions multiformes qui figurent dans
I'intégrale sont exactement définies par

1
— == =1+ =) dog s i) .
=¢ (1) dozgoed : logt =logo + fw.

On prendra @ = o pour / =1, w variant d’une facon continue.
. Enfin, I'are C sera tel que I'on ait constamment sur lui

R{log(¢)]=log| ¢| = logo <o,
On a donc
wtanga > 0.
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‘n particulier, le point &, extrémité de l'arc G, est tel que 5| < 1
ce point sera choisi plus.loin.

La rvaison qui dicte le choix de la courbe C est que, si ¢ est sur 'arc
de spirale que j’ai défini, on a

1

,] P ‘} — U— :: (eas X tux & - 2 sin 1): ',
de sorte qu'on peut faive tendre w« vers zéro, sans que l'intégrale
croisse indéfiniment.

Cela posé, je suppose, pour un instant, que s, tout en restant dans A

) ) )
vérific
R(s) >+«

On a

&) R(s—log) SR(s) > ~-e.

Je puis donc remplacer /(s —-logt) par la série de Divichlet qui
1 p . 3
ui correspond. Cette série est uniformén onvergent [ et |
lui co d. Cett t uniformément convergente en [ et je
puis intégrer terme A terme. J'obtiens

1
(5) A0 0= Qs 1) — F Qs — logg, a).

Je reviens maintenant & I'hypothése plus générale que s est quel-
conque dans A et que l'on n’a plus nccessairement R(s) >/ + =, Je
vais moutrer que J(s, «) et Q(s-—log%, «) sont des fonctions holo-
morphes de s, pourvu, toutefois, que £ soit convenablement choisi et
que le domaine A vévifie une condition supplémentaire que je n'ai pas
encore donnce explicitement.

Je dois supposer que J garde un sens, que le domaine A cst tel
que s — log ¢ reste, soit daus 4, soit dans la région de convergence
de f(s), lorsque £ parcourt arc de spirale C et cela, quel que soit s
dans A. On a

s'=s—logt =5 +alanga — i

Ce point §” parcourt un segment de droite qui fait avec P'axe réel
Pangle o — :el a est positif et :_—f-oc st o est négatif. (On n'oubliera
pas, pour vérifier ces résultats, que w a le signe de « sur Parve )

La condition & imposer & A est donc la suivante : si, de chaque

point de A, on me¢ne la demi-droite qui fait avec P'axe réel langle



330 J. SOULA.

* — : (st « est positif) ou angle _,-l— a (sia est négatif), cette demi-
droite doit étre lout entitre, soit dans A, soit dans la région de
convergence de /().

Si nous supposons cette condition vériliée, la démonstration se
poursuit comme aun paragraphe précédent,

Tout d’abord, J (s, «) est une fonction holomorphe de s quel que
soit le point « du segment OA (e 4 o). Lin effet, f(s-—log/) est

fonction holomorphe de s et de ¢ pour s dans A et paur 7 sur le che-
1

. ~ B l . ’
min G el /7 “  est continu en ¢ et de module borné.
in second lieu, on a une indgalité telle que

Risy > A (N rcell A

On choisira 2 tel que

LY

..i<"‘\""l'5 .

ceci est possible, en eflel, puisque I est un point de la spivale; on a

= L ptang X 1-tog .

ct il suflit de prendre - w,tang o < A - (/=) On a, par suite,
Riv—log2V i s R(s)— Rdop ) > R s (L-im8) — A > - e,

Le point s —logZ est dans la région de convergence de Q(s, #);
Qs — log %, «) est done fonction holomorphe de &, si s est dans A,
Girdee aux deux résultats obtenus etren se reportant a Véquation (3),
on voit que Q(s, «) est fonction holomorphe de s, st s est dans A et
cela quel que soit « sur le segment OA (le point O mis & parl).

On verra encore aisément que P'on peut assigner une borne i
|Q(s, )| pour s dans A et wsur O 11 suffit de trouver une horne
pour les modules des termes de I'équation (3).

1

D’abord |% ~"| =1, comme on I'a vu, % étant sur l'arc C.

Ensuite | Q(s—log¥, «)| admet unc borne; cette propricté est
contenue dans 'énoncé du n® 2,

Reste 'intégrale J (s, ). Ona
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enlin, il est admis que le point 5" = s ~ log ¢ décrit une région bornée
comprenant A et une partie de la région de convergence de /().
Donc | f(s") | admet une borne et I'intégrale en admet une aussi.

5. Soil un domaine A d'un seul tenant, traversé par la droite de
convergence de f(s); je le suppose tel (ue si, par chacunde ses points,
Je meéne les deux demi-droites dirigées vers la droite et qui font avec
I'axe réel les angles © — &, et x, — + ces demi-droites ne sortent pas
de la végion formde par A et par la fégiou de convergence de f(s).

Dans ces conditions, st f(s) est holomorphe dans A et sur son
contour et si « parcourt le contour v du secteur circulaive S, la fonc-
tion définie par la série Q(s, «) est prolongeable dans A. De plus, on
peut trouver une borne pour |Q(s, #)| qui ne dépende ni de s, ni
de «. Ul sera facile de passer maintenant de Q(s, ) & 2(s).

[.a fonction
W(souy:zu [s)— Qs 1)

posséde les propriétés (ue nous avons trouvées a Q (s, u).

L'intégrale

-
s =i /\’tb(.\‘, w) g(u)du

représente une fonction de s holomorphe dans A; la démonstration de
ce fait a ¢té donnée plusienrs fois; de toutes facons, il était essentiel
de moutrer que [ O (s, «) 2(e) | &tait borné.

Supposons maintenant R(s) >/ -+ 1 on peut développer ®(x, )
en série uniformément convergente en « et 'on peut intégrer terme a
terme. On a, dans ces conditions,

u?

- .
By, ) :‘{\- - — e,

1) =X et [ L )du,

L

tt — s
Yn
On peut appliquer le calcal des vésidus bien que «* ¢ («) ne soit pas
partout holomorphe sur le contour v, le point « — o pouvant étre
singulier;. mais son module est borné & Uintérieur du secteur S et
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il est bien facile de montrer que cela suffit. On obtient

ki | N
| (\) T \ "' :\"k:—) oS
— 22N\ !
et le prolongement analylique de cette fonction est effectué dans A.
[asérie obtenue cn dérivant celle-la deux fois représentera done aussi
une fonction holomorphe dans A; ce sera d'ailleurs une série conver-
gente pour R(s) > 1
Cette dérivée n'est autre que

. P .
s(N=Ja, K.—— > ekt
' S\t

6. (iéncralisation, cas particuliors. - Nesupposons plus que | & ()]
soit borné dans le secteur S. 1l nous suffiva d’admettre que

Il

admet unc borne M & intérieur de S ou sur le contour, ct cela, pour
si pelit que soit ¢35 M dépend de ¢, en général.
La fonction

7
sy =¢ " g ()

est de module born¢ uel que soit le nombre positif A, car

.
- CosX

L) ] =g e

(si w0 = re®),

ct cette expression est inféricure &

’,
LA

) ¢

' élant le plus grand des deux arcs %, et a,; cette derniére expression

est bornde,

. \ [ 5 3o \
La fonction X, & k;- ) ¢t e est holomorphe dans A d’aprés ce

n
qui précede. 1 revient au méme de dive que Xa, g K/—\ e est holo-
n
morphe dans 3;, 3, ¢tant un domaine (ui se déduit de A en augmen-
tanl affixe de chaque point de la quantité positive A. Comue A esl

. G 1 .
arbitrairement petit, Xa, g (}—» ¢ est holomorphe dans A.
' oy
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On peut, d’une manicre générale, donner I’énoncé suivant :

Soit une série de Dirichlet f(s) = Xa, e~ pourvue d'une droite
de convergence & distance finie, soit une fonction & () analytique
dans le secteur S décrit aun” | et sur son contour, sauf, j cut-étre, &

[{

Porigine: |&(u)|e ™ est supposé borné dans ce domaine, quel que
soit ¢ positif,

La série 9(») == Ya, g({;
cence de f(+). (Cela résulte du calcul dun® d.)

Supposous ensuite que la fonetion f(s)soit holomorphe au point s,
situé dans la végion de divergence de la sévie f(~). Il est certain que
3(+) sera holomorphe au méme point, pourva que f(s) soit holo-
morphe dans tout le triangle dont un sommet est le point s,, dont un
¢olé est ladroite de convergence de /(<) et dont les deux autres cotés
font avee cette droite les angles 2, et a,, ainsi que sur les cotés de ce
triangle.

En particulier, si /(s) est réguliére en un point s, de sa droite de
convergence, 5(«s) est régulicre au méme point.

Si f(s) n'a qu'un point singulier s,, 7(s) est holomorphe dans la
région

\:"\""" converge dans larégion de conver-

s I
-_ (:‘; -1- 1|> < m‘;:(.\' — \\'..) < '; -}- Olge



