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Sur des transformations de courbes de 'espace ordinaire
avee application a la_ théorie des équations awr dérivées
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I.'étude des transformations dans un espace & n dimensions s’attache
surtout, en dehors des transformations ponctuclles et de leurs pro-
longées, & celles qui transforment des variétés & » — t dimensions; il
ne semble pas qu’on se soit occupé systématiquement de transforma-
tions (qui, généralement, font correspondre & une variété an — Adimen-
sions (A > 1) une variété & un nombre égal de dimensions; une telle
étude parait capable d’étre utile dans la théorie des systémes diffé-
reutiels; dans le travail qui suit, on s’est placé dans le cas le plus
simple, celui de U'espace ordinaire ().

Au premier Chapitre, nous vappelons des propriétés générales des
transformations de contact & une équation directrice: & cette occasion
nous posons certaines questions relatives anx courbes qui sont trans-
formées en courbes; ces questions sont résolues dans le Chapitre 11
par une méthode directe et pour ainsidive sans calculs; en particulier,
nous montrons (qu'une transformation de contact trréductible trans-
forme au plus o' courbes en courbes et elle s’obtient alors en multi-
pliant & droite et 4 gauche une transformation dualistique par des
transformations ponctuelles quelconques; il était ais¢ de prévoir cette
solution; il n’y en a pas d’autres.

Nous montrous ensuite, dans le troisiéme Chapitre, qu'on peut
associer a toute transformation de contact & une équation directrice
ane transformation de courbes s’appliquant & une courbe quelconque
de l'espace. La discussion de cette transformation nous conduit a

(1) Cf. une Note de 'auteur dans les Comptes rendus. t. 118, p. 1895.

Journ. de Math., tome IV. — Fasc, 1V, 1925. 40
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présenter sommairement quelques cousidérations sur les solutions
singuliéres des équations différentielles du deuxiéme et du troisi¢éme
ordre & une etdeux inconnues. En particulier, & chacune des transfor-
mations de courbes que nous avons introduites on associe une équation
de Monge du deuxiéme ordre (équation différentielle du deuxiéme
ordre & deux inconnues) dout les intégrales admettent en chacun de
leurs points un contact du troisiéme ordre avec les surfaces du com-
plexe qui définissent la transformation de contact; ces courbes se
comportent dans la transformation d’une fagon particuliére. Les équa-
tions de Monge (du premier ordre) associces au complexe interviennent
également pour définir une nouvelle catégorie de courbes exception-
nelles vis-a-vis de la transformation.

Aprés avoir étudié la transformation du point de vue de la théorie
des systémes de Pfall, nous appliquons les résultats obtenus préec-
demment & P'étude des intégrales des équations de Monge-Ampére
associées A la transformation de contact; parmi les solutions faisant
partie de I'intégrale générale de ces équations nous en distinguous de
deux sortes : des solutions sans aréte de rebroussement appavent,
analogues & celles dont Darboux a signalé l'existence pour les équa-
tions aux dévivées partielles du premier ordre, puis des solutions & ligne
singuliére le long de laquelle se raccordent deux nappes de la surface
intégrale. Nous recherchons les relations les plus simples qu'on
peut établiv entre les solutions-appartenant & Uintégrale générale et
les solutious singulieres, qui satisfont & une équation aux dérivées
partielles du premier ovdre; une étude compléte de ces relations serait
trés longue et compliquée, comme il résulte de la comparaison avec
ce qui se passe pour les équations aux dérivées partielles du premier
ordre. Enfin, un exemple trés simple conduit a une propriété
géométrique non encore signalée.

<

Voici les principaux travaux qui se rapportent plus ou moins directement aux
questions étudiées.

Pour le Chapitre 1 :

Goursat, Legons sur les équations aur dérivées partielles du second ordre,
t. 1, chap. L.

Lis-Excer.  Drei Kapitel zur Geometric der Berihrungstransformationen
(Math, Annalen, 1. 39, p. 193). :
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PPour le Ghapitre I :

Darsoux, Sur les solutions singuliéres ... (Mémoires présentés par divers
savants @ ['deadémie des Sciences, . XXV, ne 2). .

Carran, Les systémes de Pfaff @ 5 variables ... (Annales de UEcole Normal,
supérieure, 1o, p. 109).

Hassuragr, Leber singulare Lasungen algebraischer Dfgleichungen (Journal
de Crelle, 1 131, p, 265).

Goursar, Legons sur le probléme de Pfaj.

CHAPITRE 1.

Généralités sur les transformations de contact. — Soit ('I') une
transformation de contact i une ¢quation directrice :

(1) F(NOY Z, e,y 3)=0.

Nous supposons que I est une fonction analytique des variables qui
v ligurent; nous aurons par la suile & présenter cerlaines restrictions.
Cette transformation ¢lablit une correspondance entre les ¢léments
de deux espaces (¢) et (E), rapportés & des coordonnées cartésiennes
reclangulaires, ct oll nous nous servirons respectivement des petites
et des grandes lettres. Nous appelons (¢) une siurface du complexe
défini par la relation (1) ol 'on suppose que 'on a attribué & X, Y,
7. des valeurs constantes, arbitraives ; (X) désigne une surface du
complexe déterminé dans (1) d’une fagon analogue. Les formules qui
définissent la transformation ('1') s’obtiennent en adjoignant & (1) les
velations (2) et (3):

2) aX

(2 é .
dY

! dF

dx

df . 2
@—I‘\"*‘(]l‘:s

g (—IE:_." Fx—*— PF'I“

le symbole Rda_c’ par exemple, désigne la dérivée totale par rapport
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4 @, quand z, et plus loin ses dérivées aussi, sonl considérés comme
fonctions de @ et y.

Pour que le calcul de X, Y, Z, P, Q soit possible. il taut supposer
qu'il existe un systéme de valeurs numériques des variables qui satis-
fasse aux relations précédentes sans annuler ni F, ni le déterminant
fonctionnel V des premiers membres des relations (1) et (3) par
rapport 4 X, Y, Z; cela exige que ni I, ni V, dont I'expression suit,
ne soient nuls soit identiquement, soit comme conséquence de (1) :

F, t, ¥, F,|
Fxo Fyxy Fxo P
F\'J‘ F\"v F\': l?\'

F'L.r FZ) FT.:. FZ ‘

la premiére de ses conditions est certainement remplie si I est une
fonction algébrique et indécomposable; la deuxiéme exprime que les
surfaces (o) portent tous les ¢léments plans de contact de (¢).

Pour que le calcul de w, y, s, p, g soit possible il suftit, par suite
de la symétrie de V, d'ajouter aux précédentes la condition que F, ne
soit pas conséquence de (1).

Nous supposons désormais que les conditions que nous venons
d’indiquer sont réalisées; les formules oblenues ne sont pas valables,
en général, dans le domaine d’analycité de ¥ pour toutes les valeurs
soit de p et ¢, soit de I’ et Q ; il existe des éléments singuliers: nous
ne nous occupons pas de ceux qui correspondent & lannulation
de F, et F; car ils répondent & des singularités non essentielles qui
dépendent du choix des axes. Au contraire, "annulation de V se rap-
porte a une propriété geomctrique des complexes (o) on (X): un
élément de contact de (), par cxemple, est admis en général par un
certain nombre de surfaces (o) distinctes les unes des autres; si I'¢lé-
ment est choisi de telle fagon que V soit nul comme conséquence de (1)
et (3), deux de ces surfaces au moins sont confondues; nous réservons
a de tels éléments le nom d’éléments singuliers; leurs coordonnées
satisfont & la relation obtenue par I'élimination de X, Y, Z entre (1)

(3)et (4):

(%) V=0;
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il peut se faire du reste qu’il n’existe pas d’éléments singuliers; mais,
en général, il existe une équation aux dérivées partielles du premier
ordre qui les définit. Cie que nous venons de dire peut se répéter mot
pour mot dans (E); Péquation du premier ordre s’obtient alors par
I'élimination de v, v, 3 entre (1), (2) et (4).

A une surface (s) corrvespond géncéralement une surface (S), @
plusieurs nappes, enveloppé des surfaces (I) répondant a tous les
points de (s). Soit s = o(x, y) I'équation de (s); nous désignons
par (3, par exemple, ce que deviennent les relations (3) quand on y
suppose que 3, p, ¢ sont pris sur (s) :

de J9

S= 9(, P — ] =
i ( J’)* F ’ ! (,3.
Pour avoir I'équation de (S), on élimine ¢, y entre { 1, et { 3); cela
suppose que la relation (3} ne soit pas conséquence de {1) et (3) :

¢ d*F ¥

t
\ . |
iodat v dy | 2
(3 I= C o =0, -‘.[::"Fz‘*‘l’"“v“*

Al O d*F
i dedy

Il est en général possible d'éliminer X, Y, Z entre les relatious
(1), (3) et (3), et le vésultat del'élimination est, en général, une équa-
tion aux derivées partielles du secoud ordre, en 3, de la forme de
Monge-Ampere
(6) ug==o.

A unesurface (s) intégrale de ( 6) correspond. en général, une courbe
de (K); d'une fagon plus précise, une des nappes de I'enveloppe des
surtaces (X) correspondant aux divers points de (s) dégénére en une
conrbe ; et véciproquement, on obtient I'intégrale générale de (6) en
prenant 'enveloppe d'une suite simplement infinie de surfaces (o)
répondant aux points d'une courbe quelconque (C). L'équation (6)
est 'équation des surfaces du complexe (o). Des circonstances analo-
gues se présentent dans (E), et il existe une équation du deuxiéme
ordre
(7) U;=o,

dont l'intégrale gémérale s’obtient en éliminant .« entre les équa-
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tions (1) et (8):

(8 N L

ol 3 et y sont considérés comme fonctions quelconques de v, v et 3/
désignant leurs dévivées. Les intégrales de (7) sont done engendrées
par des courbes (A) dépendant de 5 paramétres : v, y, 5, V', 3 et
défintex par (1) et (8) 1 ces courbes portent toutes les caractéristiques
de (7). Ondétinit d’'une maniére analogue les caractérvistiques de (6).

Les équations (6) et (=) admettent chacune une intégrale singu-
liere du premier ordre :

(9} uy=o.

(1o) U= o

Ces équations s'obtiennent en éliminant soit X, Y, Z entre (1), (3)
et (4), soit x, v, = entre (1), (2) et (§): ce sont les équations que
nous avons rencontrées plus haut et qui détinissent les éléments singu-
liers de la transformation. Les surfaces (X) qui vépoundent anx difte-
rents points d'une intégrale de (g) sont osculatrices a leur enveloppe,
celle-ci élant une intégrale de (10) ; et réciprogquement.

De ce qui précéde. il vésulte quune transformation de contact
transforme en général les courbes en surfaces. Pour savoir s'il existe
des courbes transformées en courbes par la transformation T, on pourra
chercher si la transformée de équation (6) par polaires réciprogques
admet des solutions communes avec I'équation des surfaces dévelop-
pables; ces solutions communes sont les transformées par polaires
véciproques des courbes cherchées, si ces derniéves ne sont pas des
droites: on peut procéder de la méme fagon sur () et finalement on
n’aura plus qu'a rechercher les droites qui se transforment en droites,
ce qu'on peut faire directement en employant la transformation
d'Euler.

De méme pour reconuaitre s'il existe des transformations de contact
a une équation directrice transformant toutes les courbes en courbes
il faudra reconnaitre si I'équation (6) peut étre celle des surfaces
développables. D’une wmaniére toute semblable on peut traiter

d’autres questions de cette nature; nous allons employer une méthode
plus directe.
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CHAPITRE 1.

L. Impossibilité de transformations de contact irréductibles
transformant une courbe quelconque en courbe. — On appelle
transformation de contact irréductible une transformation de contact
(ui n'est pas une transformation ponctuclle prolongée.

Soit (¢) une courbe quelconque de (¢); elle est le support ponctuel
de »* éléments plans de contact du premier ordre répartis en a' fais-
ceaux (f). chacun de ces faisceaux étant caractérisé par un élément
linéaire tangent & (¢) ; une transformation de contact arbitraire trans-
forme ces * éléments plans en ceux d'une surface. Supposons qu'il
existe une transformation de contact T transformant toute courbe ( ¢)
de () en une courbe () de (K ). Aux éléments de (¢) apparlenant &
un des faisceaux (/) précédemment considérés corvespondent (') les
éléments d'un faisceau de (K£); car, autrement, toutes les courbes de ¢
possédant le faisceau ( ) se transformeraient en la méme courbe ; et,
en délinitive, toutes les courbes de (¢) se transformant en la wméwe
courbe de (), (') ne serait pas une transformation s’appliquant &
tous les éléments de (¢) et (E), ce qui est contraire aux hypothéses.
Donc @ tout faisceau d'éléments plans de contact de () correspond
un faisceau de (E); nous allons voir que dans ces conditions (1)
ne peul étre qu'une transformation ponctuelle prolongée. 1 est claiv
d’abord que la condition nécessaire et suffisante pour que deux
faisceaux soient issus d'un méme point est qu’ils admettent un
¢lément commun; il résulte de fa que deux faisceauxgissus d'un méme
point doivent se transformer en deux faisceaux jouissant de la méme
propriété; alors tous les faisceaux issus du méme point m se trans-
forment en les faisceaux issus du méme point M et tous les éléments
de (¢) supportés par m se transforment en les éléments de (E)
supportés par M.

(1) Nous excluons ainsi des considérations actuelles les courbes dont tous les
éléments plans sont singuliers dans la transformation T'; cela n'a pas d'impor-
tance pour la suite du raisonnement.
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2. Devaut impossibilité de transformer toutles les courbes en
courbes par une trausformation de contact irréductible, on peut se
proposer de rechercher s’il existe des familles de courbes telles qu'une
transformation de contact convenablement choisie transforme toute
courbe de la famille en une autre courbe. On sait que les courbes
intégrales d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre
joutssent de cette propriété : il suffit de considérer la transformation
de contact a deux équations divectrices délinie au moyen d'un complexe
de courbes prises dans la famille. Mais les courbes d’une telle famille
ne supportent pas tous les éléments linéaires de P'espace, nous sommes
conduits ainsi & nous poser le probléme qui fait Fobjet du paragraphe
sutvant.

o, Transformations de contact irréductibles établissant  une
correspondance entre les courbes de dewe familles supportant
chacune tous les eléments lindaires de Fespace. Les courbes d'uune
telle famille dépendant au moins de 4 paramétres, nousallonsd'abord
nous occuper de ce cas.

La condition nécessaire et suflisante pour que, par une transfor-
mation de contact trréductible (T) a chacune de <* courbes (C0)
portant duns leur ensemble tous les éléments lineéaires de lespace,
corresponde une courbe (¢) est que les courbes () soient réparties
sur ©* surfaces () de telle fagon que sur chaque (X) se troucent
w* (G et que par chaque (C) il passe ' (X).

Considérons deux courbes (G)et(c) correspondantes pacticuliéres
mais quelconques. A chaque point m de (¢), ou, d'une facon plus
précise, & tout faisceau d’éléments tangents & (¢) en m correspond
sur () un bandeau; ce bandeau ne peut, en général, se véduire
3 un faisceaq, le faisceau considéré de (¢) étant un faisceau quel-
conque de (e) et (T) étant irréductible. Aux éléments de contact
de (c¢) supportés par m correspondent donc des éléments supportés
par tous les points de (C).

Examinons d’abord le cas ou (T) serait i deux équations directrices.
Aux o ¢léments plans de contact supportés par m correspondraient
alors les o* éléments d’une courbe (I'); parmi les éléments de (T')
seraient compris ceux du bandeau précédent, autrement dit (T')
devrait correspondre a (c¢), la courbe (C) devrait se confondre
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avec (I') et les courbes (C) ne pourraient dépendre que de 3 pava-
meotres, ce qui est en contradiction avec I'hypothése : le cas ot (T)
serait & deux équations directrices est impossible.

4. Supposons maintenant que (T) soit & une seule équation
directrice. A\ tout pointm correspond une surtace (X); tout bandeau,
porté par une courbe (C), et correspondant & un faisceau issu de m, est
donc porté par (X); A ' faisceaux de me comprenant les «? éléments
de ce point correspondent o' bandeaux couvrant tout (X); un de ces
bandeaux ne peut covrespondre qu'd un nombre lini de faisceaux; (¥)
est done couverte par «o® bandeanx, correspondant aux oo* faisceaux
issus de 2, et portés par o courbes (C). D autre part, chaque courbe
(C) supporte «o' bandeaux provenant des ' faisceaux de (¢) portés
par la courbe (¢) correspondante; chaque courbe (C) doit done se
trouver sur les «'(X) répondant aux points de (¢). La condition
¢noncde est done néeessaire; nous allons montrer maintenant qu'elle
est suflisante. Lstablissons une corvespondance entre les oo® (X) de (13)
et les oo points m de () de manicre & définir une transformation de
contact; il faut montrer d'abord que cela est possible, ¢’est-a-dive que
les 20 (X) supportent tous les éléments plans de contact de (19); or. 8'il
n'en était pas ainsi, les (X) seratent intégrales d’'une ¢quation aux
dévivées partielles du premier ordre et alors, par 'une quelcongue des
»' courbes () il ne pourrait en passer une infinité, puisque les carac-
téristiques d'une équation du premier ordre dépendent au plus de
3 parametves. Ul vésulte aussi de ce que nous venons de dive que les
x'(X) qui passent par une (C) sont tangentes & tous les éléments plans
de cette courbe. Dailleurs, par la transformation de contact que nous
venons de définir (& une transformation ponctuelle prés), & ces o' (X)
contenant (¢) correspondent o' points 2 dont le lieu est en général
une courbe, sinon les paramétres dont dépendent les (X) ne seraient
pas essentiels; nous appelons cette courbe(¢). Les o' bandeaux portés
par (C) et définis par les (X) correspondent aux «o' faisceaux de (¢),
et inversement (C) correspond & (¢) car elle est la courbe commune
aux o' (X) qui répondent aux points de (¢). La proposition est ainsi
démontrée et I'on constate en plus que les courbes (¢) dépendent
de 4 paramétres.

Journ. (16 AMath., tome V. — Fasc, IV, 192d. :l‘
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Remarque. — 1l résulte de ce qui précéde que si

F(N, Y, Z,aq,a, a;)=0

représente |'¢quation, analytiquement indécomposable d'une famille
de x* surfaces (X) ayant la disposition indiquée, si I'on considére a
présent X, Y, Z comme des paramétres et @,, a,, @, comme les coor-
données cartésiennes d'un point de I'espace, la méme équation repré-
sente «° surfaces ayant une disposition analogue.

3. Nous avons supposé que les courbes () dépendent de j pava-
métres; nous allons montrer qu'il est impossible qu’'elles dépendent
de plus de j paramétres, si la transformation est irvéductible.

Considérons, en eftet, une famille & § pavameétres (¢') comprise
dans une famille donnée a plus de 4 paramétres et portant tous
les ¢éléments huéaires de Uespace; une autre courbe (C') de la
farille primitive peut étre counsidérée comme une enveloppe de
courbes ((7') et cette courbe (') peut étre choisie pour porter des
faisceaux quelconques d'éléments de (E). Sl existait alors une
transformation de contact ircéductible transformant les courbes (C)
en courbes, la courbe (C') et les (C') gu'elle enveloppe devraient
se transformer en la méwme courbe, et aux courbes C' ne correspon-
draient pas x' courbes ¢’

6. Détermination des familles de < courbes avant la disposition
indiquée. — Le seul cas que nous ayous a envisager est donc celui de
ot courbes (G) portées par x* surfaces (X), chaque (X) portant * ((0)
et par chaque (L) passaut ' (X). 31 nous considérons une (X) parti-
culiére(X,), et les (G,) qui sont situées sur elles, les (¥) qui contien-
nent ces (C,) dépendent de 3 paramétres et coustituent Uensemble
des (X); autrement dit, si ¢}, @, a;sont les valeurs numériques des
pavrameétres de (X, ), U'ensemble des deux équations

F{N, Y. 7, al. al. a}) =0, FINOY,Z, ay, ay, a3) =0
définit des courbes dépendant de deux parameétres essentiels [on

constate en passant que lUintersection de deux (&) quelconques
est, au moins partiellement, une (C)].
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Nous admettons que F est une fonction holomorphe des a et des
dans un certain domaine comprenant les valeurs a), @, as. La
deuxiéme ¢équation de lintersection des surfaces (I,) et (I) peut
s’écrire, en tenant compte de la premiére.

X
4

D 5 oatoal. afY (a - at) 5= (N, oo ah) (ap—a)
3 )
: da,
I . ,
+— (N, .., a)(a,—ay)+... =0,
da, N

les coeflicients de «,-—a}, a,— a;, a, — a; nc pouvant étre nuls,
méme en tenant compte de Véquation de (X,) car nous supposons
que (X,) est quelcongue dans la famille et qu'il vésulte des hypotheses
que les surfaces (X) ne sont pasintégralesd’une équation anx dérivées
partielles du premier ovdre.

Nous allons démontrer la proposition suivante :

Pour que leepression quise trouve dans le premicr membre de(x)
ne depende essenticllement que de dewr combinaisonsdea,, a,, ay,
U faul etil suffit que ¥ soit de la forme

(2) F=@ ¢ 50yl + Ody+ 4y,
ott les O sont fonctions distinetes des a seulement et les b de X, Y, 7.

La condition est suffisante car les courbes d’intersection de deux
surfaces (X), dont on obtient I'équation en égalant & o le deuxiéme
membre de (2), ne dépendent évidemment que de 4 puramén‘eS' ilyen
a ® sur chaque (X); de plus, la condition pour qu’une (¥) passe par
luner\ecl\on de deux autres laisse substituer dans son équation un
parametre essentiel.

Pour montrer que la condition est nécessairve, remplagons X, Y, Z
pav trois variables nouvelles %, v, ¥ définies par les relations :

(;)(t‘ (\ \ Z al) a‘y (10)+ gl‘ (‘\ \' A‘al‘a ,(l“)—o,
RS 1
(0) l)l“ , - . 0 o o ()F - ;o [} ] 0

s (X0 Y, Z, af,ad, a)+m om, (X, Y, Z, af, aj, aj) =o,

(4) t=F(X,Y,Z a a, ab).
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Ce changement de variables est toujours possible, au moins dans
un domaine limité en dehors duquel ce qui suit ne s’applique pas (),
parce que, d’apres la natuve de la question, la relation

F(NVY.Z, ). ay, az) =0

devant définir une transformation de contact, les rvelations (3) et la
relation (1) oti Uon a fait T = o forment un systéme de trois velations
que l'on peut résoudre par vapport & X, Y, 7, étant bien entendu
que a;, a,, a, sont arbitraires.

Le premier membre de (1) peut ¢tre ddveloppé suivant les puissances
de %, v, {: aprés y avoir fait J= o, on obtient une série entiére en 3
et v, ot le terme indépendant de % et 1 est une founction holomorphe
en a,, a,, a, dont le développement conumence par un seul terme du
premicr degré : a,—a'; le développement du coefficient de 2 com-
mence par @, — a) ¢t celul de v pav a,— ;. Les développements de
tous les autres coeflicients commencent par des termes du deuxicme
degrd au moins. Les trois premiers coefficients ne peuvent ¢tre iden-
tiquement nuls; en rvaison d’une remarvque précédente; le prewmier
membre de (1) dépend certainement d'une facon essenticlle des vap-
portsde a,—a} el a,—a} & a,—«}; pour que le nombre des para-
metres essenticls dans le premier membre de (1) fut 2,1l fandrait que
les autres coefficients fussent homogenes de degré 1 ena, — al, a, — a.
@, — a'; il est donc nécessaire que ces cocilicients soient identique-
ment nuls. On peut donce écrive

F(N. Y. Z, ay, @y, a3)— F(N, Y. Z,al, al. o)

()F N T 0 0 0 01:(
E (N, YoZoab o al, af) L+ (—);:

oF
da,

(NOY 7, o ey a)M

+

(X, Y. Z. ay, ab. ad)N,
L, M, N ne dépendant que de a,, a,, a,.

7. Conséquence. — Les % surfaces X forment un systéme lincaive,
comme on s'en assure par un simple changement de parameétres.

(") Nous touchons la, et a d’autres endroits aussi, & des problémes
difficiles que I'état actuel de I'analyse ne permet pas en général de vésoudre.
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D’autre part, une transformation ponctuelle permet de changer les ¥
en les plans de I'espace, au moins dans un certain domaine. 1l existe
donc une transformation ponctuelle qui transforme les o courbes C
en les =* droites.

Lovsque les courbes d'une famille & 4 paramétres sont données par
leurs équations finies, il est toujours possible, par des calculs de
géométrie analytique qui traduisent les raisonnements que nous avons
faits, de reconnaitre si elles ont la disposition indiquée.

Il peut se faire que 'on connaisse seulement les courbes par leurs
équations différentielles, ¢’est-d-dire par deux équations diltérentielles
du deuxi¢me ovdre & deux inconnues. On peul néanmoins reconnaitre
st elles jouissent de la propricté en guestion : leurs équations dillé-
rentielies doivent pouvoir ¢tre transformdes par une transformation
ponctuelie en le systeme

Y

y' = o. " == o,

qui définit les droitesde Pespace. La caractéristique de ce dernier sys-
teme est d'admettre comme plus grand groupe, le groupe projectil
géndral sur trots variables. Done le plus grand groupe de transfor-
mations ponctuelles laissaut invariant le systéme donné doit étre
semblable au groupe projectif géndéral sur trois variables, el cette pro-
priété suftit évidemment. On est done ramené & un probleme classique
de la théorie des groupes continus de transtormations.

Coneluston. — les transformations de contact que nous nous pro-
posions de trouver au parvagraphe 2 s'obtiennent donc en faisant le
produit & droite, puis & gauche d’une transtormation dualistique par
une transformation ponctuelle quelconque.

CHAPITRE III

L. Définition d’une transformation de courbes. — Bien qu'il
n’existe aucune transformation de contact qui transforme une courbe
quelconque en une autre courbe, nous allons montver qu'on peut
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associer & toute transformation de contact (T) & une équation direc-
trice une transformation de toutes les courbes de 'espace.

La teansformation (T) associe & tout point . de (€) une surface (X);
soit () une courbe de (), la transformation ('T') lui fait correspoundre
Penveloppe (S) des ' (X) assocides & ses points. Cette surface (3),
mtégrale de Uéquation (8) du Chapitre 1, est engendrée par !
courhes (\), caractéristiques de celte équation, qui sont aussi des
caractéristiques au sens de la théorie des enveloppes et admeltent par
conséquent, en général, une courbe eunveloppe (T') aréte de rebrous-
sementde 3: la transformation dont nous allons nous occuper est celle
qui fait correspondre (T (v).

Soient me, m’c m” trois points nfiniment voisins de ()3 les trois
surfaces (X), (X). (X7) corvespondant & me. m’y " ont en commun un
point M situé sur (U), c'est-a-dive que (I') a un contact de deuxicme
ovrdre avee (X) en M. Dailleurs les trots pownts me, m’, m” doivent étre
situds sur la surface (o) associée & M par la transformation (T). puisque
M est & la fois sur (M), (X, (X), donc (y) a un contact du second
ordre avec cette surface (7). La courbe (y) étant arbitraive, en
chacun de ses points il passe une sucface (o) qui admet avec elle un
contact du deuxieme ordre, puisque les surfaces (7) dépendent de
3 paramétres; il vésulte de ce qui précede qu'on peut déhinir (T)
comme le lien des points associés aux surfaces () qui passent ainsi
en chaque pointde (y), de méme que (y) est le lieu des points associés
aux surfaces (X) qui admettent avec (') un contact du deuxié¢me
ordre.

Ce que nous venons d'exposer constitue une nouvelle définition de
la correspondance entre (v) et (I') qui montre la réciprocité de la
transformation que nous avons introduite. (v) est, en général, lardéte
de rebroussement de la surfuce en laquelle (T) transforme (I).

Remarque. — 11 est clair que les raisonnements précédents ne
s'appliquent pas au cas on () serait située sur une surface (¢) ou
admettrait, en chacun de ses points, un contact d’ordre supérieur
au deuxi¢me avec une surface (a).

2. Etude analytique de la transformation. — Nous allons traduire
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analytiquement la détinition géométrique de la transformation, puis
établir les formules qui nous permettront de I'étudier plus & fond.

Nous indiguerons, en soulignant d'un trait, que I’on doit considérer
dans une ¢quation ou dans une expression y et s comme fonctions de
la seule variable .v. Nous supposons qu’on définisse la courbe () par
les expressions de y et s en fonction de «x; la courbe (T') qui lui
correspond est déflinie par les trois relations : 1, 2, 3

(0 FIN Y, Z, 0, v, 3) =0,
dF . . o
{2) Tp:lu.q—‘)"l"\..;_ P, =o.
ALY - e rers e e e e
(o i Fosa v F o asl 4y e eay s B33+ "1, + 3"Fe==o,
e R AR J ) )

o

le symbole —= aici la signilication d'une dévivée totale d’une fonction

d'une variable. Nous désignons par « le symbole de différentiation le
long de (y), c'est-d-dire la diflérentiation ot @, y, 3 sout variables
wais X, Y, Z constants: par D nous désignons la différentiation le
fong de (I'): mais pour désigner la dérivée totale prise A fois par
B el
dhrk
NFdh }
Les velations (2) el (3) peuvent s'écrive aussi sous la forme (2')
et (37 qui nous sera souvent plus commode

vapport & X et £ fois par vapport & . nous écrvirons

(2 dl = o,

(R d*F = o,

Pour avoir les équations de () en X, Y, Z on élimine. entre (1),(2)
et 3). en le calculant au moyen de (3), ce quiexige que la velation (4)

nest pas conséquence de (1), (2), (3)

R BB < . . .
() T = Pt 8y oy b 0 " Fpe 570,

Il convient d’observer qu'au point m répondent, en général, plu-
sicurs points M situés sur des branches différentes de (T') et que cer-
taines de ces branches, analytiquement distinctes du reste de (T'),
peuvent étre communes a toutes les surfaces (X) associées aux poinls

de (v); nous laisserons de telles branches en dehors de nos considé-
rations,
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Plagons-nous dans le cas général : I'élimination de & entre (1) (2)
et (3) conduit & deux l‘elatlons entre \, Y, Z, qui définissent (T);
nous allons considérer Y et Z comme fonctions de X dont nous rvepré-
senterons les dérivées par Y’, Z’, Y',...; on écrit immédiatement les
relations

dl’

(5) I\- =DIx-FY'Fy-2F,,
(5!) DI == 0,
. d"‘l“ _ () SR AN ! () N o R =Rk
(()) (—/———'-—5-—( .+‘\ l~y+~‘l:)‘f"\ (')?(l.x"'{')l)‘*_“b:)
; () : P NI S W
10 0 (e 5By 2T
ot I“X.r -+ _)" I:X_\' + 3 Fx;,—‘.— \’( F\'i.- -+ :)" F\)~"l‘ 3,F\:)
A+ L (P "Fpp+ 30,
(6/) D (/l“::().

Désignons par (7) les velations :

Fxe+ ' Fxp =Py Py 0By 3P Frae 0 By 31y,

Fy iy 1,

(7)

Le calcul des dilférentielles n’est possible que si les rvelalions ("\ ne
sont pas conséquences toutesdeuxde celles quiont déji éré considérces.
Pour ne pas compliquer cet expos¢ nous admettons que la deuxiéme
égalité n’est pas vérifice, ce qui assure le calcul de Y’ et Z'.

Les diftérentielles secondesle long de ('), et les dévivées secondes "
et Z”, son? obtenues par la diflérentiation des relations (3) et (6")

DR - D dF =o, D2AVF + D d*F =

Ce qui procure, en tenant compte de (6'),

#F . .
(8) ;7%—-r\\”-f—Fzzll-i-...+Z12l‘zi+...+l‘xa:‘),
(8" DtF —o,
' &F & F
(9) axids AN gxam =0

(9) DdF + D @*F =o,
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R 0 [ dF\ d [dF\ .,
INide T ay (7{5{-)\ Fd/‘< )["{_

VP d
dNdat T d\

L __(___ k.3

( l?
+oax dee 25"

La relation (8') exprime que (I') a un contact du deuxi¢me ordre
en chacun de ses points avec une surface (X).
Introduisons les relations (10) et (10’) obtenues en différentiant (3)

BF . d¥F
(IO) m({\+ { 3(11—_0,
(10") Dd*F + d*F =o.

La correspondance ponctuelle entre (I") et (v) résulte des rela-

d“f d3 f d“’f
d\ide’ dXda¥’ da
nulle en tenant compte des relations déja écrites, I'élimination de dX
el dw entre (9) et (10) donne la relation (11)

tions (9) et (10); si aucune des expressions ——=— n'est

a*r ad*¥F
dN*de AN da? _
(1) LE dF =0
A A

Les relations (8) et (11) permettent de calculer Y” et Z” car la
condition de possibilité de ce calcul est la méme que celle du calcul
de Y’ Z" au moyen de (5) et (G).

Les différentielles troisiémes le long de T, et les dérivées Y” et Z”
s’obtiennent en diflérentiant les relations (8) et (11) ct en y rempla-
cant dX et dw par les valeurs proportionnelles tirées de () ou ( 10),
Le déterminant des inconnues Y ¢t Z” dans les équations linéaires
qui les déterminent est le méme que celui qui s’est présenté dans les

calculs des dérivées précédentes, il est donc différent de zéro. Le
calcul des dérivées successives de Y et Z se poursuit sans arrét.

3. Formules de la transformation. — 11 résulte des considérations
précédentes le moyen d’obtenir les formules générales de la transfor-
mation.

Journ. de Math., tome IV, — Fasc. IV, 1925, 42
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On caleale N, Y, Z au moyen des relations (1), (2) et (3). Formons

I'équation dont le premier mewmbre est le déterminant fonctionnel des
premiers membres de ces Lrois relations par rapport 4 X, Y, 4

Fy Ty I’y

(dl‘) (), ()
(12) de Jx de Jy dely [=o.
(d l") "d’l“) 'ds|~‘>

Cette relation n’est pas une conséquence de (1), (2) et (3). carsil'on
live, par exemple, 5" et 3" de (2) et (3) et qu on p(n‘te les mpu.suons
obtenucs dans (12), on obticnl une expression ol le coefficient de )~
est, au facteur I prés, le déterminant que nous avons appelé V au
Chapitre [ : or, pour que la relation (1) puisse définir une transforma-
tion de contac!, il est nécessaire comme nous 'avons vu que ce déter-
minant ne soit pas nul, méme en tenant compte de (1).

Les formules que l'on calcule expriment X, Y, Z en fonction
de w, ), 3, )" 5,17, 571 mais elles ne sont valables qu'autant que
'élément linéaire du deuxitme ordre de (¢) ne satisfait pas & la
relation

(13) 0y=o0,

obtenue par Pélimination de \, Y, Z entre (1), (2),(3), (12), relation
dont nous aurons i nous occuper plus loin.

On remarque que " ¢t 3" ne ligurent dans les formules génde ales
que dépendamment Pune de Uautre sous une méme combnuuson.

On obtient ensuite Y’ et Z' par les relations (5) et (6), o le déter-
minant de Y et Z’, quand ou tient compte de (2), ne peut étre nul que
siV Uest aussiy Y/ et 7' s’expriment done au moyven de v, y, 3 et leurs
dérivém iusqu’uu lroisiémc ordre, d'une manitre quelconque en y”
ct 3, mais ) el 3" figurant dépendamment P'un de Pantre sous une
seule combinaison. l5t ainsi de suite pour les dérivies successives de Y
et Z, les dérivées d'ordre s'exprimant au moyen de ., v, s et de leurs
dérivées jusqu'd Uordre n -+ 1, les dernidres sous une seule combi-
naison, toujours la méme & pactiv du troisieme ordre.

lnversement, on peut exprimer.v, y, 5 et leurs dérvivées en X, Y, Z
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et leurs dérivées; les relations (1), (5), (8) permettent de calculer-
£, ), sen\, Y, 2, Y, 2, Y", 4" par des formules qui ne sont valables
que pour des éléments linéaires du deuxi¢me ordre de (I¥) qui ne
satisfont pas & la relation

(14) 0,=o0

obtenue par I'élimination de , y, s entre (1), (5), (8) et (15):

K, P, F,

3

(”“) dF ’(1[“)

(15) (;l.\:, . ((7_\—'),‘ ((K /. |=o0;
"2 dF d*F
(). (), ().

puis y” et =’ par (2) et (6) en X, Y, Z et leurs dérivées jusqu’au second
ordre, ct ainsi de suile.

Il convient de remarquer que Pordre de contact de deux courbes
n’est pas conservé en général parla transformation, mais abaiss¢ d’une
unité. Toutefois, il n’est pas nécessaire que deux courbes admettent,
en général, un contact du deuxiéme ordre pour étre transformées en
deux courbes tangentes. Cousidérons une courbe (y), un pointm de
cette courbe ct la tangente mt en ce point; la courbe () est transfor-
wmée en une courbe (I') ot M correspond ane. Danslarelation (3) subs-
tituons & &, ¥, 3,y’, 3’ lesvaleursenme, & \, Y, Zles valeurs en M nous
obtenons une relation linéaire en »” et 3”5 toute courbe tangente & (v)
en m et pour laquelle y” et 5, en ce point, sont liés par cette relation
linéaire se transforme en une courbe tangente & (I') en M. 1l est aisé
de vérifier que loutes les courbes tangentes & (v) en m et qui jouissent
de la propriété ci-dessus ont leur centre de courbure sur un méme
cercle et que les courbes de (E) qui leur correspondent et sont tan-
gentes entre elles en M ont de plus leurs centres de courbure sur un
méme cercle. ‘

On délfinit ainsi les circonstances les plus générales de la transfor-
mation qui comportent de larges exceptions.

A. Courbes cxceptionnelles de la transformation. — Pour trouver
la courbe (I') qui correspond a (y) nous avons supposé qu'on peut
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ticer  de I'équation (3), c'est-i-dire que la velation (4) nest pas
conséquence de (1), (2), (3)

&F
(4) (?‘(Z‘S_ = Q.

Il est possible, en général, d'éliminer \, Y, Z entre (1), (2), (3)
et (4); le résuitat de I’élimination est I'équation différentielle (16)
du troisitme ordre, aux fonclions inconnues y et s de la variable
indépendante «x :

(16) 6, = o.

Pour les courbes intégrales de cette équation, les calculs indiqués
précédemment ne sont pas applicables. L'interprétation de I'équa-
tion (16) est immédiate : son intégrale générale est formée par les
courbes situées sur les surfaces (s), et avant d’aller plus loin, il nous
parait bon d’indiquer rapidement, indépendamment de la question
qui fait l'objet de ce travail, et avec des notations plus simples, cer-
taines propriétés des équations obtenues comme I'équation (16).

8. Remarques sur la méthode d'élimination des constantes et la
théorie des intégrales singuliéres. — Considérons la relation

(lj) f(;l\ ), Oy €y Cs):‘)

qui représente une famille de courbes planes dépendant de 3 para-
metres essentiels; nous supposons quef est un polynome €N ),y Cyy Cy
dont les coefficients sont des fonctions analytiques, dans certains
domaines, de x et y. Ces courbes constituent I'intégrale générale
d’une équation différentielle du troisiéme ordre obtenue parl’élimina-
tion de ¢,, c., ¢, entre les relations (17), (18), (19) et (20):

X if "
(18) Si= %:f:v”*‘)'fy:(’,
d! " g
(19) Ji= (‘5‘4:‘/’_.;\—*‘.. =y =0,
d? | .o
(20) f3: —l —j..«a—*‘-. oy /\: O,

d;L‘a -
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Soit (21) I'équation obtenue :

(21) @y = O.

L'équation (21) admet, en général, d’autres intégrales que les
courbes (17). Pour s’en rendre compte, il suffit de constater que le
probléme de 'intégration de I'équation (21) est équivalent & celui qui
a pour but de déterminer quatre fonctions y, ¢,¢,, ¢; de ¥ qui satis-
font aux équations (17), (18), (19), (20). De ces équations, par diffé-
rentiation, on tire les relations

(17" Sode 2= fo,dey 4~ fo dey = o,
(18" Jiedey+ fio des + fi de;=o,
(19") See dey+ i, dey -+ fa dey= o,

On y satisfait soit en imposant aux inconunues les conditions

dc. = dcg: (103= 0,

qui procurent l'intégrale générale, soit en leur imposant de vérifier la
nouvelle velation

) Do fs)
(22) Dicr, eaes) O

I.’élimination de ¢,, ¢4, ¢, entre (17), (18), (19) et (22) conduit,
en général, & une équation différentielle du second ordre pour y :

(33) ?2: 0,

dont les intégrales vérifient, en général, 'équation (21), et sont, en
général, des solutions singuliéres de cette dernitre équation. [l.e
lecteur est prié d’excuser la fréquence de I'emploi de la locution
«en général »; les circonstances qui peuvent se présenter sont treés
nombreuses et nous nous sommes bornés, i indiquer celles qu'on
rencontre lorsque les coefficients des développements en séries entiéres
des fonctions analytiques de « et y qui figurent dans (17) sont choisis
arbitrairement, dans les limites, bien entendu, qui assurent la conver-
gence des séries ou ils figurent. Il peut se faire que I'élimination
de ¢, ¢, ¢, conduise & deux équations du second ordre en y, il peut
se faire que certaines intégrales de (23) ne soient pas intégrales
de (21) ou qu’elles en soient des intégrales particuliéres. ]
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Des relations (17), (18) et (19) on obtient, en tenant compte
de (20) : (17"), (18" ) et (19"),
(19" Jode + fo dey - fo des+ [y, deg== o,
el I'on est certain que les fonclions ¢, c,, ¢,, y déterminées par (17),

(18), (19) et (22) satisfont & (20) si elles ne vérifient pas simultané-
ment les deux relations (24) :

2 Soo o Lo S
(24) j‘ll‘g - ‘/‘l(‘, - .1(‘3’

ce qui a évidemment lieu en général.
En géndral, aussi, 'élimination de ¢,, ¢y, ¢, entre (17), (18) et (24)
conduit & une équation du premier ordre :

(25) Q1= 0,

dont les intégrales ne satisfont pas & (21) et sont des solutions singu-
litres de (23); en poursuivant encore, I’élimination de ¢, ¢, el ¢,
enlre (17) et les trois relations (26),

(26) B "|:0’ sf('n:o’ ‘f.-a:O,

conduit, en général, & une relation entre ' et » qui définit une solu-
tion singuliére de (25) non intégrale de (23).

Il existe entre les intégrales des ¢quations (21), (23) et (25) des
relations de contact qui sont & peu prés évidentes d’aprés la facon
dont ces équations sont formées et que nous nous hornerous & indi-
quer; ils’agit, bien entendu, dans ce qui suit d'intégralesquelconques
et de points arbitrairement pris sur elles.

En tout point d’une courbe intégrale de (23), il passe une courbe
intégrale de (21), c’est-i-dire une courbe (17) qui admet avec elle
un contact du troisiéme ordre. En tout point d’une courbe intégrale
de (25), il passe une courbe intégrale de (23) qui admet avec elle un
contact du deuxiéme ordre. ‘

6. Nous allons appliquer les résultats qui viennent d’¢tre obtenus &
I'étude de 'ensemble des courbes tracées sur les surfaces d*une famille
a 3 paramdtres :

(37) &5 ¥y 3, €1y €y €3) =0,
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Ces courbes constituent l'intégrale générale d’une équation de
Monge du troisiéme ordre :
(28) dy=o,

ol y ct 3 sont considérées comme fonctions inconnues de . et qui est
obtenue par I'élimination de ¢, ¢,, ¢, entre les velations (27), (29),

(30)et(31):

dg
(29) S = Fl‘ =0
. g
(30) &= ﬁ:o,
N g " »
(31) &= (7_1—‘ I S S e i N

I.’¢limination de ¢, ¢, ¢, entre les velations (27), (29), (3o) et (32)
conduit en général & une seule éguation de Monge (33) du deuxiéme
ordre d’un type particulier :

: D(g 2.8
(32) D 2 (& 2. 23)
D (e, ey €3)
(33) . dy=o.

—=o,

En tout point d’une courbe appartenant & lintégrale générale
de (33) il passe une courbe intégrale de (28 ), c’est-d-dire une courbe
située sur une surface (27), admettant avec elle un contact du troi-
si¢me ordre. 1l suffit, pour s’en rendre compte, de se rappeler que
quand deux courbes gauches se projettent suivant la méme courbe du
plan des s, la condition pour gqu’elles admettent un contact d’ordre »
est que leurs projections sur le plan des 2y adwmettent un contact de
cet ordre. Dés lors, si l'on considére 5 comme une fonction arbiteairve
de z (dans des limites convenables) et y comme P'inconnue, on est
ramené au cas précédent.

D'une facon analogue, en tout point d'une courbe intégrale d'une
certaine équation de Monge, il passe une courbe intégrale de (32)
admettant avec elle un contact du deuxiéme ordre. Cette équation de
Monge s’obtient par I'élimination de ¢, ¢y, ¢, entre les équations (27),
(29) et (34) :

o o o
Y4 S Sy _ Sy
(aq) S0 — -
S




3

Enfin, on peut associer & I'équation de Monge une surface & laquelle
les courbes intégrales sont tangentes en un de leurs points.

| &
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Remarques. — 1. La fonction = de . ¢tant arbitraive, il est bon de
remarquer qu'il sera facile de la choisir pour que les équations en
admettent des solutions singuliéres d’un type particulier.

Il. Nous avons supposé, pour la simplicité de l'exposé, que les
relations données sont algébriques par rapport aux constantes; on
peut étendre les vésultats & des cas plus généraux, mais pour éviter des
complications nous supposerons dorénavant (ue I' est algcbrique en
@, vy 35, N\, Y, L.

7. Les différentes classes de courbes exceptionnelles, — Nous avons
vi que les courbes intégrales de I'équation (16) font exception dans
fa transformation ; il leur corvespond un point delespace (). D'aprés
la facon dont a éL¢ formée cette équation, nous pouvons lui appliquer
les vésultats du paragraphe précédent, \, Y, Z jouant le rvole des
constantes ¢, ¢,, ¢,. [.'équation (16) admet comme intégrale singu-
licre une équation de Monge du deuxiéme ordre qui est précisément
I'équation (13) obtenue ci-dessus; si l'on considére unc courbe inté-
grale de (13), par chacun de ses points il passe une courbe tracée sur
une surface (o) et admettant avec clle un contact du troisi¢me ordve
les cowrbes intégrales de Péquation (13) sont done les cowrbes qui
admettent en chacun de lewrs pornts un contact du troisicme ordre acee
une surface du complexe (a). Nous avous vu que pour une courbe
quelconque ce contact est du deuxi¢me ordre.

Remarque. — 1l peut se faire qu’on obtienne, par les éliminations
indiqudces, non pas une, mais deux équations du deuxiéme ordre. La
transtormation de Legendre offre Pexemple le plus simple de ce cas.

L’équation (13) admet comme intégrales singulitres les intégrales
de I'équation de Monge (35) :

(35) )y =o,

obtenue par I'élimination de X, Y, Z entre les relations (1), (2), et (5).
Une courbe intégrale de (35) étant donnée, par chacun de ses points
il passe une courbe intégrale de (13), admettant avec elle un contact
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du deuxi¢me ordre; elle n’admet en général qu’un contact du deuxiéme
ordre au plus, en chacun de ses points avec une surface (7).

Enfin, 'élimination de X, Y, Z entre (1) et (6),

36 F,=o. ¥, =o, ==
&X y

v

conduit en général & une surface(s,), intégralesinguliére de I'équation
aux dérivées partielles du premier ordre, associée & 'équation de
Monge du premier ordre.

Voyons maintenant comment se comportent les courbes exception-
nelles dans la transformation.

Tout d’abord, généralement, pour une courbe (y) intégrale de (16),
(16) ;=0
en raison de (), on déduit de (10)

opns aF
(36) D AT

et en comparant a (5)et(8), on constate que si (y) n’est pas intégrale

de (13), c'est-a-dire si (12) n’est pas satisfaite, on doit avoir
dX=dY=dlL=o,

ce qui confirme qu'a (I') correspond un point de (E).

Supposons maintenant que () soit svlution de (16) etnon de (35),
les équations (36), (5) et (8) se réduisent & deux seulement et & (y)
correspond une courbe (I') dans (E). La relation (36") entraine,
d’aprés (9'),

D*dF =0 ;
or la différentiation totale de (8') donne )
D3 + DdF = o,
donc .
D3F =o.
Formons dans (E) I’équation (37) correspondant a (16) :

(37) 0;=o;

la courbe (I') doit &tre intégrale de (37); d’aprés ce que nous avons
Journ. de Math., tome IV. — Fasc. 1V, 1925, 43
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vu, (37) admet comme intégrale singuliére I'équation (14) :
(%) : O;=o;

(T') doit ¢étre une intégrale de (14), sans cela il lui correspondrait un
point de (¢). Rappelons-nous maintenant qu’une courbe quelconque est
I'enveloppe de courbes (.\) (les caractéristiques); le contact en chaque
point caractéristique est en général du premier ordre : les différen-
tielles premiéres sont les mémes sur les deux courbes et sont déter-
minées par (3') et (6'); il existe de plus une relation commune entre
les différentielles secondes sur les deux courbes : (8'). Dans le cas
présent, il en existe une deuxiéme :

dF

(33) D* =

qui est distincte de la premiére : le contact de (I') avec chacune
des (.\\) qu'elle enveloppe est donc du deuxitme ordre; la propriété
correspondante existe évidemment dans (¢).

Groupons les relations qui assurent la correspondance entre les
courbes () et (I') que nous venons de considérer,

. d¥ a*t N O
(1) F=o, (2) =0 (3) TA= (d) =%
d*F . a*F

(¥) = (6) N0 et (12).

Ces relations pet‘mettent d’exprimer N, Y, 2, Y, 72, Y, 4 en
fonction de x, y, z, y', &, )", 3, & condmon que lea relations (7)
n’en soient pas conséqucnces, ¢'est-d-dire que (y) ne soit pas intégrale
de (35), ce qui est le cas; rappelons que x, ), ..., 3" sont liés par la
relation (13).

L’inversion de ces formules est possible si (I') n’est pas intégrale de
I'équation (39) analogue & (35) :

(29) . O =0

obtenue par I’élimination de , y, 5 entre (1), (5) et (o) :
gl_) dl‘ ’dF

(40) (dx, > d\ d\

Fe l"
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Nous constatons que deux courbes intégrales de (13) qui admettent
en un point un contact du deuxiéme ordre se transforment en deux
courbes intégrales de (14) qui admette en un point un contact de cct
ordre.

On peut prolonger les formules de la transformation jusqu’d un
ordre quelconque; & chaque prolongement, on fait intervenir les
dérivées d’ordre immédiatement supérieur de chaque coté.

8. Cas particulier. — Nous voulons maintenant nous occuper du
cas ou () est intégrale de 'équation (33). Cette équation a uuc
autre signification qu'il convient d'indiquer : elle exprime la condition
pour queles surfaces (X) correspondant & deux points infiniment
voisius de (v) de coordonnées v, v, 3 et @w+dz, y +dv, 5+ du,
soienl tangentes en un point de leur courbe d'intersection; ou bien, si
Pon veut encore, parmi les »*(\), elle en particularise ' qui
admetlent en général un point double. L’élimination de y' et <
entre (2) et (7) donne la relation

1) y=o0

que nous avons rencontrée plus haut; elle définit sur chaque (X¥) une
courbe (H) qui est le lien des points doubles des (A) situés sur celle
surface (X) [sur chaque (X) il y a x*\ dont »' ont un point double].
Les éléments plans de contact de (X) le long de (1) sont des éléments
singuliers de la transformation de contact (T), c’est-a-dire aussi les
¢léments de I'équation aux dérivées partielles du premier ordre qui
définit les surfaces osculatrices aux surfaces (X).

Déterminons Pintersection de deux de ces éléments de contact infi-
ment voisins situés sur (X). Les plans tangents & (X) le long de (H)
sont déterminés par I'équation

E=N) T =N G -1 T,
ol £, v, { sont les coordonnées courantes, x, y, s constants et y’, 5/
liés par la relation
For ' By 3'Go=o,

X\, Y, Z désignant un point de la courbe d'intersection de (1) et (41).
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La caractérisiique du plan tangent admet pour ¢quations

(5= @) Faak (01— ) By (3 —2) B

V.
_EN PN+ = V) P+ =2 Py
- ¢
CE NP+ (= V) Foy (3= 7) Py
- e s 22 B

s

c’est une génératrice du cone de I'équation de Monge du premier
ordre (39); cela prouve que les équations (33) et (39) sont les
équations associées aux équations de dérivées particlles du premier
ordre

uy=o. Y=o {Chap. D,

car les éléments de contact tangents a (X) le long de (H) constituent
une bande intégrale de la seconde de ces équations.

Considérons maintenant une courbe () intégrale de (35) et le
lien (T') des points doubles des(.\) qui correspondent ses points. La
courbe (1) est définie par les relations

(1) F=o,
dl
(-n (—{-:' =0,

dFy dby dVy

- W _ Ay _ v

Iy [ I,

qui se réduisent & 3, puisque (33) en est une conséquence; la rela-
tion () résulte de I'élimination de ', 3’ entre (2) et (7).

Par dilférentiation de (1), en tenant compte de (2), on constate
d’abord que

(5" DF =o,

ce qui prouve que (1) est tangente en chacun de ses points a la
surface (X) qui y passe; de plus, la différentiation de (3") donne

D*F 4-DelF == o,
et comme en tenant compte de (7) et (5°)

(6") D ¥ =o.
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il en résulte que
(8 DI =o,

ce qui prouve que (I') admet avec la surface (X) un contact du
deuxi¢me ordre, mais la direction de la tangente & (I') en chacun de
ses points ne dépend pas uniquement de celle de la tangente & (y) au
point correspondant; la deuxiéme velation qui en outre de (5") définit
la tangente & (1) est en cllet obtenue en annulant un déterminant
dont nous n'écrivons (u’une ligne

174 % dly

IRS d de
p et L&Y —o0:
l l“x (/.L' Fx ! 03

dans la denxi¢me colonne interviennent ¢videmment les dérivées y”
et 3" entre ces deux (uantités existe une relation obtenue cn prenant
la dévivee de Péquation (35), dérivée qui se calcule au moyen

d*F . . . N , .
de =03 malgré ccla on ne peut les faive disparaitre du détermi-

nant, cette queslion sera du reste veprise un peu plus loin.

Les courbes (1') correspondant aux intégrales de (35) ne sont donc
pas intégrales d’une équation de Monge du premier ordre; elles le
sont d’une équation du deuxi¢me ordre qu’on obtient par 'élimination
de w, y, 3, entre (1), (3), (8) et (4); cette équation du reste n’est
autre (ue celle qui résulte de la dérivée de (39).

Réciproquement, supposons que (I') soit intégrale de cette équation
du deuxiéme ordre; rappelons que
(") V=0

assure la compatibilité de (2) et (7) et soit )|, 5| les expressions de y’
et 3’ qui satisfont & ces équations (2) et (7), la coudition (4') étant
remplie; soit d'une fagon générale A la valeur commune des rap-
ports (7) et A, la valeur particuliére qui correspond & la compatibilité
avec (2).-On peut toujours écrire, si (4') est vérifiée,

iF" 1 N ' b Py
((—1;} = () =) Py (3" —5)) Foo+ A Py

Dans les circonstances ot nous nous plagons, les relations ( t), (5'),
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(8") et (4') sont compatibles. De (5") et (8') on déduit (6’); or (')
s’écrit

dr T -
E-{—' . mv(\y*‘)ﬂ)l‘\.({\—‘-( ~1)l‘.\:«d"\:09
dX d\

le coefficient de A, disparaissant & cause de (5'). D'autre part, de
(1) et (5) on déduit la relation (2) qui peut s’écrire, puisque (4') est
vérifide,

Fy (' —y1) + F(s'—2)) =o,

et alors, deux cas peuvent se présenter : ou bicn

y'—yi=o, ' — 3 =o,
ou bien
d¥,  dF,
WX . d\
T, T

Dans le premier cas, la relation (7) étant vériliée et les expressions
trouvées de y' et 3’ étant bien les dérivées de y et 3 sur la courbe (y)
correspondant & (1), () est intégrale & 'équation de Monge (35).

Dans le deuxibnillg cas, les relations (2) et (5) permettent d’égaler

dF
le rapport écrit & @X et ainsi les ¢quations (4o) sont satisfaites; la
T,
courbe (') est alors une intégrale de 1'équation de Monge (39) et,
d’aprés ce quia été vu plus haut, il lul correspond une courbe inté-
grale de Péquation dérivée de (33) et qui n'est pas une intégrale
de (35) en général.

Ainsi, nous avons oblenu une correspondance non pas cntre les
courbes intégrales des deux équations de Monge du premier ordre,
mais entre les courbes intégrales de I'une d’elles et de la dérivée de
Pautre. A

La discussion qui précéde n’avait pas pour but d’envisager tous les
cas possibles mais de signaler 'essentiel, et, en résumé¢, nous avons
obtenu trois types de transformations de courbes par correspondance
entre les éléments linéaives de contact des divers ordres :

1° Une transformation s’appliquant & généralité des courbes de
I’espace;
?
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2° Une transformalion entre coutbes intégrales de deux équations
de Monge du deuxiéme ordre, bien déterminées par les formules
mémes de la transformation, équations qui ne peuvent &tre des équa-
tions quelconques, mais dépendent d’une fonction arbitraive de
cinq variables;

3° Une transformation entre courbes intégrales de deux équations
de Monge du deuxiéme ordre, dérivées exactes d’équations du pre-
mier ordre, dépendant par conséquent d'une fonction arbitraive de
quatre variables.

On est conduit ainsi i rechercher directement -les transformations
de courbes par correspondance des éléments de contact des divers
ordres.

9. Transformation du contact linéaire du prenier ordre. — Un
élément de contact linéaire du premier ordre est représenté par
I'ensemble des cing nombres @, y, 3, ), 3'; deux éléments voisins
sont unis si les deux relations suivantes sont véritiées :

(41) | dr—y'de=o,
) dz — 3 dx =o.

Les transformations qui font I'objet de ce paragraphe doivent
porter sur les coordonnées de I'élément linéaire du prewmier ordre, et
transformer deux courbes tangentes quelconques en deux autres
courbes tangentes; clles doivent donc se traduire par les formules
d’un changement de vaviables sur @, y, s, ', ¥, considérées comme
variables indépendantes, ct laissant invariant le systéme (41). Nous
allons montrer que les transformations ponctuelles prolongées
seules jouissent de cette propricté. Le systéme (41) représente la
forme canonique d’un systéme de deux équations de Pfaff & cing
variables pour lequel le systéme qui détermine les éléments singuliers
est complétement intégrable (') et admet pour intégrale générale :

X =cy, y=cy 5=y

l'intégrale de ce dernicr systéme se déduit aussi des relations obtenues”

(') Goursar, Lecons sur le probléeme de Pfaff, p. 316.
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en ¢galant a des constantes arbitraires trois fonctions indépendantes
quelconques de &, ), =; il existe donc unc infinité¢ de facons de
ramener le svstéme A cing variables & sa forme canonique ; elles se
déduisent de I'une d’elles par une transformation ponctuelle arbitraire
effectuée sur v, 17, = et il n’existe manifestement que celles-1a.

Mais on peut aussi dimontrer directement cette proposition, soit :

i dY —Y'dN == o,

(42) l dl. —7" dX =o

un autre mode de réduction du systéme donné; X, Y, 7, Y, 7’ sont
des fonctions de ., ), 35,37, 2’ telles qu'il existe deux relations au
moins
(43) { Ve, p, s, \, \‘.):: 0,

| Gy, 5 X, Y)=o

(sil en existait trois on aurait une transformation ponctuelle), d’ott
I'on déduit par une méthode connue les suivantes :

[ Eot+YE =0,

i Go+7'G, =0,

——
~—

(45) { Fory'Vyt 3B =0,
! G+ y'Gy+35G;=o.

Les équations (44) et (15) sont évidemment indépendantes si

F,_F,

(46)

n’est pas une conséquence de (43); dans ce cas, on est ramené a 'étude
d’une transformation de contact & deux équations directrices (43) et
de la correspondance entre les éléments linéaires des courbes des deux
complexes définis par (43). Dans le cas ot (46) est conséquence des
relations (43), supposées indécomposables, on voit que la transforma-
tion, nécessairement ponctuelle, ne s’applique qu'aux éléments d’une
¢quation de Monge. )

10. Transformations du contact linéaire d’ordre supéricur a 1.
— Pour préciser, nous nous occupons du deuxiéme ordre; des consi-
dérations analogues s’appliquent & un ordre quelconque. Nous appe-
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lons « élément linéaire du deuxiéme ordre » l'ensemble des sept
nombres ¥, y, 3, ¥', &', ', 5"; deux éléments voisins sont unis si :

g wy=dy —y' dz=o.

, o= d3 — 3 dv=o,
(47)
)
’ oy =dy — v'de=o,
o= ds' — " dw=o.

Une transformation de contact linéaire du deuxiéme ordre, par défi-
nition, résulte d’un changement des sept variables indépendantes
Wy wery 37 qui laisse nvarviant le systeme (47) 2 /01’y en a pas d’autres
que les transformations ponctuelles prolongées. Eu ellet : le sys-
teme (47) est un systtme de quatre équations de Plafl a sept variables
dont le systéme dérivé est formé des deux premiéres équations, c¢’est-
d-dive est [e svsteme (41).

Tout changement de variables laissant invariant (47) doit aussi
laisser (41) invariant et, d’aprés le paragraphe précédent, la propo-
sition est démontrée.

L. Transformations du contact knéaire du dewviéme ordre
enlre équations de Monge. — Si Pon suppose que les variables
Xy .., 77, au lien d'étre indépendantes, sont lides par une relation

(IIS) "IJ (s s S .,]'Jv 3, y”’ )=o,

le raisonnement précédent ne s'applique plus. Le systéme dérivé
de (47), (48) est form¢ des trois ¢quations

(49) ) = 0, 6y == 0 Yooy —dyra=o,

7

et les transformations cherchées doivent laisser (4¢) invariant; on est
amené ainsi & traiter une question plus générale : trouver des fonc-
tions X, Y, 7, Y/, Z" de x, y, ..., 5" telles que :

AY—Y'dX=a (dy—y'dx)+b (ds—s'dr)-+c (dy'—y"dx) -+ e (d5' —3"dx),

(30) d7.—71/dX = a,(dy— )" dw)+b,(ds—35'dw)+c (dy'—y"de) +e (ds'—s"dw).

Une premiére solution consiste & prendre pour X, Y, Z des fonc-
tions arbitraires de x, ¥, 3, ¥, 5'; onen déduit pour Y', Z’ des expres-
sions contenant en outre )" et 3”. Nous laissons ce cas de c6té : il

Journ. de Math., tome [V. — Fasc. IV, 1923, 4/4
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conduil & des transformations entre systémes d'équations différen-
ticlles, et nous supposons dés lovs qu’il n'existe que deux relations
entre X, Y, Z et @, y, =, 2, )"} il est clair qu'il en existe au moins
deux :

. ( Y+F(N, @, .00, ") =0,

(51) | Z+G(N 2, ..., 3)=o0.

Par un procc¢dé connu, on en déduit deux nouvelles relations :

) { Fotn'Fo -3 Fo 0" - 3"Fom o,
(02 ;

G+ G- 3G+ "Gy - 327G =0,
K . 3 . A B '

Y’ et Z’ élant donnés par

~

(:)S) Vi=— l‘.r\ l=— C".t."

in général, I'élimination de X entre les relations (52) conduit
4 une ¢quation de Monge du deuxiéme orvdre, quelconque; on peul
définie pour les intégrales de cette équation une transformation de
courbes sur laquelle nous r’insisterons pas puisque les expressions
de Y” et 27 renferment y” et ", & moins de retomber sur un cas preé-
cédemment étudic. Nous allons supposer que les relations (32) se

réduisent & une seule, ce qui exige que on ait identiquement

)

.G.)" = Gs
aulrement dit
—G=W(—F N\ 2 v 3,

ou encore
QXD =Y. N\ 05
La deuxiéme relation (32) devient alors
(55) b+ 30, 4P, =o.

Pour que les circonstances que nous envisageons se réalisent, il faut
que les quatre velations : 1™ (51), 1™ (52), (54) et (53) se réduisent &

trois, donc que la premiére (49) et (53) se réduisent & unc seule;
autrement dit, on délinira la transformation par les relations

7 =Y, X, .2, ), )b, + ', - b =0, Pt o+ "d.=o0.
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D'autre part, d'aprés (33),

7 ==y Y 4 Dy
et
Vi (Pt 0 e S )g

(Bt V) 4 5Ty
¢’est-di-dire que nous retrouvons la premiére transformation de courbes
que nous avons définie (§ 1).

N, Y, Z, Y, 7/ sexpriment an moyen de &, y, ..., ', les expres-
sions de y” et 3" font intervenir, en général, les dérivées troisiémes.
Pour que y” ct 3" s’expriment eux-mémes avee les dérivées des y et 3
jusqu’au deuxiéme ordre inclusivement, il est nécessaire, si 'on se
reporte & la relation (11) que (-[i!— soit nul en tenant compte des

dN¥dx
relations déji considérées; cela nous place dans les circonstances de
la deuxiéme transformation que nous avons mise en évidence (§ 7).
Ce mode de transformation est donc le seul qui porte sur les éléments
d'une équation de Monge du deuxiéme ordre; cette ¢quation d’ailleurs

n’est pas une équation quelconque.

2. Sur les solutions de certaines équations de Monge-Ampere.
— Nous avons vu qu'a toute transformation de contact sont attachées
deux ¢quations de Monge-Ampére d'un type Lout spécial, et admettant
une intégrale singuli¢re du premier ordre. Considérons, par exemple,
'équation (que nous avons déja nommeée au Chapitre 1 :

(36) U,=o.

Pour avoir celles de ses solutions qui font partie de son intégrale
générale, nous avons vu que, parmi les %° (.\), on doit en choisir '
qui admettent une enveloppe (1'); cetle courbe (I") est une courbe
arbitraire de espace et constitue pour la surface unearéte de rebrous-
sement, le contact entre (I') et ses enveloppes étant seulement du
premier ordre (').

(") Darsvous, Sur les solutions singulicres des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre ((Mémoires présentés a U dcadémie des Sciences,
1. NXVIL, n® 2, p. 39).
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Mais nous savons que si (I') est une intégrale de P'équation de
Monge du deuxi¢me ordre (14), elle peut ¢tre considérée comme enve-
loppe de »*'(.\) admeltant avec elle un contact de deuxi¢me ordre; on
peut dire aussi que la surface intégrale de I'équation (56) est 'enve-
loppe de ' surfaces (X) admettant chacune avee (1°) un contact du
troisicme ordre ; dans ce cas, (I') n’est plus une aréte de rebrousse-
ment apparent pour la surface intégrale.

Si, maintenant, (1') est une solution de I'équation dérivée de 'équa-
tion de Monge (39), la surface intégrale correspondante est engendrée,
en géncral, par des(.\) a point double et elle admet, comme nous
I'allons montrer d'une facon précise, une ligne singuli¢re le long de
laquelle se raccordent deux nappes de la surface; on détermine ainsi
un bandeau, le long de (I'), qui est un bandeau intégral de Iéquation
aux dérivées partielles du premier ordre déja nommée :

(37) U, =o.

L.a démonstration que nous allons donner de cette propriété fixera
plus nettement les conditions de la transformation des courbes inté-
grales de I'équation (33). I'tudions localement la transformation con-
sidérée, autour des origines o et O dans (e) et (1) : nous supposons
que la surface X, qui répond & o, est tangente en O au plan XOY et
que son ¢lé¢ment de contact & 'origine est un ¢lément singulier de la
transformation de contact (T'); de plus, comme & un point de (H,)
correspond un ¢lément du cone de Monge de sommet o, nous nous
arrangeons pour que I'élément lincaire correspondant & O soit porté
par ow. Avec ces hypothéses, nous pouvons définir la transforma-
tion ('I) au voisinage des origines par la relation
(38) L=y ) Quoy 5+ Qoo (@l y +all s +.00)X

+(a),y a4 )Y - (a¥ a0 ) N2
(et tall e XY (@R a4 ) YL

Une courbe intégrale (v) de I'équation de Monge, tangente & o a
des équations de la forme-

(5
29) OIS
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d'olt

S

8

~

l

~

220t - oyt

230 - 330+

Du reste, «, et 8, ne sont pas indépendants, on trouve
(Go) == @190 = @y By + @gge = 0.

La surface (S) correspondant & (y) s'obtient en substituant a y
et 3’ les expressions (5¢) dans (58) et en prenant Uenveloppe des sur-
faces (X) ainsi déterminées :

(W) L=l @l tatall B+ all)at+ X
- L(agio 2k gy ek @y, ) ik ]\-*—[a“‘ THRS
latt - INY - fatr )Y

dont la dérivée par rapport & & est

(G1) 2l o [2(aly a - ally Ba - ally) e+ X
+[2(agiyaeagy B+ afi) @+ Y 4. =0,

Si la velation (Go) n’était pas vérifiée, on pourrait tirer 2 de (61)
en fonction holomorphe de X et Y, cten portant dans (58") on aurvait
pour X un développement régulier autour de origine commengant
par des termes du deuxiéme degré; on voit donc que si une courbe
est simplement tangente & une courbe intégrale de (35), sans étre elle-
mcme une courbe intégrale, cela n’entraine, en général pour la sur-
face X correspondante, aucune singularité.

Mais si la courbe () est une courbe intégrale de (35), alors la rela-
tion (6o) est vériliée, le coefficient de & dans (Gr) est nul; en général
le coefllicient du terme en 2* ne I'est pas; on peut donc exprimer . en
fonction algébroide de N\, Y par la résolution d’une équation du
deuxiéme degré: on en déduit, en général, deux déterminations
pour 7 de plus, dans (58), le coefficient du terme en @* est nul;
comme les développements des coeflicients de X et Y commencent par
des termes en 2%, il en résulle qu'on définit ainsi deux nappes de la
surface S simplement tangentes en O.

Ce que nous venons de dire peut se répéter pour un point quel-
conque de (v), ce qui démontre la proposition énoncée.

Pour ne pas allonger ce Mémoire, nous ne faisons qu’indiquer
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Y
comment est définie la tangente a (') en O \{ ) et K' ) désignant

les parameétres de direction, il vient
N\ t{\ T
(@) y %o 4 @l Se - ”on') -+ 3({ N ‘7|nn -+ K Ling 7T

ITAN N ) ,
a(agy 2k an S+ "::A‘w) -+ (m) ot ( AR
on en déduit aisément le cocefficient angulaive de la tangente & (1)
en ), qui en tenant compte de (6o) s'exprime en a, par une fonction
homographique; une discussion s'impose dont nous ne retiendrvons (ue
le vole exceptionnel joud par la direction tangente a ().

15. Nous venons de distinguer parmi les intégrales de I'équa-
tion (56) trois calégories de solutions :

a. Les solutions du caractére de la plus grande généralité, & ardte
de rebroussement apparente coustituée par une couche arbitraive;
b. Les solutions pour lesquelles cette courbe ¢tant convenablement
choisie, le rebroussement n’est plus apparent;
Les solutions & ligne singuliére le long de laquelle deux nappes
se raccordent simplemenl en général.

Notons enfin que les surfaces (X) sont ¢gaicment des intégrales.

Disons maintenant quelques mots sur les rapports que représentent
ces intégrales avec des solutions singuliéres déterminges par Uéqua-
tion (37).

On sait d’abord que les surfaces (X ) sont osculatrices en tout point
de la courbe () yu’elles portent & des intégrales de (57).

Envisageons chacune des catégories précédentes :

a. Sur chaque surface se trouve, en général, un bandeau intégral
de Uéquation (57)1 il existe, en général, une intégrale singuliere ins-
crite le long de ce bandeau.

b. En plus de la relation indiquée, on peut remavquer qu'on peut
associer & toute intégrale de cette classe une infinité d’intégrales sin-

guli¢res dont, en général, les arétes de vebroussement ont un contact



TRANSFORMATIONS DR COURBES DK L'ESPACE ompiNalke. 337
du denxicme ovdre avee intégrale considérée en un point de la ligne
de vebroussement non appareut.

¢. Pare la ligne singuliére de raccordement passe une intégrale sin-
gulicre inscrite.

VA, Sur une transformation de certarnes équations de Monge-
Ampere. — La transformation de courbes dont nous venons de parler
¢lablit une correspondance entre les solutions des deux équations de
Monge-Ampere assocides @ la transformation Tt ces équations sont &
divection de cavactéristiques double et U'on excepte en général ce cas
lorsquion dtudie la théovie des transformations des équations aux
dérivées partielles du deuxidéme ovdre. Oun peut trouver aisément les
velations de base qui délinissent la corvespondance indiquée, mais nous
nous bornerons & ces indications. '

L. LFeemple. -- Nous traitons sommaivewent le cas o la trans-
formation de contact ‘T est une dilatation caractérisée par la relation

{0 (N =0V (Y = ) = (L= 2) e R,

ol I est une constante,
La transformation de courbes délinie au début du Chapitee Ul
s'obtient en adjoignant & (G2) les deux relations (63) et (64) :

(63) N e (Y= ) = (A —3) =0,
TN — T Y e T Y — ) sl —3)Y=0;

la premicre veprésente le plan normal & (v) (qui est arbitraire pour
[instanty an point m (., ), 3), la deuxicme un plan passant pac
la droite polaire de (y) relative au point m. Daillears, sur la
courbe (1) on obtient

(N —=2)dN - (Y =) dY (L~ DN dzs=0,
dANde - dY dv -+ dlds = o,

d’olt Pon déduit la proposition suivante :

Si sur la droite polaire relative & un point quelconque m d’une
courbe arbitraire (y) on détermine un point M par la condition de se
trouver & une distance constante de m, le licu de M est une courbe (T)
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dont le plan normal en M contient la tangente en n: & (y) et la dvoite
polaire de (') velative & M passe en m.

D’autre part, les cercles attachés aux deux courbes par la transfor-
mation et dont nous avons signalé le role dans la théorie générale, sont
ici deux cercles de diamétres M, Pun(e) tangent en M & (1), lautre
(C) tangent en m i (v) et l'on obtient le complément suivant.

Si I'on considére une courbe (y') tangente & (y) en m et dontle
centre de courbure eu ce point se trouve sur (¢), il lui correspond par
la transformation une courbe (1”), tangente en M & (1) et dont le
centre de courbure se trouve sur ().

les courbes d’exception les plus intéressantes sont celles qui
admettent en chacun de lears points une sphere osculatrice de rayon
constant R: elles sout détermindes en adjoignant aux relations pré-
cédemment numérotées la relation

N —a Y — 17— s
(63) | ¥y =0
0 A 5
qui définit le plan osculateur () enmj pav conséquent le point corres-
pondant de (1) n’est autre que le centre de courbure de (), ce qui
conduit {vune proposition connue.

Fotin Péquation de Monge du premier ordre procure les lignes de

longueur nulle.



