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REPRESENTATION PARAMETRIQUE INTRINSEQUE DES COURBES. 28t

Sur une représentation /)(u'(unélri(/ue intrinséque
de la courbe continue la /)/,u..s' générale ;

Par Mavnice FRECHET.

PREMIERE PARTIE.

L. Sens et wtilité d'une représentation paramélrique intrinséque.
— Lorsqu’une courbe continue est rectifiable, la représentation para-
métrique de cette courbe obtenue en choisissant larc pour paramétre
fournit la représentation paramétrique la plus simple & défaut d’autres
renseignements sur la courbe. Jille a surtout I'avantage d’employer
un paramétre dont la signification géomélrique est simple et ne
dépend que de la courbe elle-méme, indépendamment de sa position
dans P'espace. On peut dire que c’est une représentation paramétrique
intrinséque de la courbe.

Mais cette rveprésentation n’est possible que pour une courbe
rectifiable. Il sevait intéressant d'obtenir une représentation paramé-
trique intrinstcpue applicable aussi bien aux courbes non rectifiables,
lesquelles peuvent étre comme on sait d’une nature assez simple.

Parmi les avantages d’une pareille représentation, on doit citer en
particulier le suivant : c'est qu'en cherchant & étudier les propriétés
de la courbe supposée connue par sa représentation paramétrique, on
risque moins d'étre géné par des particularités, des singularités dues &
la représentation paramétrique donnée et qui n’ont rien de commun
avec les particularités de la courbe elle-méme.

Il semble qu’une représentation paramétrique intrinséque devrait
rendre des services dans certaines questions comme la représentation
conforme ou le calcul d'une aire plane, dont le champ de validité n’est
pas limité au cas ol le contour de I'aire est une courbe rectifiable.

Journ. de Math., tome 1V. — Fasc. 111, 1q25. 37



282 MAURICE FRECHET.

2. Exemple d'unce représentation intrinséque applicable & des
courbes non nécessairement rectifiables. — Nous allons dans ce qui
suit indiquer la définition et citer quelques propriétés d’une certaine
représentation paramétrique intrinstque de la courbe continue la plus
générale, c’est-d-dire d'un ensemble ordonné de poiuts qui est 'image
continue et univoque d'un segment de droite. (Nous supposons gu'il
s’agit d’arcs de courbe, le cas de courbes fermées se traiterait de facon
analogue.) On sait qu'on peut alors représenter cet ensemble sous la
forme

x=a(l). y=b(1) =) avec o L1,

@, b, ¢ étant trois fonctions de ¢, uniformément continues et qui ne
sont a la fois constantes dans aucun intervalle (*). Oun sait (') aussi
qu'on passe d’'une représentation & une autre en faisant dans les
formules précédentes le changement de variable 1 = /(o) ol A(7) est
une fonclion conlinue croissant avec ¢ deo a 1.

Appelouns oscillation d'un arc de la courbe, la lougueur de la plus
plus grande des cordes limitées & deux points de cel arc.

Nous allons wontrer qu'on peut choisir la fonction /(g), de sorte
que dans la nouvelle représcutation en fonction de 3, la courbe soit

: . \ 1 . .
partagée par le point correspondant @ 5= -en ares dont loscil-
R
lation est la méme, chacun de cos ares partage par le point corres-

By t
pondant ¢ ¢ == ; ou ¢ =
4

-~ Qo

er deww ares d'égale oscillation, elce.

3. Propriétés de loscillation d’un are de courbe, — Pour simpli-
fier les raisonnements, il est bon d’indiquer d’avance quelques pro-
priétés de Poscillation.

Pour énoncer ces propriétés et pour la suite, il y aura avantage &
donner & la représentation paramétrique la plus générale d'une
courbe C la forme plus ramassée

M=/r(t) (osts1).

ol la position du point M de la courbe est considérée comme une fonc-

(1) Voir Frécuer, Rendiconti del (ire. Mat. di Palermo, t. 22, 1906, p. 39.
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tion du paramétre z. On peutaussi envisager M = f(¢) comme I'équa-
tion qui représente la transformation géométrique des points ¢ d’un
segment linéaire I en les points M d’une courbe C. Dire que f(¢) est
une fonction countinue signifiera que cette transformation supposée
univoque est continue. Nous savons que l'on peut supposer que le
point f(¢) n’est lixe dans aucun intervalle de [,

Nous pourrons alors représenter par Os,M'M” ou Ospp(t,¢"),
Poscillation de la courbe C sur I'are M'M” joignant les points M', M”
correspondant aux valeurs 2, ¢" du paramétre. (On négligera l'indice
Cou /(#) quand il n’y aura pas de doute sur la courbe ou la repré-
sentation dont il s’agit.)

l. La condition nécessaire et suffisante pour que Os(¢',¢") = o est
que ¢’ — "= o. ‘

LI. On voit alors facilement que pour trois points continus quel-
conques M, M’, M”, pris dans un ordre quelconque sur un méme courbe
continue, on a

[OS MM -~ Os MM Os MM 20 MM 4+ Os MM,
St M'” est un quatriéme point quelconque sur la méme courbe, ona

JOSM M — O MM 2 Os MM = QM M”,

1. Appelons 0(X) et ©(R) les bornes inférieure et supérieure de
Uoscillation d'un are de la courbe G, correspondant & un intervalle de
variation du paramétre, de longueur constante A. Il est manifeste
que D(X) et O(X) sont des fonctions non décroissantes de A. Ces fonc-
tions ne sont nulles pour aucune valeur positive de A, mais elles tendent
vers zéro avec A.

[V. Il résulte de 1l et LIl que si ¢ —¢| < het|t”" — ¢ <A, ona
JOs (0 ) —0s (1", ") 220(R).

Donc, la quantité Os(¢,¢') est une fonction uniformément continue
detetder.

Eu particulier si ¢ varie en restant supérieur a une quantité fixe ¢,,
Os(t,, 1) est une fonction de ¢ continue et non décroissante.
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V. litablissons entre deux courbes continues € et I,y une homéo-

morphie ot & un poiut M de C corcespond un pownt wde I'. Quel que
soit ¢ > o, 1l existe sur C deux points MM’ tels que

OsC—sesc MM,
On a d’autre part

MM M = pu’ + o'W o - Os U

en désignaut par ¢ le maximum de la distance de deux points corres-
pendants de C et de 1'. On a donc

QsC— 08T ad - oz

et en faisant tendre ¢ vers zéro et en permutant les roles de C et de 1,

on a )
(O G— 08U c2d.

Si l'on appelle distance de C et de 1" la borne wtérieure des quan-
tités o qui correspondent aux différentes homéomorphies de C et de V
et si lon désigne cette borne par ((5, I'), on voit méme qu'on a fina-
lement pour deux courbes continues quelconques C et :

I().\'(: (AR B ERETE O MR

& Constraction de la représentation parametrique intrinséque.
Nous avous remarqué que pour une courbe déterminée C et une
réprésentation paramélrique déterminée M == £(¢) de €, Os(t,, /) est
une fonction continue de / qut varie sans décroitre. (Gect va nous
permettre de détiniv la fonction 2(7) qui conduit a la représentation
intrinséque annonceée.

n effet, il y a au moins une valeur de ¢ distincte de o et de 1, que

v . ol .
nous pouvons désiguer par 4 ( :j, telle que Os(o, N --O0s(/. 1V

s'annule en passanl par cette valeur |pour varier de — Os(o, 1)
a + Os(o, D]("). De méme ily a au moins une valeur de / que nous

. T
(") Hl pourra arriver que Pon ne trouve pas pour A k;) une seule valeur,
a

nous indiquerons plus loin comment on peut tixer celle-ct par une condition
supplémentaire que nous n’utiliserons pas pour le moment.
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pouvons désigner par b (:) telle que Os(o, ¢) == Os' . h ( 1)> lel. une

valeur de ¢ que nous pouvons désigner par A (‘—2) > telle que
U\\‘l hk%), ¢ l = Os( 1)

Finalement, en désignant par R lensemble des fractions dont les déno-
minateurs sont des puissauces de 2, on voit qu’on arrivera a définir la
fonction A(s) en tout point 7 de R.

Sur cet ensemble R, A7) est évidemment croissante. On définira
h( ) pour 5 quelconque entre o et 1, comme la borne supérieure de
h(r) quand rappartient & R et reste (. La fonction ainsi définie sera
évidemment croissante sur tout 'intervalle (o, 1). Si nous parvenons
& démontrer qu'elle est aussi uniforméwment continue sur cet inter-
valle, le changement de variable / = /(o) sera admissible et fournira
fa représentation intrinséque annoncée.

S, Continuité de igs). — Pour cela, désignons d'abord par Q, la
plus grande des osciliations des avcs de la courbe (0 qui sont limités
pav deux points donnés par des valeurs successives de ¢ = A(7) cor-
respondant & denx valeurs de » de la ferme :)‘/‘;,, é—l';—' (A, 2 étant des
cutiers quelconques, A vaviable, n fixe). Il est manifeste que quand »
croit Q, ne croit pas ot tend vers une limite « @ cette limite est nulle.

En eftet, dauns le cas contraive, soit (7, ) I'intervalle (ou un des
intervalles) on Poscillation est Q, 7 x > o. Soit 5, unc des limites de la
suile 7,1 ce sera alors aussiun point vers lequel tend une suite d’inter-
valles extraite de la suite des intervalles (), 7). Solent maintenant
¢ £, les points le plus prés d gauche et & droite de o, parmi ceux de R
qui ont le dénominateur »#. Pour chaque valeur de p, il y a une

N N Yo LN . " - . N o ’ "
nfinité d'intervalles 7, 7, qui seront compris dans 7, z,. Donc

h(oy) —h(a,) o«
Do 7~ 122> 0 el par suite £7> ¢ en appelant ¢, ¢" les limites de
hiz,), hiz,) quand p croit indéfiniment.

N = - ) N * Al ? oS & ] . i ! : - l
Supposons d'abord que 3, n'appartient pas a R; alors g, — 9, =
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et en passantde pa p +1,0na

h(o)=h(o, Vo<t hig, )< hig,)
ou

(o) < hio,, ) t':t hio, Y=l

Donc dans le pl‘emicr cas l'oscillation de f(/) de ¢ & /" est au plus
égale d cellede 4z, Ya h(p,.,) laquelle est égale par définition de 4
a celle de /1(;3;',H )a /:(o ). Done Os(, ¢") est au plus égale, par défi-
nition de © (§ 3, 1, p. 233) A O(%,) en appelaut A, ld plus grande
des quantilés /I(‘u,,”’ —h(p,)evh(s,)— iz, ). On obtiendrait le
méwme vésultat dans le second cas. Ov A, tend vers zéro, donc aussi
O(X,); et Os(¢, ") qui est indépendant de p devrait étre nul alors
que '~ (". Nous arrivons donc & la contradiction prévue.

Dans le cas o o, appartiendrait & R une légére modification du
raisonnement conduit & la méme conclusion.

o , 1 . . )
Ains1 Q, tend dans tous les cas verszéro avec ~ L’oscillation de / (o)

. ’ b,
dans un intervalle quelconque de longueur égale & = étant au plus

égale & 2Q,, 1l en résulte finalement que /(o) est une fonction unifor-
mément continue de ¢ pour 0S5,
‘n définitive ¢ = /(o) constitue une transformation biunivoque et
bicontinue du segment (o0.1) sur lui-méme, et si 'on pose
flhay] Vo).
I'équation
(M= Vs (o~anu)

constitue une représentation paramétrique intrinséque de la courbe
continue M = f(¢) supposée la plus générale de son espéce.

DEUXIEME PARTIE.

PROPRIETES DE LA REPRESENTATION INTRINSEQUE QUI VIENT D'BTRE DEFINIE.

6. Suite convergente de courbes. — Nous dirons qu'une courbe
orientée C, tend vers une courbe orientée G si I'on peut établir entre
les points de ces deux courbes une homéomorphie (conservant l'ordre)
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dans laquelle la distance MM, de deux points correspondants
converge vers zéro et cela uniformément quand M varie sur G. Clest
dire que si I'on considére deux représentations paramétriques quel-
conques

My=F,(s)  de Q.

M = F(u) de G,

il existe une fonction # =g, () continue et croissante telle que la
distance des points F,(s) et F|z,(3)] converge vers zéro quand »
croit indéfiniment et cela uniformément quand oSs=1.

1} peut trés bien avriver que nilasuite ', (7), niaucune suite extraite
des fonctions F,(5) ne converge uniformément vers une représen-
tation paramétrique déterminée de C.

Mais st I, (5) est pour chaque valeur de n une représentation intrin-
seque de l'espéce délinie plus haut de C, :

[. On peut extraire de la suite des F,(¢) au moins une suite unifor-
mément convergente,

Il. Toute suite uniformément convergente extraite de la suite
des I, a pour limite une fonction réalisant une veprésentation intrin-
stque de C de Uespece définie plus haut,

Démontrons d’abord la proposition U. Si F, (¢), I, (5). ...
convergent uniformément vers ®(s), la distance des points 1|3, (7)]
et () ¢tant inférieure & la somme des distances de I'[3,.(5)]  F, (3)
etde IF, (5) A ®(z) convergera uniformément vers zéro. Donc (V) les
équations M = F (u) et M = @ (5) sont celles d'une méme courbe qui
est C.

ll reste & prouver que la secoude équation est une représentation
intrinséque de U'espéce considérée plus haut, c'est-d-dire que les oscil-

. s t L IS ' i
lations de ®(s) de 5 = o0& 5= ; etde 5=~ & 1 sont égales; qu'il en

A \ 1 LI 1
est de méme de cellessde P des =0 do=-etdec=;da=-; elc.
4 ]

L d

[l suffira d’indiquer la preuve pour le premier stade. Celle-ci résulte
immédiatement de la formule établie au paragraphe 3, V, p. 284.

(") Loc. cit., p. 34.
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La démounstration de la propriété | est un peu moins simple. On
peut d’abord extraire de la suite des g,(5), une suite 9, (), 9,,(9), ...
qui converge en chaque point de I'ensemble R. Posous, poursimplifier
Uécritare, ®;(c)==F,(q), el de mcéme Y;(s)=9,(s). Si l'on peut
démontrer que ¥,(s), Ya(s), ... convergent non seulement sur R
mais quel que soits et cela uniformément vers une certaine fonction
¥ (s), la distance des points F [},(s)] et I'[4(s)] convergera unifor-
mément vers zéro lout comme celle des points ®,(¢) et F[d,(a)]. Il
en sera donc de méme de celle des points I'|{(a)] et ¥;(c), de sorte
quel’on aura bien extrait de la suite des I;(s) une suite @, () unifor-
mément convergente.

Or, d’aprés la mcéme formule du paragraphe 3, V, si 'on suppose
que 4, (a), 4, (7), ... convergent sur 'ensemble i etsi 'on appelle
Y (a) leur limite actuellement définie sculement sur R, la dillérence
1Y v

des vscillations de F(w)de o &Y, (ﬂ ) et de {/,K ) a 1 est infévieure

2

ou égale & quatre fois la distance de (C a4 (, . Llle tend donce vers zéro
1 . . . ' »

avec - et alors comme nous avons vu que l'oscillation de &' i« estune

founction continue de «’ et de «”, a la limite les oscillations de I («) de o

. u Y \ \ .
ad K_—) Vet de P (—)W a 1 sont égales. 1l en sera de méme des oscilla-

. \ s 1 S\ 1 :
tions de I, de o & Y (,j et de \};&,\ ad K) ete. Mais alors nous
NI H ' R}

avons vu qu’il existe une fonction /4 (o) continue et croissante qui est
égale sur R a ¢ (g). Ona donc /(o) == lim $,(o) sur Rj il suffit de
démontrer que cela a lien partout et uniformément. On voit facilement
que cela a lieu partout en encadrant chaque point o de deux nombres
'y 1”7 de R otels que h(»")— A(»')<<e, en prenant 7 assez grand
pour que [, (#")— ") et |4 (1*) — h(r7)] soient <L, dol
i (1) — (1) < 3¢ etalors Yi(a) — 4, (1) <35, h(a) — h(r) <,
d'ou enfin |¥,(¢) — 2(a)| < 3¢, pour ¢ assez grand.

Si la convergence de Y,(g) vers A(c) n'était pas uniforme, il
existerait un nombre v > o0, tel que |4,(¢)—"A(a)|>n pour une
infinité de valeurs de i et une infinité correspondante de valeurs de s.
Onu pourrait extraire de cette suite de valeurs de ¢ une suite conver-
gentec,,0,, ..., 3, ... et en appelanta, (7). ,(¢), ... la suite corres-
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pondante des %, on voit qu'on aurait
jritas) — hiz)| <mn.

Ni l'on encadre encore la limite 5, des 5, par deux nombres 17, " de
R. de sorte que 2(r") — A(#') <z, ces deux nombres encadreront o
pour/ assez grand et alors, en répétant le raisonnement précédenten y
remplacant 5 pav 7. et U, par «., on obtient

|23 = A (3:)] << Vs

pour 7 assez grand. On areive & la contradiction annoncee en prenant
RS
3

I o=

7. Ensembles compacts de courbes. — Un ensemble E de courbes
continues est dit compact s, étant donnée une infinité de courbes quel-
conques de l'ensemble I, il existe une suite de ces courbes qui est
convergente.

Nous savous d'apres Avzela que st Uon prend an hasard une rvepré-
sentation paramétrique M = /(¢) pour chaque courbe de lensemble E,
il suflit pour que cet ensembie soit compact que ces fonctions soient
horndes dans leur ensemble et également continues, ¢'est-d-dire que :

1* Le point /(#) reste dans un domaine borné indépendant de 7 et
de la courbe G de I veprésentée par M = £(1).

2° Quel que soit v, > o, il existe £ > o tel que loscillation de f(#)
dans un intervalle de valeurs de ¢ de longueur <= reste <y quel que
soit l'intervalle et quel que soit C de F. |

Mais si on laisse arbitraive le choix de la représentation parawmé-
trigque, ces conditions suffisantes ne sont pas toutes deux nécessaires.

La condition 1° qui s'exprime géométriquement indépendamment
de la représentation adoptée reste nécessaire : mais non la condition 2°,

Pav countre, on peut dire : pour qu'un ensemble E de courbes,
données par une représentation paramétrique arbitraire M = f(¢) de
chacune d’entre elles, soit compact, il faut et il suffit quiil existe pour
chacune d’entre elles un changement de variable 2 = 3(a), telle que
les fonctions fTz(a)] soient dans leur ensemble boruées et également
continues.

5

3

Journ, de Math., tome IV, — Fasc. i1, 1923, ¢

(4

\



2090 MAURICE FRECHET.

Saulement toute la difficulté, quand on conunait les fonctions f(1)
est de savoir déterminer Lensemble de ces changements de variable
ou plutdt de savoir §'il en existe ua.

On peut donc compter parmi les acantages de la repr dsentation
intrinséque que nous avons décrite, celul qui consiste en ce que :

Si c’est une telle veprésentation M =T (¢) qui est donunée pour
chaque courbe C de E, la condition suffisante ef necessaire pour que
Pensemble E soit compact est que les fonctions IV(5) soient dans leur
ensemble bornées et également continues. Autrement dit, on peut
prendre, pour les fonctions 3(¢) dont il était question plus haut, les
fonctions 2 (s) au moyen desquelles on rend intrinséque une représen-
tation arht aive.

an eftet, st les I (o) supposées bornées daus leur ensemble n’é¢taient
pasézalement continues, Eétantcompact. il existeraitunnombre v, > o,
tel que, quel que soit le nombre z,>o. 'oscillation de 'une au
moins I, (o) des I( ) soit supéricure & v, dans un intevvalle (g,, 7,)
de longueur < ¢, au moins, Comme on peut extraire de la suite

des s, une suite convergente et supposer ',,<~) on peut admettre

que g, et o, tendent vers un point 7,. Enfin, comme E est compact, on
peul supposer que les courbes M = 17,(5) forment une suite conver-
gente de courbes. D'apres le paragraphe 6, on peut extraire des IV, (3)
une suite de fonctions uniformément convergente. Celle suite sera
cowpactle et par conséquent également continue, de sorte que pour g,
assez petit, Uoscillation de V,(s) dans (o,, 5,) sera inférieure & .
D’ot la contradiction annoncée,

TROISIEME PARTIE

8. Remarque. — De méme que la représentation paramétrique
d’une courbe rectifiable présente des propriétés analytiques plus
siiples quand on prend Farc pour paramétre, de méme il est vraisem-
blable que pour une courbe countinue quelconque les propriétés de
continuité, de dérivabilité de la représentation paramétrique sont plus
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précises quand on choisit le paramétre de la facon indiquée dans ce
qui précéde. 1l ne serait peut-étre pas sans intéiét d’étudier ces pro-
priétes.

Nous nous contenterons de signaler la suivante qui faciliterait sans
doute la recherche des autres.

Propricté analytique de la représentation  paramétrigue
proposée. — Soit M = IF(a) une représentalion paramétrique intrin-
séque (de Uespéce proposée plus haut) d'une courbe continue C.-

Nous allons montrer que le rapport ——-*—'M——’—)

a une borne infe-
G — T2 N

ricare positive quand 3., o, varient en restant distinets, entre o el .
Soit, en effet, w, la plus petite des osciliations des ares de C qui
sout limités par deux points corvespondant & deux valeurs de g de la

. A .
forme —» ~2—’;— (A et n entiers, & quelconque).
Sis,, g, sont distinets, il v a une valeur de n assez grande pour
. . . . . ko k=
(quentre ces deux points g, 7, il y ait deux points . —— et deux

seulement, de sorte que

h—uv & b~ J AT
S 3y e : .

On a alors

et d’autre part
Useml ). F3) = e
d’otr
Osy (01, 63) _ Aty

H ~ D)
G— G2 b

Orily a deux arcs consécutits MP, PN de C o loscil'ation de G
est égale & w,,,; Loscillation de G sur 'are MN est uune corde M'N' de
cetarc et 'on a o, SM'N'~WDP ++ PN'~aw, . Dol

AT e o AT L

Osgmia,.
et tinalement —fm 70 7 g*) > 1 quanme fixe positive.

Ql““
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LO. dpplication. — A titre de premiére application, nous ferons
la vemarque suivante. On sait qu'une courbe continue sans point mul-
tiple et avant une langente déterminée en chague point peut avoir
une représentation paramétrique constituée de fonctions dérivables
2O (), 3(0), mads dont les dérivées penvent exceptionnellement
sannuler & la fois, ce qui empéche de prendre en chaque point pour
paramdtres directeurs de la tangente les dévivées &, v, 5. Glest par
exemple ce qui a lieu & Vorigine pour le segient de droite

NERe AN oz SoSu el IR S

{ne telle singularite de la veprésentation paramétrigque peut ctre
ctre gluaute :elle re se présente pas pour la représentation intrin-
séque déinie i dessus.

Ikn d"autre termes, soit

@€ II(O')\ v ‘.‘.‘\‘(0'). IIzoagg)

une représentation intrinstque, de Pespece détinie ci-dessus, dune
courbe C : si en un point 7,, ., ¥, 3 sont dérivables, les trois dérivées
X, V. =, ne peuvent étee nulles toutes trois.

n effet :

=

NORIUROE RN ; A BT — ) e (3 3\
ety R M hm g /o S0 3 0
T>T, \7""7“§‘
= lum r RAERES c).

Yry— g

Le second facteur est plus grand qu'un nombre fixe; étudions le
premier,

Cousidérons une suite d’ares encadrant le point 7,, le ' étant
lo, — 61 ¢, g, tendant vers zéro. Soit maintenant R, le maximum de
la corde joignant le point 5, & un poit quelconque du »™™ arc; la
valeur R, eost par exemple oblenue en joignant g, o 5, et on a
|70 — 3,02, De sorte que 5, tend vers a,. Or il est manifeste que
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De sorte que pour une suite de valeurs de @, a,, 5, ..., 3, ... ten-

’ . r 1 \
dant vers zéro, Uexpression ~————: reste . - Dés lors, on ne peut
Os(7,. @) 2

avoir
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Ainsi pour la représentation paramétrique inlrinséque consi-
dérée, il suffit q’en an point 6, les trois coordonnées soient deéri-
cables pour qu’on soit assure de lewistence d’une tangente (définie
géométriquement comme limite d'une corde) et pour qu'on puisse en
prendve les dérivées des coordonnées comme paramétres directewrs.
Circonstance qui, on P'a vu plus haut, #'a pas nécessarrement licu
pour une représentation paramétrique quelconque. ille n’a méme pas
lieu pour des représentations aussi simples que la représentation des
courbes rectifiables en fonction de 'arc et cela méme en des points
pourvus d’une tangente.

LY, Question a résoudre. — Ce qui précéde nous encourage i
proposerla question suivante, dont la solution & pt‘emiéx‘e vue ne parait
pas douteuse :

St e courbe continue est douée partowt (ou en un point) d'une
langenie. peut-on la I'(.'pl't?sen(e/‘ param("{/'i([m'nwn1 par des fonc-
tions dérivables partout (ou au point correspondant)? Bien entendu,
dans cel ¢nonce, la tangente est définie géométriquement, c’est-a-dire
comme limite d'une corde.

Il est d’abord évident que les représentations d’une courbe douée
partout d'une langente ne sont pas foules partout dérivables. Pav
excmple en prenant pour «(¢) une fonction continue croissante, on
aura sous la forme &= «(¢) la représentation paramétrique continue
la plus générale d'une droite. Cette droite a partout une tangente
el a(1) peut cependant n'étre pas partout dérivable.

Mais la question qui nous occupe est celle-ci : parmi les représenta-
tions paramétriques d'une courbe douée partout d’une tangente, y en
a-t-il au moins une (et alors il y en aura évidemment une infinité) qui
soit partout dérivable. Cela a lieu pour 'exemple précédent de la
droite. Mais cela a-t-il lieu pour toute autre courbe continue ?

Il semble & premiére vue ue cela ne soit pas douteux. Si cela



294 MAURIGE FREGHET,

élait, il semble que les représentations paramdéiriques les plus tidéles,
en particulier les veprésentations intrinséques, devraient ¢tre les pre-
micres choisies : ce sont elles qui refldtent analytiquement le micux
les proprictdés géométriques de la courbe.

Uexemple que nous allons présenter peut done éveiller un doute.
Nous allons en elfet consteuive wne courbe de Jordan qui posséde
wne tangente en chacun de ses points, qui est recti fiable et dont le
réprésentation. paramétrique en fouciion de are n'est pas partout
dérivable. (Rappelons que d’apres un théoréme de M. Lebesgue, sans
savoir si une courbe a des tangentes ou non, le seul fait pour la courbe
d*dtee vectifiable lui assare une représentation paramétrique dérivable
presque partout par rapport & l'ave. )

I’exemple annoncé est constitué par un are plan AB formé d’un
segment rectiligne AO et par un are OB formé d'une suite infinie
de demi-circonfévences BB, B,B,, .... B,B, ,, ..., situdes alterna-
tivement de chaque coté de la droite OB, et tendant vers le point O
(qui est aligné avee A, I3, entre A et BY. Seient 7, 7. ... les rayvous
de ces cercles; la série

L AT AT I

B

- ) e .
converge évidemment vers -— L courbe considérée est done vecti-

fiable, sa longueur étant

. ]
AO st rr Lo AO *Sle

Alors le vapport de la corde OB, i lare OB, sera

OB

OB, ara ar e n
— T, e gt -
OR Tlpay = Tt o ~
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De sorte que le rapport 7y qui doit fourniv la dérivée de Uabscisse .

N

’ R
(en prenant AOB pour axe Ow) tend vers _ quand ou le calcule aux

points B,. alors qu'il tend évidemment vers Punité quand on fait
tendre & vers zéro par valeurs négatives. Ainsi sur cette courbe, @ n'a
pas i Porigine une dévivée déterminée par vapport a Vare,

Pourtant la courbhe a évidemment une tangente en chacun de ses
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points, sauf peut étre au point O. Elle aura aussi une tangente au

. . 1y ’ . .
point O si le rapport ———='—— tend vers zéro, ce qui a lieu en
Ppt Fpgq =+ ooc )

i
prenant par exemple 7, = — — ~ -

L’exemple précédent (') pourrait nous mettre en doute au sujet de
la réponse & donner & la question posée. Donner une réponse afftirma-
tive, c’est afficmer implicitement qu'il peut exister des représentations
intrinséques plus fidéles que la représentation en fonction de larc.
On pourrait hésiter & adopter ce point de vue. Mais nous avons mon-
tré que la représentation pavamétrique intrinséque envisagée dans ce
Mémoire est déja dépourvue d’une premiére singularité que peut
présenter la représentation en fouction de I'arc.

Il w'est donc pas excessif de se demander si la seconde singularité
dont nous venouns de donner un exemple dans la représentation en
fonction de I'arc ne pourrait étre éliminée par Pemplol d’une autre
représentation.

1

Pour essayer si la représentation intrinséque gue nous avons pro-
posée résout la question, peut-célre serait-il nécessaire d’en assurer
préalablement l'unicité.

12, Unicité de la representation intrinséque. — Tout ce que nous
avons dit s’applique quand, pour définir la fonction A(s), (roir § 4),

)

on prend pour / K—:\ n’importe quelle valeur de ¢ annulant
Qs(o, ) — Os(¢, ).

Cette fonction est continue et non décroissante; par conséquent, elle
prend la valeur zéro, soit pour une seule valeur de ¢, soit pour toutes
les valeurs de ¢ comprises dans un certain intervalle fermé 7, ¢ inté-

. A . A 1
rieur & lintervalle o,1. De méme pour chacune des valeurs /c&-,—)
4/

3 /1 . . . .

/c(;), /:.(—S), ... oubien cette valeur est déterminée ou bien elle peut
N P

étre arbitrairement choisie dans un certain intervalle fermeé.

(') Dans cet exemple, la courbe a partout une tangente qui varie contini-
ment sauf au point O, Ne serait-il pas possible d’éviter la singularité en impo-
sant partout non seulement l'existence de la tangente mais aussi sa continuité?
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Il est important de montrer qu’on peut préciser la définition de /()
de fagon A fairve cesser cette indétermination. Un moyensimple consis-

;

s N i 1 . :
teraita prendre systématiquement pour I:( ;\. h ( ,—}. ... d chaque fois
¢ a2 N

la plus petite des valeurs possibles. Mais on introduirait ainsi une
certaine dissymétrie qu'il vaut mieux éviter.
On v arrivera de la facon suivante. Il suffit de faive le raisonnement

pour /z(;;). Supposons que Pon ait Os(o, ¢) = Os(2, 1) pour plus

d’une valeur de /. [.'ensemble des points vériliant cette eégalité sera un
certain intervaltle ¢;;¢ 5S¢, avec o < ¢ <, < . Opérons maintenant
sue (¢, 1) comme sur (0,1). §'il y a une seule valeur de /7 telle que

Os (4. 1) = Os(1. 1), on prendra cette valeur pour /(: }. Sinon

soit f,. £, 'intervalle ot a licu cette égalite. On opérerva sur (/. ¢,) de
méme que sur (/, £)), ete. On obtient ainst une suite d'intervalles
() (g b))y oy (G 6)y + -, chacun intérieur au préeédent. Ou bien
au bout d'un certain nombre fint d'opérations, on arrvive i un inter-
valle 7, £, pourlequel il y a un seul point/, tel que Os(7,. 1,) = Os(¢,.,):

el I'on prendra /a( ) == 6,. Ou bien la suite de ces intervalles (7. 7).

|
R]

Pt

(L, 1)) ««. est illimitée. Les nombres ¢, ¢,, ... vout cu croissant el
' .. vont en décroissant el onl

ont une linite ¢ ; les nombres ¢, ¢,. ¢,

0

une limite ¢, it 'on a
Ox (L, P20 (80 ) = Os(,. E)

Or Os (¢, (,)=0s(t,, ¢,) puisque ¢, <t <t .
Donc
O (Las 63208 (440 £,) +Os (40 0.

¢ 1 . "
Le second membre tend vers zéro avec -~ Done ¢, == (.

Ainsi en opérant de cette maniére la fonction /(o) est entiérement
définie par la courbe indépendamment en outre de la position de
celle-ci dans I'espace.

Il y a lieu de remarquer que I'indétermination que nous avons cher-
ché & éviter ne se présentera que pour des courbes présentant des
sinuosités. Par exemple si I'on applique la méthode & un segment de
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droite ou & un arc de cercle, I'indétermination de /4(s) ne se présente
pas et la représentation intrinséque que nous avons définie est celle
qu'on obtient directement en prenant un paramétre proportionnel &
la longueur de I’arc correspondant.

L5, Nature géométrique des courbes de Jordan. — 1l est bon
de remarquer que la conception d’une courbe de Jordan est indépen-
daute de la représentation paramétrique qui a pu lui donner naissance.
Pour mettre ce point en évidence, on peut poser le probléme suivant :

Soit S une suite ordonnée de points, suite dont on sait par hypo-
thése que c'est une courbe de Jordan. On sait, par suite, qu’elle est
susceptible d’unc infinité de représentations paramétriques ou la
croissance du paramétre place les points dans I'ordre adopté sur S.
Est-il possible de citer lune, au moins, de ces représentations
paramétriques — dont aucune n'est supposée donnée -— et de la
déterminer, connaissant seulement : 1° 'ensemble de points qui sert
de support & la suite; 2° Vordre dans lequel sont rangés ces points
dans la suite S?

D'aprés ce qui précede, la réponse est affirmatice. Pour atlacher
& chaque point de la suite S une valeur du paramétre mlun.&éqt!o c'\*
défini plus haut, il suffit évidemment de connaitre la suite 01‘dor5nee :

1 y
H
1
I
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