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THEORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS, 23

Sur la théorie analytique des groupes continus fints;

Par Hexrt MINEUR.

INTRODUCTION.

La théorie des groupes continus finis a été fondée par S. Lie, et
depuis de nombreux géométres en ont développé les bases et les appli-
cations. Dans toutes ces recherches, on définit un groupe continu G
par des transformations infinitésimales

n

\'/:E:,"(l)
k=1

ar

l).I‘/‘,

dont on suppose les cocflicients %;; holomorphes dans le voisinage d'un
point; on délinit les transformations de G dans le voisinage de ce point
en se bornant & I'étude des transformations voisines de la transfornia-
tion identique. Lorsqu'on étudie la similitude entre deux groupes g
et (i, on se contente d’établiv qu'il existe une transformation f holo-
morphe, ainsi que f~', dans le voisinage du point considéré et telle
que

feft=G.

Dans ce travail, nous nous sommes propvsé d’étudier, les groupes
continus G, sans nous restreindre ni & la considération des transfor-
mations de G voisines de la transformation identique, ni & I'étude des
transformations de G et de la transformation /' dans le voisinage d’un
point. Ce travail se compose de trois Parties :
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Dans la premiére Partie, nous supposons les ;; algébriques et le
groupe ¢ birationnel; nous faisons en outre une hypothése sur la
structure de g. Au groupe G corrvespond un groupe (') birationnel,
comprenant une infinit¢ discontinue de transformations. Si (g’) est
discontinu au sens de H. Poincaré, la transformation f est uniforme,
ainsi que les transformations de G qui correspondent biuniformément
a celles de ¢. Dans le cas contraire, (i contient un sous-groupe singu-
lier ((x) composé d'unc infinité discontinue de transformations.

Dans la deuxiéme Partic, nous étudions une structure particuliére
de groupe qui nous conduit i considérer des transcendantes uniformes
appeldes «ultrakleinéennes ». Nous étudions également G sur sa mului-
plicité invariante; cette dernicre théorie, qui compléte dans un autre
sens celle de la similitude des groupes, peut s’étendre i des structures
plus générales que celles que nous avons envisagées.

Dans la dermitre Partie, en partant de fonctions kleinéennes, nous
avons d¢lini des fonctions ultrakleinéennes et des groupes G pour les-
quels les Z;; sont algébriques. I.’¢tude de ces groupes, dont on ne peut
former les équations finics et qui se raméne & I'étude d'un groupe klei-
néen, termine ce travail.

PRELIMIN AIRES.,

I. — Propriétés des solutions de certaines dquations
fonctionnelles algébriques.

1. Lixposons d’abord (uelques résultats qui servent de guide dans
nos recherches.

Soient f(.v) une fonction méromorphe et 2 une valeur particuliére
quelconque de la variable, en général I'équation

Sy =/,

ot ' est 'inconnue, a une inlinité de racines qui sout des fonctions
analytiques de «. Cette équation définit donc une infinité de transfor-
mations qui constituent ce que nous appellerons le groupe de la fonc-
tion f. Celte définition s'étend sans difficulté & un systéme de » fonc-
tions de n variables.
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Nous dirons qu’une velation entre deux variables y,, y, est algé-
broide, si & une valeur de y, correspondent au plus un nombre fini N
de valeurs de y, et réciproquement. N est dit le degré de la relation
considérée par rapport a y,.

Tugorine L. — Sedewr fonctions méromorphes f() et g( &) sont
lides par une relation algébroide, f(x) ne prend qu'un nombre fini
de valeurs lorsqu’on y effectue toutes les substitutions du groupe
de g. Ce nombre est au plus égal au degré de la relation considérée
par rapport & f.

Tuconewe W — Solent f{) une fonction méromorphe ot
of =14 (e, a)les équations d’un. groupe continu g de transforma-

tions birationnelles & un paramétre. Sl existe, quel gue soit &, une
relation algébroide de degré macimum N entre f(2) et f[]x, a]]
et si Lon considére N -1 transformations by, hy, ..., hy,, du
groupe de f, dewe de ces N + 1 transformations Iy, et kg sont telles
que b, byt est permatable acee toutes les transformations de g,
Les fonctions

Sy et e all

¢tant lices par une relgl.ion algébroide de degré N par rapport & £({),
en vertu du théoréme I, deux au wmoins des N + 1 quantités

Sslhae)all  (m=ryo o N+
sont égales :

JLtLbn(e)y a}] = £l Ay (@), el
ou, en posanl /i (w) =k, A7 (x)] ,A
Slefa(e), all =714, @),
[l existe donc une substitution 4’ (') du groupe de f telle que
YA(e), al= Y] all.

l.es substitutions / et 4’ dépendent de @ ; mais comme les subslita-
tions 4’ forment un ensemble dénombrable, pour une inlinité de
valeurs de a voisines d’une valeur quelconque o, £ et /' sont les
mémes. Prenons pour « la valeur du paramétre @ qui correspond i la
Journ. de Math., tome IV, — Fasc, I, 1923, 4
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transformation identique, et choisissons pour . une valeur lelle que /
et /i’ solent holomorphes dans son voisinage; la fonction

lLA(e), a]l— /z’l";]:,z'. ]

holomorphe par rapport & .« el & a, est nulle pour une infinité de
valeurs de a voisines de a5 elle est doncidentiquementnulle. et pour «
voisin de «, on a

LRGN al = )] l .

IFaisons dans cette ¢quation ¢ = «, il veste .

) i) = h'(e): -
par suite,
Ylh(e) at=h I Yloe, a |

quel que soit «: A() =/, /" est done permutable avee toutes fes
transformations de g

Line conséquence de ce théoréme est [a proposition suivante déja
connuc : Une fonction méromorphe qui admet un théoréme d'addi-
tion algébrique est soit une fonction rationnelle, soit une fonction
vationnelle de ¢, soit une fonction eiliptique.

Ces deux théortmes s'¢tendent sans difliculté & un systéme de
2 functions de 2 variables.

Il. — Indication d’'un procédé de définition
de certaines transcendantes. :

2. Soient fi(a) el fy(x) deux fonctions méromorphes lides pav
une relation algébrique
FLAGe) ()] = o.
Nous appellerons groupe du systéme (/. /,) Uensemble des trans-
{formations communes aux groupes de /' et de f,. Soicut de wméme

n -+ 1 fonctions £, [y «ovy [uer de 2 variables o, oy, .., e, lides par
une relation algébrique

l:[.ﬂ(*"l‘ RN .I'"), _/;(J‘,\ sv e J‘n)* e *,/‘lH-l '\‘I'\' Ly *1.::)] =
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Le groupe de ce systéme est formé des transformations (x, ')
délinies par

Ji(ey wa oo )Y = fi(0 1) (f=1,2, .c.,n 1)
Nous dirons que deux systémes
(_/'H,/‘;’.‘ --n,/‘u-H) et (‘*'.l* 5’2, e ng-l)

sont liés par une relation algébroide si chacune des fonctions de I'un
des systemes est une fonction algibroide des fonctions de l'autre. Parv
extension, nous appellerons degré de cette relation par vapport & ( f)
le nombre des systémes (/) qui correspondent & un systéme ()
donné. '

Svmboliquement, on peuat écrire un tel systéme sous la forme
v == f(.0); [est en délinitive le symbole d’une corrvespondance entre
les systémes .oy, vy, ..., 2, et les points de la surface algébrique

Pl e ooy V| =0

Girdee & U'emploi de cetle forme symbolique, il est facile de voir que
les démonstrations des théorémes [ ct I s’étendent aux systémes de
n + t fonctions de » variables. En particulier, considérons le cas o,
dans I'énoncé du théoréme 11, N égale 1. Les relations algébroides
considérées sont alors uniformes. Soit 4 une substitution du groupe
de /' si nous lui associons la transformation identique qui fait aussi
pactie de ce groupe, nous avons ainsi N + 1 substitutions du groupe
de / ct, en appliquant le théoréme 11, nous voyons que 4 est permu-
table avec loutes les transformations de g.

5. Ml existe, comme on sait, trois procédés principaux de définition
communs & I'expouentielle et aux fonctions elliptiques; seuls deux
d’entrc eux permettent de définir les fonctions fuchsiennes ct Klei-
néennes comme le montre le tableau ci-aprés :
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EXPONENTIELLE, FONCTIONS ELLIPTIQUES, FONCTIONS KLEINEENNES,
Série e*. Séries p(u), L(u). Séries thétakleinéennes.

Inversion de [Dintégrale]lnversion du quotient de
elliptique de premiére| deux intégrales d'une
espece. dquation linéaire.

‘quation fonctionnelle | Théoréme d’additionalgé-

f(1!+y) :f(a:)f(y). hrique.

Equation différentielle
y'=y.

Nous nous proposons dans ce travail de comblerle vide que présente
ce tableau; d’une fagon plus précise, au moyen d’équations fonction-
nelles analogues o celles du théoréme d’addition des fonctions ellip-
tiques, nous définirons des systémes de transcendantes dont le groupe
est formé de transformations birationnelles d'une nature donnée &
I'avance. A titre d’exemple, cherchons les systémes de (uatre fonctions
de trois variables x,, .., ., dont le groupe est formé de transforma-
tions de la forme
+ B, , ot,r._,—l—ﬁ’ o 1 6.1'_3.

o! @ = e TR €ry = y— )
(D ) 1 ./‘.;3_‘_0 ) 2 ~/~v2+8 4 ’/.‘1'g+0

1l suffit pour cela de remarquer que ces Lransformations sont per-
mutables avec celles du groupe

o o A+ by e b Qb
(o ) Xy = -

1
Ty R — ; €, = .
cry+d : cry+d ST ey d

Si donc on connait un systéme de quatre fonctions /', f., fy, [, de

trois variables liées par une relation algébrique et telles que les
quantités

/,.((1 LyA4-bay e ~-dey, axy+ [;)

b > N
cays+d cag--d T cay+d

soient des fonctions uniformes des f;(a, x,, a,), ce systéme se répé-
tera par des transformations du groupe (¢'). Si dans f;(x,, x,, «,) par
exemple, on fait #, = x, = o, on obtient une fonction kleinéenne de «,,
car pour «, = .x,==o0 une substitution du groupe (') se réduit a
pte OB

YT e, O
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-~

4. Considcrons pour simplifier un systéme de deux fonctions d’une
variable f,, f.liées par la relation algébrique F(f,, f.) =0 et un
groupe g continu dun parametre : .’ = $(w, a). Supposons que f, («)
et f.(x") soicnt des fonctions uniformes de /() et f.(@):

Sl =Ry fi(w), fo(a)]
Ja(@') = Ry fi(@), ful)],

Les transformations ainsi définies

RS (W
X’_, == P\g[xl, ‘\.‘-'l

forment un groupe G, conservent la courbe algébrique F(X,, X,)=o
et sont uniformes sur cette courbe. Les groupes g et G sont donc sem-
blables et les fonctions y, = f, (&), .= f,(x) peuvent lire consi-
dérées comme délinissant une transformation f lelle que

0 Jel 1=,

D’aprés la théorie de Lie, véciproquement, si g et G sont deux
groupes continus semblables, il existe uneinfinité de transformations /
vérifiant 'équation (1). Dans ce travail nous ferons donc 1'étude de la
similitude des groupes continus de transformations et des transforma-
tions f correspondantes. Nous montrerons dans quels cas les fone-
tions ainsi ddéfinies sont uniformes et nous retrouverons sous une
forme plus précise le groupe de ces fonctions.

PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DE L'RQUATION FONGTIONNELLE fuof ~'== G,

1. — Simplification du probléme.

1. Soient g et G deux groupes continus finis et semblables. Dans
I’étude des transformations f définies par I'équation fonctionnelle

M Jsf =G,
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nous nous limiterons au cas ot la solution f de (1) dépend de cons-
tantes arbitraires. D'aprés S, Lie (Theorie der Trausformations-
gruppen, t. 1, Chap. XIX), il faat et il suffit pour cela queles groupes
& et G solent transitifs. Soil g le groupe continu fini des transforma-
tions permulables avee toutes celles de g. Ainsi que nous I'avons
démontré dans les préliminaives, le groupe d’une solution de I'équa-
tion (1) est un sous-groupe de ¢’. Le nombre de paramétres dont
dépend g’ est maximum lorsque 2 et (i sont simplement transitifs.
(Vesl ce cas que nous considérevons désormais.

Supposons donc & et (i simplement transilifs ct isomorphes; il en
résulte qu'ils sont semblables. Précisons la signification de 'équa-
tion (1). Soient : s le nombre de parameétres de ¢, X,, X, ..., \g,
» transformations infinitésimales indépendantes de et Y,, Y, ...,
Y,. s transformations de G lices par les mémes velations de structure
que les transformations correspondantes de 2. L'¢quation symbo-
lique (1) signifie que la transformation /* fait coumponﬂlc X, aY,. 1l
pourrait arriver que (i admelte s autres Lransformations infinité-
simales Y, Y', ..., Y. lides par les mémes velations de structure que
X,, X,, ..., \yi on ne considérera pas connne solution de (1) une
transformation qui fait correspondre les \; et les Y .

Relation entre les solutions de dewe équations fonctionnelles.,
— Soit g, un groupe semblable & &3 considérons les équations ana-
logues & (1),

{2) TeT ey
()

PO I R

Soient T, 7 ct 3" des solutions particuli¢res vespectives de (1), (2)
et (3). De ces équations, on déduit

La transformation /= ="' /~'7" est donc permutable avec toutes les
transformations de 2,; /” est donc une solution de

(4) s S
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Réciproquement si f*, = et <’ sont des solations rvespectives de (1),
(2) et (3), f=-=/"<"" estsolution de (1).
I.’élude des solutions de (1), ot ¢ el (i sont des groupes de structure
donuée, est donc ramenée a celle des équations de la forme

ot = G

olt &, estun groupe possédant la structuve donnde, choisi une fois pour
Loutes et G un groupe quelconque isomorphe a g,.

On peut tiver des considérations précédentes une aulre conséquence
intéressante : si_f est une solution particuli¢re de I'équation (1), toute
autre solution /” de cette méme équation sera de la forme

S

> Ctanl une transformation permutable avee toutes les transforma-
tions de g. Ul sullit done d’¢tudier une seule solution de Péqua-
tion (1).

3. Nwture des transformations de g. -~ Nous prendrons pour g
un groupe de transtormations birationnelles: les transcendantes solu-
tions de 'équation (1) admettrout pour groupe un sous-groupe de &
Comuue notre but est de former des transecendantes dout le groupe sc
compose de transformations biratiounelles, il faul chercher dans quel
cas il en est ainsi pour &’

Tueoveme, — La condition nécessaire el suffisante powr qu’un
groupe simpleient transitif ¢ et son groupe permulable g se com-
poscnd de transformations birationnelles est que @ dépende bira-
tionnellement de ses paramétres par un cholv  convenabie  dv
cotr-cl,

v La condition est suffisante. — Soient en ellet ' = J (v, a) les
¢quations de g, a;, un point fixe et .y ="Tv, son transformé par T';

b
on a, quel que soit «, .

TLO (e @) =T a] = diay a).

Soit &' un poinl quelconque, comme g est simplement transitif ot
dépend birationnellement de ses paramétres «, il existe en géndral un
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systeme a et un seul tel que &’ = U (v, @). Le transformé «” de 2’ par
T sera
@z Ta = Tl (@, @)=L (w,. a).

On obtient I'équation .¢” = "I« d'une transformation de ¢’ en élimi-
nant @ eatre les équations "= (v, @), a'=Y(r,a). T est donc
birationnelle.

2 Réeiproquement, supposons g ct g’ birationnels. Prenons pour
paramdtres définissant une transformation T de g les coordonnées du
point A transformé d’un point fixe O par T ; soient M un point quel-
conque, M’ son transformé par T, je dis que M’ est une fonction bira-
tionnelle de A et de M. Soit ¢ une transformation de g, telle que
M = vO (¥ existe puisque g’ est simplement transitif) et soit

M =1\,
on a
A="T0:
donc
M =rTO=TrO=TM=M';

donc M’ =t A, r étlant birationnel. La proposition ¢noncée est démon-
trée. Nous prendrons désormais pour ¢ un groupe birationnel dépen-
dant birationnellement de ses paramétres.

1l. — Réduction d’un groupe continu
de transformations birationnelles.

A. Le théoréme de M. Enriques. — Avant d’aborder 'étude de
Péquation (1), cherchons les singularités d’un groupe continu de trans-
formations birationnelles. Reprenons la démonstration d'un théoréme
de M. Enriques (') qui doit nous ¢tre utile parla suite et d'aprés lequel
un groupe de transformations birationnelles ¢ & s variables se raméne
simplement & un groupe continu de transformations homographiques.

Considérons une famille G de multiplicités algébriques & s — 1 dimen-
sions 1 G(@, &g, covy &3 Uy Ray uny Oy) = 0.

(V) Swi gruppi continui di transformaszioni cremoniane nel piano (Atti
della reale Accademia dei Lincet, 1893, p. 468).
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Transformons-les par toutes les transformations de &, nous obtenons
une nouvelle famille I* ui dépend de paramétres arbitraires. Soit I’
le plus petit systéme linéaive de multiplicité & s - 1 dimensions qui
contient I, je dis que I/ est invarianl par o :

Si cela n'était pas, le systéme lindaire I transformé de 19 par g
conlicndrait I et serait différent de I'; le systéme commun & I/ et I
serait lincéaive, contiendrait I' et scrait plus petit que I et I¥, c’est-
i-dire dépendrait d'un nombre plus petit de paramétres, ce qui est
contraire i 'hypothése. Soit donc

)\l.:.l(""l\ ay o "‘.\') -t /.gé,'g(-lv") Loy ven (L"\») B R )‘/»5';)(~"’l~ Lay veey -I,'_\-) =0

le systéme I invariant par g. Posons

=g (e ey )
y ==y (@), .y, y )

Considérons w,, ., ..., i, comme les coordonnées homogénes d’un
(] 2 ) »r ko)

point de 'espace I, & p — 1 dimensions. Nous obtenons dans I'espace E,

une multiplicit¢ P & s dimensions dont les coordonnées s’expriment

rationnellement au moyen des paramétres x, ,, ...; x,. Le groupe &

définit sur P un groupe de transformations birationunelles qui conser rve

la famille des sections planes de I’ d’ equallon

Iyttt hgtta .o 4 hpyttp = 0.

Les équations de o sont donc celles d’un ensemble de transforma-
tions linéaires homogénes si 'on prend comme variables w,, t,y ..., u,.
Considérons ces transformations comme appliqudes & Pespace E, tout
enticr; elles forment un groupe surla multiplicité P, mai§ comme elles
sont linéaires homogctnes, et comme s + 1 quelconques, des variables
i,y Uyy ooy W, sont linéairement indépendantes sur P, les idenlités
entre les coefficients de ces transformations qui expriment qu’elles
forment un groupe sur P expriment aussi (u’clles forment un 0‘roupe
dans toul I'espace E,. Elles constituent donc un groupe continu g, de
transformations homographiques de E,, laissant P invariant el se
réduisant sur P au groupe ¢ a condition de prendre comme variables
Ly Ty o

oy g

Journ. de Math., tome 1V, — Fase. I, g2, )
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En vésumé : Etant donné un groupe continw g de transformations
y y N N Y/ e 1) »
birationnelles de Uespace L(e,, @y ooy 0g) U ewiste we groupe

. . . . ) Wy U,
contint de trans formations homographiques de Uespace == ==, ..,
* P »

", _ . N .
T’l' conservant une multiplicite rationnelle P
I)

e @iy ey a2y (F=t 20 oo p)

et se réduisant @ g sur P a condition de prendre pour variables x,.
Lay voen oy (‘)-

8. Singularités d’un groupe de transformations birationnelles.
-- La correspondance entre les points de U'espace (2, wyy ..oy 2y) et
de P ainsi détinic n’est pas nécessaivement biuniforme. Considérons,
par excmple. le groupe de P'espace & trois dimensions :

Ly -dze
- ¢-1-ds
L, o_ay+-bze
T Taa bz
L ez
Ta+bs

1.’équation de la famille I sera de la forme
Py 50520, 80 2o vaey 2y ) =0,
I ¢tant un polynome entier, et les «; sevont de la forme
W= &i(Vy 3. 3),

les ; étant des polynomes. On peut supposer que les g, ne s'annulent
pas tous lorsque 3 est nulj st celle circonstance se présenlait, on
pourrait mettre en facteur commun dans tous les &; une certaine puis-

N
-1

(1) Gette démonstration ne peut pas s’étendre aux groupes conlinus de trans-
formations birationnelles d'une multiplicité algébrique L en elle-meme, si les
transformations cessent d'¢tre bivationnelles hors de la multiplicité 9L ; on ne
peut affirmer en eltet qu’une famille de multiplicités algébriques tracées sur T
soil contenue dans un systéme linéaive. On peut, du rveste, en utilisant cette
remarque, établir que les surfaces hvperelliptiques sont irvéguliéres,
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sance de = et supprimer partout ce facteur puisque ceux-ci représentent
des coordonnées homogenes. Quelle que soit la famille initiale G
choisie, & la multiplicit¢ a deux dimensions s = o de I'espace «, y, s
correspond sur I’ la courbe & une dimension «;= 2;(y, o, 0). La cor-
respondance entre I et I'espace ., ¥, s ne peut donc étre biuniforme
pour I = o.

Les variables ., wy, ..., .t; sont des fonctions rationnelles de u,,
Wy o ooyt cos vaviables représentant les coordonnées homogénes d’un
point de P. Les points singuliers pour le groupe & scront les points
d’indétermination des fonctions «(.) et ceux des fonctions .« (w).

6. Application ¢ U'équation (1). — Dans P'étude de I’équation
forctionnelle
m Sfef =G,

au lieu de considérer la transformation f comme appliquée au point
Xy Eyy .y oty de Pespace E, nous la considérerons comme appliquée
au point correspondant de P. Soit A un point de P, deux cas peuvent
se présenter @ 1° dans le voisinage de A les coordonnées d’un point
de P sont des fonclions de s paramélres Ty Loy ooy By holomorphes
POUL ., = 0, Ay == 0, ..., z,= 0, et telles que la correspondance entre
les points de P et les points de I'espace Eyy &y, ..., Ty s0it biuniforme
dans le voisinage de A et de ;= o. Désignons respectivement par g g

et £ le groupe # et la transformation £ exprimés au moyen des z, /
vérifie

(1" Fer-'=G,

1l suftit donc d’étudier les solutions de (1) dans le voisinage de
€, =0, 2, =0, ..., &y=0, (1) a la méme forme que (1), mais il est
facile de voir que les coefticients des transformations infinitésimales
de ¢ sont holomorphes dans le voisinage de ;= o. En effet, une trans-

formation infinitésimale de 2 est de la forme

14 P
\‘./'““\ A=t ()f .\.424 Wik "‘0 -‘—zvtu,

i=1 =1 k=1 i=1

/l"l.
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Or les «; sont des fonctions holomorphes des .3 il en est donc de
méme des coeflicients de la transtormation X f e\pmnee au moyen
des .r.

® A est un point singulier de I’ : soient #;= o les coordonnées de
ce point ct

R N T A

Fo,=o

les équations de I” dans le voisinage de ce poinl: supposous que les
développements de U, , ¥, ., ..., IV,  commencent par des termes
de degré £ en ey, ., ..., 1, ct que le systéme oblenu en égalant i zéro
les termes de moindre degeé de 19, 15, ..., I, ne se réduit pas & un
systéme de moins de p — s équations. Les entiers n,, n,, ..., n, cavac-
térisent la singularité de P en A. Soit \’ le transformé de A par une
transformation quelcongue ¢ de 3 en prenant en A’ des coordonnées
convenables ¢y, ¢y, 1oL, 1, 0N peut faire en sorte que /7 ait pour équa-
tion ¢, == u; ¢t, comwe ¢ est homographique, ce changement de coor-
donnces est biuniforme. Les entiers n,, n,, ..., 2, sont donc les mémes
enAet A .

S1 A est un point singulier isolé des points singulicrs de méme espece,
A est lnvariant par ¢

St A fait pactic d’une ligne 1. deux points singuliers de méme
espeee, cette ligne L est invariante par /. Ainsi les points singuliers
de P font partic de multiplicités tracées sur I’ invariantes par o ces
multiplicités seront, dans chaque cas, Uobjet d'une étude spéciale.

Lin résumdé : dausl'étude des solutions f'de l'équation (1), on peut tou-
jours suppuoser que dans le voisinage de tout point de P ui ne fait partie
d’aucune multiplicité de I’ invariante par 2, les coeflicients des trans-
formations infinitésimales de g sont des fonctions holonmrphcs des
patamdéives qui fixent la pmluon d’vu point de P, quitte & mulllpher
ensuite / par une transformation @ = U(x) dans laquelle les = se
comportent comme des fonctions rationnelles des .

Nous avons supposé implicitement que le point considéré de P était
a distance finie; daus le cas contraire, on le rameéne & distance linie par
une homographie.
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Hl. -~ Etude d’une solution de 'équation (1).
7. Enoncé des hvpothéses. — Faisons sur les groupes o et G les

hypothéses suivantes :

. & est un groupe continu de transformations bivationnelles de
Pespace L5(.eryy 2ty ooy, délim par s transformations intinitésimales
1y ey s 1
dépendantes

~

N,/ = N ke ae (=1, 2 oo, )
ke

< dépend birationnellement de ses pavameétres par un choix con-
. o " . . N
venable de ceux-ci. Soit ¢ le déterminant des cocfficients %, ¢ n'est

pas identiquement nul. lntin les \; sont liés par les relations de
structure

{ \,'\ \‘) Z:E Cik .\/,

h=1

et les ¢, sont tels que le groupe ¢ n’admet pas de transformation inli-
nitésimale distingude.

Définition. — Nous appellerons transformation distinguee d’un
aroupe une lransformation linte permutable avec toutes les traunsfor-
mations de ce groupe. Nous supposerons que & ne contient pas de
transformation distinguée autre que la transformation identique.

1. Soient

Sl

O af :
VR YT AV T A
k=1 )

s transformations infinitésimales dont les coeflicients n;; sont des
fonctions rationnelles des variables v, y., ..., y,., lices par la
relation algébrique *

(3) PO v D) =o.

Cette velation (5) définit dans Uespace & s+~ 1 dimensions une
multiplicité algébrique or.
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Les relations
Y=o (=00, (o)
et

~

(Yoo Y2 r:: Civa Ya N =1 N N

a=1

sout des conséquences de la relation { 3).
I en vésulte que les U délinissent un groupe continu G formé de
transformations de la yvariété ok en elle-méme.
Jr
Soit M, un point de dL : st en ce point —— n'est pas nul, nous
¢ adv,
-1

pr‘ndlonb comme coordonndes d'un pmnl M voisin de M, ses s
vremicres coordoundes V. Vi ...y Voo la velation (3) déhimit ).
oo . . o $-

sans ambiguité dans le voisinage de M, @

\ ~l':::\ T Ve Vae oo os Ve Ve [0 oo et )
W= 2 (Ve 0 oo Yol |(,\.
k=1
.‘\ - \ !
I N T T S R
—— b ( LR . ()\.&
=1 )

on vérilie sans peine que

(T‘.‘\ Y{ \ < t:: Cigne i‘:«'

Ces relations s'éerivent, en eftet :

- puid [ RPN RN
e '): A l)" PRI IR0

Lt R

AN [;— ()‘f,ﬁ_;—'c v, ~\'.

il

mats
. . Higwm vy RALESE ‘)‘ S
dv. T odv, 4).')‘$ a tll i

et la relation & vérifier devient

N

Phgm - ‘)Ynim

\‘

— Ty
— d\)/ ) dvy
- N ‘\
N\ vy Mgy - dvey A1y, AN
-t Ve — — T 3 = W il iy ey ==
ave by TUdvy dve ! Ah Qi

=1 ’ ' LN
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(=1

D aprés la velation Y, F =0, on a

ANE Vs
liivey == 7 '”T
1=

et, en tenanl compte de (5), les relatnom considérées se réduisent aux
conditions

. N .
YY) 1‘-32‘ Cornn Y ae

h=1

qui sont véritides par hypothese. Les Y; définissent donc dans le voisi-
nage de M, un groupe continu G sur la multiplicité dw.

. Jar . .
Sien M, tous les s sonl nuls, on exprime les coordonndes d'un
S

point M de o voisin de M, au moyen de s pavamétres ¢, vy, 0oy vy,

et l'on fait le méme raisonnement que précédemment. Pour abréger
s/

o Jr
I"écrilure, nous supposerons que ( ; ) n’est pas nul.

st o

Si en un point M, les v, sont des fonctions holomorphes de
Viy e Ve etost le déterminant A = ‘| rl,\,|| n’est pas nul, nous dirons
que M, est un point régulier. Si les v, sont holomorphes et si A est

uul, nous divous que M, appartient @& lu multiplicité A. St les 7, ne
sont pas holomorphes, nous dirons que M, est un point singulier.

LIL. Enfin, nous ferons sur les Y, I'hypothése suivante : en certains
points iveéguliers M, ()7 il existe une transformation algébrigue
VTS WS Ta v, T (F==, 2, o000 8)

[

telle que )} = ¢;(0, 0, ..., 0) et telle que, si I'on exprime les Y, au
moyen des variables 3,

Yo

\/

= JAf
cl ( ) ‘)_ .'

k=1
Les coeflicients ﬁ;,\. des Y sont des fonctions holomorphes des : dans
le voisinage de 3, =0, 3,=0...., 5;=0; en un tel point M, nous
désignerons par A le déterminant ||, ]j; s'il est nul, nous dirons que
M, appartient @ A.
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Les raisonnements que nous ferons sappliquent du reste au cas
. 1
plus général ot les v, sont des fonctions algébriques des z; et des o™,
Pour abréger le langage, nous nous bornerons au cas ol la transfor-
mation v = «(3) est algébrique. Si, en outre, les fonctions w(3) sont
rationnelles, M, sera dit point singalier rationnel; si elles sont bira-
tionnelles, M, sera dit point singulier birationnel.

Si. en un point ivrégulier, il n’est pas possible de trouver une trans-
formation y' = «(3) vérifiant les conditions précédentes, nous dirons
que ce point appavtient i la weaeltiplicité A

Remarquous, pour terminer, que la vérification de ces hypothéses
n’exige que des opérations rationnelles.

8. Définition d’une solution duns le voisinage d'un point. —-
Soient M, ()}, ¥, vy, ¥ ,) un point végulier de Ok n appartenant pas
adetm,(ey, o)) un point de I n’appartenant pas ie. D’aprés la
théorie de L.ie, on obtient une solution y = f(.r) de I’équation (1)
Jef ' =G en dégalant & zéro s mlvnrnles indépendantes du systéme

16 Neh - Y -0 (F=aoo, ., s,

Ce systtme admet unc solution ct une seule, ®,(.r, ), holomorphe
dans le voisinage des points n, et M, et se réduisant Vi — V), pour
=y (=1, 2, ..., 5). Le systéme

(1 Py, Vez0 (h=oas oo s)e F(v e oo v

délinit pour v, 3. .oov Yo des fonclions )= fi(, @y, ooy )

holomorphes dans un domamg d, entourant ne,. Il définit de méme
\ (U

pour .y, &y, .... . des fonctions d’un point de Hr ¢

e LN Ve e V)
holomorphes dans un domaine D), de o entourant M,.
Exprimons les équations de (i dans le voisinage de M, au moyen de

SCS parameires CANONIGUEs @, @y, ..., a,:

Y=oy ou =TT
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Pour obtenir les ¥, on forme l'intégrale du systéme

N

dy; V5

T =2 (0 e,
1

vérifiant les couditions initiales =0, ), =211 cetle intégrale
Vi= by «) ne dépend que de a, =01 ay =00 oy ag=N s
Pon ¥ considére les » comme des vaviables, elle définit les transfor-
mations de G. '

Soit D) le domaine homothétique de D, par rapport & M, dans le
rapport 1, les 3, sont holomorphes lorsque ¥ est dans D et lorsque
la| <e (F=1,2,..., ). Nous appellevons transformation infini-
ment petite de G dans D, ou pour abréger en M, unc transfor-
mation I, corvespondant & des valeurs des paramétres a vérifiant ces
inégalitds.

Soient de méme ;= 3;(.r; @) les équations de g exprimées au
moyven des mémes paramétres canoniques. ¢ n'étant pas nul en m,, i
une transformation infiniment petite de g correspond un seul systéme
de valeurs des pavamétres canoniques et de méme pour G. Faisons
corvespondre eutre elles les transformations de ¢ et de G définies par
les mémes valeurs des paramétres canonigues. Il résulte de ce que
nous venons de dive que la corvespondance entre les transformations
infiniment petites de g et G est biunivoque. 1 est nécessaire de remar-
quer que ¢ dépend du point M, considéré; la transformation /~'est
détinie dans le domaine D, nous allons ¢tudier maintenant son pro-
longement analytique sur la multiplicité ok tout entiére.

Nous poserons dorénavant

, . . Co
R A=l & RS T IS AV 3‘/,:")'/, REED T

nous désignerons pav k" U'espace & 25 dimeusions &', 2, £, ¥, o0y
!

2%,y et par ok la multiplicité & ox dimensions ), 3+ ooy Yoy
les A+ étant liés par la relation (5).

v,
N

0

0. Fude du prolongement analytique de f=' le long d'un chemin
ne reacontrant pas A ow A,. — Soit Cun chemin partant de M, tracé
sur ak‘; cherchons le prolongement analytique de ., Ty, ...y 2y

Journ. de Math., tome IV, — Fasc. 1, g2, 6
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lorsque M suit C. Soit M ()", )y ooy 3) un point de D situe
sur G5 appliquons & M, toutes les transformations de G mlmnnenL
petites en M, : nous obtenons atnst un domaine D, Recommencons
celte opération en remplacant M, par un point M, de D, situé sur €
et ainsi de suite; nous obliendrons au boul de » opérations un
domaine D,; ¥, D, ..., D, forment un domaine tubulaire entourant
un arc de C.

(R

Tuonine, — S G o'« ancun point comuin avee les multiplicitis
A et N, un point arbitraivement donné de G fintra par se trouver
dans le domaine D, pourcu que w soil suffisamment grand.

Supposons.d’abord que M soit & distance linie ainsi que la portion
M, M de C et que G ne passe par aucun poinl singulier de G,

A tout point M(y) de G correspond un nombre positil z (M) tel
que les indgalités [e;] <z (M) définissent les transformations de G
lliniment p(‘lllCS en M. L'ensemble des valeurs (M) mlcspondlml
& tous les points de G a un minimum £, non nul, saus quoi, en un cer-
tain point M de G, (M) serait nul. lmaginons que, daos la construe-
tion des domaines successils, D oDy Dy nous ne considérions
comme infintment petites que l\‘s transformations pour_ | lesqueties
la|< 5 2y 3 nous adrons une autre succession de domaines DD |),,\
D), seva intérieur & 1Y), D), sera intérieur i 1V D, et ainsi de suite; si
donc un point de C se trouve dans un domaine T)—,,. il sera « fortiord
dans un domaine D, Gra ice & cette nouvelle cony ention, si une trans-
formation T, de (i est inliniment petite en un point de C, elle Test
également en tout point de (Cainsi que la transformation inverse 1!
qui coreespond aux valeurs - «a,, — ey, o0 — ¢ des patametees
canoniques.

Soit done M un point de Gy si, quelque grand que soit . b, ne
contenait pas M, il y aurait un point P sur Pave MM possédant la
méme propriétd, et tel que, quel que soit le point P! choist sur
Parc M, L', D), finirait par contenir 1 pour n assez grand. En ce
point P’y A n’est pas nulj en appliquant a P une transformation infi-
niment petite convenablement choisie de (r, nous aurions pour trans-
formé 