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THEORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS. 23 

Sur la théorie analytique des groupes eontinus finis; 

PAU HENRI MINEUR. 

INTRODUCTION. 

La théorie des groupes continus finis a été fondée par S. Lie, et 
depuis de nombreux géomètres en ont développé les bases et les appli-
cations. Dans toutes ces recherches, on définit un groupe continu G 
par des transformations infinitésimales 

η 

•W=2i <T71, ' ' ?M ···''')' 
k--\ 

dont on suppose les coefficients holomorpbes dans le voisinage d'un 
point; on déliait les transformations de G dans le voisinage de ce point 
en se bornant à l'étude des transformations voisines de la transforma-
tion identique. Lorsqu'on étudie la similitude entre deux groupes g 
et G, on se contente d'établir qu'il existe une transformation/holo-
înorphe, ainsi que dans le voisinage du point considéré et telle 
que 

fgf-1 = G. 

Dans ce travail, nous nous sommes proposé d'étudier, les groupes 
continus G, sans nous restreindre ni à la considération des transfor-
mations de G voisines de la transformation identique, ni à l'étude des 
transformations de G et de la transformation f dans le voisinage d'un 
point. Ce travail se compose de trois Parties : 
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Dans la première Partie, nous supposons les ξΑ< algébriques et le 
groupe g birationnel; nous faisons en outre une hypothèse sur la 
structure de#. Au groupe G correspond un groupe (#') birationnel, 
comprenant une infinité discontinue de transformations. Si (gJ) est 
discontinu au sens de H. Poincaré, la transformation / est uniforme, 
ainsi que les transformations de G qui correspondent biuniformémenl 
à celles de #. Dans le cas contraire, G contient un sous-groupe singu-
lier (G) composé d'une infinité discontinue de transformations. 

Dans la deuxième Partie, nous étudions une structure particulière 
de groupe qui nous conduit à considérer des transcendantes uniformes 
appelées « ultrakleinécnnes». Nous étudions également G sur sa multi-
plicité invariante; cette dernière théorie, qui complète dans un autre 
sens celle de la similitude des groupes, peut s'étendre à des structures 
plus générales que celles que nous avons envisagées. 

Dans la dernière Partie, en partant de fonctions kleinéennes, nous 
avons défini des fonctions ullrakleinéennes et des groupes G pour les-
quels les çA( sont algébriques. L'étude de ces groupes, dont on ne peut 
former les équations finies et qui se ramène à l'étude d'un groupe klei-
néen, termine ce travail. 

PKIïLIMIN VIULS. 

I. — Propriétés des solutions de certaines équations 
fonctionnelles algébriques. 

1. Lxposons d'abord quelques résultats qui servent de guide dans 
nos recherches. 

Soient /(.c) une fonction méromorphe et χ une valeur particulière 
quelconque de la variable, en général l'équation 

/(.♦·') =/(.0, 

où x' est l'inconnue, a une infinité de racines qui sont des fonctions 
analytiques de a*. Cette équation définit donc une infinité de transfor-
mations qui constituent ce que nous appellerons le groupe d,e la fonc-
tion f. Cette définition s'étend sans difficulté à un système de η fonc-
tions de /? variables. 
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Nous dirons qu'une relation entre deux variables/n/2
 est algê-

broïde, si à une valeur de y
i correspondent au plus un nombre iini Ν 

de valeurs de y.
2
 et réciproquement. Ν est dit le degré de la relation 

considérée par rapport ày2. 

THÉORÈME I. — Si deux fonctions méromorphcsf(x) et g(x) sont 
liées par une relation algêbroïde, f(x) ne prend qu'un nombre fini 
de valeurs lorsqu'on y effectue toutes les substitutions du groupe 
de g. Ce nombre est au plus égal au degré de la relation considérée 
par rapport à/. 

THÉORÈME II. — Soient J'(x) une fonction mëromorphe et 
,r; = ψ(.r, a) les équations d'un groupe continu g de transforma-
tions birationnell.es à un paramètre. S'il existe, quel que soit a?, une 
relation algêbroïde de degré maximum Ν entre f(x) et /'[ψ [u, fl]] 
et si l'on considère Ν H-ι transformations A,, Α2, ..., As+, du 
groupe de J\ deux de ces Ν -H ι transformations hp et hq sont telles 
que est permutable avec toutes les transformations de g. 

Les fonctions 
./(>*·) el /I ψ[.<\ « il 

étant liées par une relation algêbroïde de degré Ν par rapport à/(ψ), 
en vertu du théorème I, deux au moins des Ν -h ι quantités 

/|ΨΙΛ«(·'')· «]] ('" = ι, e. .. ., Ν -t-1) 
sont égales : 

/ |>IA· (·0> a\] =/l Ψ Γ. ) > «l.l· 

ou, en posant b{x) = A7,| A"/.*·)], 

/|ψ[Λ(Λ·'), «]] =/[ψ(.ν, «).!· 

Il existe donc une substitution b'(x) du groupe de / telle que 

ψ[/ι(.*?), α] = a ||. 

Les substitutions h et // dépendent de a \ mais comme les substitu-
tions h' forment un ensemble dénombrable, pour une infinité de 
valeurs de a voisines d'une valeur quelconque a, h et h' sont les 
mêmes. Prenons pour a la valeur du paramètre a qui correspond à la 

Journ. de Mathtorn? IV. — Faso. I, 192"». 4 
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transformation identique, et choisissons pour ,v une valeur telle que h 
et //' soient holomorphes dans son voisinage; la fonction 

ψ|7/(.Γ). α | — It' J ψ[.<·. fi j |, 

holomorplvc par rapport à .</ el à a, est nulle pour une infinité de 
valeurs de a voisines de a; elle est donc identiquement nulle, el pour a 
voisin de a, on a 

ΨΙ.Λ(.Γ\ «| Λ'|ύ|.Ï\ U||. 

faisons dans cette équation a — a, il reste 

/i(.r) h'(.r): 
par suite, 

ψμοΟ.Γ/Ι^Λίψμ·, „||. 

quel que soit a ; ί/Çr) -- /V,/,/ est donc permutable avec toutes 'les 
transformations de gr. 

line conséquence de ce théorème est la proposition suivante déjà 
connue: l ue fonction méromorphe qui admet un théorème d'addi-
tion algébrique est; soit une fonction rationnelle, soit une fonction 
rationnelle de r,<:, soit une fonction elliptique. 

Ces deux théorèmes s'étendent sans difficulté à un système de 
// fonctions de η variables. 

II. — Indication d'un procédé de définition 
de certaines transcendantes. 

îi. Soient(.r) et/2(.r) deux fonctions méromorphes liées par 
une relation algébrique 

f1(x) f2(x)] = 0. 

Nous appellerons groupe du système (/,, J\) l'ensemble des trans-
formations communes aux groupes de /", et de y. Soient de même 
H -f-1 fonctions/,,/'2, —,/«-+-1 de H variables .r,, .v.,, ..., ,r„ liées par 
une relation algébrique 

1' [Λί·< 1 ···<!·!«)ι ,/s (>C|.....
 Λ

. ) ,/m |\>'V · » · > Λ',. 1 J= 0. 
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Le groupe de ce système est formé des transformations (&·, ,v') 
définies par 

,/;('ri> .r
a

. . . .ay) =/,·(.<, . ... .<) (/= t. a, .... /1 + «). 

Nous dirons que deux systèmes 

C
 %
f\ 1 ,/ 2 ? ···.,/>(-)-!) ^ T ( A' I ' Ο '' > · ' · « S 11 4-1 ) 

sont liés par une relation algébroïde si chacune des fonctions de Γιιη 
des systèmes est une fonction algébroïde des fonctions de l'autre. Par 
extension, nous appellerons degré de cette relation par rapport à ( /') 
le nombre des systèmes ( /') qui correspondent à un système ( g) 
donné. 

Symboliquement, on peut écrire un tel système sous la forme 
ν --

f
/'(.r);/est en définitive le symbole d'une correspondance entre 

les systèmes r,, ..., x„ et les points de la surface algébrique 

Fl\> i, j'., . . 7=0. 

(iràce à l'emploi de cette forme symbolique, il est facile de voir que 
les démonstrations des théorèmes I et II s'étendent aux systèmes de 
η 1 fonctions de n variables. En particulier, considérons le cas où, 
dans l'énoncé du théorème II, Ν égale i. Les relations algébroïdes 
considérées sont alors uniformes. Soit h une substitution du groupe 
de /'; si nous lui associons la transformation identique qui fait aussi 
partie de ce groupe, nous avons ainsi Ν -h ι substitutions du groupe 
de / et, en appliquant le théorème II, nous voyons que h est permu-
table avec toutes les transformations de g. 

5. Il existe, comme on sait, trois procédés principaux de définition 
communs à l'exponentielle et aux fonctions elliptiques·, seuls deux 
d'entre eux permettent de définir les fonctions fuchsiennes et klei- \ 
néennes comme le montre le tableau ci-après : 
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KXFONKNTIELLK. FONCTIONS Kl.l.ll'TlOCKS. FONCTIONS Kl.KINKCNNKS. 

Série ex. Séries ζ(«). Séries thétakleinêennes. 

,Α . ,.-ν.. . ,, Inversion de l'intégrale Inversion du quotient de 
; elliptique de premiere deux intégrales d une 

^ espèce. équation linéaire. 
Equation fonctionnelle Théorème d'addition algé-
f(x-hy)—f(x)f(y). brique. 

Nous nous proposons dans ce travail de combler le vide que présente 
ce tableau; d'une façon plus précise, au moyen d'équations fonction-
nelles analogues à celles du théorème d'addition des fonctions ellip-
tiques, nous définirons des systèmes de transcendantes dont le groupe 
est formé de transformations birationnelles d'une nature donnée à 
l'avance. A titre d'exemple, cherchons les systèmes de quatre fondions 
de trois variables a?,, x

3
 dont le groupe est. formé de transforma-

tions de la forme 

ô 1 -/,ϊλ+Ο - y.v.y-\-d y.ro+ΰ , «.r,+ p,'r2 , oc.r..+ β , ν.Γ,-hd.r;, 

Il suffit pour cela de remarquer que ces transformations sont per-
mutables avec celles du groupe 

° Λ | — c v^ + fjl ' Λ 2 · c r;j + ' 1 ^ c ·£, ii — °ι + ^'r2 .' e.ι11 -h d.r, , _ αχ* 

Si donc on connaît un système de quatre fonctions f.2> /s,/, de 
trois variables liées par une relation algébrique et telles que les 
quantités 

' \ c-r3 -+- d ' c\r3 -t- d ' c ,r -r d ) . f r/.r, H- A.r2 CM.·, -ι- d,i\> a -+· ο \ 

soient des fonctions uniformes des /'/(«r,, a;2, a?;,), ce système se répé-
tera par des transformations du groupe (£'). Si dans /,·(#,, .r2, .r3)par 
exemple, on fait .r, = x

3
 — o, on obtient une fonction kleinéenne de a?.,, 

car pour .χ.', — x\, = o une substitution du groupe («·') se réduit à 

X., — -—- ^ · . OC JF.> β γ-v., -f- ο 
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-i. Considérons pour simplifier un système de deux fonctions d'une 
variable y.,· liées par la relation algébrique F(/

n
 /

a
) = o et un 

groupe g continu à un paramètre : .ν' = ψ (a;, a). Supposons que /, (x') 
et /2(λΛ soient des fonctions uniformes de J\ (a?) et /

2
(a?) : 

f1(x) = R1[I'/.(.■'·)» A(*)l 
/sLO==K2|;/,(a.·),f2(x) 

Les transformations ainsi définies 

Χ^Η,ΙΧ,,Χ,], 
x; = i\,[x„xa] 

forment un groupe G, conservent la courbe algébrique F(X,, X..») = ο 
et sont uniformes sur cette courbe. Les groupes g et G sont donc sem-
blables et les fonctions y{~ J\ (a;), γ.

2
—/\

2
(χ) peuvent être consi-

dérées comme définissant «ne transformation f telle que 

(!) —G. 

D'après la théorie de Lie, réciproquement, si g et G sont deux 
groupes continus semblables, il existe une infinité de transformations f 
vérifiant l'équation (i). Dans ce travail nous ferons donc l'étude delà 
similitude des groupes continus de transformations et des transforma-
tions f correspondantes. Nous montrerons dans quels cas les fonc-
tions ainsi définies sont uniformes et nous retrouverons sous une 
forme plus précise le groupe de ces fonctions. 

PREMIERE PARTIE. 

T11ËOR1E GÉNÉRALE DE L'ÉQUATION FONCTIONNELLE f^'j RR: G. 

]. — Simplification du problème. 

1. Soient g et G deux groupes continus finis et semblables. Dans 
l'étude des transformations / définies par l'équation fonctionnelle 

(0 /sr/"l = G, 
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nous nous limiterons au cas où la solution /de (i) dépend de cons-
tantes arbitraires. D'après S. Lie (Théorie der Transformations-
gmppen, t. .1, Chap. MX), il faut et il suffit pour cela que les groupes 
«•et G soient transitifs. Soit / le groupe continu fini des transforma-
tions permutables avec toutes celles de g-. Ainsi que nous l'avons 
démontré dans les préliminaires, le groupe d'une solution de l'équa-
tion (i) est un sous-groupe de g'. Le nombre de paramètres dont 
dépend g' est maximum lorsque g et (i sont simplement transitifs. 
C'est ce cas que nous considérerons désormais. 

Supposons donc g et G simplement transitifs et isomorphes; il en 
résulte qu'ils sont semblables. Précisons la signification de l'équa-
tion (i). Soient : .v le nombre de paramètres de g, X,, X

2
, ..., \

5
, 

.v transformations infinitésimales indépendantes de g et Y,, Y,, ..., 
Y

x
, s transformations de G liées parles mêmes relations de structure 

que les transformations correspondantes de g. L'équation symbo-
lique (0 signifie que la transformation / fait correspondre X, à Y,·. Il 
pourrait arriver que G admette .v autres transformations infinité-
simales Y,. Y', ..., ) [ liées par les mêmes relations de structure que 
Y

n
 X

a
, ..., \ on ne considérera pas comme solution de (Y) une 

transformation qui fait correspondre les X/et les ^i. 

2. field!ion entre les suintions de den.e equations fonetionnelles. 
— Soit g ι un groupe semblable à g\ considérons les équations ana-
logues à (i), 

("·) T A- r 1 -r: ^ , 
(3) 7 gi 7-1 G 

Soient Τ, τ et Y des solutions particulières respectives de (i), (a) 
et (3). De ces équations, on déduit 

Ο 1 · J - · J · Λ 1 · 

La transformation/'' = rr\f~s τ' est donc permutable avec toutes les 
transformations de g

t
 ; /'' est donc une solution de 

(4) J'S'K! 1 A'I · 
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Kéc-iproquement si τ et ~r sont des solutions respectives de (/ι ), 
(à) et (3\ f = τ/'τ'-1 est solution de (i). 

l /él ude des solutions de (G, où g et G sont des groupes de structure 
donnée, est donc ramenée à celle des équations de la forme 

tgi = 1 = G. 

où g
{
 est un groupe possédant la structure donnée, choisi une fois pour 

toutes et G un groupe quelconque isomorphe à £·,. 
On peut tirer des considérations précédentes une autre conséquence 

intéressante : si /'est une solution particulière de l'équation (i), toute 
autre solution f de cette même équation sera de la forme 

f' = f 

- étant une transformation permutable avec toutes les transforma-
tions de g. 11 suffit donc d'étudier une seule solution de l'équa-
tion (i). 

5. iVaturν des fransforniations de g. - - Nous prendrons pour g 
un groupe de transformations Irrationnelles; les transcendantes solu-
tions de l'équation (i) admettront pour groupe un sous-groupe de g'. 
Comme notre but est de former des transcendantes dont le groupe se 
compose de transformations birationnellcs, il faut chercher dans quel 
cas il en est ainsi pour g'. 

TIIKOUF.MK. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
groupe simplement transitif g et son groupe permutable g' se com-
posent de transformations birationnellcs est que g dépende bira-
tionnellement de ses paramètres par un choix convenable de 
ceux-ci. 

Γ' La condition est suffisante. -··- Soient en ellèt χ' — ψ(.υ, a) les 
équations de g, a··, un point lixc et = T.ι·, son transformé par Τ ; 
on a, quel que soit a>

 r 

Τ[ψ(.*ι, <')] =ψΙ_ΐ(.Γ), a J= w (x2, a). 

Soit χ' un point quelconque, comme g est simplement transitif et 
dépend birationnellement de ses paramètres a, il existe en général un 
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système a et un seul tel que «r' = ψ(.<·,, ci). Le transformé x" de x' par 
Τ sera 

χ' : — Τ λ·' Τ [ψ (α·,, a ) | — ψ (,*·.,, a). 

On obtient l'équation .ν" = T.ν' d'une transformation de g' en élimi-
nant a entre les équations .·<,·"= ψ(.r

2î o\ Λ·'=ψ(.<·, a). Τ est donc 
birationnelle. 

2° Réciproquement, supposons g et g' birationnels. Prenons pour 
paramètres définissant une transformation Τ de g les coordonnées du 
point A transformé d'un point fixe G par Τ ; soient M un point quel-
conque, M' son transformé par T, je dis que M' est une fonction bira-
tionnelle de A et de M. Soit ν une transformation de g, telle que 
M = rO (r existe puisque g' est simplement transitif) et soit 

M; = r.\, 

on a 
,\ = T(>: 

donc 
M', — vTO = TrO = ÏM — M'; 

donc M'= i*A, r étant birationnel. La proposition énoncée est démon-
trée. Nous prendrons désormais pour g un groupe birationnel dépen-
dant birationnellemcnt de ses paramètres. 

11. — Réduction d'un groupe continu 
de transformations birationnelles. 

4.Le théorème de M. Enriqnes. — Avant d'aborder l'étude de 
l'équation (i), cherchons les singularités d'un groupe continu de trans-
formations birationnelles. Reprenons la démonstration d'un théorème 
de M. Lnriques ( ') qui doit nous être utile parla suite et d'après lequel 
un groupe de transformations birationnelles g à ,9 variables se ramène 
simplement à un groupe continu de transformations liomographiques. 

Considérons une famille G de multiplicités algébriques à s — ι dimen-
sions : G(.T,, ou, ..a,, ou, ..a,„) = o. 

(') Sut gruppi con tin ui di transformazioni cremoniane net piano (Atti 
delta reale Accademia dei Lincet, 1898, p. t\Ç>S). 
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Transformons-les par toutes les transformations de μ, nous obtenons 
une nouvelle famille F qui dépend de paramètres arbitraires. Soit F' 
le plus petit système linéaire de multiplicité à .ν — ι dimensions qui 
contient F, je dis que F' est invariant par μ : 

Si cela n'était pas, le système linéaire F" transformé de F' par μ 
contiendrait F et serait différent de F'; le système commun à F' et F" 
serait linéaire, contiendrait F et serait plus petit que F' et F", c'est-
à-dire dépendrait d'un nombre plus petit de paramètres, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. Soit donc 

λι,Α'ι b»» '\<) -I- .r.,, Λ\
ν
) h ... -h l

p
g,.c», · · ., .r,) — ο 

le système F' invariant par^·. Posons 

"i = A'l ('rM -''f · - ,xs). 
"2 = A's (Α'ι> ·Γ2> - m -r.0> 

Μ/. = Λ'/·(·Γο · · ·, ·''*)· 

Considérons it
n

 u.>, ..., up comme les coordonnées homogènes d'un 
point de l'espace F, à ρ — ι dimensions. Nous obtenons dans l'espace E, 
une multiplicité Ρ à î dimensions dont les coordonnées s'expriment 
rationnellement au moyen des paramètres x

n
 a?

2
, ..x

s
. Le groupe μ 

définit sur Ρ un groupe de transformations birationnelles qui conserve 
la famille des sections planes de Ρ d'équation 

/•i //1 -t- Xj a. + . . · 4- λ^ (iρ — ο. 

Les équations de μ sont donc celles d'un ensemble de transforma-
lions linéaires homogènes si l'on prend comme variables ιι

η ..., up. 
Considérons ces transformations comme appliquées à l'espace E, tout 
entier; elles forment un groupe sur la multiplicité P, mais comme elles 
sont linéaires homogènes, et comme .v -t- ι quelconques, des variables 
//,, //o, ..., up sont linéairement indépendantes sur P, les identités 
entre les coefficients de ces transformations qui expriment qu'elles 
forment un groupe sur P expriment aussi qu'elles forment un groupe 
dans tout l'espace E,. Elles constituent donc un groupe continu g, de 
transformations homographiques de E,, laissant P invariant et se 
réduisant sur P au groupe μ à condition de prendre comme variables 
x,, .T.J, ..., x

s
. 

Journ. de Math., tome IV. — Ease. I, urià. '' 
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En resume : Étant donne un groupe continu g de transformations 
hirationneiles de Γ espace F(.c,, .c

a
, . ..,.t-

s
) il existe un groupe 

continu de transformations homoaraphiques de Γespace — , —> ·«·> 

— conservant une multiplicité rationnelle Ρ 

U, — ->'i, c<) (/—!.·>. p) 

et se réduisant à g sur Ρ à condition de prendre pour variables χ,, 
x2, xs(1). 

5.Singularités d^un groupe de transformations (irrationnelles. 
— La correspondance enlre les poinls de l'espace K(a?,, ,e.

2
, ...c,) et 

de Ρ ainsi définie n'est pas nécessairement biunitbrme. (Considérons, 
par exemple, le groupe de l'espace à trois dimensions : 

, cy-\-(tz.v c + dz 

. ay-\-hz.r a + bz 

, _ c (t : a + b 

L'équation de la famille F' sera de la forme 

F (y, v, z.v, «,. Χι, .... *„,) = o, 

F étant un polynome entier, et les a, seront de la forme 

l'i—il5, v.r), 

les g; étant des polynômes. On peut supposer que les g
t

- ne s'annulent 
pas tous lorsque ; est nul; si celle circonstance se présentait, on 
pourrait mettre en facteur commun dans tous les g( une certaine puis-

p) Cette démonstration ne peut pas s'étendre aux groupes continus de trans-
formations Irrationnelles d'une multiplicité algébrique Ole en elle-même, si les 
transformations cessent d'être hirationneiles hors de la multiplicité Oïl ; on ne 
peut affirmer en ell'et qu'une famille de multiplicités algébriques tracées sur OU 
soit contenue dans un système linéaire. On peut, du reste, en utilisant cette 
remarque, établir que les surfaces hvperelliptiques sont irrégulières, 
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sancede s et supprimer partout ce facteur puisque ceux-ci représentent 
des coordonnées homogènes. Quelle que soit la famille initiale G 
choisie, à la multiplicité à deux dimensions : = ο de l'espace .χ, y, s 
correspond sur Ρ la courbe à une dimension «,= φ (y, ο, o). La cor-
respondance entre Ρ et l'espace r, y, τ ne peut donc être biuniforme 
pour r — o. 

Les variables TO, sont des fonctions rationnelles de M,, 

t/o,..., tit„ ces variables représentant les coordonnées homogènes d'un 
point de P. Les points singuliers pour le groupe g seront les points 
d'indétermination des fonctions u(.c) et ceux des fonctions .-t'(w). 

(>. Application ά l'équation (ι). — Dans l'étude de l'équation 
fonctionnelle 

(0 y>/-' = G. 

au lieu de considérer la transformation f comme appliquée au point 
.r,, ,x\>, ,v

s
 de l'espace E, nous la considérerons comme appliquée 

au point correspondant de P. Soit A un point de P, deux cas peuvent 
se présenter : i° dans le voisinage de A les coordonnées d'un point 
de Ρ sont des fonctions de £ paramètres ..., x

t
 holomorphes 

pour .r, = o, .r2
 ~ ο, ..,v

s
= o, et telles que la correspondance entre 

les points de Ρ et les points de l'espace ,v
n

 ιν
2

, ..soit biuniforme 
dans le voisinage de A et de &y= o. Désignons respectivement par# 
et f le groupe g et la transformation / exprimés au moyen des a?, / 
vérifie· 

(>') f S/"1 =G, 

11 suftit donc d'étudier les solutions de (V) dans le voisinage de 
xi= o, x\j = o, ..., iCt = o, (G) a la même forme que (i), mais il est 
facile de voir que les coefficients des transformations infinitésimales 
de # sont holomorphes dans le voisinage de .xy = o. En effet, une trans-
formation infinitésimale de # est de la forme 

ν / V Î df V V df V V d? /= I 1 = 1 A = 1 i = 1 /. = 1 
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Or les U( sonl des fonctions holomorphes des.c; il en est donc de 
même des coefficients de la transformai ion X/ exprimée au moyen 

des .r. 
2°λ est un point singulier de Ρ : soienl //,= ο les coordonnées de 

ce point et 

Κ, Τ_ Ο, Κ»:-Ο, .l\,
t
 O. Ο Fn = 0. 

Κκ — η 

les équations de Ρ dims le voisinage de ce point: supposons que les 
développements de F„

 M
, F„Iν

 (
 commencent par des termes 

de degré i en u
n tt*:y ..ttp et que le système obtenu en égalant à zéro 

les termes de moindre degré de.F,, IA, ..F„
(
 ne se réduit pas à un 

système de moins de ρ — s équations. Fes entiers //,, w
2

, ..nh carac-
térisent la singularité de Ρ en A. Soit A' le transformé de A par une 
transformation quelconque / de gr; en prenant en V des coordonnées 
convenables c,, e

3î
 .... r/l} on peut faire en sorte que / ait pour équa-

tion c
#
 — u

t
 et, comme t est homographique, ce changement de coor-

données est biuniforme. Fes entiers /#,, nh sont donc les mêmes 
en A et A'. 

Si A est un point singulier isolé des points singuliers de même espèce, 
A est invariant par Λ 

Si A fait partie d'une ligne F deux points singuliers de même 
espèce, cette ligne F est invariante par /. Ainsi les points singuliers 
de Ρ font partie de multiplicités tracées sur Ρ invariantes par g»·; ces 
multiplicités seront, dans chaque cas, l'objet d'une étude spéciale. 

En résumé : dans l'étude des solutions/de l'équation (i ), on peut tou-
jours supposer que dans le voisinage de lout point de Ρ qui ne fait partie 
d'aucune multiplicité de Ρ invariante par les coefficients des trans-
formations infinitésimales de μ sont des fonctions holomorphes des 
paramètres qui lixent la position d'un point de P, quitte à multiplier 

ensuite f par une transformation χ = U(.i'). dans laquelle les χ se 
comportent cojmne des fonctions rationnelles des ,r. 

Nous avons supposé implicitement que le point considéré de Ρ était 
à distance finie; dans le cas contraire, on le ramène à distance finie par 
une homographie. 
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III. - Étude d'une solution de l'équation tj ). 

7. tinouce des hypotheses. — Faisons sur les groupes if el (ί les 
hypothèses suivantes : 

l. g*· esl un groupe continu de transformations Irrationnelles de 
l'espace F(.r

t>
 .r

a
, r,\ défini pars transformations infinitésimales 

indèpendanles 

Nif = Ek= 1 Eki df dxk (i = 1, 3 s) 

y dépend birationnellemenl de ses paramètres par un choix con-
venable de ceux-ci. Soit δ le déterminant des coefficients ξΑι·, δ n'est 
pas identiquement nul. Knlin les X, sont liés par les relations de 
structure 

s 
{\ι- X< ) -= ̂  Cat, \h 

h = I 

et les eikh sont tels que le groupe g n'admet pas de transformation inli-
nitèsimale distinguée. Ο 

Definition. — Nous appellerons transformation dis/inyiH'c d'un 
groupe une transformation finie permutable avec toutes les transfor-
mations de ce groupe. Mous supposerons que μ ne contient pas de 
transformation distinguée autre que la transformation identique. 

II. Soient 
Λ '· < 

^ " \ TOi T~ {< — » » · · · » ·«) 
A = l 

s transformations infinitésimales dont les coefficients ηΑ/ sont des 
fonctions rationnelles des variables y,, y

2
, ..., y

s l
 liées par la 

relation algébrique 

(5) F(ylf ys, ..., pvn ) — o. 

Celte relation (5) définit dans l'espace à .ν 4- ι dimensions une 
multiplicité algébrique OIV. 
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Les relations 
Υ,Ι'-ο (/.--κ·> \) 

et 
s 

(Υ
Λ

 Y» ) —:V* ,· <ί( Υ,', ^ί\ /, — I. > ,sO 
·; = < 

sont des conséquences de la relation 71V 
Il en résulte que les \ définissent un groupe continu (ί formé de 

transformations de la \ariété OR en elle-même. 

Soit M0 un point de Ole : si en ce point n'est pas nul, nous 
prendrons comme coordonnées d'un point M voisin de M„ ses ,v 
premières coordonnées r,. y-

2
. r, ; la relation (M définit >v , 

sans ambiguïté dans le voisinage de M
0

 : 

\J ·~Ύ, ~r,K: (\'χ. .v. r,.. )v-« l .'ι » s Ρ ~rr 
A = l 

·—\*«Ov ) i /P-r-; dyk 
< = t 

on vérifie sans peine que 

·—\*«Ov ) i /P-r-; 
il r. I 

Ces relations s'écrivent, en eflet : 

2é r' * d r' > <· 777" - .·.·.... - V Γ~ — 0i>l:i v* 
ί —1 <=1 

mais 
dï.A w __ Or,.0y

s
.. , 

Or.· Or, <λ)·
χ

. , <) ) / 

et la relation à vérifier devient 

s E i= 1 A m dy, iffl OYt 0rt 

, Vi dr-, thi-,,, <h\. ι 0r,ii;> \ γι, Vi dr-, thi-,,, <h\. ι 0r,ii;> \ 
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D'après la relation Y, F = o, on a 

Γκ>Μ"^Γ"7 dv, n il dvs +1 dy t 

et, en tenant compte de (5\ les relations considérées se réduisent aux 
conditions 

t Y» ^ ^ik/t ^ h » 
h-1 

qui sont vérifiées par hypothèse. Les Y,· définissent donc dans le voisi-
nage de M

0
 un groupe continu G sur la multiplicité o\l. 

Si en M„ tous les sont nuls, on exprime les coordonnées d'un 

point M de 0)1 voisin de M„ au moyen de ν paramètres υ,, ι\>, ...,vs, 
et l'on fait le même raisonnement que précédemment. Pour abréger 

récriture, nous supposerons que ( ^ n'est pas nul. 

Si en un point. M„ les ηΑ.,· sont des fonctions holomorphes de 
>·,, et si le déterminant Λ = ϊ|ηΑ.,·|| n'est pas nul, nous dirons 
que M

e
 est un point régulier. Si les rlki sont holomorphes et si Δ est 

nul, nous dirons que M
0
 appartient à lu multiplicité A. Si les r

(A<
 ne 

sont pas holomorphes, nous dirons que l\l
0 est un point singulier. 

III. Enfin, nous ferons sur les Y, l'hypothèse suivante : en certains 
points irréguliers M

0
( >il existe une transformation algébrique 

é't — l< 3
S

, 3 s) (*'= 1 > M · · - s) 

telle que y" — </,·(ο, ο, ..o) et telle que, si l'on exprime les Y, au 
moyen des variables 3, 

Yif = Es yik (z) df dzk 
k = I 

Les coefficients η}
Α

. des ï sont des fonctions holomorphes des 3 dans 
le voisinage de 3, =0, 3., = o. ..., 3

>v

—o; en un tel point M
e nous 

désignerons par Λ le déterminant ||Y|/A||; s'il est nul, nous dirons que 
M

0 appartient à A. 
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Les raisonnements que nous ferons s'appliquent du reste au cas 

plus général où les vk sont des fonctions algébriques des 3,- et des . 

Pour abréger le langage, nous nous bornerons au cas où la transfor-
mation y ~ uyz) est algébrique. Si, en outre, les fonctions u{z) sont 
rationnelles, M„ sera dit point singulier rationnel; si elles sont bira» 
lionnelles, M„ sera dit point singulier birationnel. 

Si, en un point irrégulier, il n'est pas possible de trouver une trans-
formation > = u\z) vérifiant les conditions précédentes, nous dirons 
que ce point appartient à la multiplieitè Λ,. 

Uemarquons, pour terminer, que la vérification de ces hypothèses 
n'exige que des opérations rationnelles. 

8. Définition d'une solution duns le roisi/iaye d'un points — 
Soient l\l„ (.)*"> .LÛ> · · > > X". i)

 un P°*nt régulier de on n'appartenant pas 
à A et r") un point de Κ n'appartenant pas à o. D'après la 
théorie de Lie, on obtient une solution y =/(.r) de l'équation (ι) 
/>/- ' = Ci en égalant à zéro .v intégrales indépendantes du système 

I (> I \ίψ Υ/Ψ Ο ( / ~ I, ·>., . . . . \). 

Ce système admet une solution et une seule, ΨΛ(·*'>/)> holomorphe 
dans le voisinage des points ///„ et M„ et se réduisant à y,, — yl pour 
sV; — .<·]'(/ — ι, ..., .y). Le système 

tlh Φ/Λ·Γι ,V);-o a, ..., .*), Κ(ν,,ν., ,v*n)r"° 

déliait pour y,, y2
 y

s
+

t
 des fonctions y,·— /,·( ,r,, ...,.r

v
) 

bolomorphes dans un domaine </
0
 entourant Il délinit de même 

pour ,r
M

 .t\,, .... .r
f
 des fonctions d'un point de on : 

>'7 "/, 'Ον .»4 r,
 (

,) 

bolomorphes dans un domaine D
0
 de OÏL- entourant M„. 

E\[ irimons les équations de (1 dans le voisinage de M
0 au moyen de 

ses paramètres canoniques o
2

, ..., a
s
 : 

0'1 = Ψ'(.»·· · ou / = 'L.y. 
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Pour obtenir les ψ, on forme l'intégrale du système 

(^F HRA.IF) (/ = !,·.!, . .., Λ), 

vérifiant les conditions initiales / — ο, γ.~ γ
(

ι cette intégrale 
y)· —ψ,\ν; a) ne dépend que de </, = X,/

Ϋ
 a.,~\.J, ..., a

s
 = \d\ si 

Ton y considère les y comme des variables, clic définit les transfor-
mations de G. 

Soit IV le domaine bomolbétique de l)„.par rapport à M
0
 dans le 

rapport les ψ, sont holomorphes lorsque y est dans LV, et lorsque 

| αΊ\< c (/ — >, u, ,..v). Nous appellerons transformai ion infini-
ment petite de G dans D

0
, ou pour abréger en M

0
 une transfor-

mation V
a
 correspondant à des valeurs des paramètres a vérifiant ces 

inégalités. 
Soient de même y.-— v,yr; a) les équations de g exprimées au 

moyen des mêmes paramètres canoniques, ο n'étant pas nul en w
0

, à 
une transformation infiniment petite de g correspond un seul système 
de valeurs des paramètres canoniques et de même pour G. Faisons 
correspondre entre elles les transformations de g et de G définies par 
les mêmes valeurs des paramètres canoniques. Il résulte de ce que 
nous venons de dire que la correspondance entre les transformations 
infiniment petites de g et G est biunieoque. Il est nécessaire de remar-
quer que c dépend du point M„ considéré; la transformation f~K est 
définie dans le domaine l)

0
; nous allons étudier maintenant son pro-

longement analytique sur la multiplicité £iv tout entière. 
Nous poserons dorénavant 

·'*/, — .ri -j- / ·»'a . y h — .'V/, · t ι y/, ; 

nous désignerons par F' l'espace à as dimensions r",, .u'
s

, .c
s

, ..., 
y, y, et par nu.' la multiplicité à 2.ν dimensions y',, y",, ..., y'

gi
,, ν",,, 

les y étant liés par la relation (à). 

ί). fc finie dit prolongement analytique de /"' le long dun chemin 
ne rencontrant pas A ou A,. — Soit C un chemin partant de M

0
 tracé 

sur ,Tl'; cherchons le prolongement analytique de .c,, y, ..., y 
Joum. de Malh.·, lome IV. — Fuse. I, ΐ;)·.ΰ. t) 
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lorsque M suit C. Soit M,( )'/ , r^1 , V';Vi) un point do h
0
 situé 

sur C; appliquons à M, toutes les transformations de (i inliniment 
petites en M, : nous obtenons ainsi un domaine D,. l\ccommcn<;ons 
cette operation en remplaçant M, par un point M.., de I), situe sur C 
et ainsi de suite; nous obtiendrons au bout de // opérations un 
domaine D„; l>

0
, l>,, ..., h„ forment un domaine tabulaire entourant 

un arc de C. 

TIIKOUKMIC. — S/ C tia aucun poin/ commun acec 1rs multiplicités 
Λ/7Λ,, //// point arbitrairement donne de C finira par se froncer 
dans le domaine D„ pourra (/ne η soit suffisamment gratul. 

Supposonsd'abord que M soit à distance linie ainsi que la portion 
M„M de C et que C ne passe par aucun point singulier de (î. 

Λ tout point M(y) de C correspond un nombre positif :(M) tel 
(pie les inégalités |//,·| <b ρ (M ) délînissent les transformations de (i 
inliniment petites en M. I.,''ensemble des valeurs p(M) correspondant 
à tous les points de C a un minimum p„ non nul, sans quoi, en un cer-
tain point M de C, p(M) serait nul. Imaginons (pie, dans la construc-
tion des domaines successifs, |)

y
, I),, |)„, nous ne considérions 

comme inliniment petites que les transformations pour lesquelles 
U/,|<Cpt> ; nous afirons une autre succession de domaines l.)„, I IDp ; 
I >

0
 sera intérieur à ι>;, o, sera intérieur à h

n
l)

M
 et ainsi de suite; si 

donc un pointdeC.se trouve dans un domaine D/;, il sera a fortiori 
dans un domaine D„. (Iràce à celle nouvelle convention, si une trans-
formation T„ de (ί est inliniment petite en un point de (belle l'est 
également en tout point de (i ainsi que la transformation inverse T„1 

qui correspond aux valeurs --- c/,, —tt.,
%
 .... — (/..des paramétres 

canoniques. 
Soit donc M un point de C; si, quelque grand que soit//, l*„ ne 

contenait pas M, il y aurait un [mint Ρ sur Tare M„M possédant la 
même propriété, et tel que, quel que soit le point P' choisi sur 
Tare M„P, l>„ finirait par contenir P' pour η assez grand. Kn ce 
point Ρ', A n'est pas nul ; en appliquant à P une transformation infi-
niment petite convenablement choisie de (i, nous aurions pour trans-
formé de P un point V de l'arc M„ et P étant contenu dans D

w
 serait 

certainement dans Π„+ι· 
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Supposons maintenant que M soit à l'infini, il suffit de faire une 
transformation Irrationnelle convenable τ ramenant, l'arc M0M 
à distance finie, en appliquant la démonstration précédente à l'arc 
transformé de Μ,,ΜοΙ au groupe ΤΓΙΤ

-1, on démontre la proposition 
énoncée. 

Admettons maintenant que (« passe par un point singulier M
0

, 
soil D un petit domaine entourant ce point, nous remplacerons dans I) 
ι ·,, y.

i% ...y ys
 par les \ariables ..., ^définies au paragraphe 7 

dans l'espace 7,, 7,' 7? ; C a pour homologue une courbe (7 
passant par le point ()(;, —ο, / — ι, 2, ...,.vV Les coefficients des 
transformations inlinitésimales de (1 exprimées au moyen des varia-
bles - sont holomorphesen ce point et leur déterminant n'est pas nul, 
on peut donc appliquer à lino portion de (7 comprenant le point Ο le 
raisonnement précédent. 

Τιη.οηί.ΜΓ. --- /.es .Cjsonf (/es fonctions (n'eationne/fes (/es y, dans 
te domaine I si I )„ ne contient pas de point singulier t/e fi. 

Nous dirons que des fonctions sont birationnelles, ou se comportent 
comme des fonctions birationnelles dans un domaine lorsque, en ellec-
tuanl surees fonctions une transformation birationnelle convenable, 
OIT obtient des tondions bolomorpbes en tout point du domaine consi-
déré. Les seules singularités de ces fonctions sont des poles ou des 
points d'indétermination. I .orsque le point 

Mt.r,· ν', ν;.,. r7,) 

décrit la courbe C, le point homologue ny.c^r], 7,.r") décrit 
dans l'espace 17 une courbe c, soient ///,(.c(

(
'\ ..., a\.' ) Γ homologue 

de M ρ di le domaine homologue de 0, . 
Par hypothèse, C ne rencontre pas de point singulier de (ί; suppo-

sons le théorème démontré pour le domaine l)
M

_, et démontrons-le 
pourDn : 

Le point M„ est situé à l'intérieur de 0„_,, il lui correspond donc 
par la transformation un point déterminé m„ de Soient 
K|<>, ' = i, a, ..., x les inégalités qui définissent les transforma-
tions de ( ί infiniment petites le long de C; lorsque les a,· varient d'une 
façon quelconque en vérifiant ces inégalités, le point y = ψ|y1"-*-, a \ 
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transformé de M
n
_, par T„ décrit le domaine D

/(
. La transformation 

.c = / est donc définie dans D„ par l'équation 

y — J'~1 y --/'-'(ψ [ a | ) :r: φ a). 

Or l'équation y = ψ(/{"-,), ο.) dcllnit les a comme des fonctions 
holomorphes des/ dans 1)„ et il est facile de voir que \ <t) est 
une fonction rationnelle des <(/ dans le domaine | λ,·| < ρ : 

Ainsi que nous l'avons vu au paragraphe 11, le groupe »· peut être 
considéré comme un groupe de transformations homographiques 

' — ~*llàéL lÏL*/Î 1-3 

d'une multiplicité rationnelle Ρ de l'espace //,, u.,
}
 ..., ut, en elle-

même; les coeflîcients α et β sont des fonctions de <t
i}
 ..., <t

s
 holo-

morphes dans un domaine |«/|<C R> L étant une constante. Il peut 
arriver pour certaines valeurs des ///et pour |α,| < Κ que 1,3///,·+· [il 
s'annule; dans le voisinage d'un tel point de P, on effectuera 
sur les u un changement de variables tel que cette circonstance ne se 
présente plus avec les nouvelles variables. Lu revenant aux varia-
bles A·, on en déduit que les .c, sont des fonctions rationnelles des a 
pour | «,·| < R. 

Comme R est une constante, on peut, ainsi que nous l'avons vu, 
supposer, sans inconvénient, que ρ ML Si en un point M„ on est 
conduit à uni4 valeur p„ supérieure à R. on la remplace par 11 et les 
raisonnements précédents ne sont pas modifiés. 

Il résulte de là que les .r sont les fonctions rationnelles des/,· dans 
l)„ et, par un raisonnement analogue, on établit que les / sont des 
fonctions rationnelles des .r dans d„. 

10. Définition, des trans forain! ions finies dr. C. On définit un 
groupe en se donnant soit ses équations en termes finis, soit ses trans-
formations infinitésimales. Dans le premier cas, on sait ce que fou 
entend par transformation finie du groupe; dans le second, nous 
appellerons transformation linie du groupe le produit d'un nombre 
fini de transformations infiniment petites. 

Soit M un point de l)„. Il existe η -t- ι transformations infiniment 
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petites de G. la première faisant correspondre M
RT
 à M,, la seconde 

M, à M.,, la (// -+- M„ à M
m
_,. le produit de ces η -4- ι transfor-

mations fait correspondre M
0
 à M. Il existe donc une transformation 

Unie Τ de G holomorpbe dans le voisinage de M
0
qui fait correspondre 

M
0
 à M ; nous dirons que G est le chemin de definition de T. 

Au produit des η -4-1 transformations infiniment petites de G 
correspond le produit des n -4-1 transformations infiniment petites 
correspondantes de g> ce produit de transformations fait correspondre 
///„ à ///. 

Ainsi, en même temps que nous étendons le prolongement analy-
tique des x

Xi
 . r,., nous établissons une correspondance entre les 

transformations finies de »· et G. 

I ί. Ht tide dit cas où 1)„ contient un point singulier de G. — Ce 
cas s'étudie facilement en remplaçant dans l)„ les variables y par les 
variables T. Soit D' le domaine décrit par le point ;

2
, ...,zs 

lorsque M décrit D„. On démontre comme précédemment que les χ 
sont des fonctions rationnelles des s dans D' et les 3 des fonctions 
rationnelles des χ dans d

tl
. On en déduit que les χ sont des fonctions 

algébriques des r dans D
w

. Les y sont des fonctions des χ dans d
n

, 
algébriques si le point'singulier est quelconque, rationnelles si le 
point singulier est rationnel. Les transformations infiniment petites 
île ( · exprimées an moyen des 3 sont des fonctions holomorphes des 
variables 3 et des paramétras, exprimées au moyen des y ce seront 
des fonctions algébriques des variables et des paramètres. Nous les 
étudierons par la suite d'une t'ayon précise. -

bu résumé : Les χ sont des fonctions algébriques dit point M de 
la multiplicité 011 dans le voisinage de tout point de Ole non situé 
sur A. 

Désignons par a) le domaine ouvert ou fermé décrit par le point 
.c

(
, c'r ..., x

s
. .ι·; lorsque M décrit la multiplicité Ole', domaines A et A, 

exclus; le point.c,, ..., .c, correspondant à un point M donné de 011 
dépend non seulement de ce point, niais aussi du chemin décrit pour 
aller de M

0
 à M. < hi a également le résultat suivant : 

Les y sont des fonctions algébriques des χ dans le roisina^e île 
tout point intérieur à ù>. 
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En particulier, si G n'admet que des points singuliers rationnels, 
les ν sont des fonctions uniformes des χ dans le voisinage de tout 
point de ιθ : il faut se garder d'en conclure que les^ sont des fonctions 
uniformes des &·, car, ainsi que nous le montrerons, tO peut fort bien 11e 
pas être simplement connexe. 

12. Ε huit' du prolongement analytique de la trans formation f 
dans un domaine de connexion quelconque. — Soit e 1111 contour 
fermé quelconque tracé dans 11c· passant par aucun point de δ. Si e 
peut être réduit à un point par une déformation continue satis sortir 
de od, les y n'ont à l'intérieur de e que des singularités algébr iques 
connues. 

Etudions maintenant le prolongement analytique des y le long de e 
lorsque ce contour ne peut se réduire à 1111 point sans sortir de m. 

TiiKOiimu·.. — Si le point M décrit un are. de courbe Mw
 M'

n
 ne se 

fermant pas lorsque m décrit un certain contour fermé c; e/t 
d'autres termes, si les y ne reprennent pas la même valeur lorst/ue 
les χ décrivent c. il existe une transformât ion distinguée de G qui 
fait correspondre M'

(t
 à M„. 

Soient c un contour fermé tracé dans m
0 1111 point de e, M„ C M'

t
, 

l'arc de courbe tracé sur ail' correspondant au parcours m
0
cm\

t
. 

Représentons symboliquement par f(n;) le système de fonctions 
•y,, , du point m(x

n
 ..., .e

s
) situé dans ledomaine 1),,. Soient Τ 

une transformation infiniment petite de G dans |)
0

, / la transformation 
correspondante de g, on a symboliquement 

(;) ./'(Ο =Î(./'). 

Prolongeons analyliquemenl les χ le long de c comme nous l'avons 
luit au paragraphe IV de ce Chapitre. On forme une succession 
de domaines O

0
, D, D„; soient ..., d„ les domaines corres-

pondants de l'espace E'. Comme ν est fermé, d
n
 contiendra /n

{)
 pour 

une valeur convenable de n. Représentons par/"(/>Ç le prolongement 
analytique de f dans d„ lorsque m a décrit le contour fermé r; on 
peut choisir m

0
 de façon que M

0
 et M

0
 soient deux points réguliers; 

les deux branches f(ui) et /'(m) sont donc liolomorphes respeeti-
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vement dans </
0
 et dans d

n
. d

{)
 et d

n
 contenant tous deux le pointmo 

ont une partie commune d ; dans d, d'après la définition de la 
fonction /, 

(S) ./"(/) = Τι/'). 

Les transformations t et 'Γ cjui figurent dans cette formule sont les 
mêmes que celles qui figurent dans la formule (7), ce sont des 
transformations infiniment petites définies comme nous l'avons 
montré au paragraphe 8. Comme les coeffici nts des Y/ sont des 
fonctions uniformes, la transformation TM par exemple est une 
fonction uniforme du point M auquel 011 l'applique lorsque M 
décrit e. 

Soil/ tn
{
i) = /in./ VO =./'0 ot un petit domaine entourant/,,; 

les deux branches de la fonction /', f(m) et /' (m) sont fonctions 
hune de l'autre : 

(A /' — U(/). 

Supposons la transformation U holoinorphe dans IV. Si cela 
n'avait pas lieu 011 remplacerait par un autre point. L'équation (8) 
s'écrit donc 

1!I /'(*V| — TF U (./*> "| ; 
mais 

tr) AO· · '!'(/); 

done 
bnvo~TAH/> |· 

Celle dernière équation est valable quelle que soit la transformation 
infiniment petite l considérée et quel que soit le point M de D, Il en 
résulte que U est permutable aeee. toutes les transformations 
inJiniment petites de Ci. 

Je dis, d'autre part, </ue la transformât ion U appartient au 
groupe (i. 

Ainsi que nous l'avons vu, en suivant le prolongement analytique 
de/"1 le long de C on définit des transformations de G qui à un point 
de D

0
 font correspondre un point de D„. Soit T, une de ces transfor-

mations, désignons par la transformation correspondante de g. 
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(hi a la relation 
/'(/,«>) = T, |/'( m )]. 

Soienl tu un point de d, /, la transformation de μ définie au moyen 
de G comme nous venons de le dire, telle que 

/, m — ne 

Par hypothèse, les transformations de μ' dépendent birationnellemenl 
des paramètres, il n'existe donc qu'une transformation de μ qui 
à un point donné fasse correspondre un autre point donné, /, se réduit 
donc à la transformation identique et 

/'(/»)-■- T| | /'(»' ) ]· 

Il en résulte que 1 — T, appartient à ( ί. 

Hr.e.iruoQi'i:. — N/ en ({cfinissant de proche en proche les trans-
formations de le Ion μ d'une courbe C issue d'un point M„. on 
obtient une transformation T, distinguée dans le μ/'oupe ( * et 
telle que M[, ~TM„, le contour e de l'espace Κ' homologue de 
M„ C J\L

0
 est ferme. 

Soient en effet m
n

em'0 le contour homologue de l\I
0
 CM,', et 0 la 

transformation de μ homologue de T, ; on a />/,, = 0/>/„, par un 
raisonnement analogue à celui du théorème précédent, on établit 
que 0 est une transformation distinguée de »·; en vertu des hypothèses, 
elle se réduit à la transformation identique et w

{t
 = m'

a
, c est donc 

fermé. 

COUOI.I.AIUE. — La condition nécessaire et suffisante pour que les 
ν soient des fonctions uni formes des .c est que (i ne contienne pas 
de transformation distinguée. 

I.">. Etude du prolongement analytique de /' 1 dans un domaine 
de eo/tne.rion quelconque : 

THÉOKÈMK. — Lorsque le point M décrit un contour fermé Γ, 

les χ subissent une substitution permutable avec toutes les transfor-
mations de μ. 



TIlÉOltIK ANALYTIQUE DES Ci 110UPES CONTINUS FINIS. 1 49 
Il suffit, pour dcinonirer ce théorème, de reprendre le début de la 

démonstration du paragraphe 12 : 
Soient M0

 un point de Γ, D
0
 un domaine entourant M

0
, désignons 

symboliquement par/"'(M) le système de fonctions χ d'un point 
del),,, par/'"'(M) le prolongement analytique de lorsque M 
décrit, le contour Γ. Soit 

f-1 = U (f-1) 
On a celte fois 

/-•O'M) = //-'( M), 
f-1('ΓΜ ) //' '· (M). 

On en déduit, comme au paragraphe :I2, 
/ U — U t. C. Q; P. D. 

Celle fois U ne fait pas partie de g ; on peut bien définir par 
prolongement analytique le long de Γ une transformation T, telle 
que, pour un point particulier M de L)

0
, on ait 

M — T, M, 

mais T, ne se réduit pas à la transformation identique et, à partir de 
ce moment, l'ancien raisonnement ne s'applique plus. 

Soit g' le groupe réciproque de g, c'est-à-dire le groupe formé de 
toutes les transformations permutables avec celles de g ; la transfor-
mation l i fait partie de μ'. L'ensemble de toutes les transformations IJ 
forme un sous-groupe (g') de g' qui comprend une infinité discontinue 
de transformations. 

A tout contour fermé tracé sur Oit' correspond une substitution 
de (/). 

TUÉOUÈMK. — Deux contours fermes Γ et F' poueanl se réduire 
l'un à l'autre par une déformation continue sans rencontrer de 
point singulier de G correspondent à la même transformation 
de (g'). 

Soient S une surface limitée par Γ et 1" ne contenant aucune 
singularité de G, C un arc de courbe joignant un point M de Γ et un 
point M'de F'; l'aire A de S intérieure au contour MFMC M'Γ' M'CM 
ne contient pas de point singulier de G, χ est donc une fonction 

Joum. (le Math., tome IV. — Faso. 1, 19a5. 7 
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uniforme de y dans cette aire et ne subit pas de substitution lorsque y 
décrit un contour fermé intérieur à A pouvant se réduire à un point ; 
prenons comme contour la frontière de A, on a en désignant par τ et τ' 
les substitutions de (g') qui correspondent respectivement à Γ et à Γ : 

ττ'-1— ι, donc τ — τ'. c. Q. F. ι>. 

Considérons un système de substitutions fondamentales de (g')', 
une substitution de («·') est le produit d'un certain nombre de 
substitutions fondamentales ; les substitutions fondamentales sont 
de deux sortes. 

Les unes correspondent sur Oïl' à des cycles ; elles sont analogues 
aux périodes cycliques des intégrales abéliennes. 

Les autres correspondent à des contours de M pouvant se réduire 
à un point, mais en rencontrant des points singuliers de G ; elles sont 
analogues aux périodes polaires. 

En raison de ces analogies, nous appellerons les premières substi-
tutions cycliques et les secondes substitutions polaires. 

IV. — Étude des transformations de (.1. 

H. Prolongement analytique d'une transformation de G. — 
Etant donné un arc de courbe MCM' on peut définir/* transformations 
T

n T
2f
 ..., T

n
 infiniment petites respectivement en η points 

M==M,, Mo, ..., M
tt
 de cet arc, et telles que = M,_t, 

M' = T„M
/t

 ; leur produit Τ = T„T„_,, ..., Τ, est une transformation 
finie de G et M' = TM. Les coordonnées des points P' = TP sont des 
fonctions des coordonnées de Ρ holomorphes lorsque Ρ reste dans un 
petit domaine D entourant M. 

Nous allons étudier le prolongement analytique de celle transfor-
mation P' = TP lorsque Ρ se déplace d'une façon quelconque sur Oil-'. 
11 peut arriver que l'une des transformations intermédiaires T, cesse 
d'être définie pour certaines positions de P sans que pour cela Τ 
cesse de l'être. 

Les transformations Τ admettent sur OU', ainsi que nous le verrons, 
des singularités algébriques et essentielles ; dans certains cas, elles 
admettent des coupures essentielles. 
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THÉORÈME. — Soient Γ un contour fermé tracé surd IL', M0
 un point 

de Γ, Τ une transformation de G définie au moyen d'un chemin 
M

0
GM, et M, = TM

0
 {fig· I). Supposons que M décrivant le contour 

Μ
Β
 Γ M

0
 le point M' — Τ M soit constamment défini et décrive un 

chemin M, TlMj non fermé. La transformation Τ M n'est pas 
uniforme à l'intérieur de Γ. Je dis qu'il existe une transformation 
distinguée de G qui au point M, fait correspondre le point M',. 

Deux cas sont à distinguer : 

ι0 Γ peut être réduit à un point sans rencontrer de point singulier 
de G. Désignons par des petites lettres les éléments de l'espace Ε 

homologues des éléments précédents de OÏL'. A Γ correspond un 
contour fermé /ιιβγ/ιιβ {fig· 2), comme la transformation t est 
Irrationnelle par conséquent uniforme, «i, et m', coïncident, lorsque 

l'iS- '· 

Fis· a. 
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M décri'l le chemin Μ,ΟΜ,,Ο'Μ',, m décrit un contour fermé, d'après 
le théorème du paragraphe 15, il existe une transformation distinguée 
T, de Or telle que M, = T, \I,. 

2° Lorsque M décrit Γ, le point /// subit une substitution τ de (f) 
et décrit un chemin m^qné^ (/%"· ">)i n,d{fn\ csl 1° chemin transformé 

via.3. 

du précédent par t cl comme / et τ sont permutables on a m\ = T///,. 

Lorsque M décrit le contour M, G Μ
 0

 Γ M
 0
 CM,, ttt subit la substi-

tution τ puisque le contour précédent se réduit à Γ sans rencontrer de 
singularité de (î, le chemin homologue de M', M, CM

0
rM

0
CM, dans K' 

est donc fermé et il existe encore une transformation distinguée 
de G, T, telle que M't= Τ, M1. 

TiiKOiifcsitî. — Soient T, une irons formation de Ci, M„ un point, 
μ; = ί\ m

0
 son transformé par'\\. Lorsque M décrit le chemin de 

définition M„ CMJ, de T
n

 le transformé M' = TM de M par une 
transformation quelconque Ύ de (i décrit un chemin Λ1

0
 C/ iVl j ; la 

transformation Ύ\ de définie par ee chemin et qui. fait corres-
pondre M, à M

t
'
(
 est distinp'uéx. 

Il suffit de remarquer que le chemin ///„<·///, homologue de M0CM, 
est fermé. Le chemin m\f'm\ transformé de m9cm

t
 par t est donc 

également fermé, or m'
o
cm\ est homologue de M„C.'M',. c. <>. r. n. 

TiiKonfcMi·:. — Etant données une transformation distinguée T, 
de G et une'transformation non distinguée T de (î, il existe 
toujours un contour fermé Γ, tel ({tic lorsque M décrit Γ le point 
M' — TM subit la substitution T

r 
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La démonstration de ce lliéoiéme exige une élude approfondie des 
groupes g" cl g-', nous la donnerons dans les cas [dus particuliers que 
nous rencontrerons dans la deuxième Partie. 

Id. Définition du groupe {0). — On peut considérer les 
transformations distinguées de (i comme formant un sous-groupe 
(('0 de G. Soient, en effet, M un point de oil, T, une transformation 
distinguée de lï, liolomorplie dans un petit domaine D entourant M ; 
soient M' et IV les transformés de M et 0 pur T, et T, une autre 
transformation distinguée de C» liolomorplie dans IV. La trans-
formation T','=T'

I
T, est liolomorplie dans I), c'est encore une 

transformation distinguée. Si T, est une transformation distinguée 
liolomorplie dans un petit domaine I) et. non uniforme sur ait, les 
diverses déterminations de la transformation T, sont encore des 
transformations distinguées qu'on doit, considérer comme distinctes 
de T, si l'on se limite au domaine IL 

Du resume : Les fonctions γ des variables .r ne sont pas uniformes; 
en général, étant donnée une détermination de ces fonctions, on 
obtient toutes les autres en effectuant sur celte détermination les 
transformations de (Ci V Les transformations finies de G ne sont pas 
uniformes non plus, en général, et l'on obtient de la même fa von 
toutes leurs déterminations. 

En pur/ieulier, si (Ci) se réduit à la transformation identique, les 
transformations de G sont uniformes, donc biunifornics puisqu'elles 
forment un groupe de Lie, et les ν sont des fonctions uniformes des .r. 
Lorsqu'on effectue sur les .e une substitution de (g'), les y reprennent, 
la même valeur, ce sont des fonctions automorplies relativement à (il'')· 

Y. - Étude de la correspondance entre les transformations 
de ^ et Ιί. 

Gomme nous l'avons démontré au début du paragraphe «) en même 
temps qu'on définit le prolongement, analytique des fonctions g, on 
établit une correspondance entre les transformations finies de g· et G. 

ML Ύιιγ.οκκμγ.. — t una transfornmlion de G correspond une 
truns formation de g' et une seide. 
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Soient M
0 un point de 0)1, M

0
CM, un chemin définissant une 

transformation Τ telle que M, =TM
0
, soient //?„, c, m

i
 les éléments 

correspondants de E'. Supposons un instant qu'en suivant un autre 
chemin C' allant, de M0 à M,, on obtienne la même transformation Τ 
mais que les éléments homologues de E' ;//

0
, c#, m\> l' ne soient plus 

les mêmes. A la transformation Τ pourraient donc correspondre deux 
transformations /, /'. Le contour fermé M, G M„ C' M, correspond au 
chemin m%em0c (fig- 4)? d'après ce que nous avons vu, la 

Fig.4. 

transformation τ qui fait passer de ///, à m\ est permutable avec 
toutes les transformations de g ; or τ appartient à g puisqu'elle est 
l'homologue de la transformation TT~' de G qui fait correspondre M, 
à lui-même ] en vertu des hypothèses, τ se réduit à la transformation 
identique et / = /'. 

On démontrerait de la même façon le théorème suivant : 

Théorème. — 5/ deux transformations Τ et Τ de G correspondent 
à une même transformation de g, T'T-1 est une transformation 
distinguée de G. 

Ainsi que nous l'avons vu, Τ n'est pas uniforme sur on et. Τ' = T,T 
est une branche de T; on peut dire si l'on veut qu'à une transformation 
de correspondent les diverses branches d'une seule transformation 
de G. 

Cas particulier ; Ces considérations s'éclaircissent si l'on suppose 
les transformations de G biuniformes. Dans ce cas, la correspondance 
entre les transformations de g et G est biunicoque. Ce fait est 
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remarquable, car il ne se produit pas pour les structures de groupe 
autres que celles que nous considérons : 

Considérons, par exemple, une courbe algébrique de genre ι qui 
admet un groupe continu G de transformations birationnelles en 
elle-même ; G est semblable au groupe g\ : χ' = χ 4- a. La corres-
pondance entre les transformations des deux groupes n'est pas 
biuniforme ; à une transformation de G correspondent une infinité de 
transformations de g de la forme 

>r' — a -t- m ω -t- m' ω\ 

m et m.' étant deux entiers. 

DEUXIÈME PARTIE. 

I.KS FONCTIONS ULTUAKI.EINÉENNKS Κ Τ LES FONCTIONS KLKINKKNNKS. 

1. Nous nous proposons d'appliquer les résultats de la première 
Partie à la définition des fonctions kleinéennes. 

Une fonction kleinéenne est une fonction analytique qui se 
répèle par les substitutions d'un groupe discontinu homographique 

(/) s = /'2il±*'l =/(s). ( ,·„ -r- ('i c,·». a,· J 

Une substitution permutable avec toutes les substitutions du groupe 

continu z' = " * ̂  ^ est permutable avec toutes celles de (g'); seule la 

transformation identique possède cette propriété. 
On ne peut donc définir directement une fonction kleinéenne quel-

conque au moyen de l'équation fonctionnelle étudiée dans la première 
Partie. Pour que cela fût possible, il faudrait, en effet; qu'il existât 
une infinité de transformations permutables avec toutes les substitu-
tions du groupe kleinéen (gJ) relatif à cette fonction. Or ceci ne peut 
avoir lieu que si (g') n'admet que deux substitutions fondamentales et 
si en outre ces deux substitutions sont permutables entre elles, c'est-
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à-dire ont les mêmes points doubles, Les fonctions fuchsicnnes et 
kleinêennes satisfaisant à ces conditions ont. été étudiées par M. Fubini 
{A/tnafi di Matemafica, 1908). Kilos se ramènent aux fonctions 
elliptiques par un changement de variables rationnel-logarithmique. 
On pourrait aussi, en utilisant les résultats obtenus par M. Fubini, 
sur certaines fonctions byperfuehsiennes de deux variables, définir des 
fonctions fuchsiennes plus générales que les précédentes, mais encore 
particulières. Nous ne nous arrêterons pas à ces cas particuliers et 
nous chercherons à définir les fonctions kleinêennes les plus générales. 

I. — Recherche d'une équation fonctionnelle permettant de définir 
des fonctions kleinêennes. 

IL ïïecherc/te de g. Prenons pour g un groupe simplement 
transitif à trois paramètres, l'équation fonctionnelle =G(f) 
définit des fonctionsy\.r,, ,r

a
, .r

3
à de trois variables, se répétant par 

des substitutions du groupe g', permutables avec toutes les transfor-
mations5 de g*. Considérons les valeurs de /( c,, .c,, .r

a
) le long d'une 

courbe Γ définie paramétriquement par les formules 

x1 = h(u). x2 =u(u) x3 (u) 

et soit/[X(w\ p-(wà, v{(i) |= f(u) 
Nous savons a priori que /\.r,, av., se répèle par des substitu-

tions de g', nous connaîtrons le groupe de J\tt) si ir laisse la courbe Γ 
invariante, et ,/'(ιΛ sera une fonction kleinéenne de u si g' se réduit 

sur 1 au groupe u — , a a -f- i> 

Les courbes Γ transformées de Γ par les transformations de g sont 
invariantes par g' ; comme g'est simplement transitif deux cas peuvent 
se présenter : 

i° Les courbes Γ coïncident avec Γ; dans ce cas. toutes les trans-
formations de g* admettent comme points doubles tous les points de Γ, 
puisque seule la transformation identique est permutable avec les 

transformations u — .· Λ . , (Ut -h l· 

La courbe la plus simple qui puisse jouer le role de Γ est une 
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droite ; désignons par 

χ λ-ϊ ur *f dx3 

Λ; / -j h fil -, h >4 Τ—' Y f -<· °f o-v àf α_ - (ί/ 

\;!y — ;x Hïl»-) ι V f - l)f , ()f , V- 4/' 

les transformations de g. La surlace δ qui a pour équation 

Cl Yo Si 
ύ — ij η3 =: Ο 

: Çs τ s ι 

est invariante par les transformations de μ\ la courbe Γ sera sur celte 
surface δ. Comme nous aurons à faire l'étude du groupe «* sur δ, il faut 
prendre g de façon que ο soit le plus simple pos>ible, par exemple, 
soit un plan. Mais si l'on cherche les groupes continus de transforma-
tions homographiques possédant les propriétés que nous venons 
d énoncer et pour lesquels S est un plan, on trouve qu'il n'en existe 
pas; nous ne reproduisons pas ici le calcul sans grand intérêt qui con-
duit à ce résultat. Abandonnons donc la condition que δ est un plan; 
parmi les groupes qui vérifient les conditions restantes, nous citerons 
le groupe 

d | ' u.r,-r- b , b , «.rs+ b Cd'j —f* (l " f d'^ (/ Cd'j 4~ (/ 

La droite .r, = :r
2
 = ,r

a
 joue le rôle de Γ et δ se compose des trois 

plans passant par Γ et par les axes des coordonnées. 
2° Les courbes Γ engendrent une surface. Tel est le cas du groupe 

d I — ' <lsl\ -+- (KV* 

λ\ — j- > e.r, -+- d.r* 

Λ s~~ t\r3-h </' , «u%s-h b 

lcn écrivant ces transformations en coordonnées homogènes, il est 
Journ. de Math , tome IV. — Faso. Ι, 11>33. b 



58 HENRI MINEUR. 

facile de voir qu'elles forment un groupe 

«r j — a.r, -f- ft.rs, 
,r'5=: c.r, -f- d.t%, 

.rj= rt.rs-l-ft.r4, 
>r\= t\r

A
+d)\. 

g laisse invariante le quadrique (^).r, — r
2
.r

s
 = ο et chaque géné-

ratrice du système(1)de S d'équations,r, = λα\,,.υ
2
 = λ. Il transforme 

les unes dans les autres les génératrices de l'autre système (11) .r, = a.r
2

, 
.e3 = u. 

Le groupe gf formé des transformations permutables avec toutes les 
transformations de g est 

.rj = a.r, -H 3.r
;i

. 
,r'â = a.r»3.r·,, 

•**a = 7·»*ι +ô·''». 
.c', ~ y.*·;, + ô.r·. 

Il laisse invariant 0 et chaque génératrice du système (II); il trans-
forme les unes dans les autres génératrices (1). Sur une généra-

trice (1Π i*' se réduit à .r!. — + ?· 

L'un quelconque des deux groupes que nous venons de citer peut 
jouer le role de g\ nous choisirons le second de ces groupes. On pour-
rait développer avec le premier une théorie semblable à celle qui va 
suivre. 

II. — Définition des fonctions ultrakleinéennes. 

«>. En définitive, nous prenons pour g le groupe 

(a) .r, = . . . rt.r,-hft.rs , c.r, -+· d,i\ , aa\-+-i> 

Dans le cas présent G est un groupe continu à quatre variables y
n 

y2, y3, y4et tro's paramètres conservant la multiplicité 

F(y1, y2,v5, r
3

, yO —ο 

et vérifiant les hypothèses que nous avons énoncées dans la première 
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Partie; g' ne contient pas de transformation distinguée et dépend 

birationnellcment des paramètres Supposons, par exemple, 

que les =-/,·(.fn
 .r

a
, ,i?

8
) soient des fonctions uniformes, le 

groupe (g') de ces fonctions est un sous-groupe de g'. Si y, est holo-
morphe sur une région de δ, la valeur/, (pi3, 3, p.) prise par y, sur 
une génératrice (11), est une fonction kleinéenne de .3 sur cette géné-

ratrice, le groupe (g') se réduit à 3' = " * ̂  ̂ · 

Pour cotte raison, nous dirons que les y,· sont des fonctions ultra-
lieinèennes des trois variables .1·,, x.2, χ.Λ. 

Λ. Recherche du domaine fondamental de (g'). — Nous appelle-
rons ainsi un domaine Ρ de l'espace K'(.r',,.r", a?*, a*',, α"

Λ
) tel que 

tout point do <0 soit transformé d'un point de Ρ par une substitution 
et une seule de (g'), lin d'autres termes, dans Ρ les fonctions y,, y

a
, 

v
a

, v.s prennent une fois et une seule des valeurs quelconques c,, c
a
, 

c3t\ vérifiant la relation F(e,, u
a

, e
;t

, c.,) — o(sauf peut-être certaines 
valeurs exceptionnelles). On obtient ce domaine de la façon suivante : 

Imaginons que dans la multiplicité Ole' on ait tracé des coupures à 
5 dimensions rendant cette multiplicité simplement connexe; et 
telles qu'un contour fermé quelconque tracé sur oïl' ne traversant 
aucune dos coupures ne puisse se réduire à un point sans rencontrer 
de point singulier de (i. Désignons par OIL· la multiplicité ainsi 
découpée. Faisons décrire au point M(y',,y'|, )%, ya,y'3. y'4, y'[)) 

la multiplicité nil·; le point m correspondant décrit un domaine Ρ qui 
est un domaine fondamental de (§'), car il y a correspondance biuni-
voque entre Ρ et OU. 

Si l'on décrit sur OÏL·' un contour fermé traversant une des coupures, 
le point m correspondant décrit un contour non fermé et subit une 
substitution de (g'). Employons la terminologie de M. Ciraud ('). 
Le domaine Ρ est limité par des faces à5 dimensions, ilades «arêtes» 
à 4, 3, 2, 1 dimensions et des sommets. Aux deux bords d'une coupure 
de M correspondent deux faces opposées de P. 

(') Leçons sur les fonctions automorphes (Gauthier-Villain). 
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ï\. Le domaine l* comprend il des poin/s de ό'? — Si Ton consi-
dère un groupe de transformations biralionnelles tel que p, il existe 
toujours une multiplicité singulière que le groupe laisse invariante; 
elle s'obtient, comme nous l'avons vu, en annulant le déterminant des 
coefficients des transformations infinitésimales. Il n'en est plus de 
même pour les groupes continus tels que Ci engendrés par des trans-
formations infinitésimales à coefficients rationnels sur une multiplicité 
algébrique. Soient 

ν e/ <>r <>/ of Φ ι Φ s Φ 3 Φ 

ν /■ àf Of , Of Of (/) ·, O r * φ 3 i/ ' i 

*,J ~'n"ôr,+ r,:"- jy, + *» or, + Όγ, ' V , of Of Of Of 

Supposons qu'en un point de ne soit pas nul, et que les 

équations de G soient bolomorphes. Une multiplicité invariante est 
définie dans le voisinage de M par 

A4 
Vil 1 *lf> η,» 
·0·>ι YJj.» Π a 3 : Ο. 

W 31 η.ta rja 3 

Mais il se peut que tout point de vérifiant l'équation Δ, = ο vérifie 

aussi = o. D'une façon plus générale, soit Δ,· le déterminant 

obtenu en supprimant la colonne de rang i dans la matrice des η,/, il se 

peut que^ — ο soit une conséquence de A, = ο quel que soit / ; dans 

ce cas, s'il existe une multiplicité invariante, elle coïncide la multipli-
cité singulière S définie par les équations 

r =: Ο, -— = υ. OV 

En un point de Δ, = ο on peut exprimer les coordonnées de ΟΓυ au 
moyen de trois paramètres p,, r

a
, r

;
, ; exprimons les transforma-

tions Yjf au moyen de p,, p
a

, p
:t
 et formons le déterminant corres-

pondant Δ. Bien que sur S on ait Δ
(
= o(/= i, 2, 3, 4>) il se peut 
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que λ ne soit pus nul. Il peut donc arriver qu'aucune multiplicité 
tracée sur OR,, même se réduisant à un point, ne soit invariante par G. 
Il faut donc considérer deux cas suivant qu'il y a ou non surfil une 
multiplicité invariante. 

(i. Cas où il //'y a sur mi aucun element invariant, pour G. — 
Considérons un domaine D

0
 de OU. et suivons le prolongement analy-

lyquc des fonctions .r,, a:
a

, ,r
:1
 de y,, y

a
, y,. y

4
 en dehors de D

0
. 

Comme nous l'avons fait au Chapitre précédent, transformons D
0
 par 

une transformation infiniment petite T, de G, puis le domaine ainsi 
obtenu par Ta

 et ainsi de suite; je dis que si OU. ne contient aucun 
élément invariant, on finit par recouvrir ainsi ôiv tout entier au bout 
d'un nombre litii ρ d'opérations en choisissant convenablement les 
transformations Τ,, T., .Tp. 

Si cela n'était pas, il y aurait au moins un point M
H
 qui, après la 

nièmeopération, ne serait pas dans le domaine transforme de D
0

, et 
cela quel (pie soit «; les points M

K
 auraient au moins un point limite M 

qui ne serait le transformé d'aucun point de D„ par une transformation 
Unie de G; mais le lieu des points M possédant celte propriété est 
manifestement invariant par G, ce qui contredit, l'hypothèse. 

Considérons le domaine d
{)
 de l'espace .c,, ,ra, a?a

 correspondant 
à D„ et les transformations..., t

(
, correspondant à Τ,, T

a
, ..., T/(; 

si l'on applique à î/
0
 successivement les transformations /,, ..., (

/n 

on obtient un domaine qui ne contient aucun point de ο ni à son inté-
rieur ni sur sa frontière et qui contientde domaine fondamental Ρ 
de (y' V 

Dans ce cas, Ρ ne contient aucun point de o; réciproquement, il est 
facile de voir que si le domaine fermé Ρ ne contient aucun point de δ 
aucune multiplicité de OIL n'est invariante par G. Tous les points de δ 
sont alors des points singuliers essentiels des fonctions y. 

III.— Étude des fonctions ultrakleinèennes sur à. 

7. Hypothèses supplémentaires. - Nous ferons désormais les 
hypothèses supplémentaires suivantes : 
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ι° Il y a une multiplicité à deux dimensions Λ invariante pour G. 
2° Sur A les déterminants d'ordre 2 issus de la matrice riih sont 

nuls. 
3° Lu un point y',*, /t de Λ où par exemple ~γ· n'csL pas nul, 

le développement du déterminant suivant les puissances de y,—y',, 
v.j —commence par des termes du second degré non nuls. 

Le groupe G étant défini par trois transformations infinitésimales, 
la vérification de ces hypothèses n'exige que des calculs rationnels. 

Il résulte de h\ que sur Λ les transformations infinitésimales Y,/, 
Ya/i Y»./ sont liées par deux relations linéaires à coefficients variables. 
Sur Λ les trajectoires (), d'un sous-groupe quelconque de G à un 
paramètre ne dépendent donc pas du sous-groupe considéré; ces 
courbes Q, forment une famille à un paramètre et chacune d'elles est 
invariante pour G. Soit G' le groupe des transformations permutables 
avec toutes celles de G ; comme conséquence de ces hypothèses, A est 
invariant pour G'. 

Ln certains points singuliers de A, les hypothèses précédentes seront 
vérifiées à condition de faire auparavant sur les g un changement de 
variables algébrique. Il existe, ainsi que nous le verrons sur des 
exemples, une autre multiplicité A, invariante par G sur laquelle les 
hypothèses précédentes ne sont pas vérifiées. 

Si les hypothèses (1), (2) et (3s) sont vérifiées, les fonctions y sont 
holomorphes sur une certaine région de 0. Pour démontrer cette pro-
position, nous montrerons que les .t sont des fonctions algébroïdes 
sur A tout entier. Auparavant, nous étudierons g et G respectivement 
sur 0 et A. 

8. Etude de g sur 0. - Le groupe g est. isomorphe au groupe 
homographique à une variable. Les sous-groupes g\ de g à un para-
mètre sont donc formés des transformations de g telles que les trans-

formations 3' = ]' * ^ qui correspondent aux mêmes valeurs de a, b, 

c, d ont deux points doubles donnés α et β, ces dernières transforma-
tions sont de la forme 

*' —« _ a — « ■3'— jâ ~ β* 
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Les équations d'un sous-groupe à un paramètre de «· sont donc 

'î|_~ (i — 0).r34-α5 —· 3 ' — (« — —«β(ι— 0)a\ 

/ — (ι — 0)'*·|Η- {xO — ,3)»ra *2 —" (ι — 0).v3-h <x0 — (3 ' 

x3 = / — (ι — 0)'*·|Η- {xO — ,3)»ra *2 —" (ι — 0).v3-h <x0 — (3 ' 

où a et β sont des valeurs fixes arbitraires et où 0 désigne le para-
mètre. Désignons par / la transformation précédemment écrite, la 
transformation /", où η est un entier positif ou négatif, correspond à 
la valeur 0" du paramètre. 

Considérons un point quelconque ,i\,, ,r
u
) de l'espace E, la 

trajectoire du sous-groupe £·, issue de ce point s'obtient en considé-
rant .r'

(
, .r!,, ,i\ comme les coordonnées d'un point courant et 0 comme 

un paramètre; c'est une droite dans l'espace à trois dimensions 
a\,, .r;l. 

Dans l'espace imaginaire à six dimensions E'(V
t
, .v'[, .r

a
, a\

t
, ) 

celle trajectoire est une mulliplicité à deux dimensions dont les coor-
données s'expriment rationnellement au moyen de 0' et 0" si l'on 
pose 0 — Û'h- /0". 

Appliquons au point ni la transformation /"de g, et faisons tendre// 
vers finlinî, nous obtenons le point limite 

(M 

χ1 = ?£ι-«·ϊ!, 

X2 = χ1 = ?£ι-«·ϊ!, 

Xa=:?, 
si | 0 | χ, et le point 

(L) 

χ1 = ?£ι-«·ϊ!, 

χ1 = ?£ι-«·ϊ!, x3 -

N3 = a, 

si | 0 | < ι. Le point (L) dépend de w/(.r,, χ
Λ
)

7
 mais· quel que 

soit ///, il se trouve sur la génératrice PI x
z
 = β, a·, = [Lr

a
 du sys-
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tome (II) de δ; (I/) se trouve sur la génératrice lv
x
.r.,= α, .r, =ax2 

du même système. 
Les trajectoires de g", sont donc les droites qui rencontrent lv

a
 et P^ ; 

elles forment une congruence linéaire qui a pour directrices doux géné-
ratrices du système (11). Les formules précédentes définissent une 
transformation qui au point m fait correspondre le point (I.); on peut 
convenir d'appeler une telle transformation transformation id finir 
de μ\ il lui correspondra dans (i dos transformations iulinics. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé α cl β distincts; considé-
rons maintenant un sous-groupe μχ pour lequel les deux génératrices 
doubles.sont confondues; les points limites d'un tel sous-groupe sont 
sur la génératrice double, et les trajectoires sont des droites tangentes 
à δ en un point de celle génératrice. 

Un sous-groupe à deux paramètres μ» de μ s'obtient en donnant 
dans les équations de μ

χ une valeur constante à α et des valeurs arbi-
traires à (L Les trajectoires de. μ» sont les plans qui passent par P

x
; 

ils sont donc tangents à δ. Soit A un point de la génératrice P
x)

 toute 
droite issue de A peut être considérée comme une trajectoire d'un 
sous-groupe à un paramètre deg2. 

Désignons par 

ν f _ ùf , <V" 

„\υ, —11 -r- ,t ;1 V e . <}f ι 'P' 

λ;, / '"lV /· ' ()f t , <H ; Of -t'i-t'n) . -H .<7l ν ■> 

trois transformations infinitésimales de μ\ on a 

0 — (.Γ, :\Y 

on vérifie facilement que si .r, r
;l
 — o, les mineurs du second 

ordre de ο sont nuls. L'élude de μ' est analogue à celle de «g; il s η Hit 
dans le raisonnement d'échanger les deux systèmes de génératrices 
de δ. 

»). Etude dr (i sttr A. — Nous désignerons par g- le groupe que 
l'on obtient, lorsque dans les équations de μ on suppose le point 



Τ 111': OUI Κ ANALYTIQUE l) Κ S ΟHOULES CONTINUS FINIS. 65 

nt(.i\, .r>,.r
;t
) sur δ; le point.c,, csl également sur δ; nous pouvons 

supposer par exemple que dans μ on remplace ,v
3
 par — » on obtient 

alors les équations de μ exprimées au moyen des variables .r,, jl\. 
Nous désignerons de mémo par (ice que devient G lorsqu'on se borne 
à la considération des points de Λ; nous supposerons Ci écrit au moyen 
de y, et de y*. 

Sur o les mineurs du second ordre issus du déterminant ||ξ/Α|| sont 
nuls; on a donc, ainsi que nous l'avons déjà dit, des identités de la 
forme 

\â/.—0|(.r,. \Ï/= .es)\,/. 

De même, en vertu des hypothèses du paragraphe 7, 

Vs/~·- Ψ ι ( y ι > Va/= ψΐΟ'ο .ν.,)ϊ ,/. 

Les groupes μ et G sont-ils semblables? lin d'autres termes, cxiste-t-il 
des transformations y' de c en Λ telles que G = f μf~1 ? D'après Lie 
(Théorie der transformations-μηιρροη, Chap. XIX), une telle 
transformation f doit vérifier les relations 

O, (.<·,, .Γ,) Ψ,(ν„ Xi), 
aâ(.r„ .i-

4
) =ψ

ί
(

ι

)'ι, y.,). 

Il semble que/soit entièrement, définie; nous allons montrer qu'il 
n'en est rien et que les deux relations précédentes se réduisent à une 
seule. 

Considérons la transformation infinitésimale 

X / — λ X, / -h μ X ,/ 4- ν \ ;t/ 

de μ; écrivons que X/ admet le point a;J, a", de δ comme point 
double, lin vertu des relations entre les X, nous obtenons la con-
dition 

λ -h μç>, (.*■", .*·!! ) -h >r!|) — o. 

L'ensemble des transformations X/ vérifiant la condition précédente 
constitue un sous-groupe de μ à deux paramètres; en vertu des rela-

Journ. de Math., tome IV. — F'asc. I, icp5. 9 
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(\t> X») — Xt, ( Χ ι ■» X;i) '—2X3, (Xai^a) —X2, 

un sous-groupe à deux paramètres est dèliui par une équation linéaire 
en λ, μ, ν de la forme 

λ -h
 (
u 0 -|- vÛ- υ, 

où 0 est une constante arbitraire. Il en résulte cpic 

<?*( *'ι» ·*'») = ?î( -r» ><'·>)· 

Dans le raisonnement précédent, seule la structure de g est inter-
venue, on a donc de la môme façon ψο()',, va) = ψ'{(νη y»). Les 
relations ο, = ψ,, ©.. = ψ2

 se réduisent par suite à une seule, à savoir 

pi(x1,.r.,) — ψ, ( Γ,,y2) 

On peut interpréter géométriquement celte relation. Ainsi que nous 
le verrons par la suite, le groupe G' laisse invariantes une infinité de 
courbes Q„ dépendant d'un paramètre; ces courbes Q

n
 sont les tra-

jectoires d'un sous-groupe quelconque de G'. Soient t' une transfor-
mation de g\ £\> un sous-groupe de g à deux paramètres, l'identité 

O. /' !>·,/'—1 

montre que si un point ni de 0 est un point double de g
2
 il en est de 

même de tous les points de la génératrice P'du système (11) passant 
par ni. Un raisonnement, analogue montre que si un point M de A est 
point double d'un sous-groupe G.,, il en est de môme de tous les points 
de la courbe Q„ issue de M. Le lieu des points doubles d'un sous-
groupe Go a pour équation ψ, = const., les courbes Q„ sont 
donc algébriques. Si dans la similitude établie entre g et G, g» et Go 
se correspondent, les courbes P' et Q„, lieux des points doubles res-
pectifs de £0 et Go, se correspondent également. La relation <p, == ψ, 
établit donc la correspondance entre les génératrices du système (il) 
de S et les courbes Q

n
; on voit que cette correspondance est algé-

brique. 
Soil g

i
 un sous-groupe à nn paramètre de g défini par la transfor-
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mation infinitésimale 
X/. λ X, f -F-

 (
U. \ J /. -h ν X a/. 

£·, admet comme lieu de points doubles deux génératrices du sys-
tème (11) qui sont déiinies par 

λ -4- 4- v.e* = o, e'esl-à-tlire 

(ir) .Γ.,= —ϋ—VJu-!— 3x 4hv 

(ΙΓ) (ir) .Γ.,= —ϋ—VJu-!— 3x 4hv 

Le sous-groupe G. correspondant admet aussi deux courbes Q
n 

comme lieu dé points doubles; en effet, G, est défini par 

\J — λ \ 4- ,u ̂
 s
 / + ν Y

8
 /, 

et l'équation qui determine les points doubles 

λ -Ι- 4- ο 

se décompose en deux en vertu de ψ.,= ψ? : 

«y) . ' v,,-"Vu2-4hv 3v 

(Qn) (ir) .Γ.,= —ϋ—VJu-!— 3x 4hv 

(()„·) correspond à la génératrice (II') de S et fQ..-) è (U"). 

10. Recherche des ravines tir l'équation en S relative à une 
transformation infinitésimale de i>\ — Considérons une transfor-
mation infinitésimale de ^ : 

X,/—λΧ\/ p.X$J -1- ν\/ 

- · -t- 4- v.Fj.î^) ν(.ί·( — .r
s
.r

s
) 4- (λ 4-

 (
u.r

t
 4- v.r?, ) j~· 

Soit w„(uîJ, r", #1) un point double de X/, vérifie les conditions 

λ 4-
 (
u.r!|4- v,r!J- o, 

.r"—o. 
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Faisons une translation des axes de façon à amener l'origine en : 

.r, m ,r -h . .r2
-- ,r3 4- .r'3, ,r

:l
 ,r!î -t- , 

et. bornons-nous dans le calcul de X/'aux termes du premier ordre par 
rapport aux F 

X/= 5 (;i + v,t'S).i'i—.rîj(μ -i-v.r^.C ·!·... ! -^ζ-

-h! -I -v.rÛ.r', 4- v.r!J .r'.t J -^4 

-h! -I -v.rÛ.r', 4- v.r!J .r'.t J -^4 

Nous appellerons ôipiation en S relative à Xf et au point ///■„, 
l'équation en S relative aux trois formes linéaires en ,v'r -r',, ,c

:i
 qui 

constituent rcnsemblc des termes de plus bas degré des coefficients 

de *y, » ~γ~τ' -—dans X f. F.es racines sont 

s1—
 (
u 4- ·.». v.r" -- x. x

2
 — o, s

3
 — ,s\ 

.rj est une fonction de λ, ul, v; remplaçons .r" par sa valeur, nous obte-

nons .ν = ε ν p.- — /| λ ν avec ε'* = ι, la présence du signe rp n'a rien qui 
doive nous étonner, un sous-groupe g', admet en effet deux généra-
trices de points doubles, on ne peut donc caractériser entièrement une 
génératrice (11) par un sous-groupe de g à un paramètre qui la laisse 
invariante. 

Etant donnés λ, u., ν et ε ou, ce qui revient au même, g, et la géné-
ratrice double qu'on étudie, ,v

l?
 ,\\

M
 ,v.

t
 sont déterminés. Les racines de 

l'équation en S pour un sous-groupe g, sont les mêmes en tous les 
points d'une même génératrice double. 

Ceci est évident ο p/'iori. En effet, soient rn
0
 et nt\

t
 deux points de 

la génératrice (IL) par exemple et T' une transformation de g' telle 
que /^

0
 = Ύ'/η„, l'identité g-, = T'g,T-1 montre qu'en m

n
 et en m'

n 

les racines de l'équation en S relative à g, sont les mêmes, puisque ces 
racines restent, invariantes si l'on fait un changement de variables. 

Cherchons les racines de l'équation en S relative à ///,,'et à X /'; 
l'équation de ο < st 

,r\ — .rlj.r', — — u. 
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\/ a donc pour expression, en se limitant aux termes du premier 
degré, 

V=;+···!^ '+ + 1^-· 

Les racines de l'équation en S correspondante sent, donc A·, et .s\. 

11. Elude des raciu.es de Γ (Of nation en S relative à une trans-
formation de (i. - Nous allons démontrer que les racines de l'équa-
tion en S relative à un sous-groupe (i, sont égales à celles de l'équa-
tion en >v relatives au sous-groupe correspondant u*, en un point de la 
génératrice double correspondante. 

D'après ce (pic nous avons démontré au paragraphe i) les groupesg 
et (i sont semblables et les transformations f qui vérifient, l'équation 

/S/1 = G 

dépendent d'une fonction arbitraire. Comme les racines de l'équation 
en S relative à une transformation infinitésimale ne changent pas si 
Ton effectue un changement de variables, les racines relatives à Y/el. 

à à /'sont les mêmes en deux points homologues. Les racines S, et Sa 

relatives à Y f sont donc S, = N, = Sa -= ,ça = ο. 
Il est manifeste que deux racines de l'équation en S relative à Y f 

sont égales à eelles de Y/; nous allons montrer que la troisième 
racine S., est égale à .v

aî
 c'est-à-dire à A·. 

Soit Ο un point de A, dans le voisinage de Ο faisons un changement 
de variables tels que, si l'on désigne par cn ca, c

:
, les paramètres qui 

servent à définir un point de ,Τν., le point Ο ait pour coordon-
nées c, = e

a
 τ= e

;
, = ο, Λ ait. pour équation \\ = ο et les courbes Q

l( 

c
;1
 -- ο, ι\, — const. Désignons par Z

;t
 /' trois transformations 

infinitésimales de (i telles que /,/et L.Kf admettent Ο comme point 
double; /, cl Z

2
 forment donc un groupe à deux paramètres et d'après 

Lie (t. Ill, Chap. I) on peut choisir Z
n Za) Z

;l
 de telle sorte que 

(Z„ rL·) - Ζ, ~o, (Zs, 7.,)- a/,--' ο, (Za, Z3) - Z;i - o. 

Développons les coefficients des Ζ suivant les puissances de c,, c
a

, «%,; 
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en vertu des hypothèses faites sur G, ces développements ont la forme 

) f 
Z,(Λ, Γ, -Ι- α2 c2 -+· a;t r3 -h rÏ ... ) <h\ 

4- a\ ri "+* ai ri "+· (1:\ r:t -+-···) ^7- -h >'3 ( A„ 4- Λ, Γ, 4- . . .) ^7- > 

Ζ 2 y - ^ (βΐ^Ι 4- 32Γ24- β;, «·;,·+- βΐΙ*^4~. . df dvi 

4- ( />o "4 />, '"ι 4" 1 s -h />3 ''s "4 . . . ) 4- U;j( B„ -4 II, Γ) 4- . .. ) — > 

^3./ — (y0 "+" V»*"*1+ 7* ' 2 7'3 l's + Vu 4- · · ·) ^7· 

4- '"a (<\) 4~ *'» »'i 4- <4 i%2 -h (·:, »*:, 4- . . . ) ^7- 4 - fa ( L(1 -h (.<, Γ, . . . ) -y— · 

Substituons aux variables r les variables e définies par 

ι*ι — v'j —f- h c.>+ kv3 

*4 — »4 4- / I"a, 
rs = »v 

A a encore pour équation r8
 = ο et les courbes Q

u
 r

a
 = o, 14 = const. 

Exprimons les Y f au moyen des variables e; les nouveaux coeffi-

cients α et β sont 
a3 — #3 4- /< ^(>4- A A

rt} 

p3 — βπ 4- Λ Λ
0
 4- A'Bo· 

Le déterminant Λ
0
Β

0
— />

0
A

0
 n'est pas nul, car le développement 

de A suivant les puissances de e est 

A — ( "o l^o èj) A„) c j 4-... j 

et si «
0

13
0

— &0Ao était nul, Δ commencerait par des termes du troi-
sième ordre au moins, ce qui est contraire à l'hypothèse. On peut 

donc choisir h et k de façon que a
0
 = o, fi., = 0. En d'autres termes, 

011 peut supposer les variables ν choisies de telle sorte que a
3
 et β

3 

soient nuls, ce que nous ferons par la suite. 
Considérons une transformation Ζ/=λΖ,/4- ρ Ζ

 a
/ admettant Ο 

comme point double, les racines de l'équation en S relative à cette 
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transformation sont 

s a μ!3,, /, — O, μΒ». 

Substituons les expressions précédemment écrites de Ζ,, Z,, Z
a 

dans Tidentité (Zn Za)·—Z
;l

== ο et annulons tous les termes de degré 
inférieur à 2, il vient * 

xi—o, —l) = 0, 3C0i5â— ο, 
A^ ο, Αλ — ο. 

Annulons de même le terme constant de (Z
s

, Za) — Z,, d'où 

y»(l βα) — °· 

γ„ ne peut être nul. sans quoi le point Ο serait point double de toutes 
les transformations de G et les mineurs du premier ordre de A s'y 
annuleraient, ce qui est contraire à l'hypothèse (1); donc β, = — ι, 
ceci montre que ν, = — μ. Celte racine ,v, ne dépend pas de G, nous 
retrouvons ainsi un résultat déjà établi. Si l'on tient compte de 
β, == — ι les premières relations trouvées donnent 

x{ = A0 — ο et «0(i -h B0) = o, cr«,3a— o. 

Mais a
{)
 ne peut être nul, sans quoi la transformation Z,/serait du 

second ordre et puisque Z, est du premier ordre, A commencerait par 
des termes du troisième ordre, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

On a donc B0 = — 1, c'est-à-dire et = o; en définitive Z, 
et Za sont de la forme 

·/·,/= (+■■■) (+··■) $r> 

·/·,/= (+■■■) (+··■) $r> df dvs 

les termes non écrits étant du second ordre. 

1*2. Etude des trajectoires d'un sous-groupe de C» dans le voisi-
nage de O. — Les trajectoires d'un sous-groupe G défini par Z

n
 Z

a 

admettent O comme point double et sont définies par le système 
ν 

(1) T_. —= T, n dv2 = dv3 
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où Γ011 pose Z/=7^Z, /4- ulZ
2>

/* = ξ ~ + *] ζ Hans le 

voisinage de Ο, ξ, η, ζ ont des développements de la forme 

; -=.«·, h-— 
ri — · (λί?

0
-{-μ/> ο)»·

3
+..., 

p = sv3 + 

Faisons sur les t» la transformation 

"1= «Ί. 
Wj Γ-. \l·., ( λί/0 -I- g /\

x
) I';,. 

"ί! - t';i ? 
ς. η, ζ deviennent 

£ — .νu1 + 
ο ~ s α :! -ι- . . ., 
V, -

les ternies non écrits étant de degré au moins égal à 2. 
D'après un théorème classique sur les équations différentielles, le 

système (2) admet des intégrales dépendant de deux constantes C, 
et C

2
 et représentées par les équations 

c{ = ?,(C, e<f, CiCsl), 
p20.1 ( Cl ι e", Câ es'). 

{%·λ— e·"', C
s
 <·*'). 

Les fonctions ο,·(α, β) sont hoiomorphes et se réduisent à zéro pour 

α = β = ο, et le déterminant fonctionnel ^ n'est pas nul pour 

α = β = ο. 11 y a donc une infinité simple de trajectoires de Ζ f dépen-
dant d'un paramètre et passant par O; elles sont situées sur la sur-
face S0

 d'équations 
e,·— 9/(a, ô) [t — 1, ·.>, 0), 

Comme aost Pils mi'< n'est pas tangente à Λ qui, rappe-

lons-le, a pour équation r
3
 = 0, S

0
 contient la droite r

a
 = e

3
 = 0 qui 

est une trajectoire de Z/. 

Cherchons l'équation du plan tangent en Ο à la surface S0, soit 

A e, -t- Β Γ·> -H C· r3 . . . '— 0 ; 
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l'équation de S„, comme le plan langent en O, contient la droite 
e

a
 c., = ο, Λ = ο; de pins, S„ étant invariante par Ζ / . 

Zl>ca -+· (ι I'j -h.,. ) ο 
OU 

I ΙΠλίί,,+ ,ίΛΛο) —o; 
on a donc 

C. λ«ι0-Ημ/>0B u 

et l'équation du plan tangent à S
0
 est 

·— μ \\> -I- ( λ a m -r ,u />o ) *'s ~ O. 

/#,» ne pent être nul; nous avons démontré en elVet que a
3
 = o; si u

0 

était nul, Z, / serait du second ordre en O, çe qui est contraire aux 
hypothèses. On peut donc choisir λ et u, c'est-à-dire la transforma-
tion Ζ/, laissant O invariant de façon que le plan tangent à S„ soit un 
plan arbitrairement donné passant par la droite p

a
 = e* = o et distinct 

du plan c
s
 = o. 

Soit l^o. V, ol un point double de O, voisin de O; on peut rai-
sonner sur 1 comme on a raisonné sur O; il existe une inimité simple 
de trajectoires de Ζ /' passant par l ; elles sont situées sur une sur-
face S, non tangente à A et coupant A suivant, la droite c

a
 = V. Dans 

le voisinage de O faisons un changement de coordonnées (c,, ν\», c
s
 ; 

m,, iv
a

, ο\,Ί tel que les nouvelles coordonnées m de O soient (ο, o, o), 
celles de I ^o, V, o) et «pie les équations de A et S, soient respective-
ment. w

;î
=o, ο\— V, li laisse invariante la famille de plans wa — const. 

Soil. Ζ / = -+- ;:i les équations des transformations de Gn 

exprimées au moyen du paramètre canonique, s'obtiennent en inté-
grant le système 

<ΛΓ, _ </ΐΓ.> ί/θ\ dô U'J * u'j 

vv
a
 — Ca est une intégrale première de ce système qui se réduit donc à 

dw\ „ . ,Λ (,,, ,rs). 

dw\ „ . ,Λ (,,, ,rs). C2 w3) 

Joitrn. de Math., tome IV.— F η so. I. uyû. ΙΟ 
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Par un changement de variables, la forme canonique des termes du 
premier degré de ξ, η, s n'a pas changé ; le système précèdent admet 
donc, d'après la théorie classique, deux intégrales de la forme 

0,(u·,, (.%, «vs) = Cl e·"'®. 

Q2 (w1,C5, »r
x

) — cs e*®. 

Θ,, 0
2 s'annulent pour w, =w3 = ο quel que soit ο\ et le dètermi-

nant ^ n'est pas nul pour w, = v\\> — o. Il en résulte que les 

équations de G, sont de la forme 

uv, —: il'j, 

Θ,(ιγ',, («V,, >r
s
). 

^h(4r'u *G> kv'
s
 ) —e>< ·(*>;»( α1,. »v

s
V 

Sous cette forme, la répartition des trajectoires de G dans le voisi-
nage de Ο apparaît nettement. Ktant donnée une direction quelconque 
issue de Ο et située dans le plan wa = o, il existe une tra jectoire de G, 
et une seule tangente en O à cette direction. 

15. Elude de f~* dans le voisinage d'un point de Λ. — Tout 
d'abord, introduisons la convention de langage suivante : Soit /( c,, 
.u

2
, ,fs) une fonction analytique d'un point m(a\. .r2, .r3) de l'espace à 

trois dimensions et soit γ une courbe analytique de cet espace définie 
par les formules paramétriques 

x1= φ, ( ; ), .rs ~ 9» ( 5 ), -- 9., ̂ ). 

Nous appellerons /on ο//<>// /\νΜΓ la courhe γ la fonction de 5 

f(z) = f p1(z). p2(z). p.(z) 

Nous dirons que f est une fonction holomorphe de a·,, .r
2

, sur γ 
si f(z) est holomorphe. 

TUKORÈMK. — Les ,v sont des fondions holomorphes des y dans le 
t)oisinape de λ sur tes Irajeeloiresdes sous-yroupes à un paramètre 
de G pour lesquels u.3 — 'j λ ν n'est pas nul. 

Conservons les notations du paragraphe précédent ; désignons par Τ 



THÉORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS. 75 

une transformation de G, pour laquelle | c'°| <ι, et par M
rt
 un point 

de coordonnées tvj, vr°, voisin de Ο et non situé sur Δ. D'après la 
forme que prennent les equations de G, dans le voisinage de Ο le 
point T" M0

 tend vers le point M'
0
 (o, o, wj) pour η infini. Soient t la 

transformation de g
{
 qui correspond à T et m

()
 le point homologue 

de M
w

; comme nous l'avons vu au paragraphe 8, le point l" m.0 tend 
vers un point m'0 qui est point double de g,. Par un changement de 
variables les équations de g, peuvent dans le voisinage de se mettre 
sous la forme 

x; = x3. 
0,(X'n x;, = xâJ x3), 
02(xn x;, \;) = ̂ 02(x„x2, \γ). * 

On peut s'en assurer directement en examinant les équations écrites 
au paragraphe 8 ; la valeur de s est la même pour g·, et G, ainsi que 
que nous l'avons vu. Soient X", XJ, X" les coordonnées de wi0. La tra-
jectoire Γ de G, qui passe par M

0
 a pour équations 

«.[»·„ H·;. ..·;] " ( LJ' u-2. tva] _ Θ,[η·',\ ir°, tvg] _ r __ 

les w désignant des coordonnées courantes; de même la trajectoire 
de g, issue de m0 a pour équations 

0,1 ;x„ \2, x:t] x», xs;i 0 l·'- ·,;· o,[x„ x2, xyi_Q,[X!,x?. xg·] _ r 

Les points M„ et ma
 se correspondent par la transformation/; il en 

est donc de même des points M = TM
0 et ni = im0; soient w,, w3 

les coordonnées de M et X,, X2, X3
 celles de m, comme ï et t corres-

pondent à la même valeur du paramétre canonique 0 on a la relation 

Θι(ι*',, «V »':0 _ Θ,(<ν?, »r®) _ r, 0.(N„XSî X3)~ 0,(X-L XI Χ») -'<0* 

Cette équation, jointe aux équations de γ, montre que X,, X2, X3 

sont des fonctions de w,, wa, w3 holomorphes sur Γ dans le voisinage 

du point double M'0 puisque le déterminant ,?/y" ν"! n'est pas nul 
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en M^. Réciproquement, les w sont des fonctions des X bolomorphes 
sur γ dans le voisinage de m'0. 

THÉORÈME. — Les χ sont des fonctions holoinorphes des y dans le 
voisinage de Ο sur toute courbe passant par Ο non tangente à A. 

Ainsi que nous l'avons vu, on peut toujours trouver un sous-
groupe Yjf admettant Ο comme point double et pour lequel la sur-
face S0 correspondante est tangente à un plan arbitraire contenant la 
droite c

a
 = c., = ο et distinct de e

;1
 =. o; de plus, il existe une trajec-

toire de Ζ /'tangente à une direction arbitraire du plan tangent à S0. 
Ktanl donnée une direction arbitraire issue de Ο et non tangente à A, 
il existe donc une trajectoire d'un sous-groupe Ζf tangente à cette 
direction. On peut donc faire un changement de variables, qui subs-
titue aux w les coordonnées u

i}
 u>, u

:]
 tel que A ail toujours pour 

équation u
9
 — ο et que les trajectoires des sous-groupes issues de Ο 

aient pour équatiôns 
//,— C(/3,u2 = cu3. 

Soient u
k
 — u[. H- iuA (A = 1,2, 3) ; considérons dans l'espace à six 

dimensions u\, ;/*, u[2, u'.,, u3%
 W

3
 un cône l'a ο dimensions de sommet 

u'i — u] = o dont aucune génératrice ne se trouve dans la multiplicité 
A': α'.

λ
 = η',

Λ
 — ο ; désignons par D le domaine délimité par ce cône qui ne 

contient pas A'. Posons 

U,= U ·> ξξ: —, U.= u' ; u3 u3 

au domaine D correspond dans l'espace U
t

, U"
(

, U'2, P", , lj3
 un 

domaine D'. .D'après le théorème précédent, les ,r sont des fonctions 
bolomorphes des y sur les trajectoires des sous-groupes de G; or ces 
trajectoires sont les courbes U, = C, U2 = C'. 

De plus, lorsque U
;t
 = G", les χ sont des fonctions bolomorphes 

de U
n

 L!
2
 dans le domaine que l'on obtient en coupant D' par la mul-

tiplicité U
;
, = C". Kn elîet, si G" n'est pas nul, la multiplicité û., = G" 

n'a aucun point commun avec A et, si U3 est nul, l'intersection du 
domaine D' et de U3 = ο se réduit au point Ο et lorsque le pointu1, 
«

2
, u

3
 tend vers Ο le point .c,, a?

a
, ,ι·

3 correspondant tend vers un 
point déterminé de 0. 
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Il résulte de là que les χ sont des fonctions holomorphes de U,, IJ.,, 

U
a
 dans D'; il suffit pour s'en assurer de se rappeler le théorème sui-

vant : 

« Si une fonction de η variables f(xn
 .r

a
, ..., est une fonc-

tion holomorphe de χ
{
,χ», lorsqu'on donne à x

n
 une valeur 

constante arbitraire et une fonction holomorphc de x
u
 lorsqu'on 

donne à x
iy

x.
2

, .., ,v
a

_
i
 des valeurs quelconques, c'est une fonction 

holomorphe de .r,, x\
2

< ..x
n

. » 

Le théorème énoncé découle immédiatement des résultats précé-
dents, car, étant donnée une courbe γ issue de Ο non tangente à A, on 
peut choisir le cone Γ de telle sorte que γ soit dans le domaine D; sur 
la courbe γ' homologue de γ dans l'espace U,, U

2
, U

a
 les.?; sont des 

fonctions holomorphes de U,, IL, IL,; ils sont donc des fonctions 
holomorphes des y sur γ. c. Q. F. D. 

TIIKOHKVK. — Les χ sont des fonctions holomorphes des γ dans le 
voisinage de lout point de A. — Dans le voisinage d'un point G de A 
faisons un changement de coordonnées. Soient ^,, s.,, ;

a
 les nouvelles 

coordonnées; on peut choisir ce nouveau système de telle sorte qu'au-
cune des courbes coordonnées 

ne soit tangente à A dans le voisinage de G. D'après le théorème 
précédent, les χ sont donc holomorphes sur ces courbes, en d'autres 
termes les χ sont des fonctions de z

n
 s.,, r

;l
 holomorphes par rapport 

à une de ces variables lorsqu'on suppose les deux autres constantes; 
en vertu d'un théorème déjà énoncé au cours de la démonstration pré-
cédente, les χ sont des fonctions holomorphes de , 5

2
, ~

3
. 

14. Etude des fondions f sur δ. — Essayons d'appliquer aux 
fonctions /'les raisonnements du paragraphe précédent. Soient m'0

 un 
point de δ, m

0 un point non situé sur δ, et t une transformation de g 
telle que lnm0 tende vers m'0

 lorsque η augmente indéfiniment. Soit M0 

l'homologue de et Τ la transformation correspondante de G; nous 

\ s, = const.. (-a— const., \ c.
3
—const., 

/ const., ) -3= const.. ) Si= const. 
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ne pouvons affirmer que T"M0
 tende vers un point limite lorsque η 

devient inlini. 
Or le raisonnement du paragraphe précédent était basé sur ce fait 

que, quels que soient 1 cl m„, /"///„ vers ua point limite; nous 
l'avions déçluit des équations finies de g exprimées au moyen des 
paramétres canoniques. On 11e peut donc démontrer que les fonc-
tions/ des variables χ sont holomorphes partout sur 0. 

Par contre, soit Ο un point de Δ, nous avons montré qu'il existait 
un point M„ et une transformation Τ de G tels queT" M0 tende vers O; 
si l'on désigne par //i0 le point homologue de M

0
 et par / la transfor-

mation homologucde T, /"m0 tend vers un pointlimilc ///.'(leten répétant 
le raisonnement du paragraphe 15 sur les fonctions /, on démontre 
que celles-ci sont des fonctions holomorphes des χ dans le voisinage 

de /nf L'ensemble des points tels que nf constitue un domaine cô de 0 
à quatre dimensions, d'où le théorème : Les y sont des fonctions 
holomorphes des χ sur une certaine région, de 0. 

Il est facile de trouver la l'orme de ce domaine cô : Supposons que 
les y soient des fonctions algébroïdes des x. en un point m

{t
 de G; 

soient G, la génératrice du système (I) issue de m
0

, M
0
 le point de Λ 

homologue de //?■„, Q, la courbe homologue de G,. Nous avons montré 
au paragraphe 5 que la relation cp, = ψ, établissait une correspon-
dance algébrique entre les génératrices du système (11) de 0 et les 
courbes Q„ ou ce qui revient au même entre les points homologues des 
courbes G , et (,),. Les/considérées comme fonctions d'un point de G, 
sont algébriques, elles sont donc définies en tout point de G,. Le 

domaine cô est donc engendré de la façon suivante : Soit cô le domaine 

d'une génératrice (II) de δ dans lequel les / sont définies, tô est formé 

des· génératrices (1) issues de tous les points de cô. 

15. Cas où les transformations de G sont hir ut tonnelles. — 
Nous allons démontrer que si les transformations de G sont biration-
nelles, il eu est de même des fonctions y : 

Soient a (/',', /",/", /J) un point de Δ et Ci, un sous-groupe de G 
à un paramètre admettant a comme point double, l'ensemble des 
trajectoires de G, passant par a forme, ainsi que nous l'avons vu, 
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une surface S„; écrivons les équations de G, dans le voisinage de a 

}'i :Yu ,» V .·»'·.> <"<a I 1 f — «, ·Λ, 3, 4 ) ; 

0 désignant le paramètre canonique de G,, la surface S„ a pour équa-
tion 

.>'/"./V(r,ovy
;t

, y·- °) G = Ga» 3> 4)> 

elle est donc algébrique. S
rt
 est l'homologue d'un plan tangent à la 

quadrique o; or toute droite de l'espace A*,,.r
a

,.t*
3
 peut être considérée 

comme l'intersection de deux plans tangents à §. Les courbes de la 
multiplicité Oïl homologues des droites de l'espace Ε(.τ,, &·«,, a?

3
), 

c'est-à-dire les trajectoires G d'un sous-groupe quelconque G, de G à 
un paramètre sont algébriques. Considérons une transformation 
rationnelle Τ et imposons-lui les conditions suivantes : 

Τ transforme 011 en elle-même, est birationnelle, conserve éhaque 
courbe G et est permutable avec toute transformation de G,. Ces con-
ditions sont algébriques et par conséquent l'ensemble des transforma-
tions Τ ainsi définies dépend algébriquement d'un certain nombre de 
paramètres; or, il est manifeste qu'une-telle transformation Τ fait 
partie de Ci, puisque sur une courbe G, seule une transformation de G, 
est permutable avec toutes les autres transformations de ce sous-
groupe. C», dépend donc algébriquement de ses paramètres, et 
comme G, est un sous-groupe quelconque, il en est de même de G. 

Il résulte de là que les transformations de G qui, à un point donné 
de OR-, font correspondre un autre point donné de cette multiplicité 
sont en nombre fini N. En reprenant le raisonnement fait au para-
graphe 15 du Chapitre 1, on en déduit que (g ) ne comprend qu'un 
nombre fini M de transformations. 

Les transformations de G étant birationnclles, on démontre sans 
difficulté que la fonction solution de l'équation 

/-»0. = *■/-» 

se comporte comme une fonction algébrique en tout point de OU. 
A un système de valeurs des y correspondent donc Ν systèmes de 

valeurs des .c. Une fonction symétrique quelconque de ces Ν valeurs 
est une fonction uniforme des y qui se comporte partout comme une 
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fonction rationnelle, elle est donc rationnelle et .t'
2

, ,r
a
 sont des 

fonctions algébriques des/. 11 en résulte qu'inversement, les y sont 
dos fonctions algébriques des a\ Nous avons montré dans la première 
Partie que les transformations Τ et les fonctions/(α;) sont uniformes 
en même temps; il résulte de là que ces dernières fonctions sont 
rationnelles. 

IV. Application à certaines équations différentielles. 

](>. Considérons une transformation inlinitésimale de C : 

YOf , Of . Of .. Of dy dy2 dy3 

nous allons appliquer les résultats précédemment obtenus à l'élude 
des trajectoires de Yf. Le système 

(10) YOf , Of . Of ..(i = 1, 2, 3, 4), 

où les / sont les coordonnées d'un point de Oil et où 0 désigne le 
temps, peut être considéré comme définissant le mouvement du point/. 

Représentons un point de Oil par le point correspondant m (.r,,x2, 
χ.

Λ
) du polygone P. Soient X/la transformation de μ homologue de 

Y V et V' les deux génératrices doubles de X/, 8 la congruence 
formée par les droites qui rencontrent λ' el Y'; les trajectoires de à f 
ont pour homologues les droites de l'espace L(r,, x.,, ar.

{
) appartenant 

à la congruence linéaire 8 ; toute droite de cet espace est l'homologue 
d'une trajectoire d'un certain sous-groupe de G. 

Soit τ une substitution de (μ'), τ est contenue dans un sous-
groupe g', de μ', soient U et 1J' les génératrices doubles de μ\ ; soient D 
la droite passant par l'intersection de U cl Y et par celle de U'et de Y', 
et m

{)
 un point de D. Le point m, = se trouve sur D, D rencon-

trant V et V' est une trajectoire de X /', il existe donc une transfor-
mation t du sous-groupe Xy telle que ///, = ////„. 

Soit ω la valeur du paramètre canonique 0 qui correspond à t. La 
trajectoire de X/homologue de D est une solution périodique du sys-
tème ( io); en effet, lorsque le temps augmente de ω, le point m de 
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l'espace Ε subit la substitution τ de (g') et le point M correspondant 
reprend la même position. 

Ainsi : .4 ton le substitution de ( y ) correspond une solution pério-
dique du système (10). 

Dans ce qui précède, nous ne nous sommes inquiétés ni de la réalité 
de la solution, ni de celle de la période ω. L'élude des solutions 
asymptotiques est aussi ramenée à celle du groupe ultrakleinéen (^'). 

TROISIÈME ΡΛ1ΠΊΕ. 

I. — Théorèmes réciproques. 

Dans ce qui précède, nous avons défiai des fonctions kleinéennes en 
passant par l'intermédiaire des fonctions ultrakleinéenncs. Dans ce 
Chapitre, nous allons démontrer qu'une fonclion kieinéenne peut 
toujours être définie par ce procédé. 

On pourrait être tenté de définir des fonctions thêta de trois variables 
qui joueraient, vis-à-vis des fonctions ultrakleinéenncs, un rôle ana-
logue à celui des fonctions thétakleinéennes vis-à-vis des fonctions 
klejnéennes. 

Soit 

(y) z= akz + bk ckz (k = 1,2) 

un groupe kleinéen. Considérons le groupe 

(g) ' ΥΛ · ,4- *'·*= ak,i\ -4- b/, ,ν^ hk eA..r, + <t,,.i':i . 

(Λ·= ι, a, ...) 
et formons 

^(•ι'Ι.αλ ■*''>■/■·« ■<'«./,·) (ek<fk— t>kck)~ /(/·*'«.A.-V D(\r,, a·,, ,r:t) ~ (0.^2 + (//,)'· ~ V cLi\ ) 

Soit H .r
a

, A'
3
) une fonction rationnelle; la série 

0(.rl; .r,, Α·3) =2 (~^) Κ('ι?ι.λι .t'a.*-) » 

Journ. de Math^ tome IV — Fuse. 1, içp;>. I I 
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où m est un entier positif, est convergente, sauf pour les valeurs de ,r
2 

qui sont les affixes d'un point limite de γ' et pour les points dont un 
transformé au moins par quelque substitution de (g') est un infini 
de R. 

Le quotient de deux telles séries 0 correspondant au même entier m 
est une fonction ullrakleinéenne. Il est visible que l'on peut choisir les 
fonctions rationnelles R de telle sorte que pour x\ = α;

3
 = Ο celte 

fonction ullrakleinéenne se réduise à une fonction kleinéenne donnée. 
Mais une étude approfondie montre que le quotient de deux séries 0 
ne représente pas une fonction ullrakleinéenne dans tout son domaine 
d'existence. Entre quatre fonctions ultrakleinéennes correspondant au 
même groupe («'), il n'y a pas, en général, de relation algébrique, 
car les singularités essentielles de ces fondions dépendent des fonc-
tions rationnelles R qui interviennent dans leur définition. Les condi-
tions que doivent vérifier ces fonctions R pour qu'une relation algé-
brique existe entre quatre fonctions ultrakleinéennes semblent difficiles 
à établir. 

Aussi, suivons-nous pour former des fonctions ultrakleinéennes une 
toute autre voie. 

1. Formation, de fonctions ultrakleinéennes. — Soient (γ') un 
groupe fuebsien 

z'~ , - . ,y ^ ~ 1 ^ "> · · · î «iCi— |) rt/s + L>i . . . , 

et k un entier positif au moins égal à 2. Nous allons former un sys-
tème de fonctions zétafuchsiennes X , (s), Y,(3), /,(-), T,(r.) véri-
finant les équations 

Χΐ(5ί) = [«|Λ·,(5)4- 0, Y, (Oj (θ',; -hdi)k, 
Yi(3,) = |>/X.(0 -wù Y, U· )'](<-·,· ; +ctiY'\ 

Ζί(-/) — + ù, 1 i(s)] (c
t
z -+■ dt)1', 

11 (-5/) — [t'/Zj (z) -t-di I,(3) | (Cjζ c/,-)A, 

et tel que ψ- = z. 

Remarquons pour cela que Z, et T, n'interviennent que dans les 
deux dernières équations et prenons pour T, une fonction thétafuch-
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sienne Τ de l'ordrek + 1 a 
T, = T. 

Getle fonction vérifie la condition Τ (s,·) = Τ (ζ) (c,z -+- </,·)*'M. 
Posons 

Z(5) = 3T(3), 
on aura bien 

Τ ( 5,·) — | Ci Ζ Γ ( V ) -+- (fi Γ ( 3 ) ] ( Ci Ζ+ di)k. 
'A(zj) — [tf/s Γ(ζ) + Ι>,·Ί (ζ) | {Ciζ +- d')1·'. 

Comme système [X(s)> V(s)| vérifiant les conditions imposées, 
on peut prendre le système |Z(s), T(s)]. Le système des quatre 
fonctions 

Χ,(3) = Ζ(β), Υ,(5)=Τ(3), ζ ,(5) =7.(5), T,(5) = T(S) 

vérifie donc les conditions imposées. 
Par la suite, nous aurons besoin d'un second système Xa, Y2, Z2, 

Τ
2
 vérifiant les mêmes conditions, mais distinct du précédent. Nous 

prendrons 
ZJ(5) = Z(3), T2

 ( 3 ) = Τ ( ; ). 

Soit 0,(5) une fonction thétafuchsienne d'ordre —. Le système de 

fusions u(z)== \ν (s) = \ vérifie les équations * 

tt(Zi) — «/«(.3) ■+· bi (>(.-), 

i>(zi) = ciu{z) + dn'(z). 

Soit y = J\ (3) une fonction fuchsienne relativement au groupe (γ'); 
le système de fonctions 

m'(s) ?'(*) 
/wo' aw 

vérifie les mêmes équations que le système (H, U) et l'on peut prendre 

X2 (z)= Y (-\-Q -F'< ΊΘΛ' ,(")/1(3) ""0, \ z)' 

Y2 (z) = Y (-\-Q -F'< ΊΘΛ' ,(")/1(3) ""0, \ z)' 



8/| HKNHI MIKKUIl. 
Nous sommes ainsi en possession de deux systèmes distincts 

(Χ.,Υ.,'ΛΤ). (\„ v
a

. κ, Τ) 

vérifiant les equations proposées. Soit^(^) une fonction fucltsienne 
relativement à (γ'), ,1e dis que le système 

,)Ί X,(>") 'ÏV) = x1, 

,Υι Y ι (-h,>'i ( Ô) T(3) - :>Γ;" 

:>■·■■ ψ-Z73~·.:/«(-), ;.)'ι = é'( ~") 

définit qualre fonctions uniformes ν,, Va»,)'»»/.» de ,r,, ,ra, Si l'on 
se donne, en effet, .r,, ,r

a
, a·.,, 3 est égal à ,r

a
 d'apiès la troisième équa-

tion, /
;l
 et y

s
 sont donc déterminées, les deux premières équations 

définissent r, et
 t

va sans ambiguïté si le determinant X,Ya — X.,\, 

n'est pas nul, ou cncoje si γ- - 3 = ^ n'est pas nul, ce qui a lieu 

lorsque Τ n'est pas identiquement nul. 
,1e dis de plus que les ν sont des fonctions ultrafuchsiennes relati-

vement au groupe (g') \ 

D\J~ 7- > D\R-:: - , , D\,,·-- — ...). (ltd (-h f>jj â-f- />,· c ,·.ί ,-h ί/,'.ί , . 

Nous préciserons ce point de la façon suivante : les deux fonctions 
fuchsiennes /', et g sont liées par une relation algébrique 

F [f1(z), g(z)] = 0. 

Les fonctions v
t
, va, y»,

 t
.\', sont donc liées par la relation 

lriy;i, rO --o. 

Soit y", y", y", ) " un système de quatre valeurs des y vérifiant la 
relation précédente, je dis que tous les systèmes de valeurs r',, a··!, 
tels que 

v,(d-\, y, y,ï = );» (/-1.3,3, /,) 
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se déduisent de l'un d'entre eux a;,, x\, par toutes les substitutions 
de 00; 

Les équations 
f1(x2) = y03, g(x 2) = y 0 4 

montrent que .r'
â
 se déduit de χ·

2
 par une certaine substitution de (γ') 

X., = —— — «T,.,· , et [Χ.± + h / 

et les formules de délinilions de/,,/a donnent 

x1 = yo1N1(x2i) + y02 X(x2.i) 

'V~ Ύ(Χ, Λ ι ,r° ^ t (<ra.<) -+- y" Υ·»( #a./) 

c'est-à-dire 

' CjX~ eV6',. t'2 -f- «:/,· r> __ J T(-rd ' T(,r,) a,X\ -+-

.. V?X.(·^) + >'5Xa(^) , ,y?V1(>r2)+y?Y2(.r2) j = C' Τ(.<·2) +α' T(*-2) =C/.VtH-^, 2 c\.r2 -t- dt- CiXi + di 

C. Q. F. n. 

Posons = 0(s), 0 est une fonction thélafuchsienne d'ordre -· 

Pu résolvant le système qui définit les/, on trouve 

y, — .r8 — ( xr — x'i x3) j (>r2), 

y-2 = (^i- -rjtfj)/, ,(.r
2
), 

rs = /i(^i)» 
yvr=«(a:2). 

11 reste à former une fonction 0 d'ordre ^ : Soient g\z) et h(z) 
deux fonctions fuchsiennes, h'(s) est une fonction 0 d'ordre 1, 
donc 0 — g(z) est une fonction 0 d'ordre elle n'est pas uni-

forme, mais il est facile de voir que ~ est uniforme, et 
cela suffit pour ce cjue nous avons en vue. 
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On vérifie facilement sur ces expressions que les y ne changent pas 
lorsqu'on effectue sur les χ une substitution de (£·'). 

2. Formation du groupe G. — Bornons-nous à une étude sommaire 
des fonctions / précédemment définies. 

Ces fonctions se comportent comme des fonctions rationnelles des χ 
en tout point x

n .r
3
 pour lequel la valeur correspondante de x» 

n'est pas l'affixe d'un point limite de (γ'). Le polyèdre fondamental 
de (g') est facile à trouver : soil. S un pol)nome fuchsien correspon-
dant au groupe (γ'), prenons pour Ρ le domaine suivant (.r

a
 intéiieur 

à S, x
{
 et χ.

Λ
 arbitraires). Je disque tout point .r'

a
, x[) est le 

transformé d'un point M χ.λ) de Ρ par une substitution de (g') 
et par une seule. 

Il existe un seul point .r
a
 intérieur à S et une seule substitution τ, 

de (γ') tels que 
.f's = T,.rs. 

Soit τ la substitution de (g') qui correspond à τ, et M·= τ 'M', le 
point M est intérieur à Ρ et M'= -M; d'après sa construction, M est 
unique ainsi que τ. c. Q. Γ. ». 

Les y se comportent comme des fonctions rationnelles à l'intérieur 
de P. ' 

Effectuons sur les variables χ une transformation / du groupe g : 

, ΟΛ'{ b.V» , ι',Γ, + ί/,Γο , CVPJ—|" (/ " (t 

Les fonctions subiront une transformation Τ que nous nous pro-
posons d'étudier. Soit 

y i — v* * (·* 11 a >« )· 

Les y' sont des fonctions ultrafuchsiennes de x
n

 x«, x.
n
 relative-

ment au groupe (g') \ on pourrait être tenté d'en conclure que les /' 
sont des fonctions rationnelles des y et que Τ est birationnelle. Une 
telle conclusion est manifestement inexacte, car s'il en était ainsi, les 
singularités essentielles des/ et des y' seraient les mêmes; or, un point 
singulier des /' s'obtient en transformant par t~% un point singulier 
des / et l'ensemble de ces points n'est pas invariant par t. 
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On peut seulement affirmer que la transformation Τ est biuniforme; 
en effet, les y étant donnés, les χ sont définis à une transformation 
près τ de (#·'); mais t étant permutable avec τ les diverses valeurs cor-
respondantes des x' se déduisent d'une d'entre elles par les transfor-
mations de (#'), les y' sont donc définis sans ambiguïté par la donnée 
des v.  

Considérons une transformation infiniment petite t de «·, fl dépla-
cera infiniment peu les singularités essentielles des y; supposons que/ 
dépende d'un paramètre α et se réduise à la transformation identique, 
pour α = ο les fonctions 

y ,· ( KV ρ Λ ,, χ 3 ) )
 (

· ( χ ,, , ) 

α 

sont des fonctions ultrafuchsiennes de a?,, a?,,, quel qne soit a, 
lorsque a tend vers zéro; on obtient donc des fonctions ultrafuch-
siennes !■,·(.,τ,, .-υ.,, ,ι·

3
) qui ont les mêmes singularités essentielles que 

les y; celte fois, il n'y a plus d'impossibilité à ce que les ξ soient des 
fonctions rationnelles des y; nous allons démontrer qu'il en est ainsi. 

Remarquons que 

: AL , : Al . : AL ày\ '' O v-i ^ dv3 <iyv 

est une transformation infinitésimale de G# Formons donc les trans-
formations Y,, Y

2
, Y

3
 de G homologues de X,, X

2
, X

3
 et exprimons 

leurs coefficients au moyen des y. Soit 

Yif = k = 4 E k = 1 ik df dyk, 

on aura 
V k —Xiyl 

et, par suite, 

su — y— + — 1 » iis— o, t
t3
=o, ξ

η
—ο; 

£si —*1 ^7 x-i J77 —*3 (^1 — λ?3^
3

) -Q (>r
s

) -—/1 ; 

4ss—y*» y S3— °J iu — °î 
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et 

37_ (·''' ~ λ?, + 'ri "<&; "Tf- 5 dvi / χ dy, « (h'\ ο ' 1F 

;·■»*= a.v!r»-'-.v3 —/VÏ—; , "y 1 0 71 

^33 ,*3'.—s1 2 TÔT* ' 1 y\ 

\ ériiions que ^ yr — -nj e- ,·.ϊ -./7 ν; ~ f*ί sont ^es f°nc" 

tions fuchsiennes. 
Imaginons qu'on effectue sur la variable Ô la substitutionz1 = az + b c3 + d 

du groupe (γ'); en posant/,(5,) —/·>{'·)* 0(3,)= 0
2
(ô), 011 obtient 

successivement 

,/î —f\> fi —4- î'/)8, y s —J I((': + î/)'+ |C(e; + r/)®; 

Oa=0, -β — -β {cz -4- ci)2 -h v(cs -+· d)\ 

— — ψ — — — -ψ (cz 4- d) 4- -β o.c(cz + d) c-(cz -f- <{)-; Γ0" 0>i] ~0" 5"1, ΛΜ 0' / ,U - IS, 

Ό" 0"-- _ "0" , Q'*· . /V(t rf ' λ rj-x ^ — q 1 0i " ' 
d OU 

ί_ΐΓ5"— 5'4*n — _L "5" __ (/,*I? 4)."./·?i*' 4s·." 
De meme 

w h MI.-tîHÎ-4 
Les deux fonctions [proposées sont donc des fonctions fuchsiennes 

de z, c'est-à-dire des fonctions rationnelles ο et ψ de f\(z) et g(z)* 
Les transformations infinitésimales de (i sont, en définitive, 

Y / - t)J lJ~Wt 

Y2f = y1 df dy1 + y2df dy2, 

Y*/ — [vf H- .r| <?(r
8

, rO] ̂ 7 

+- Iwi+rîvO >. -''^57 ~y- Kp, ïï^· 
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Xa X\ étant liés par la relation 

l?ÙVVi)~ o. 

5. Relation entre la théorie précédente et celle des équations 
linéaires. — Les fonctions rationnelles ο et ψ qui interviennent 
dans Ci sont définies par les deux équations 

9 jé I ο ' a 5s ' V"~yv * ' ο «/i. 

Kliminons 0 entre ces équations. 

On tire de la première ~ = st ' r » 

Désignons par ψ' la dérivée de ψ considérée comme fonction de jr„ 

f _ 5: .ΛΨ±/?Ψ' _/;ΐ7;:κ/7ψ_ι 5 ^ *" ' A/\ hf * 

d'où 

et finalement 

? = Λ [v'i/ï-3/v—/? (-y—)] 

>. - 9 -h = At./, 5>). = A (f g) 

La fonction /, (.Γ
3

> est donc définie par l'inversion du quotient de 
deux intégrales de l'équation linéaire 

- = A(.r. v). F(.t\ ν) — o. 

IL — Étude de (L 

4. Simplification de G. — Le groupe G se simplifie si Ton subs-
titue aux variables >>,, v

â%
 \\,, v

x
 les variables [/,], [ra |, l,v/|, | je, | 

définies par le changement de variables birationnel 

ι.>·.υ=*-.'·.'^> r.v.i=.>v [>·,]=,»·„ /,=[/,]·, 

Jour/κ de .1/«//».. lonie IV. — Faso. I, uyî5 12 
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les Y,· prennent la forme suivante : 

v t- ôf dy1, 

^■r=>'Wl 3'-Wl' 

Y»/- L>1 + .<·* Y0'.)]|7 + W» -.'·« jjr > 

où l'on a posé 

A = O -+- : 5— ■ 

Calculons les [>■·] en fonction de .c
2

, .r., : 

y, = .r
3
 — - .Ci = .r

2
.r

3 f-rç^ » y
a
= (.r, - .ι·2λ»)./ , (u-

2
), 

/3 = /i(-t'3), Ji = àr(-*,a)· 

C'est avec ces variables que nous étudierons désormais G. 
On peut former des équations Unies des sous-groupes Y, et Y, 

(Y») /i= y't—r* y»—;·»» ..G =.»v 

11 est facile de vérifier directement que lorsqu'on effectue sur ,vrv«.ï·Λ 

une transformation du sous-groupe X,/ 

(Xt) .v\ — .r, -t- f .r2. .G —*'
2

, .r'
a
 — .r

a
 + /, 

les y subissent une substitution du sous-groupe Y,. 
On peut reprendre sur Y

2
 des considérations analogues : 

(X2) x\ — xxc\ .Γ3 = u*a é, 

(Y*) v', = r,t'S v'
â
r-j

2
t'\ /,=/„ .G—y*. 

En général, on ne peut former les équations finies de Y
3

. On vérifie 
sans peine que les relations de structure entre les Y sont identiquement 
vérifiées quelle que soit la fonction A, et l'équation fonctionnelle 

(0 f(&) = G (/) 

définit alors des fonctions ultrafucbsiennes }■·,, γ.
λ>
 r

a
, y,, et l'on peut 

choisir G de telle sorte que pour ,r, = .ra=o, y
s se réduise à une 

fonction fucbsienne arbitrairement donnée. 
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o. Domaine de.vistence ties (rans formerions de G. — Dans le cas 
prêtent, les y sont des fonctions uniformes des ,r, il en résulte ainsi 
que nous Pavons établi dansla première Partie que les transformations 
Τ de G sont biunifonnes et correspondent biuniformément aux trans-
formai tons de y. On peut du reste le vérifier directement. 

Ltudions le domaine d'existence d'une transformation y' = Ty de G. 
Deux cas peuvent se présenter : 

i° L'ensemble des points limites de (γ') forme une ligne continue; 
par exemple est une fonction fuchsienne admettant le cercle 
| .c

a
 | ™ 1 comme coupure essentielle. Les fonctions y ne sont 

donc définies, que si :.r
2

| < i, par exemple. Soit t la transformation 
de £ homologue de Τ d'équations 

Λ'.R-- .Γ„ = ,V — : y , u.r, -r- h v* . 

On peut écrire les équationsy'= Ty de Τ de la façon suivante : 

y=/(.r'V y~fyv), x'=tu\ 

y' cessera d'être définie si j .uj | > ι, c'est à dire si 

~ r~r > '· c\rs-h« I 

La multiplicité j * ̂  = ι de l'espace .r,, ,r
2

, .r
s
 a pour homologué 

une multiplicité «Γ de 0)1 ; lorsque le pointy traverse Τ cesse d'être 
définie. Dans le cas présent les transformations Τ admettent donc des 
coupures essentielles. 

Posons-nous le problème suivant : « Soit M un point de OR, quelles 
sont les transformations Τ définies en ce point? » Soit .r,, .u

2
, a?

3
 le 

point homologue de l'espace .r, on a évidemment | .υ
2

 | < ι, une trans-

formation Τ sera définie en M si 1c ■*1 + Γ> 1 < i. 

c — .r,-T-.rs 

Si .ν, et .u
2
 sont finis, tend vers .u

2
 lorsque ^ tend vers zéro 

d xs + 1 

et ο limine | ,r
a

 j < ι, la condition imposée sera certainement réalisée en 
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prenant pour^ une valeur suffisamment petite, ou encore en prenant 

pour Τ une transformation suffisamment voisine de la transformation 
identique. 

Il n'en est plus de même si .r, et ,v
a
 sont infinis; posons 

x1 = u1u3-1, x2 = u2u3-1,.r3—«-», 

a\» étant infini et ,r
2
 étant fini, on aura u.>— ιιΛ — ο et la condition 

imposée s'écrit | M, | < Ι. 

Donc si |m, | > ι aucune transformation T, même infiniment petite, 
n'est définie en M. Cherchons les coordonnées y de M. On a 

R
T
4- M"1 4- IVO'G'/IC^D/FV'S)-

y2-"(«t Mâ) "y/i(x2). 
y3 = f1(x2). 

Posons — y~\ ;
2
=

fc

y
2
v,1, on déduit des équations pré-

cédentes : 

. __ 9"a/'i ΟΌ a-f (.râ— wD/it.r,)' 

z2 = -2(x2-u1)f21(x2). __ 9"a/'i ΟΌ a-f (.râ— wD/it.r,)' 

58 = ./i(.ra): 

a1 = x2 + 3f1z2 3f12 +z2f1 

u2 = 3f12z1* 9/7 + -s/"' 

·-/(£> 
Donc si «3 — — ο et si | M, | < ι, on a 

z1 = 0. 

! .. , _?/'« I * 9 ./Y (,rs) -+- i (»râ) < 1 

^ arbitraire; 

en un tel point de OR.·, aucune transformation de G n'existe. 
Par contre, si toutes les transformations Τ sont définies 
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en ce point. Il est à remarquer que les points i/
a
 — f/

a
 — ο font partie 

de A. Les points M tels que s, = o constituent ce que nous avons 
appelé A, ; en ces points, on ne peut pas définir les transformations 
infiniment petites de G. 

On peut du reste retrouver ce résultat en se plaçant d'un autre point 
de vue. Le domaine d'existence des fonctions y est formé de l'ensemble 
des points intérieurs à la multiplicité

 e
s|.r

2
1 = ι ; on peut considérer 8 

comme engendrée par les multiplicités .r, = C issues des points 
de | ,r

a
 i — ι, .r, -ι- o, .r

a
 — ο ; or ces multiplicités .r

a
 — C ou w

a
 = G ιι

Λ 

passent par la droite — ua — o; en d'autres termes, la frontière du 
domaine d'existence des ν admet u,,= = o comme ligne double. 
Kcrivons la transformation / avec les variables a : 

tt\ — -—2 > f/, — —-> ιι Λ — - — . 'y an,-h lut* . C«I + (/H. , E 4- <ίΐ(Λ 

appliquons / au point M,, ο. o : 

H.JT.II,, tl.,~- — lt,, , c , c -a a 

Les coordonnées du point M correspondant sont 

y, = _. , =o, c.;l — /, ( ). y — ~ j/ï("i) 

On voit donc que si | | > ι ce point n'existe pas et aucune trans-
formation Τ n'est définie. Si | //, | Ό, ce point 3' est défini et dépend 
rationnellement des paramètres u, r, toutes les transformations 
de G sont définies en ce point. Il faut également remarquer que si f se 
réduit à la transformation identique, s',, s

a
, z'

z
 ne tendent pas vers z

ti 

z2, z3. 
20 L'ensemble des points limites de (γ'), ne forme pas une ligne 

continue, mais est formée par exemple des points du cercle |.r
a

| = 1 
appartenant à un certain ensemble parfait Λ qui n'est dense dans 
aucun intervalle: ni les r(.c) ni les transformations Τ n'admettent de 
coupures essentielles; elles admettent seulement des multiplicités de 
points singuliers essentiels. La multiplicité ν, — (β, y,— ιί> constitue 
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encore Λ, ; en un point de A, on ne peut définir aucune transformation 
de (i si tt

{
 appartient à A; au contraire, elles sont toutes définies si M, 

n'appartient pas à A. 

(>. Singularité des transformations de (·. - Κ η dehors de ses 
singularités essentielles que nous venons d'étudier, une transforma-
tion Τ sera singulière lorsque (.r), / ou f~l(y) sera singulier. I étant 
homographique n'admet pas de singularités, /(.«Λ n'admet d'autres 
singularités que les pôles de /', (,r) et f~\y) ne sera singulier que 

lorsque le déterminant fonctionnel s'annule; or 

"·'·'·.>>. Val = .·, > !>(,<·,. .R,. λ\) 

Nous n'aurons donc à examiner que les pôles de /', et les zéros de /",. 
f1(x2)s'annule soit en un point double d'une substitution elliptique 

de (γ'\ soit en un point où ~ — o. 

7. Etude dé un point double d une substitution elliptique de ιγ'). 
— Soit .el un tel point; posons/,(.»·") — o, p (>r") — y", .c2 — .<·* +z, 
et soit/, (λ\Λ — zf>-r-..ρ désignant un entier, on a 

νι = ·<·3 — L-r,— .cs.r3J -+-·· , 

.rs = />(.rl — .ri.rs)[3/-1+i 
rs = ... 

Lorsque 3 tend vers zéro, ytend vers zéro, y, vers y", r, vers 
l'infini et \\ tend vers zéro. Faisons tendre maintenant y

;1
 vers zéro et y., 

vers y", r tend vers zéro, r, vers l'infini et y2
 vers zéro, à moins 

que .r, — ne tende vers zéro ou l'infini. Si a·, — .y, .r
a
 tend 

vers zéro, le point y correspondant tend vers un point de A, si .r, — .r
2
 .r, 

tend vers l'infini, y tend vers un point de A,. Soient y", yl deux 
quantités arbitraires, il n'existe donc pas de point .<·,, ,r

2î
 hoi s de A 

et A, tels que 
y i=r?» .)s=ys» ys=<>,y4 = y04 

à moins que l'on ait= ce, -y\ — o. 
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Résolvons les formules par rapport à.u,, .e
2

, .r
s
 : 

^=7^ + ^]1 + ..., 

.r
s
 = r, H- £ v

s
y,' 4-

•ri — *vs /1 —Tj7~y-y·1 I ·* '· 3 —Λ/Γ"*'** * + · · · · 

Lorsque y
a
 tend vers zéro, a-, et ,t'

a
 tendent.vers l'infini, à moins 

que y
2
 ne tende vers zéro et y, vers l'infini. Nous arrivons à la conclu-

sion suivante : 
Le point o, y" appartient à A, si yj n'est pas infini et si y® 

n'est pas nul. Par contre, si y" = oc, y!] = o, le point considéré est un 
point singulier rationnel, au sens que nous avons donné à ce mot, et 
l'on peut prendre, pour transformation 3 = m (y), la transformation 

5.=.»** -s = yi.»7,+ r*?'* , z2 = y1 + p-1 3p y2 y331 : 

011 constate sans peine que Λ admet y
:
, = o pour pole et que 

• - ifl, t, ■·-■■■■ ν _ '-/'2 - . 

S. Etude d'un point on = o. — Supposons que, pour 

y
:
, — y » = ο, ~ s'annule, et que F soit de la forme 

F = y·. — v- — ay ; π-... o. 

Soit .cl la valeur de .v., telle que /,(.«■") = o, £'(.*·'!_!) = o et posons 
a\, = .e" -t- Soient 

y3 = 3- + (t ζ'Λ -\-.... 

y i — 3 4- /> 3- -+... 

les développements dey
;(
 et y.,, on constate sans peine que x — a —2b; 

formons les développements desy,· : 

_ .r, — .r2 .rs " 1 3 1 .v 1 —: ·*4 ; ~ 4- 7 o 3 4-. . . . 

y a "= (>*4 — -<4 >l4) (23 + 0(14 4-...), 
y3

 — 4- a 33 4-..., y4 — 3 4- 32 4-... 
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et réciproquement 

- — y\ -+-··· , 
>r3 — /1 + /2 J'4 " 7 "+" ô a y V · · · . -1 ο .1 

.r, -- xz ν, y; h— y2 )·νι ■+■··· 

Lorsque ζ tend vers zéro, y
{
 tend vers l'infini et y

2
 vers zéro; on 

constate, comme au paragraphe précédent, que le point y", y", ο, ο 
appartient à Δ,, sauf si y* = ce, y" = o. 

Dans ce dernier cas, le point est un point singulier birationnel et 
Ton peut prendre, pour 3 = u(y), la transformation suivante : 

on a de plus 
ci — „>'1 + 7.v2 J'v "> '·■!—.ri.r4 >z3 = y4 ; 

A ~ ?}'■. — 77 JV 16 8 1 ' 

9. Elude d'un pôle def{(x\). — Soit ./;0, un tel pôle, 

x2— Λ'ΐί ·+- y et f\ ( ./\> ) — — -h . . ., 

y, ety2
 deviennent infinis pour ζ — ο el le point y°, jy°, ce, y* appar-

tient à A, si y,' et y° sont finis. La transformation u est ici 

5|=.''Λ =2 = .lVV"i -a—\>Ί -H r
2
.V

:l
 1, 

et À — A, )'/, A, étant holomorphe. 

111. — Étude directe de 1ί au moyen de ses transformations 
infinitésimales. 

Considérons le groupe G délini par les transformations infinité-
simales : 

f(y3,r·.) — o, 

' 11 — ")— > ' V — J l 1— y a Ί— ' Y f — Y f — ' -ï _1_ . "·' 

* ,y - O·; +.»·«A < r<)]^ + » y,y,
 (
y- - r. jjr + ^ yyr -

et proposons-nous d'étudier ce groupe, 
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Le domaine Δ a pour équation γ., — ο, les seules singularités des Y,f 
sont les points où l'une des coordonnées r,, y*,y* est infinie, les pôles 
de A et les zéros de F,v Examinons successivement ces singularités. 

10. Poles de A. — Soit y", yl un pôle de A; en remplaçant y, 
par >-

3
 —y!J, on peut poser yl — o. Faisons sur A l'hypothèse sur 

vante : 
A = A,y~s, 

A, étant un développement de ra holomorphe pour y, = ο et dont le 
développement commence par le ternie 

A1 = 4p2 p2 

ρ désignant un enlier positif égal au moins à 2. 

Faisons le changement de variables : 

J.-—Γ -» ~ .. _ . />—1 .1. 

Γ
2

—/> ( C-J — I,;,) ' > 

»-.= 3ÎÏ 

1 

5. -.RI 

~ p-hi A > > y » Λρ ^ λ 

zs = y1+ p-1 3p y2y3-1 

Exprimons Y,, Y
2
, Y, au moyen des variables 3 : 

Y1f = z1 df dz2 + df dz3V 

ν , - àf 0/ z3 dz3 

\
3

C
T
 — (C

A -1 -A), 

> a -, - -, -, -τ- -, -a-ρ- - /. [Λ, ν—Γ" -a + Ρ3 Α, - -ρρ J 5.3,', 

^ a -a — j^/'Ά, 4- J -C.a 4-/>3[ 5|ί7* a-t ' =,5.^3^ν+ ^ . j ; 

Journ. de Math., tome IV. — Pase. I» ι«μ5. \ id 
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on en déduit que Λ= 3,)â. On constate sans peine que Y,, 
Y

2
, Y., ont leurs coefficients holomorpbes lorsque 3,= 3", 3

3
=3j, 

z{ = o. 
En effet, dans Yr

3
3

2
, le seul terme susceptible de devenir infini 

provient de j 3,3,'. mais comme le développement 

de A, est de la forme 

a1 = 1-p2 4p2 + a1z1 + 

le développement de ce terme ne contient pas de terme en 3, à expo-
sant négatif. 

La même remarque s'applique au ternie 

P~ / ,.·> ' (-i — -î-ι " -î^s) L 4P J 

de Yr

3
3

3
 si l'on se rappelle en outre que ρ est au moins égal à 2: 

comme ρ est un entier, A,(3'
t
') est 1111e fonction holoniorphe de 3,. 

Les coefficients des Y, /' soilt boloinorphes en 

ΛΙ,ί^ο. 3;,:=5°) 

et A n'est pas nul ; comme nous Pavons montré danslà première Partie 
à ce point correspond un point /«

0
(.r®, .ell, et- correspondance 

entre les.e et les 3 est biuniforme dans le voisinage de m
0
 et M0 ; en ///„ 

les j sont donc des fonctions rationnelles des .r. Lorsque le point y,, 
r

2
, l'a décrit un contour fermé entourant la multiplicité r

:l
 = o, les χ 

11e reprennent pas les mêmes valeurs, ils subissent donc une substitu-
tion τ de (g'), τ laisse invariante la multiplicité .r

2
 == a " cl Pou a 1. 

Dans les formules du changement de variables (y, 3), faisons 
3, = o, 3

2
 = 3Î|, 3

3
 = 3" ; on obtient r, — χ, y„ = ο, y

3
 o ; le change-

ment de variables précédent ne nous permet donc d'étudier G que dans 
le voisinage du point y, == χ, γ* — ο, ν

Ά
 — o. Nous allons montrer que 

le point (y®, y11, o) appartient à Λ,, excepté lorsque y" — x, r" = o. 
Le système différentiel qui définit une transformation du sous-

groupe Y,.,/est en effet 

dy, _ (ίγ> </>·3 <it y\yî + ~ *ΑΙ wr« ~~ -roi ~~ Jl" 



TIIÉOniR ANALYTIQUE DES GHOUPES CONTINUS FINIS. Q<) 

L'intégrale de ce système qui vérifie les conditions initiales 

T = Ο, yj = ̂ S, .V3=0, / = 0 
est 

Ji — J'î ·+■ O ·> )' = ΐ'3=θ, t — o, 

car ~ et ^ sont nuls pour/
3
 — o, alors que se réduit à 

(y20)2 1-p2 4p2qui n'est pas nul si y!!^o. La dernière équation / = 0 

nous montre que parmi les transformations du sous-groupe Y.,/ seule 
la transformation identique est définie. Un point pour lequel est 
différent de zéro appartient donc à Δ,. 

Supposons donc v!! —o, prenons pour variables y,, y? et 

,Y s Χ ζ > on constate par un raisonnement analogue qu'aucune trans-
formation de Y3

 n'est définie, à moins que y\ = oc. 
Siy" n'est pas infini, si y" n'est pas nul, le point y", j", o appartient 

a A |. 

11. Po/e de A d'une nature différente de la précédente. — Nous 
supposerons cette fois que 

A = A1 y3 2 , A1 = 1-p2 4p2, 

ρ étant un nombre fractionnaire ρ — ^·> faisons le même changement 

de variables qu'au paragraphe précédent, les coefficients Y, ne sont 
plus holomorphes, car, ρ n'étant pas entier, A,(3,) n'est pas une 
fonction uniforme de 3,. 

Pour étudier celle singularité, nous étudierons directement les fonc-
tions 3 des variables x. Ces fonctions sont définies en égalant à des 
constantes trois intégrales du système aux dérivées partielles 

(6) X,/+ Y,/:rzo. (1 = 1,2, 3). 

Posons Y8/= H ~ -+- η ~ 4- D'après un résultat classique, 

les 3 et les χ sont liés par un système aux différentielles totales que 
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l'on forme sans peine : 

(«0 

( χ, — x» xt )dzl-\~l dxâ = o, 
(.r, — λ·4.·ι·β)rf5-+ (.f83, —32)</.γ,4- (η — .r.wS)i/.r.,+ (.r.2;2—.r, 3,) (fx3 = ο, 
(.Γ,— X»Xz) (f"'3~\~ (ί'λ —^:t) (t'I'i-'r {ζ —·*':ι '·*) dx.,-r- (x* v

;>
—.Γ[ ) dx$—Ο. 

Prenons comme variables : 

v = z1 z2 1 q - z2 x1 1 q,*·· "· "=·* ·*··· 

Le système (ι i) prend la forme 

u dv 4- r du — A du 4- Β du·, 4- C f/.r3, 
de·., — A' </« -+r IV ί/.r, -i- C' (/.ίλι, 

f/3a~ AV// 4- BV.0,4-· C.V.o8. 

Les coefficienls A, 13, C, A', B', C, A", 11", C" sont liolomorpbes 
pour 

// \ Oj .< I J ρ »/ S xl a , v* Vg , «o;j 

si / J et zl ne sont pas nuls. De plus, les développements de Λ, B, C 
contiennent u en facteur et commencent par des termes du second 
degré au moins en u

y
 v. 

lin reprenant la demonstration do Β riot et Bouquet relative à 
l'équation 

χ y' — by — αχ14- c χγ -I- . . ., 

on établit sans peine que le système précédent admet une intégrale 
holomorphe vérifiant les conditions initiales précédentes et telle 

que - ne tend pas vers zéro en morne temps que //. On en déduit que 

D(t, ~:t) n'csl pas nu| au poinj considéré. 

Revenons aux variables y et .r; les y admettent tous les points 
( ./ ρ o, r") comme points critiques, elles reprennent la même valeur 
si le point u;,, x.

iy
 χ.

Λ
 tourne q fois autour d'un tel point critique. 

11 existe une substitution τ de (g') qui laisse la multiplicité λ·
3
 = o 

invariante et l'on a τ7'= ι. Il existe une substitution T, de (G) qui 
laisse invariante^ — o et l'on a Nous appellerons « points sjn-
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guliers de première espèce de G » les poles dé A de l'espèce précé-
dente. 

12. Élude (Γαη point où = ο. — Fn opérant sur y
3
 et une 

transformation birationnelle convenable, on peut supposer que les 
seuls points singuliers de la fonction y,

K
(y

3
) définie par F = ο sont les 

points où F'
v<
 est nul, F'

Vi ne l'étant pas, ainsi que F"*. Soient 

y3o, y·, ~ ο 
un tel point ett 

i' — y*—— «y.?-t-...= ° 

l'équation de ;)ii. Nous supposerons que À admet le point γ
Λ
 = ο 

comme pole : A = A,^4 avec 

1 ~~ ι C 8 " 3 3 a 

On démontre, comme au paragraphe 10, que le point ο, ο 
appartient à Λ, t-i y\ φ χ, y\ φ ο. 

Pour étudier le point y\ — ao, y" = ο, y\ — o, faisons le change-
ment de variables birationnel 

y I V| , J\> Z» v3, V.f v:i, 
ou 

-I —,Vi *+· T.Va.'V» -« ·— y%J'\ » ->3 — .Η-
θη en déduit : 

ν /·- ν /·- - + - °J dz1 dr1 dz2 

^ Λ "·3 -- ~-d ( Η ) avec λ ( 5;, ) — — - Η- y- J;, -Η..., 
puis 

*»"~s'+*·"· 

Y
 :l

 ·.). c, -H c
s
 Ζ.

Λ

 1 |^λ -h - J · 

Fn vertu des hypothèses faites sur A, et du développement de λ, 
ces coefficients sont holomorphes pour s

:
, = o et Δ n'est pas nul si z.> 

ne l'est pas non plus. 
Le point singulier considéré est birationnel, il n'engendre ni trans-
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formation de (g7), ni transformation de ((!). Nous l'appellerons 
« point singulier de seconde espèce ». 

15. Ktudions maintenant le cas où /
9
 devient infini. Nous suppose-

rons que le développement de A dans le voisinage de ce point est de la 
forme A = A ,/7*. 

On reconnaît que le point/®,/", ao appartient à Δ, si /J et /" sont 
finis; lorsque /,, /

2
, /., sont infinis, on fait le changement des 

variables 
=1 = .ri,"1, -ΐ-νος'.z1 = y1+y2 yu3-1 

et l'on obtient 

v r- 2L ■ ν /·- -ÊL + - ÈL dz2 dz2 dz3 

*''=->*£;
 +

 "'
s
'df.

 + (5î + A,
"
5)

35· 

Le point considéré est un point singulier birationnel comme le pré-
cédent. 

• I i. On reconnaît, comme au paragraphe 10, que le point/® = :c, 
/J = ao, /" est un point de Δ,, sauf si/® est infini ; c'est alors le point 
étudié au paragraphe 15. · 

15. Elude de Δ en un point, répudier 

Δ=—fi. 

On vérifie sans peine qu'en un point singulier de première ou deuxième 
espèce, l'équation Δ = ο équivaut à /

2
 = o. La multiplicité Δ a donc 

pour équation 
η = °· 

Formons Y,, Y
a

, Y
;1

, c'est-à-dire faisons /2= ο dans les transfor-
mations infinitésimales Y : 

Y /■- {1 df dy, 

Y /- {1 df dy1, 

ν / ·> àf dy1 df 
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Il résulte de là que les déterminants du second ordre de Δ = ||η,·Α|| 

s'annulent pour y., = o. Le groupe G a pour trajectoires les courbes 

Q. ^ r. = o, r
3
 = const. De plus, aucune transformation de G n'est du 

second ordre en ce point. Notre groupe G vérifie bien les conditions 
imposées précédemment. 

16. Etude des singularités des fondions y. — Ces singularités 
sont de deux sortes : 

a. Les points m
0
 (x", x", xj) tels que, lorsque m tend vers m

0
, le 

point M(/
n
 v

a
,χ

λ
) correspondant tend vers un point singulier 

de G. Nous les avons déjà étudiés. Lesy sont des fonctions algébroïdes 
des .ν en m0. 

β. Les points m
0
 tels que, lorsque m tend vers m

0>
 M ou M

0
 n'a pas 

de limite ou tend vers un point de A,. Ce sont des points singuliers 
essentiels des y. Nous allons montrer que les points singuliers m

0
 sont 

les points de l'espèce L' pour lesquels x._, appartient à un certain 
ensemble; en d'autres termes, ces points engendrent une multiplicité 
analogue à un cylindre dont les génératrices ont pour équation 
x.» ='const. 

Nous avons vu que les équations finies des sous-groupes (Y,), (Y2) 
étaient Irrationnelles : * 

(V.) Λ — =/3, 
(V,) .)■ r—/8 = /3· 

Les équations des sous-groupes correspondants de g sont : 

( X [ ) X ( t\ Χ·> + X'l > X« '<· ·>! X X 3 + t\ , 
(X,) x', = x, χ

2
 = λ\>, χ\ — χ

ζ
β*\ 

Soit donc m
0
(x", x

2
, xj) un point pour lequel les yt sont holo-

morphes, soit yf—ffx*, a?", xj). Le point m,(x1,11, x°, x
3
n) où 

a?1,", a?(
3
l> sont quelconques est le transformé de rn

0
 par une certaine 

transformation t du sous-groupe (&·,), (#·>). Comme la transforma-
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tion Τ homologue de t est linéaire, il résulte de 

f(Lc)^z T/(.c) 

que les y
#
 sont holomorphes en ///,. 

De même si m
0
 est un point singulier essentiel, il en est de même 

de//?,. c. q. r. η. · 
Nous allons utiliser le résultat précédent pour démontrer un 

théorème annoncé (i1*® Partie, Chap. IV, £ 14D· 

17. Thkohk.mk. — Etant données une transformation distinguée Τ, 
de G et une Irons formation, non distinguée Τ de ce même groupe, 
il existe un contour fermé Γ, tel que lorsque M décrit \\ te point 
M' = TM subit la substitut ion T,. 

Ainsi que nous Pavons vu, il existe un contour fermé c de l'espace E' 
tel que lorsque m décrit c, le point homologue M subit la transforma-
tion T,. Soit c, la projection de c sur le plan t'1; tout contour c' 
qui se projette sur ce plan suivant ?·, possède la même propriété que c. 
Soient ///„ et m'

n
 deux points appartenant respectivement c et à c' et 

ayant même coordonnée ,ca, soit //Je segment de droite m
0

m[r Le 
contour fermé m

0
cm

0
 dnif'm'^ dm

0
 tracé sur le cylindre C de base <·, 

de génératrices = const, peut se réduire à un point par une défor-
mation continue sans quitter 0 et sans rencontrer de point singulier 
des fonctions y = /(.i·); lorsque /// décrit ce contour, M revient donc 
à sa valeur initiale; comme d'autre part M subit une substitution 
linéaire lorsque m décrit d, M subit la même substitution T, lorsque m 
décrit c et c.'. 

Soient t la transformation de g homologue de Τ, γ le contour trans-
formé de c' par Supposons un instant que γ n'entoure aucun point 
singulier des fonctions y — /(·*Λ, le contour homologue Γ est fermé 
et lorsque /// décrit γ, M décrit Γ, m' décrit c' et M'=TM subit la 
substitution distinguée T,. 

Le contour γ n'entourera aucun point singulier de / s'il en est de 
même de sa projection γ, sur le plan ,r'

0
 . Or on peut choisir c' sur c 

de façon que γ, soit un contour y
a
 donné à l'avance. Soient, en effet, 

(c») .«·ι=/(5), (o<0<0, 
(7·>) -*■·» = (O<0<I) 
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les équations de r, et γ
η

 et 

, h:vs , ''''s ,i b 1 t\r3+</ ' ** <\rs-t-f/ ' ':t c,i'3 + f/ 

celles de Ρ1. 11 suffira de prendre pour .u, (0) et .r
;
,(0) des fonctions 

vérifiant 

#0v «'.»·,(0) ■+- d/(0) Λ',(e.r;t(9)V^ * 

La courbe /·' : |.r,(0Y, /(0), .r
a
((D| est tracée, sur 9 et sa transfor-

mée par a pour projection γ
3

. 11 suffira de prendre pour γ
3
 un con-

tour à l'intérieur duquel / est holomorphe et d'y appliquer le raison-
nement. e. q. ν. n. 

18. Recherche du domaine fondamental P. — Ainsi que nous 
l'avons vu, les points singuliers se répartissent sur des lignes singu-
lières d'équationy

lt
 — const, ail. a pour équation F( >'

;t
, >·») = o, soit 

A la surface de Rietnann correspondant à cette relation. Du point de 
vue de la connexion linéaire, on peut se représenter 0)l' comme un 
cylindre ayant pour base A et dont les génératrices ont pour équa-
tion 

y3 =consl., ,.r* — const. 

Soit donc C une coupure tracée sur A rendant A simplement connexe 
et tel que tout contour fermé se coupant par 9 puisse se réduire à un 
point sans rencontrer de point singulier de première espèce. La 
variété σ à cinq dimensions engendrée parles byperplans v

8
 = const., 

y, = const, issus des points de s réalise sur oil' la coupure exigée 
(a* Partie, Chap. Il, £ Λ). 

L'homologue de ca dans l'espace E' est la frontière du domaine fon-
damental Ρ des fonctions y; les variétés ya= const, ont pour homo-
logue les variétés a\> = const, de E'; donc, le domaine Ρ est forme des 
points dont la projection sur le plan des est intérieure à un certain 
polygone II. 

Remarquons que, pour u·, = .ra — o, g' se réduit à .r, = * 

19. Recherche des conditions d'uniformité des fonctions y. — 
Journ. de Math.. tome IV. — Fnsc. Γ. ι«):>Λ *4 
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Gomme nous Pavons montré, si les transformations de G sont uni-
formes, les y le sont aussi. Il serait intéressant d'établir directement 
les conditions d'uniformité des transformations de G, car ces condi-
tions convenablement généralisées permettraient de définir sans diffi-
culté des fonctions de plusieurs variables qui généralisent les fonc-
tions kleinéennes. Cette question est du reste liée à la recherche 
des substitutions fondamentales de (G). 

20. Genre zéro. — Supposons la relation (;>) F( v
u

, )'
Λ
) = ο de 

genre zéro. Par transformation biralionnelle, on peut supposer que y
 v 

est une fonction rationnelle de y., et ne considérer que y
3

. Supposons 
que G ait dans le plan y

;l
 η points singuliers de première espèce cor-

respondant aux valeurs />,, p», ..., p
n
 du nombre p. 

Si les p,
t
 ne sont pas des entiers, à chaque point de première espèce 

correspond une substitution de (G). Nous n'avons pas pu démontrer 
que ces substitutions constituaient un système de substitutions fonda-
mentales de (G). Si cette proposition était établie, les conditions 
d'uniformité des y en découleraient immédiatement, car si l'on sup-
pose les p/, entiers, les substitutions considérées de (G) se réduisent 
toutes à la transformation identique. 

Supposons les ph entiers, ( »■') admet η substitutions fondamentales 

polaires, si l'on lait .r, = .r
3
 = o, (g') se réduit à un groupe kleinéen (g') 

2u1 
dérivé de η substitutions elliptiques de multiplicateurs r''h

t
 ce groupe 

(if')'est discontinu dans une certaine région & du plan des u\<
}
 ainsi 

que Poincaré l'a établi. 
Soient 11 un polygone kleinéen de (gf), Ρ le domaine de l'espace K/ 

dont la projection sur le plan a\, est II. De la discontinuité du 

groupe (g') engendré par 11 résulte la discontinuité du groupe (g') 
engendré par P, donc l'uniformité des fonctions y. 

Dans ce cas, G est formé de transformations biuniformes qui corres-
pondent biuniforinémcnt aux transformations de g. 

21. Genre quelconque. — Supposons la relation (5) de genre N. 
Rendons Λ simplement connexe comme l'a fait Riemann ( Abelschen 
Funktionen, § 7); on forme ainsi aN coupures />

2
,aN 
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b
s

\ à.ces aN coupures correspondent 2N substitutions A,, B
n

 , 
A

N
, Bn de (g')» Soit 

(-) 

— («—/β)'<Ί —«|3(ι — /).ra %l 1 ( 1 — Ο .RS ■+■ « t — Β ' 

'*s~ (1— t)A\-\-y.t — β * ' , (Α — /Β) .RS— ΑΒ(Ι — T) 

U 3 ( 1 — t ) .RÂ 4- Α t — Β (ι — t) .t'i -t- (cf. t — β) .t'a 

une substitution de (#'), nous désignerons t sous le nom de multiplica-
teur de (τ). 

Cela posé, nous considérons successivement les cas suivants : 

i° Les multiplicateurs de aN substitutions A,·, B, sont réels. Le 
groupe (g') est alors un groupe de la première famille de genre N; il 
est discontinu et les y sont uniformes. 

20 Les multiplicateurs des Ν substitutions A,, Aa, AN sont 
2U1 

réels, ceux des substitutions Β-, Ba, ..., BN sont respectivementep1, 
iTU 2 Ki 

c'% />,, ..., ps étant des nombres réels. Il est facile de voir 
qu'après une circulation du point m autour d'un point double de B, 
les y ne reprennent pas la même valeur si p

t
 n'est pas entier; on con-

naît donc Ν substitutions de (G). Si p
n
 ..., ρN

 sont des entiers, {g') 
est un groupe kleinéen de deuxième espèce, si p

t
 = = .. . = />

N
= 1, 

(g') est de première espèce et de troisième famille. Dans ces deux 
derniers cas, il est discontinu et les y sont uniformes. 

22. Pour terminer, donnons l'exemple suivant : 
Considérons l'intégrale elliptique 

dE V4E3-27y(E +1) 

Soient ω, (y) et o>
a
(y) deux périodes distinctes et .5 : = ̂ ,/est 

une fonction modulaire de r : y — 0 (z) ; si nous prenons f\ (.ca) = o(A*â) 
etO(.r

a
) = yV(.r

a
), nous obtiendrons le groupe G dont les transforma-
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lions sont uniformes : 

γ àf γ ,_àf <if dy1 dy1 dy2 

. . _ Γ ·> ι S J 4^ «_ " 0/^ a. — « } ■ [4^— ι y H~ 9 ν· ι/,/, ;î— i) <>y, 

4- 2 Vi » a -f- — Vs -J- · 


