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JOURNAL 
DE 

MATHEMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur le dernier théorème de Fermât; 

PAR LÉO\ POME Y. 

I. Introduction. — D'après ce célèbre théorème, il serait impos-
sible, pour tout degré η supérieur au second, de satisfaire par des 
entiers .<·, v, 3 non nuls à l'égalité 

,v" = y" -H z". 

Connu déjà des Chinois et des Marocains dans le cas le plus 
simple (// = 3), ce théorème fut formulé par Fermât, qui assura 
l'avoir démontré. Mais aucune démonstration générale n'en a encore 
été publiée, bien qu'il ait fait l'objet des recherches de très nombreux 
géomètres, au premier rang desquels 011 peut citer Fuler, Legendre, 
Abel, Sophie Germain, Lejeune-Dirichlet, Lamé, Cauchy, Liouville 
et Rummer ('). On sait d'ailleurs qu'il suffirait de l'établir en suppo-
sant η premier et .e, y

:
 ζ premiers entre eux deux à deux. 

(l) On trouve de multiples références bibliographiques et renseignements 
historiques dans Y Encyclopédie mathématique ( Théorie des nombres), les 

JourtJ. de Math., tome IV. — Faec. I, içjaà. I 
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Admettons alors, η étant premier impair, que — par impossible·— 
il existe (rois entiers x{, .r2, .r, premiers entre eux et Jo satisfai-
sant à 

(0 .Γ;-γ.Ι"! + .(·3'--Ο. 

Nous nous proposons, dans cc Mémoire, de déduire de cette hypo-
thèse diverses conditions nécessaires, sans lesquelles l'équation (i) est 
effectivement impossible. La plupart des résultats auxquels nous 
allons être conduits ont été résumés dans une Note des Comptes 
rendus de Γ Académie des Sciences ('» décembre 1920, p. 1187). 

Nous les exposelous d'une manière aussi simple et concise que pos-
sible, sans d'ailleurs être obligé d'avoir recours aux méthodes et aux 
critères de Rummer. 

Nous aurons à distinguer deux cas suivant que ,r,, r
2

. ,r
a
 sont pre-

miers à η (premier eus qu'on pourrait appeler cm* de S. Germain) 
ou que l'un de ces nombres, soit est divisible par η (second cas), 

2. Formules fondamentales, — Les indices i,j, Λ étant distincts et 
pouvant prendre indifféremment les valeurs 1, 2, 3. posons 

(i) l j -V \,, 

(,>) ρ — ^ .r<=z -----i = 1 i=3 :~Xf— \,\ 

V s,.,·.<>=·.-·-'—IV-,, ·<·<> - · (.r, ·+- .<·, Γ — .1·" — . .1·" J- ,rï 

Rappelons d'abord quelques formules fondamentales, ou a,, z> 
désigneront certains entiers premiers entre eux et avec et ν un 
entier ^ 1. 

THÉORÈME L | Legendre ('), Abelj. — Dans le premier cas, les 

OEucres de Termat, éditées par P. Tannery et Cl». Henry (particulièrement 
Totue IV)» VIntermédiaire des Mathématiciens [12 (igo5). p. M], le ΩαρροιΊ 
sur la Théorie des corps de nombres algébriques, de HILBKHT (traduction de 
MM. Got et Levy), etc. 

(L) LKIÎKNDKK, Mém. de Τ Ac. des Sc.. de 18a3. — ABKL, Lettre à Holmboe. 
du a'i juin 1S20 ( (itùirrcs. -y édition, t. Il, p. ad»)· 
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nombres Α;,· ( /' = Ι, 2, 3) vérifient des relations de la forme 

(S) Χ,·^<. 
(9) l'Uv. ·«·*) = <«7· 
(ι ο) ·'·/ — — «>-:<· 

THÉORÈME I bis (ici.). — Dans le second cas, a\> CI ,ι·
:
, vérifient des 

relations de même forme que les précédentes (avec i —2 ow 3); 
mais, pour χ

 n
 ces relations deviennent 

(8') Χ,:" W"v-1 «{', 

(9') P(>rs· a'3) = "A* M 
(io') .r,— — /iva,^|. 

THÉORÈME II (Legendre). — Dans les deux cas
}
 ρ est de la forme 

(ιι) ρ — n'ax asaso. 

5. ÉNONCE DE QUELQUES LKMMES. — Nous avons retrouvé ces résultats 
avant de connaître les travaux de Legendre et.d'Abel par les considé-
rations suivantes : 

a. Pour démontrer les théorèmes l et I bis, nous sommes partis de 
l'équation 

(*>) χ" = — X,-l'(-<> ·<'*) 

équivalente à (1) et avons utilisé les lemmes suivants : 

LEMME A. — On a Γ identité 
η - 1 

( 6 ) V(xj, a?
k
.) — \f Κ (.l'y, xk ) ■+· v{— Xj .r< ) -

avec 

R(.,„ ,t) = + a(_ .~h-Î < s ~n-\ . ,, . 3 

COROLLAIRE Β. — Du moment que X/ ESI premier avec χ jXk, le plus 
grand commun diviseur de X, et de Ρ (Xj, x

k
) est 1 ou n

}
 suivant 

que X, est premier ou non à /i, et dans celte seconde hypothèse 
Ρ (χ,, x

k
) η est d'ailleurs divisible que par la pt ornière puissance 

de n. 
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Observons en passant que ce corollaire Β entraine cette proposition: 

LEMMK G. — «S/ le binôme x" -+- x". est divisible par /P, Χ, Γ es/ 
par nl 1. 

h. Quant au théorème //, nous Pavons démontré d'une première 
manière en nousappuyant sur une des relations Q>), savoir/) = .c,-+-X, 
et sur les théorèmes I et l bis, et d'une seconde manière en nous 
appuyant sur l'équation suivante, conséquence de (ι) : 

C) /»M —Χ,ϊ — /<.r,.r
A
\\Syr,. .ΓΑ) —ο. 

ainsi que sur ce lemme 

LKMMK D.— Du moment que le nombre X, est premier avec XjX <, il 
Γ est aussi avec S(.R,, xk). 

Nous ne nous étendrons pas davantage ici sur tous ces prélimi-
naires. 

i. Arvur.s CONDITIONS NKOKSSAIKKS. — Bassons à des résultats que 
nous croyons nouveaux. 

Premier cas. 

TIO.OUKMK 111. — Dans le premier eus, Ν étant le même exposant 
(11) (ju au théorème //, les nombres x( doivent satisfaire aux trois 
congruences 

(m) S( Xp xk ) ΞΞ: ο ( moil te λ (j\ k~\, ·>, ο ) 

ο//, ce qui revient au même, aux congruences 

( 13 ) ( χ j 4- xk )" — x"i — x% == ο ( mod wV-1 ). 

En effet, en vertu de (3s) et du théorème il, on a 

04) Χ,ΞΞ — χi (n)od/)v). 

d'où 
\" :ΖΞ. — χ" (mod/)ν·+1 ), 

ce qui, en vertu de (1) et (al, donne bien (10), et, par suite (12), en 
vertu de (4 V C.Q.F.D. 
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Autre démonstration. — L'équation (7) en fournirait une immé-
diatement. 

Cas particulier. — En se bornant à v = i, on retombe sur un 
énoncé employé par Legendre et, pour η = 197, par M. E. Maillet. 

Mais on peut aller plus loin, car ν doit en réalité, comme on va le 
voir, être > 1 et même > 3. 

THÉORÈME IV. — Dans la premier cas, H faut que Ν soit £; 2. 

En vertu du théorème 1, la congruence (ι.'ι) nous donne 

a ni= — .17 (mod«v) 

ou, par application du théorème de Fermât, 

( 15) a,· — .17 ( mod η ) 

et, par élévation à la puissance «, 

(id) — (mod/is); 

d'où 
ia" = — - ,r" ΞΞ ο ( mod η-). 

Or les formules (8), (3) et (ι Ο conduisent aux égalités 

la" — IX,—ap = 2nva1a2a3p 

Puisque la" est divisible par /r, ν doit donc bien ctre >2. 

C. Q. F. D. 

Autre démonstration. — Une seconde démonstration peut être 
fondée sur l'équation suivante (où σ = Σα^ : 

σ''— na{tij-b αΑ.)α,·$[σ. — (</y+- "Ο J 
— naJai

i
-(Uj-\-Uk)b{aj. <η·) = ?.ι^α,αμ^.ο, 

laquelle est une conséquence de la relation (11) du théorème II. Il 
suffit alors d'observer que σ et S (tfy, af) doivent évidemment être 
divisibles par n. 

THÉORÈME V. — Dans le premier cas, il faut qiion ait 

xtt— U7 ΞΞΟ ( mod η* ). 



() Γ.Ι·: ο Ν ru μι: γ. 

lin effet, celte congruence s'obtient en retranchant membre à 
membre la congruence (iù) — où l'on fait ν = 2, d'après le théo-
rème IV, — et la congruence (ι G), où Ion remplace α

Ί
 par X,·. 

*>. Autre mode de démonstration.. — Indiquons encore une autre 
voie qu'on peut suivie pour établir les théorèmes IV et V. L'avantage 
de cette nouvelle méthode sera de nous conduire plus loin à une 
extension. 

LKMMK VI. — Dans le premier cas, tous les facteurs premiers du 
nombre g,· (/ = ι, 2, 3) sont de la. forme 1 H-2 χ /Λ λ avec γ^ι 
(λ étant un entier). 

lin effet, tout facteur premier ρ de g
t

- divise P(.r,·, xk) | d'après 
l'équation (9) du théorème l]; donc il divise x" mais est premier 
avec α.{, c'est-à-dire avec (.r, -t- .rA). Donc, d'après un théorème connu, 
ρ est bien de la forme 1 -h 2k/t. <:. g. r. n. 

COROLLAIRE VU. — Dans le premier cas, si Γ
0
 est le plus petit des 

exposants γ relatifs à »·„ on a £*,·=== 1 ( mod ηΛΑ avec α,^γ
0
 > 1. 

En effet, la valeur absolue de g, est, d'après le théorème précé-
dent, de la forme 1 -+- 2K.,·/*"· (avec α,·ϊγ«2 ·); ^où ©/===— 1 (m°dwx«)· 

D'ailleurs l'égalité (10) du théorème I et la congruence (i5) du 
théorème IV donnent a, = «,£',· (mod // ) ou ρ',^ξξϊ (mod η). On a 
donc bien 1 (mod n*>)· c. Q. r. n. 

THÉORÈME IV bis. — Dans le premier cas, si Α est le plus petit des 
' trois nombres A,, il faut que Ν soit X y. -H 1 (donc Ν ^ 2). 

En effet, en portant dans la formule (10) la valeur de «·,· du théo-
rème précédent, 011 a ,17= — α

Ί
 (ι 2K,-/ia«). D'où x"= — a" 

(1 -4- 2.1υ,·>Λ" -+- mull. /Λ"-) et, par conséquent, 

(17) ΞΞ — X,· (MOD/Ι
Α

.
+1

)· 

D'où ο~ΣΧ, (modwa":0; donc [formule ('5) du paragraphe2] 
2ρ est divisible par ηΛ" Donc, d'après la formule (11) du théo-
rème II, ν est îia -+- 1^ 2. Le résultat ν ^2 est ainsi démontré pour la 
troisième fois. e. g. ι·. 0. 
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TnKonfcMK V bis. — Dans le premier cas, il faut que pouri — Ι, 2, 3 

on ait ,ν] — α·,~ο ( mod /è#+l ) (avec α 4-1 ■= 2). 

lin eiîet, celte congruence s'obtient en retranchant membre à 
membre les congruences (14) (du théorème 111) et (17), puisque le 
module tC de (14) est, d'après le théorème précédent, au moins égal 
au module //a+l de (17). ο, ν. n. 

(>. Extension des quatre derniers théorèmes. 

IJF.mmk VI bis. — Dans le premier cas, tous les facteurs premiers 
des trois nombres g

t
 sont de la forme 1 -+- 2 /dλ avec γ -

=
' 2. 

lin ellct, tout facteur premier ρ de g,· divise a*" -4- x'I mais non 
a·,-h x'k— V, (c'est ce qu'on a déjà constaté au lemme VI). 

Or on a | équation (2) et (8)| 

a-V-H a-, — X/. — aï . 

Donc ρ divisant g, el par suite r, | équation (io)|, on a 

.r,·-- a'ï (mod o); 
et de même, 

■ l a, .n 

Par conséquent ρ divise a"'-h a"' mais non aï-+- a", ni a fortiori 
ak -4- Uj. Donc ρ = 2 λ m2 ■+■ 1. e. y. ν. n. 

lin tenant compte de cette proposition, les énoncés du corollaire VU 

et des théorèmes IV bis et V bis deviennent ipso facto (sans autre 
démonstration) : 

COUOU.MUK Vil bis. — Dans le premier cas, pour chaque gh 
on a 

£,·-£·! (mod //*··) avecai= 2. 

THÉORÈME IV ter. — Dans le premier cas, sia est le plus petit des a,, 
on a 

v>« + i>3, c'est-à-dire - .r, — ο (mod//3). 

THÉORÈME V ter. — Dans le premier cas, on a 

.ejf — ,r, :ο (mod //αΜ) avec a -f- ι o. 
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(bmsèqucnce. — Dans ces conditions, le théorème 111 peut 
s'énoncer : 

THKOUÈMK ÏLL bis. — Dans le premier cas. on doit avoir 

(x, 4- ·Vj )" — cv" — — ο ( ni od η1 ) 
OU 

S (.Γ/. Xj ) ΞΞ Ο ( 1110(1 /I3 ). 

Ces trois derniers théorèmes (IV ter, V ter, III />/.9) paraissent être, 
en ce qui concerne le premier cas, les plus curieux de ceux que nous 
avons trouvés. Les théorèmes λ bis et Y ter ne sont pas évidemment 
sans faire penser aux. conditions nécessaires bien connues de 
MM. Wieferich et Frobenius (2"—i~o, mod ri-) et de M. Miri-
manoiï (d""-1 — 1 = 0. mod rr), conditions qui ont. il esl vrai, été 
obtenues par ces géomètres en s "appuyant sur les critères de 
Κ u mmer. 

7. T/u;orèmes analogues pour \, et a,. — D'autre part, si Γ011 rem-
place u.·,· par— qui lui est congru (mod n'A, ou par — U; qui lui 
est congru (mod /r), les théorèmes l\ ter. Y ter et 111 his relatifs aux 
nombres m, conduisent immédiatement, pour les nombres \, et </,·. à des 
propositions analogues que nous résumons dans un seul énoncé : 

Tiir.oui'.MK YLLL. — Dans le premier cas. les trois nombres a, 
doivent satis faire aux congruences 

ΣΧ, -: ο (mod /i3). 
i<7/=no (mod n'2). 

Χ" — \,ο ( mod /r"), 

a'/ — <1, —- ο (mod />■). 
(\, 4- \ j )" — Χ," — Χ" Ξ.- ο ( mod //''), 

{α, (//)" — α'· — <t" ^ ο (mod /*3). 

Autre forme des théorèmes lTr ter, J ter et III bis. — On peut 
donner à ces théorèmes une autre forme en introduisant les deux 
nombres u et ν qui sont tels qu'on ait 

χ.,χιιι·χχ et .ν·Λ2Ξ2\\νχ (mod a3). 
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11 faut que les nombres A*,, u el C satisfassent aux congruences : 

ΎΙΙΓ.ΟΙΟ.ΜΕ IV : 

ι -F- // + Ι'^ΞΟ ( mod η'·1), 

THÉORÈME V : 

,r" — .r _:ο, ιι"— //= υ. — c _= ο ( ιηυιΙ /Is). 

THÉORÈME III : 

(I-)-//)" — ( I -Ι- //") ΓΞ Ο, ( I -I- Γ)" ·-- ( I -Ί-|·")~0. 

{ II !- »·)" — ( II" ■ ! · Γ" ] Λ Ο { lit Oil //'). 

' i\ous allons montrer sur ([ueb|ues exemples (// = 3, 5c>) connuenl 
les théorèmes IV ter, \ ter el III bis ( ou III ) peuvent permettre de 
prouver l'impossibilité de l'équation (r) dans le premier cas. 

Nous indiquerons ensuite une méthode assez générale fondée sur les 
théorèmes IV, V, III (seconde forme) pour s'assurer de l'impossibilité 
de (\) dans le premier cas; elle est sans doute susceptible de perfec-
tionnements; faute de temps, nous nous contenterons de l'illustrer par 
quelques exemples (n = 3, ;>, 11, 17, *20, 29), où la vérification se fera 
en un instant. 

S. ÀIUM.ICATION RES THEOREMES IV ter, V 1er, III Ins. --· \ouvefles 
démonstrations de Γ impossibilité de {1 ) dans le premier cas pour 
η = 3, ο, oc) : 

Les conditions uécessaiïes fournies par ces trois théorèmes s'ex-
priment par les congruences suivantes [ où le symbole ((/is)) désigne 
abrévialivement mod«31 : 

(1) {{»*))> 

(■?.) ((·/<;,)), 

(3 ) (074- .<·, )" — Λ-'} — x'i = ο ((/*■· )), 

ou 
S(.r,·, χ,,) ΞΞ Ο ((/ιΛ)). 

Appliquons-les à ces exemples-ci : 
Journ. de Math., tome IV. — Faso. I, îyjô. 2 



to Ι. Κ Ο Ν POMKV. 

η = 3. 

Premier procède. | Kmploi do la congruence (3) seule |. — 
S
3a?,·), étant égal à ι, quels que soient.r, el .r,·, ne peut pas 

être ==o ((w3)). Donc.... 

Deuxième procédé. | Emploi des congruences {ι ) et (u).| — (Iliaque 
nombre .r, étant par hypothèse premier à 3 est de la forme ε,· 4- 3 Κ, 
(ε

{
 = ±ι). Donc pour satisfaire à .cj-.iy^o^//3)), il faut que 

K, --· niult.3a. Mais alors la congruence (ι) : I.c,==:o((//.")) est visi-
blement impossible, à moins que Γ un des ε,· ne soit nul. e. o. r. a. 

η 5. 

Premier procède. |Emploi des congruences ( r) et (3).| — Chaque 
nombre xh étant premier à est de l'une des deux formes 3 Ιν,-t- ε, 
ou ."iK/+ 2ε,(ε,· = ± i). Or la congruence (^i) n'est évidemment pos-
sible que si les trois nombres r, n'appartiennent pas simultanément à 
la même de ces deux formes. 

11 faut donc que l'un, .r, par exemple, soit de la forme Γ>Κ, 4- ε, el 
un autre, que nous appellerons de la forme οΙν

2
4-2ε.., le troisième 

pouvant être indifféremment de l'une ou l'autre forme. 
D'autre part, on a ici S

5
(;c,, .v.,) — (,c, 4- .r

a
)' La con-

gruence (3) impose donc comme première condition que 

(s, -i- — ε, χ '.^ε. 

soit divisible par ο, ce qui est impossible | puisque ^ε, -h 2ε.Λ" est égal 
à ι ou 9 suivant les signes de ε, et ε

2
, et que le second terme vaut ±2|. 

e. o. r. a. 

Deuxième procédé. | Emploi des congruences {ι ) et ( 2 V | — La con-
gruence (1) impose, 011 vient de le voir, qu'on ail par exemple 

.<·) - <)Κ, -f- ci, .Γλ ;> l\4- ■.?c2, 

.r
s étant soit jΚ4- ε

;1
. soit "i K

;
, 4- 2ε

3
. 

D'autre part, pour satisfaire aux congruences (2), il faut que 
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.rj — ι el .cl~ ι soient divisibles par 5'; donc lv, doit être 
divisible par à-, d'où .r, — ε, + 53Λ, ; en outre, xl — ι étant égal à 
(x

2
 -h ι)( Α·ο — ι -h i), il fa lit qu'on ait x\ -+- i:-^o((:>a)), c'est-à-dire 

:)K; -t- /|ε
2

1ν
2
 +■ ι ==o((5a)), et par suite /|£

a
K

a
-h ι == ο(('»)) ou 

K
s
=~ £._,(inod 5). 
lin conséquence, χ.

Λ
 ne peut être que de la forme .)K

;
, + s

;t
, car il 

devrait alors (comme être de la forme 53/, -t-î:, d'après la 
congruence (a), et la congruence (ι) exigerait qu'on ait ε, = ε

3
 = — ε

3 

et K
3

.._:-:o, ce qui est incompatible avec Κ. = ε3. 
lîn outre ,r

:
, ne peut pas non plus être de la forme :)K

;1
+ aî

a>
 car 

dans ce cas la congruence (1) devient 

( .V1 Κ ι -ι- £,)-»-( .*> Κ, ·+· ·>. · 2 ) ι- ( .*> Κ-ι- ·>. ê;i ) = ο ( moil 5:< ), 

ce qui entraine ε, == ε3 = s., cl ε, -t- lv. K
:i
 ~o. Or cette congruence 

est impossible, puisqu'on doit avoir, en vertu des congruences (a), 
K2 = E2 = et K3 = E3= E1. 

Donc ne peut être premier à n. o· v. I». 

η -- 59. 

Emploi d'une seule des congruences du théorème III. — Happe-
Ions que, d'après M. Arwin ( Acta mathematica, t. 4*2, 1920, p. 190), 

si /1 est égal à 5q, la congruence 

( I -1- Il )" — t — II" ~ ο 

a des solutions quand on prend nr pour module (ce qui empêche de 
pouvoir appliquer à ce cas le critère de Legendre), mais au contraire 
n'en a aucune si l'on prend η3 pour module. 

Tenant-compte de ce résultat, on en déduit qu'a fortiori il n'existe 
pas de solutions pour le module n\ ce qui nous su Hit pour conclure 
à Γ impossibilité de l'équation = ο dans le premier cas. 

9. APPLICATION DES THÉORÈMES IV, V, VI. - Ceux-ci expriment, 
comme nous l'avons vu, que (1) est impossible dans le premier cas si 
l'on ne peut trouver des entiers a et 0 de la forme 

a -h bn -h en- (n, b, c < n) 



12 I.ÉON POME Y. 

satisfaisant aux congruences 

(ι)' I -I- Il »' — Ο (( /<:Ι)Ϊ. 

(Ό' h"—tt '—υ, r"~ Γ ·.— Ο (("'')), 

^ \ (.l-t-c)" 1— Γ" m ι» (Λ"'^)· ^ (» + i'V'- tt"—r".-j=;i), \- u)"—ι -- /i" .s ο, 

MÉTHODE Γ,ΚΝΚΚΛΕΕ FONDÉE SOU PES CONC.U FENCES. — Youvelle démons-
tration de Γ impossibilité pour // = 3, η, 11, 17, 23, 29. 

D une manière générale, les trois conditions (iV et (2)' donnent, 
par élimination de e. 

II" — U S—U, ( U -1- 1)" (il I ) ·== Ο \\/ΐ'Λ)). 

Celles-ci expriment que parmi 1rs racines (autres que ο et — C 
de la congruence 

■ r"—,r = ο (motl/r") 

(et a fortiori de la même congruence prise avec le module tr au lieu 
de id) doivent figurer au moins deux entiers CONSÉCUTIFS 

u — a -e hn -e en'1 et 11 \ — (a ~e \ ) -1- bn r//-, 

faute de quoi Γ équation Σ.γ" — ο est impossible dans le premier cas. 
Donnons quelques applications de ce principe très simple en nous 

aidant, pour abréger, de la petite table (reproduite plus loin) que 
Jacobi avait fait établir ( Journal de Crelle, t. 3, 1828, p. 3oi) et qui 
donne, pour // = 3-, les racines χ de la congruence x"~[ — i —o, pour 
le module /r seulement, il est vrai. Ces racines étant supposées mises 
sous la forme χ — a -+- nb (a et b positifs et < /Ç, à chaque valeur 
de <7 prise dans la colonne de gauche, cette table fait correspondre la 
valeur appropriée pour b, qu'on lit en regard dans celle des autres 
colonnes, en haut de laquelle est inscrit le module η envisagé; 
ainsi les racines de .r:,c — iff?.ο (mod37- > sont χ = ι, 2 -h 2 χ >7. 
3 -+-17 Χ 37, etc. ('). 

(') Si b = 0,011 tombe sur un nombre «(ι< «</*)' φ1' satisfait à la con-
gruence; ce cas remarquable a lieu, d'après celte table, pour 

ti 11 .19 or 
a 3 et 9 14 18 
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Pour que la condition énoncée ci-dessus soit réalisée, il faut 
donc, η étant donné, trouver dans la table deux racines a· 4- nb et 
(a -h 1)4- nb de ladite congruence, ce qui revient à chercher s'il existe 
dans la colonne des b deux valeurs CONSÉCUTIVES IDENTIQUES. 

Un simple coup d\.eil sur la (able su//it à montrer que ceci n'a 
pas lieu pour η — 3, ;">, 11,17, 'U, 29. L'impossibilité de Σχ" = ο 
(dans le premier cas) est doue ainsi démontrée éi nouveau pour ces 
valeurs. 

On voit que cette méthode est simple et assez générale. 

REMARQUE. — Pour d'autres valeurs de η (7,i3, 19, 3i, 37 ) au con-
traire, cette condition est remplie relativement au module n2 (d'après 
la table ci-après); il resterait à vérifier si elle l'est 011 non pour le 
module /P. 

Même dans un tel cas où la condition serait vérifiée par une valeur u, 
les théorèmes IV ter, Γ ter, III bis ont pour effet de déterminer les 
premiers coefficients a,·, [j,·, γ,, du développement de 

.(·,■ ■ y.j -4 3//i -4 ·/, />' - 4 Ô//4 4- . . ., 

ou tout au moins de délimiter assez étroitement leurs valeurs pos-
sibles; en eliel .r, doit être congru (mod η'Λ) à une des racines 
a 4- lut 4- c/r de la I able, x.

2 doit être ~ u.c{ et .u
;t
 r~- — (14- u)x{. 

Le temps nous manque pour poursuivre ces applications numé-
riques. Plies seraient facilitées, comme on vient de le voir, par un tra-
vail préparatoire consistant à prolonger la table de Jacobi dans deux 
directions : i° pour des valeurs de η au delà de 07 ; *2° pour le module η3 

au lieu de //-(même quand //.^'>7). Une telle table donnerait donc 
non seulement la valeur de b mais celle de c, et l'impossibilité serait 
démontrée pour tous les exposants η tels, qu'on 11e trouve pas dans 
les colonnes correspondantes deux nombres b el c respectivement 
identiques aux deux nombres b et c immédiatement à la suite. 

Bien entendu, cette méthode pourrait éventuellement être combinée 
avec d'autres méthodes connues. 
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donnant les racines .r = a -h nb de la congruence r"'1— ι r= ο (mod «'') 
pour η ^ 3^. 

n m
 f,. 7. 11. 13. 1". 111. ^3. "M. 31. 37. 

a 0. b. b. t>. b. I>. />. b. b. b. 
10 ο ο ο Ο ο ο ο Ο Ο ο 

2
 3

 I ", 10 6 9 <> 11 3 13 Λ 

Λ 3 4 ο η ι3 ιΟ 5 16 3ο 17 
/ 4 '3 7

 11
 '■*

 31
 ^

 1
 " ^ 

5 2 2 5 9 3 1 2 14 24 
β . . 6 8 ι 3 13 ΟΟ 9 '3 ^ 
7 3 I I 4 10 15 33 37 35 
8 10 7 6 15 17 34 30 24 

. ο ι 10 1 7 7 A; ·"> 
, . ΙΟ I 13 . 17 « « 14 *6 31 
11 Β 11 3 8 31 13 31 
13 7 3 ,;/Ι 1 " uS 

^ L4 T> »· "33 3.5 >3 
14 3 15 15 0 14 27 
,1 ; η ι3 Î. «8 .8 !> 
16 lfi ' : '· IJ '■ 
17 13 3 l6 I 1 
18 |S : Τ0 
19 1 '·' :m 

ι; ';) '7 '*'> 
2, " 4 ι 9 
22 13 3 l6 I 1 

Η) ιο 9 
24 sti 3 33 
25 30 16 18 

15 

36 13 15 

"·β ιο 8 
29 18 13 
30 30 11 
3 1 3 3 

12 

33 · '' λ 

33 · * < . .. ·· » . ' . » · * · ^9 
35 . . . . . . .. ». » · ■ · · · -Μ 
3 6 3 6 
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10. Voici quelques propositions secondaires : 

Τ ii T:o R KM κ IX. — Dans le premier cas, on a 

ο" = "(— ) 3 (mod α*"). 

En effet, dans l'équation (o), remplaçons .r, par — a (g,· et X, par a" 
(théorème l), puis .**·) par l'expression 

Il — 1 

a}" K(.t> .<·>) -H «(—.ry.rA.) - , 

que fournil lelemme A. L'égalité obtenue donne de suite la congruence 
cherchée. <·.. ç>. ν. i>. 

DÉFINITION. — Ippelons D, le plus grand commun diviseur de a,-

et de (Uj-h Uk), et A,, Q, les quotients respectifs et °J ̂  °k· 

THÉORÈME X. — Dans te premier cas, Véquation (11) du théo-
rème // peut s\!crire ; 

(I$) (RTY-H <?*)"= I>«VRTIΦ H- n(aj-\r «A)S(«/,ak)] aj ak 

laquelle se décompose dans les deux suivantes (où M est un certain 
entier) : 

(19) Af'-h <yf— ttajOi-M, 3/ίν-ιΛ,·φ -+■ LbS(«/, <?/,·) = D?"1 X M· 

Pour le voir, il suffit de remplacer ρ dans l'équation (IÏ") par ~a", 
ol. d'exprimer a" -t- a'J. en fonction de S (a,·, ak), d'où (18). Ensuite, 
dans (18), remplaçons αΊ par D,A, et («,·■+-«*) par D,Q„ ce qui 
donne 

( 30 ) h" 1 (A·' 4- ()'! ) = /# |. '·* »v 1A ,· φ -h S ( tij ι <t/>) «j (I/, 

et remarquons que a, et ak sont premiers avec D, et avec η (d'après le 
théorème ï). D'où les équations (19). 

THÉORÈME XI. — Les trois membres A
{
 ont tous leurs facteurs 

premiers de la forme 2K« 4- 1. 

THÉORÈME XII. - On doit avoir A™ — Q, (mod/?). 
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11. Le théorème fondamental de S. Germain. Critères de 
Legend re. Application à des râleurs de η allant jusqu'à. ο 0032/19. — 
On sail que S. Germain a pu démontrer « d'un trail de plume » le 
dernier théorème de Fermât (dans le premier cas) pour η < too grâce 
à ce théorème remarquable : 

TIIËOUKMK. — L'équation -.E)' = Ο est impossible en nombres entiers 
premiers à η (ι'1' cas), s'il existe un nombre premier 0 — ilvrt. -h ι 
tel que : i° la congruence ι + ρ + p'=o (modO) soit impossible, 
ρ et p' étant deux résidus de puissances | et par suite aussi toute 
congruence u" ·+■ v" h- w": ξο (mod 0), où u. w χ sont premiers à 0 | ; 
2° η ne soit pas un résidu de puissance (mod 0). 

De là Legendiv α tiré divers corollaires ^donnés ci-après), qui lui 
ont permis de prolonger la vérification jusqu'à /i <197. Depuis, des 
progrès considérables ont été réalisés dans cette soie par M. Dickson. 

Ciutkuks i>f. IjKukmiuk. — L'équation (1) est impossible en nombres 
entiers premiers à η { ΓΜ' eas) si le nombre premier η est tel que 
l'un des /lombres ·ιη h- i, \n 4- 1, 8 η -t- 1, 10// 4- 1 soit également 
premier. 

Application à de grandes râleurs de n. — Nous avons recherché 
— entre certaines limites — les nombres premiers // qui sont tels que 
2 η 4-1 soit aussi premier. 

Les nombres η jouissant de cette propriété el compris entre IHIVl 
el 10001 sont : 9049, 9221, 929'), 9871, 9)19, 9170, 9/179, 9009, 

9G29, 9689, 9791. 
Futre 0000000 et 0008871, ces valeurs de η (que nous désignons 

simplement par leur excédent sur 0000000) sont : 111 '(c'est-à-dirc 
0000111), 260, 821, 081, 399, 7-ji, 780, 900, 981, 1170, 1200, 1299, 
i4ù3, 1779, 2100, 2220, 2229, 2013, 2331, 2o83, 2841, 3o8i, 8281, 
entin 8249, c'est-à-dire 0008249. 

Nous pensons que ces râleurs sont les plus grandes pour lesquelles 
un tel calcul ait été fait et pour lesquelles /*impossibilité de (1) dans 
le premier cas se trouve ainsi vérifiée. 

Autres conséquences des critères de Le gendre. — En nous appuyant 
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d'une part sur ces critères, d'autre part sur quelques-uns des nom-
breux résultats que nous avons obtenus dans la théorie des nombres 
premiers et que nous avons développés dans uu autre Mémoire étendu, 
nous pouvons énoncer ces théorèmes. 

NOUVEAUX CRITÈRES. — Dans la premier cas, on sera sûr que Γ équa-
tion (i) est impossible en nombres entiers quand l'une quelconque 
des six circonstances suivantes se produira : 

1°S/, η étant de la form·' 4 k. +3,:>/i + ι divise 2" — ι ; ·_>° η étant 
de la forme \ Iv 4- r, si 2/i+ ι divise 2" + ι ; 3° si 4 η 4- ι est de la 
forme 8 Iv 4- 3 et divise i'-n -h 1 ; 4° 4 n "+~1 rsf (l(- lu forme 12 Iv 4- 3 
et divise 3:Wi -4- 1 ; 3° si 8// 4- 1 divise 2 w/ — 1 ; 6° si 10 ft 4- 1 divise 
V1" — 1. 

Deuxième cas. 

12. THÉORÈME III'. ~ Dans le deuxième cas, les trois nombres 
S (.r,, X/) doivent être premiers à n. 

Cela résulte immédiatement de ce que, dans ce cas, l'un des trois 
nombres xh x, (.«·,·+ Xj) est toujours divisible par η et que S(.tv» -θ) 
est premier avec chacun d'eux. E. Q. F. D. 

THÉORÈME IV7. — Dans le deuxième cas
}
 il faut que Γ exposant Ν 

(qui entre dans ρ et dans χsoit =2. 

Première démonstration. — L'équation (11) conduit encore à une 
équation analogue à l'égalité (18) du théorème X ($ 10), savoir 

(iS') 4- 4- tf3V'= | 2/É4/, φ 4- /i(flj4- <ιΆ) S(</s. «3)"|a2a3. 

d'où le théorème résulte sans peine ('). 

Deuxième démonstration (analogue à la deuxième démonstration 
du théorème IV). — Les congruences(15) et (16) sont encore valables 
dans le deuxième cas pour i = 2 et 3 (mais non pour / = 1). On en 
déduit encore que la quantité n"v~la" 4- a" 4- c'est-à-dire 

(') C'est par cette méthode différente de celle de S. Germain, dont je ne con-
naissais pas encore les travaux, que j'ai retrouvé cette proposition. 

Joun 1. de λίαΟι.Λ tome IV. — Ease. I, ο 
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*Μνα,α
3
α

3
φ, d'après l'équation (ii), est congrue (modn2) àExn 

ou o. Donc.... e. ο. f. i>. 

Troisième démonstration. — Plus simplement encore, l'équa-

tioiï (n), dans laquelle ρ a pour valeur —-—= -> montre ici 

que «j -f- er.J doit être divisible exactement par ri* (et non par //VM) 
(avec v^i). Donc ûr

9
-f-a

3
 (congru à est divisible par η, 

d'où a
3
ss — «

3
, et par suite αζ~ — a'I (mod/i2). D'où ν *2. 

c. <>. κ. a. 

THKORRMF. V. — Dans le deuxième cas, il faut qu'on ait 

.v" — .r',· rr: α (mod//1). 

Première démonstration. — Identique à la première démonstra-
tion du théorème V, puisque les congruences (t/|) sont toujours 
valables et que, dans ce deuxième cas, on a encore vÎ2 (théorème 
préèédent). c. 0. ν. n. 

,Υοία. — Bien entendu, ce théorème n'a pas d'intérêt pour / -1, 
c'est-à-dire pour r,, qui par hypothèse est ici divisible par />vr:/r. 

15. . luire mode de demonstration des deux derniers théo-
rèmes 1Γ' et V (analogue à celui du premier cas) : 

Lf.mme ΥΓ. — Dans le deuxième cas. tous les facteurs premiers 
de chaque nombre ;»·( / = ï, 2, 3) sont de la forme i + 'i/è'À 
(avec 7= 1). 

Pour et le raisonnement est identique à celui du lemme Yl 
(premier cas); pour g

n
 il est analogue également, puisque étant 

premier non seulement avec a
n
 mais avec //, l'est bien aussi avec 

x2-H .r, ; d'où la même conclusion. c. Q. F. n. 

COROLLAIRE VIL'. — Dans le deuxième cas
y
 si γ

0
 est le plus petit des 

exposants γ relatifs au nombre μt (i — 2 et 3), on a 

»7 ξ ι (mod/ix.) avec α,Ο. y Τ ι. 

Bn effet, d'abord ces nombres «·,· sont en valeur absolue de la forme 
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ι -+- 2 Κ,/Λ avec a, d'après le lemme Vl·; d'où 

gi— rn ι (mod w*<). 

D'autre part, les égalités (iof) et les congruences (ι >), qui leur 
sont applicables pour i = 2 et 3, donnent 

a,.:-. (mod a), 
c'est-à-dire 

g2 i =(mod a). 
On a donc bien 

£7 - 1 (modw*>) pour <= ,j et 3. 

0. q. 1·. n. 

Tiikoukmk IV' . — Dans le deuxième cas\ ai Α est le plus petit des 
nombres a, (pour / = 2 et 3). ν est ^ a -4-1 (donc 12). 

Le même raisonnement que dans le premier cas (théorème IV bis) 
montre pour i — 2 et 3 qu'on a 

( 1 ^ ) νί·!ί :\ j et .r ? : \s ( m od «**'), 

D'ailleurs, d'après les équations (8') et (to') (théorème l'), on a 

sv'l :_i — \, (mod «"N_l ), 

Par suite la;," ou ο est congru à — 1V, = — 2ρ suivant le plus petit 
des deux modules nxx et /Λ*-1 ; donc :*p est divisible par/ΛνΙ ou nm~\ 
Donc, d'après l'équation (11) (théorème H), on a bien 

■yê. α-·-ιν <κ e. q. r. n. 

Ίιικοκκ.μκ V'. — Dans le deuxième cas. il faut quon ait 

x'i—_ ο (modw*'rl) avec a+L'». 

Même démonstration pour ,r
a
 et .c8

 que dans le premier cas (théo-
rème V bis). Quant à c,. il est divisible lui-même [formule (10')] par 
nv > n2. 

14. Extension des théorèmes précédents : 

Lkmhk VI". — Dans le deuxième cas, tous les facteiwa premiers 
du nombre g

x
 sont de la forme 1 -4- 2 (avec η). 
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Démonstration identique textuellement à celle du lemme VI bis 
( rr cas), en y supposant / = ι ('). 

Tmkouîimk l X\ — Dans le deuxième ras. on a les congruences ( avec 
l et /* / «) 

« I H — \ 
iï" -(—: pnod n{— * (mod of). 

Ktles résultent instantanément des équations (5), quand on y rem-
place \ et a-, par leurs valeurs ( 8') et ( ι o') (théorème I'), et I'(.r,, χ* ) 

» 1 

par son expression \J K(.r,, xk) -h n{~ .c, xk
) - (lemme A). 

e. Q. i\ i>. 

Gouoi.lvikk VIL — Dans le deuxième eus, si γ„ est le plus petit 
ties exposants γ relatifs au nombre g

l%
 on a 

c, ι (mod M M avec Λ G y
0
 a. 

Kn elïet, d'après le lemme VI" g
{
 doil être en râleur absolue delà 

forme ι -h iK, «*«, avec α,^γ„= a, d'où ι (mod /Λ). Or, il est 
facile de voir qu'on a i(mod n); cela résulte de la première con-
gruence du théorème précèdent, car le second membre est congru à i; 
en effet, on a 

(u) 
x2 + x2 =\, ̂  ο (mod η"''-1) 

— .Cj.Cj ,r| .rjj (mod n'r'~x ). 

On a donc bien 
Ν I 

g1 - (x25s - I. c. e. r. n. 

Thkoukmk V — Dans le deuxième eas, on doit avoir (pour i — 2 
et 3) ,r* 0 (mod rd). 

I\n effet, d'après le théorème précédent, on a 
H - I 

gx1—ι ^mod «*« 1 n*) et (—a's.r
s

) .. . ^— 1 1 (mod «,IV '). 

Donc, d'après la première congruence du théorème IV, 1 est congru 

(') Cette démonstration est plus simple que celle par laquelle S. Germain a 
établi, fhotr te deuxième cas seulement, le lemme VI". 
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à ,γΓ1 età.r''-1 suivanl le pluspetil des deux modules a, 4- ι et //ν — ι; 
or //ν — ι est aussi ^3, puisque ν est déjà ^ 2 (théorème IV) et que // 
esl ^3. On a donc bien 

(îv.i) ,r'J — »rs... υ el .<'ί— .<v_r: ο (mod /r)· 1:. y. F. i>. 

De là résulte que les autres conditions ,r'/ — χ,ιο (/ = ι, 2, 3) et 
S.r, --"2ο (mod ir) sont absolument générales (dans les premier et 
deuxième cas).  

Les conditions χ] - α*, ο (mod λ3") sont aussi valables dans les 
deux cas, sauf pour ./·, s'il est supposé divisible par «. 

Dans le deuxième cas, ;v« et — a·., doivent être congrus (mod//.-) à 
une même racine de la congruence ./·" — (mod//3). 

l/>. Des propositions secondaires suivantes se démontrent, à peu 
de chose près, comme leurs analogues du premier cas : 

Conséquences du théorème //'. — D
n
 A,, Q, étant définis comme 

dans le premier cas, mais O, étant, dans le deuxième cas, de la 
forme //v~' q

{
, on a : 

TIIKOUÈME V. — Dans le deuxième eus, il existe un entier Ν /et. 
que (12)' se décompose en 

/i" 1 Λ" - I- 7 (/3 '/3 Ν. 
·>. Λ,φ -f- </lS(r/8, (t;

{
) ié" η Ι>" '1 \. 

.NOTA. — Dans le. cas particulier du troisième de» ré, on trouve 
que la valeur absolue de Ν se réduit à l'unité, ainsi que les nombres φ 
et S(b/,, <?,). 

TUKOIÎÎ.MK XI'. — Le nombre Λ , a tous ses facteurs premiers de la 
J orme 2 Κ // -f- ι. 

111 KOUK.UK \L I'. — Da/ts le deuxième cas, on doit avoir 

'.ΐΑ, + ί/,^ο (niod/i). 

TIIKOKKMK. — Dans le deuxième cas, tout nombre 0 répondant aux 
conditions du théorème de. S. Germain cl* en particulier

} aux condi-
tions des théorèmes \M à Λ Ι7///, ne peut diviser ni a,, ni αΆ el, s"il 
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est de la forme 2K/1H-1, it ne pent diviser g\ ; mais it doit diviser 
Γ un des trois xh donc ou ou ouan ou même si 0=2^/^+1. 

Equations équivalentes à l'équation Σ,ν'* = ο. — λ oici, parmi 
beaucoup d'autres analogues, quelques équations dont l'impossibilité 
entraînerait, celle de (1), et réciproquement |en appelant S

n
( xh a·,·) 

la fonction S(.iv,»uy\ relative au degré «, et en posant. = gt„ 
et^.r; = A|, 

df> — .<·?.<·£ — A tx κ ·.», o); 
S.rjp· — ; A.rf" — £**„$*(.«7, .r,) (A iinpsûr); 

Ex2i n-3^[ioro--;iA. rfi; A,r;w'~ ow
N
[^+ oA;rj ; 

Ex1n= .^)s—-h *A8; 
df> — .<·?.<9 — A tx κ ·.», o); 

A,rf r-aA; A(.r?,rJ)4--Aa; S.<·}·"- ..a A4; 
(.if-t- >*f) <>f 4-.<f ) (.«f -r ·<Τ) lAs— CJ· . 


