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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur le dernier théoreme de Fermat

e, ’
. \\ Par Liox POMEY.

L. Introduction. — D’aprés ce célébre théortme, il serait impos-
sible, pour tout degré n supérvieur au second, de satisfaive par des
entiers .r, v, 3 non nuls & l'égalite

R i

Connu déja des Chinois et des Mavocains daus le cas le plus
simple (#n=13), ce théoréme fut formulé¢ par Fermal, qui assura
Pavoir démontré. Mais aucune démonstration générale n’en a encore
é1é publiée, bien qu'il ait fait Uobjet des vecherches de trés nombreux
géométres. au premier rang desquels on peut citer Fuler, Legendre,
Abel, Sophie GGermain, Lejeunc-Dirichlet, Lamé, Cauchy, Liouville
et Kummer (). On sait dailleurs qu'il suftirait de I'établic en suppo-
sant n premier et ., y, s premiers entre eue deux & deux.

(Y).Oun trouve de multiples références bibliographiques et renseignements
historiques dans I'Encyclopédie mathématique (Théorie des nombres), les

Journ. de Math., tome 1V. — Fasc. I, 1932d. I
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Admettons alors, n étant premier impair, que — par imposstble —
ilexiste trois entiers &,y .y, vy premiers entre ewx el 7o salisfat-
sant a

(M N e IR SRR\ R

Nous nous proposons. dans ce Mémoire, de déduire de cette hypo-
thése diverses conditions nécessaires, sans lesquelles 'équation (1) est
effectivement impossible. La plupart des résultats auxquels nous
allons étre couduits ont ét¢ vésumes dans une Note des Comples
rendus de U \cadémie des Sciences (3 décembre 1923, p. 1187).
Nous les exposerons d'une mauniére aussi simple et concise que pos-
sible, sans d’ailleurs ¢tre obligé d'aveir recours aux méthodes et anx
critéres de Kumer. .

Nous aurons a distinguer deux cas suivant que .0, ., .0, sont pre-
miers & » (premier cas quon pourrait appeler cas de S. Germain)
ou que I'un de ces nombres, soit .x,, est divisible pav n (second cas).

2. Formules fondamentales. — Lesindices 7, j, b ¢tant distinets et
pouvant prendre indiftéremment les valeurs 1, 2, 3. posons

(2) €y g \;.
=3 .\
B N\ _\,‘
3) ) :\ e =l = s \ g
() t = 3 i i
=1
. ()4 ) — e — R
\"\ b(.l"‘. .l‘k) = = ) ’ l‘(«a',\ J‘g) T —‘—I—.
’ N ) o N A

Rappelons d'abord quelques formules fondamentales, ot a,. g, %
désigneront certains entiers premiers entre cux et avec #, el v un
entier 1.

Tukortnr 1 |Legendve ('), Abel]. — Dans le premier cas, les

Euvres de Fermat, éditées par P, Taunery et Ch. Henry (pacticuliérement
Tome V), Uintermédiaire des Mathématiciens {12 (1903). p. 11]. le Rapport
sur la Théorie des corps de nombres algébriques, de Husgrr (traduction de
MM, Got et Lévy), ete.

(') Luussors, Meém. de O de. des Se., de 1823, — Awsr, Lettre a Holmboe,
du af juin 1823 (Wuvres, a* édition, t, L, p. at ).
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nombres x; (i = 1, 2, 3) vérifient des relations de la forme

(%) N;z==al,
(9) P ep) =87
(10) BT G 8

Tukorene L bis (id.). — Dans le second. cas, x, et x, vérifient des
relations de méme forme que les précédentes (avee ©=2 ou 3);
mais, pour x,, ces relations deviennent

(3 N == vt ay,
(o) P (g, v3) = naty
(w") €Ty — v a gy

Tutorene 1L (Legendre). -— Dans les deux cas, p est de la forme
(r1) P = Raa,a36.
3. Exoxce ne ouetoues tewwes. — Nous avons retrouvé ces résultats

avant de connaitre les travaux de Legendre et d’Abel par les considé-
rations suivantes :

a. Pour démontrer les théoremes 1 et | bis, nous sommes partis de
I'équation

() = — X, Py, wg)
équivalente a (1) et avons ulilisé les lemmes suivants :

Lewve A. — On a lidentite

n-1
(6) Py, a) = NP Ry, @) + n(—a; ) 8
avee
u H o ] P - n—=3
-+ l -+ 2y n—1 e
R, r,,\_ e 42—y Lg)——\-t—-—%—...—ir- (i) *
\; Y

CorovLLaike B. — Du moment que X; est premier avec x;xy, le plus
grand commun diviseur de X; et de P (x;, 2,) est 1 ou n, suivant
que X; est premier ou non a n, et dans celle seconde hypothése
P(x;, x;) n'est d’ailleurs divisible que par la premicre puissance
de n.
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Observons en passant que ce covollaire BB entraine cette proposition:

Lewe C. — S le binome 42y est divisible par n, N, Uest
par .

b. Quant au théoréme 11, nous Favons démontré d'une premidére
mani¢re en nous appuyant sur une des relations ( 3), savoir p = v;+\;
et sur les théorémes I et 1 b/s, ct d’une seconde wmaniére en nous
appuyant sur I'équation suivante, conséquence de (1) :

() Pr—npNgS(py— NN — e, g S o) = o,

atnst que sur ce lemme

[ ]
Lenwe Do— Du moment que le nombre X st premier acee v, il

Uest aussi avee S,y 1),
Nous ne nous étendrons pas davantage ici sur tous ces prélimi-

naires.

4. AUTrEs coNortons NeEcEssakes. -— Passons & des résultats que
NOUs Croyons nouveaux.
Premier cas.
Tucowene . — Dans le premier cas, v étant le méme caxposant

(2 1) qicau théoréme U, les nombres v; doivent satisfaire auwr trois
congruences
(12) Sy, wxp)=o0 (moda*) (Joh=1,2,3)
oU, ce qui revient au mEme, QUL CongIrEences
(13) (Wi 2 ) — W —af =0 (mod n¥=1).
in effet, en vertu de (3) et du théorcme L1, on a
) \i=—uy (modnY), .
d'ott
N == — (modavit),

ce qui, en vertu de (1) et (2), donne bien (13), et, par suite (12), en
vertu de (4). C. Q. ¥ D,
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Awtre démonstration. — 1équation (7) en fournirait une immeé-
diatement. ‘

Cas particulier. — Fn se bornant & v =1, on retombe sur un
énoncé employé par Legendre et, pour » =197, par M. E. Maillet.

Mais on peut aller plus loin, car v doit en réalité, comme on va le
voir, étre > 1 et méme 2 3.

Tueoneme IV, — Dauns le premier cas, il faut que v soit 2 .
En vertu du théoréme 1, la congruence (1) nous donne
at=—ay (mod nY)
ou, par application du théoréme de Fermat,
(1) ;o — . (wmod n)
et, par élévation & la puissance r,
(16) all=— .} (mod n®);
d'ot
t=m—Xaf=o (mod n*),
Or les formules (8), (3) et (11) conduisent aux égalités
Sal=3IN\;=ap =anva,a.a39.
Puisque Xa} est divisible par »*, v doit donc bien étre 2 2.
C. Q. k. D.

Autre démonstration. — Une seconde démonstration peut étre
fondée sur I’équation suivante (ot ¢ = Xea;) :

g — ng(a;-+ ag)a S| o, — (a;+ag) ]

—najap(a;+ ap) S(a;. ap)=2nva;a;az o,

laquelle est une conséquence de la relation (11) du théoréme II. 1l
suffit alors d'observer que ¢ et S(«a;, a,) doivent évidemment ctre
divisibles par n.

Tukortne V. -— Dans le premier cas, il faut qulon art

R = (mod nt),
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cffet, celte congruence s‘obtient en retranchant membre
membre la congruence (15) — ou l'on fait v=2, d’aprés le théo-
réme [V, — el la congruence (16), ou l'on remplace «, par X,.

Awtre mode de démonstration. — lndiquouns encore une autee
voie qu’'on peut suivie pour ¢tablir les théorémes IV et V. L'avantage
de cette nouvelle méthode sera de nous conduire plus loin & une
extension.

Lenae VIL — Dans le premier cas, tous les facteurs premiers du
nombre g; (i =1, 2, 3) sont de la forme 1+ 2 X n¥h avee 2
(A étant un entier).

Lu effet, tout facteur premier o de g, divise P(.;, ) |ddples
I'équation () du théoréme 1]; donc il dl\’lSC %+ ) nals est premier
avec a;, c’est-a-direavec (&; + ;). Donc, d’aprés un théoréme connu,
¢ est bien de la forme 1 + 2hn. G. Q. 1. D,

Covortawe VIL — Dans le premier cas, si vy, est le p/us‘ petit des
exposants y relatifs @ g, on a ;=1 (mod n*) avec &, =y, 2 1.

En effet, la valeur absolue de gy esl, d’apré< le théoréme préceé-
dent, de la forme 1 -+ 2 K;n% (avec a2y oz 1) d'ott @=== 1 (mod n).

D’ailleurs I'égalité (10) du théoréme 1 et la congruence (15) du
théoréme 1V donnent a;= a;¢; (mod ») ou g:==1 (modn). Oun a
donc bien g;==1 (mod n*). Co QP D

Tueovkne IV bis. — Dans le premier cas, si x est le plus petit des
“trois nombres x;, 1l faut que v sott Zx +1 (doncviea

En effet, en portant dans la formule (10) la valeur de g; du théo-
réme précédent, on a 2= — q; (1 + 2K;n%). Do wi= —af
(1 + 2K;»%"' + mulL. 2%7*) et, par conséquent,

(17) =X, (mod nx+t),

Dol 0==XX; (mod nx '3 donc |formule (3) du paragraphe €]
2p est dic mhle par n*'Zn*. Dong, d’ aprcs la formule (11) du théo-
réme I1, v est Ja + 122. Le résultat v > 2 est ainsi demonue pourla
troisieme fois. C. Q. bl
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~1

Tucoweme V bis. — Dans le premier cas, il faut que pouri =1, 2, 3
on @il x; — ;=0 (mod rn**") (avec & +1_2).

‘n effet, celte congruence s’obtiecnt en retranchant membre &
membre les congruences (14) (du théovéme 1) et (17), puisque le
module n* de (14) est, d’aprés le théoréme précédent, an moins ¢gal
au module %+ de (17). PRI DR T

6. E.ctension des quatre derniers théorémes.,

Lenwe VU bis. — Dans le premier cas, tous les facteurs premiers
des trots nombres g, sont de la forme v+ 20Vk avee y 22,

D ‘et, tout facteur premicr z de g; divise & + " mais
Lin ellet, tout facte emicr ¢ de g; divise a” 4+ ) mais non
&, + == N (¢'est ce qulon a déja constaté au lemme V1),

Or on a | équation (2) et (8))

a2, = Xy = af.
Done ¢ divisant g; el par suite a; | équation (10)], on a

apoal (mod 0);
et de méme,
NUSENTR

Par conséquent g divise @i’ + @) mais non a;+ a}', ni a fortiori
a;+a;. Done g = 2hn*+ 1. C. Q. F. D,

Iin tenant compte de cetle proposition, les ¢noncés du corollaire VII
et des théovrémes IV bis et 'V s deviennenl ipso facto (sans autre
démonstration) :

Covonrame VUL bis. — Duns e premier cas, pour chaque g
on a
Qi (mod n*) avec ;2.
Tugorine LV ter. — Dans le premier cas, six est le plus petitdes a;,
on a ,
v+ 173, c'est-a-dire =0 (mod n3).
Tucoweme V ter. — Dans le premier cas, on a

a0 (mod 2ty avee a1 3.
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Conséquence. — Dans ces conditions, le théoréme I11 peut
s ¢nouneer : '

Tureonene N bis. — Dans le premier cas. on doit avolr

(o)t —al—alf=o0 (maodn®)
[y
S(r. )= 0 (mod 1),

Ces trois derniers théorémes (IV 7o, V ter, 11 bis) paraissent étre,
en ce qui concerne le premier cas, les plus curieux de ceux que nous
avons trouvés. Les théorémes \ bis et Vier ne sont pas évidemment
sans faire penser aux conditions nécessaires bien connues de
MM. Wicferich et Frobenius (2"'—1==0, mod n*) el de M. Miri-
manofl (3" -- 1=0. mod »*), conditions qui ont. il est vrai, été
obtenues par ces géométres en s’appuyant sur les critéres de
Kummer.

7. Théorémes analogues pour \; el a;. — D’autre part.si'on rem-
place w; par — N, qui lui est congru (mod #*), ou par —«; qui lui
est congru (mod #?), lesthéorémes IV zerr, V' ter et 11 s relatifs aux
nombres @; conduisentimmeédiatement, pour lesnombres X, et ;. a dex
propositions analogues que nous résumons dans un seul ¢noncé :

Tuconene VUL — Dans le premier cas, les trois nombres «,
doivent satisfaire awy congruences

I\, .00 (mod »®).
2a;z=0 {mod 1),
\"—\,.z0 (mod 2%y,
al — a2z 0 (mod n?).
(N =X —= X — N == o (mod n?),
(a, 4 uj))'—al — al=o (mod 1%,
Auatre forme desthéorémes IF tev, Ve et 11 bis. — On peut

donner & ces théorémes une autre forme en introduisant les deux
nombres « et ¢ (ui sont tels qu'on ait

£y I Uy et way=mvay, o (mod nd).
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Il faut que les nombres &, « el v satisfassenl aux congruences :

Tucorene 1V :
ek ozo (modne?),

Tueoreme V ;

L R . 1wt — i = o, V= = 0 (mod n®).

Theonewe HI :

(1-F )t — (-1 ut)y= o, (V=) - (0 - et ==,

D K G 7L PSR IR (mod ),

* Nous allons moutrer sur quelquesexemples (7 == 3, 5, 59) connment
les théorcmes IV ter, N ter et L bis (ou IL) peuvent permetire de
prouver Uimpossibilité de équation (1) dans le premier cas.

Nous indiquerons ensuite une méthode assez générale fondée sur les
théorémes IV, V. 1 (seconde forme) pour s’assurer de I'impossibilité
de (1) dans le premier cas; elle est sans doule susceptible de perfec-
lionnewments; faute de temps, nous nous contenterons de Uillustrer par
quelques exemples (r =3, 5, 11, 17, 23, 29), o la véritication se fera
en un instant.

8. Avvncarioy oes rugonemes UN ter, Voter, W bis. -~ Nowvelles
démonstrations de Uimpossibilité de (V) dans le premier cas pour

N
n=23,0,00:

les conditions nécessaites fournies par ces trois théorémes x'ex-
priment par les congruences suivantes |ot le symbole ((n*)) désigne
abréviativement modrn?| :

(|) :.l'/:: O ((N;‘)).

(2) —w=o o (n))

(3) (o=t —at=0  ((n),
ou

S(ry wp)==o0 (2™,

.Appliquons-les a ces exemples-ci :

Journ. de Math., tome 1V, — Fasc. |, 1423, 2
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n = 3.

Premier procédé. | Emplot de la congruence (3) seule|. —
S,(x;, ®;), étant égal & 1, quels que soient.x; el .r;, ne peut pas
¢tre =0 ((n*)). Done. ..

.

Dewxiéme procé:(é. | Emplotdes congraences (1) et (2).] — Chaque
nombre wx; étant par hypothése premie *a Jest de la forme ¢, + 3K,
(e;==1). Donc pour satisfaire & @) — w;==0((#")), 1l faut que
K;==mult.3%. Mais alors [a congruence (1):X.u,==0((#")) esl visi-

blement impossible, & moins (ue | un des g, ne soit nul. . Q. v. 0.

n:.:5h,

Prender procéde. |Emploi des congruences (1) el (3).] — Chaque
nombre .v;, élant premier & 5, est de U'une des deux formes YK, + ¢

t WK+ 2¢,(5;= = 1). Or la congruence (1) n’est évidemment pos-
sible que si les trois nombres w; n’apparticnnent pas simultanément &
la méme de ces denx formes.

Il faut donc que 'un, ., par excmple, soil de la lorme 5K, + ¢, et
un aulre, que nous appellerons @, de la forme 5K, + 2¢,, le Wroisicme
pouvaut étre indifféremment de 'une ou Pautre forme.

D’autre part, on a ici S(x,, v, )::(L' 4+ wy ) -y, la con-
gruence (3) impose done comme premicre condition gue

(81428 —¢ X ng,

soit divisible par 5, ce qui est impossible | puisque (g, - 2¢,) est égal

-y

a 1 ou gsuivant les signes de ¢, el ¢y, et que le second Lerme vaul 2|,

Dewciéme procédé. | mploi des congruences (1) et (2).] — La con-
gruence (1) itpose, on vienl de le voir, qu'on ail par exemple

ez ol gy, NUSEERY (PRSI

x, clant soil S K, + g, s0iL SN, + 244, .
D’autre part, pouv satisfaire aux congruences (2), il faut que
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2, —1 el «wy—1 soient divisibles par 53*; done K, doit étre
divisible par 3%, d'ol @, =¢, + 54, ; en outre, .x) — 1 étant égal &
(wy+ (2, — 1) + 1), il fadt qu'on ait .} + 1=0((3")), c’est-d-dire
SKI+ 40K, +1==0((5%)), et par suite 45, K,+1==0((»)) ou
K,==¢,(mod5).

in conséquence, v, ne peut ¢tre que de la forme YK, +¢,, caril
devrait alors (comme .,) ¢tre de la forme 5%/, + ¢, d’aprés la
congruence (2), et la congruence (1) exigerait qu'on ait s, =g, = — ¢,
et K, =0, ce qui est incompatible avec K, =¢,.

‘n outre x, ne peut pas non plus ¢tre de la forme SK, + 2¢,, car
dans ce cas la congruence (1) devient . ’

(PN 8) = (IR 28,) = (O +28) =0 (mod 3*),

ce qui entraine ¢, =z, = ¢, ¢l ¢, + K, + K, = 0. Or-cette congruence
est impossible, puisqu'on doit avoir, en vertu des cougruences (2),
K.,s=e,=: et N;==¢,=¢,.

Donc ., ne peut ¢tre premier & 5. Co Q. b

n == 59,

Emploi d"une sewle des congruences dw théoréme 111, — Rappe-
lons que, d'aprés M. Arwin (Aeta mathematica, t. 42, 1920, p. 190),
st 2 ost égal {59, la congruence

(1 —1—ut=o0

a des solutions quand on prend »* pour module (ce qui empdche de
pouvoir appliquer & ce cas le critére de Legendre ), mais an contraive
n’en a aucune si 'on prend 2? pour module.

Tenant compte de ce résultat, on en déduil qu'a fortiori il n’existe
pas de solutions pour le module »*, ce qui nous suffit powr conclure
a Pimpossibilité de Usquation X" = o dans le premier cas.

9. Arericariox ves vikorimes 1V, Vo VIL — Ceux-ci expriment,
comme nous l'avons vu, (ue (1) est impossible dans le premier cas si
'on ne peut tiouver des entiers « et ¢ de la forme

a4+ bn —+ cn? (u, b, e<<n)
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satisfaisant aux congruences

) Lt == v 20 (),
() W — = o, e o ((r*)),
{ (b oY — e e i (t - )t —i—u" = o,

() () =0 (),

METHODE GENERALE FONDEE SUL CES 40\«.1\\ gxces. — Nowvelle démons-
tration de U'impossibilite pour n =3, 5, 11, 17, 23, 29.

AN 1

D’une maniére générale, les trois condltlom (1) el (2) donnent,
par élimination de ¢,

w1 =, (- D) —(4-1)=0 ).

Celles-ci expriment que parmi les racines (auwtres que o et 1)
de la congruence
e =0 (modat)

(et a fortiori de la méme congruence prise avec le module #* au lieu
de 1) doivent figurer au moins dewe enticrs CONSECUTIFS

w=uqa -+ bn -+ cn* et (@ =) - b - end,

faute de quoi Uéquation S0 = o est tmpossible dans le premier cas.
Donnons quelques applications de ce principe trés simple en nous
aidant, pour abréger, de la petite table (reproduite plus loin) que
Jacobi avait fait établir (Journal de Crelle, t. 3, 1828, p. 301) et qui
donne, pour 2537, les racines x de la congruence ."~' — 1:=0, pour
le module #® seulement, il est veai. Ces racines étant supposées mises
sous la forme & =a + nh (a ct b positifs et < n), & chaque valeur
de a prise dans la colonne de gauche, cette table fail correspondre la
valeur appropriée pour 4, qu’on lit en regard dans celle des antres
colonnes, en haut de laquelle est inserit le module n envisagé;
ainsi les racines de &% -~ 1==0 (mod 37 sonl =1, 2+ 2 X737
3417 X 37, ete. ().

.

(") Si b=o0, 0n lombe sur un nombre «(1<<a <<n), qui satisfait i la con-
gruence; ce cas remarquable a lieu. d’aprés cette table, pour
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Pour que la condition énoncée ci-dessus soit réalisée, il fawt
donc, n étant donné, trouver dans la table deux racines a + nb et
(@ + 1) + nb deladite congruence, ce qui revient & chercher s'il existe
dans la colonne des b dewe valeurs cCONSECUTIVES 1DENTIQUES .,

Un simple coup d’wil sur la table suflit & montrer que ceci n'a
pas liew pour n=3,5,11,17,23, 29. L’impossibilité de S} =o
(dans le premier cas) est done ainsi démontrée a nowveau pour ces
valeurs. :

On voit que cette méthode cst simple et assez générale.

Revaroue, — Pour d’antres valeurs de » (7,13, 19, 31, 37) au con-
traire, cette condition est remplie relativement au module 2? (d’aprés
la table ci-aprés); il resterait & vévifier si clle I'est ou non pour le
module n°.

Mdme dans un tel cas ot la condition serait vérifiée par une valeur «,
les théoremes 1V ter, 1 ter, 1 bis ont pour effet de déterminer les
premiers coe fficients x;, 3, v, du développement de

R LU o ZU AR S Y LR TR

ou tout au moins de délimiter assez étroitement leurs valeurs pos-
sibles: en eflet ., doit étre congru (mod »*) & une des racines
a—+ b+ cn* de la table, @, doit &tre = wv, et v == — (L+w)w,.

L.e temps nous manque pour poursinivre ces applications numé-
riques. Elles seraient facilitées, comme on vient de le voir, par un tra-
vail préparatoire consistant & prolonger la table de Jacobi dans deux
directions : 1" pourdes valeurs de 2 au dela de 37 ; 2° pour le module »*
au licu de #~* (méme quand »>37). Une telle table donnerait donc
non sculement la valeur de b mais celle de ¢, et 'impossibilité serait
démontrée pour tous les exposants n lels, qu'on ne trouve pas dans
les colonnes correspondantes deux nombres & el ¢ respectivement
identiques aux deux nombres b et ¢ immédiatement & la suite.

Bien entendu, cette méthode pourrait éventuellement étre combinée
avec d’autres méthodes connues.
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10. Voici quelques propositions secondaires :

Tukorene IN. — Dans le premier cas, on a
1t
gl=n(—a;uy) 3 (mod a}").

En effet, dans I"équation (5), remplagons «x; par — a;g; et X, par @
(théoréme 1), puis P(x;, .¢;) par expression

n—1

aP" Ry ) B a(—apag) o,

que fournit le lemme A L’égalité obtenue donne de suite la congruence

cherchée. Go QL Fa D

Devsition. — ppelons D, le plus grand commaun divisewr de a;

. a; +
el de (a;+ ag), et \;, Q; les quotients respe m/.s = el = D

Tueoreme N. — Dans le premier cas. l’(*'qualion. () du théo-
réme H peut 'éerire :

(18) al - (aj+ apyr=lanva; ¢ + n(a;+ ap)S(a; ap)]a;ag,

laquelle se décompose dans les dewr swivantes (ol M est un certain
entier) :

(19) AR+ Q= na;u; M, 2= N e + QS (g, ap) = DE U M.

Pour le voir, il suffit de remplacer p dans U'équation (11) par Xaf,
et d'exprimer @ + @ en fonction de S(a;, @), d’ont (18). Ensuile,
dans (18), 1‘emplagons a; par D;A; et (@;+ a;) par D;Q;, ce qui
donne
(20) DE YA+ Q) =nlan’ "Ajo + Q:S(ay, ap)a;a,

el remarquons que @; et @, sont premiers avec D, et avec » (d’aprés le
théoréme I). D’ou les équations (19).

Tucorime XL — Les (rois membres A; ont tous leurs facteurs
premiers de la forme 2Kn + 1.

Tutortne X1, — On doit avoir A;=— Q, (mod n).
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L. Le théoréme fondamental de S. Germain. Critéres de
Legendre. Application & desvalewrs de n allant jusqu’a do03244. —
On sait que 8. Germain a pu démontrer « d'un trait de plume » le
devnier théoréme de Fermat (dans le premier cas) pour n < 100 grice
a ce théoréme remarquable :

Tugorine., — L'équation X! = o estimpossible en nombres entiers
premiers & n (1 cas), s'tl exrste un nombre premier § =2Kn +1
tel que : 1 la congruence 1+ 3 + g'=0 (mod 0) soit impossible,
o et o' élant dew.r résidus de puissances ™" | el par suite aussi toule
congruence W' + ¢ 4w =0 (mod 0), ol w, vow sont premiers a s
2% 1 ne sort pas wn résida de puissance 0™ (mod 0).

De 1 Legendre @ tivé divers covollaives (donunés ci-aprés), qui lui
ont permis de prolonger la vérification jusqu’a » < 197. Depuis, des
progreés cousidérables ont ¢té réalisés daus cette voie par M. Dickson.

Currines v Lesesose. — L'équation (O est impossible cn nombres
entiers premiers @ n (1 cas) st le nombre premier noest tel que
Cun des nombres 20 41, {n 41, 8n -1, won 1 solt également
premier.

Application @ de grandes valewrs de n. -— Nous avons recherché
— entre certaines limites — les nombres premiers # qui sont tels que
20 -+ 1 soil aussi premier,

Les nombres » jopissant de cette propricté el compris entre 9043
et 10001 sont: gody, 9221, 9293, 9371, 941y, V173, 9479, VDY,
09629, 9689, 9791.

Sutre Hoooooo et Hoo3d7t, ces valeurs de 2 (que nous désignons
simplement par leur excédent sur 3000000) soul : 111°(c'est-a-dire
doovo1rl), 263, 321, 381, 399, 741, 783, 903, 981, 1173, 1203, 1200,
1443, 1779, 2103, 2223, 2239, 2313, 2331, 2583, 2841, 3081, 3231,
entin 3249, c’est-a-dire 5003 249.

Nous pensons que ces valeurs sont les plus grandes pour lesquelles
un tel calcul ait ét¢ fait et pour lesquelles Uimpossibilite de (1) dans
le premier cas se (rouce ainsi verifiée.

Autres conséquences des critéresde Legendre. — Ennous appuyanl
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d’une part sur ces critéres, d’autre part sur quelques-uns des nom-
breux résultats que nous avons obtenus dans la théorie des nombres
premiers et que nous avons développés dans uu autre Mémoire étendu,
nous pouvons énoncer ces théorémes.

Nouvveaux currires. — Dans le premier cas,on sera sir que Uéqua-
tion (1) est impossible en nombres entiers quand I'une queleonque
des st eirconstances suivantes se produira :

1° Sty nétant dela forme {N + 3, on 4= vdivise 2" — 15 2% n étant
de la forme {K 41, sl 2n+ 1 divise 2"+ 133° s jn+ 1 est de la
Sorme 8K + Setdivise 2*® 4 15 42 st fu + 1 est de la forme (2K + 5
et divise 3% =15 3° s Sn 4=t divise 2" — 15 6080 100 + 1 divise

..
San
D=1,

Deuxiéme cas.

12, Tugonene U, -- Dans le dewxiéme cas, les trots nombres
S (g ) doivent étre premiers a n.

Cela résulte immédiatement de ce que, dans ce cas, I'un des trois
nombres .v;, v, (.r;+ ;) est toujours divisible par » et que S(v;, ;)
est premier avece chacun d’eux. CoQ. D,

Turorkne 1V, — Dans le deuxiéme cas, il faul que Ueaposant v
(qui entre dans p et dans x,) soit 2 2.

Premicre démonstration. — L’équation (11) conduit encore & une
équation analogue & I'égalité (18) du théoréme X (§ 10), savoir

(N v tal 4 (At a) =20y o - n @y @) S(ds. @) | agay,

d’ou le théoréme résulte sans peine (').

.

Dewriéme démonstration (analogue a la deuxiéme démonstration
du théoréme 1V). — Les congruences (15) et (16) sont encore valables
dans le deuxiéme cas pour =2 et 3 (mais non pour i =1). On en
déduit encore que la quantité »"'a) 4+ af + aj, c'est-d-dire

(1) C’est par cette méthode diflérente de celle de S. Germain, doat je ne con-
naissais pas encore les travaux, que j'ai retrouvé cette proposition.
A

Journ. de Math., tome IV. — Fasc. I, 1923, 3
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an'a, a, @y, d’aprés I’équation (11), est congrue (modn?) & — X

n

ou o. Donc.... CoQLF D,
Trotsieme démonstration. -- Plus simplement encore, 1'équa-

Rl - a4 el
2

» montre ici

tion (11), dans laquelle p a pour valeur

que a, + @, doit ¢tre divisible exactement par »* (et non par »**')
(avec vZ1). Donc a,+ @, (congru i aj + «;) est divisible par #,
d’oll a,==— a,, et par suile a,== — «; (modn*). Dot v 2.

Co Q. F. D,

Tukorine Vo — Dans le dewvicme cas, 1l faut qu'on ait

e o (modn?).

Premicre démonstration. — ldentique & la premiére démonstra-
tion du théoréme V, puisque les congruences (14) sont toujours
valables et que, dans ce deuxiéme cas, on a encore vZ2 (théoréme
préeédent). C. Q. LD,

Nota. — Bien entendu, ce théoréme n’a pas d'intérét pour ¢ =1,
c’est-a-dire pour x,, qui par hypothése est ici divisible pav #¥2 .

IS, Awtre mode de deémonstration des dewx: derniers théo-
remes 177" et V' (analogue & celui du premier cas) :

Lenve V. —~ Dans le dewvieme cas. tous les facteurs premiers
de chaque nombre g.(i =1, 2, 3) sont de la forme 14 20Y%
(avec yZ1).

Pour g, et g, le raisonnement est identique 3 celui du lemme V1
(premier cas); pour g, il est analogue également, puisque g, étant

premier non sculement avec a,, mais avec n, P'est bien aussi avec
x,+ @, d’out la méme conclusion. C. Q. F. D,

CoworLare VIU'. — Dans le deuriéme cas, si v, estle plus petit des
ewposants y relatifs auw nombre ¢, (i =2et 3), on a

&=t (modna%) avec s o 1.

En effet, d’abord ces nembres o, sont en valeur absolue de la forme
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1+ 2K;n% avec 2,7y, 2 2, d’aprés le lemme VI'; d'on

wr=r (mod a®),

DX S

D’autve parct, les égalités (10') et les congrueunces (13), qui leur
sout applicables pour r = 2 et 3, donnent

Qi3 (mod n),
c'est-d-dire
: RN N {wmodn).

On a donc bien
gi- U (moda) pour J==xet 3,
CooQu oD,
Turoseme LV — Dans le devsiéme cas, st o est le plus petit des
nombres a; (pour i =2 et 3). v est 22 + 1 (done 2 2).
Le méme raisonnement que dans le premier cas (théoréme IV lis)
montre pour { =2 et 3 qu'on a

(%) et Ny et @l Ny (woedartt),

Dailleurs, dapres les équations (87) et (10') (théoréme '), on a

@i — N\ (mod vy,
Par suite X7’ ou o est congrud — X \; == — 2p suivant le plus petit

des deux modules #*7' et #™'; done 2p est divisible par #*' ou 2™,
Douc, d'apreés Uéquation {11) (théoréme LI), on a bien
PN SN Q. B Dy
Turonine Vo — Dans le dewrviéme cas, il faut qu'on ait
Ff— @m0 (modaxtt) avee LR o R
Mdme démonstration pour v, et ., que dans le premier cas (Lhéo-

réme V brs). Quant & @, il est divisible lui-méme [formule (10’)] par

n'Z nd.
1A, Extension des théorémes précédents :

Lemue VI'. — Dans le devciéme cas, tous les factewrs premiers
dw nombre g, sont de la forme 1 + 2008 (avec y22).



20 LEOX POMEY,

Démounstration identique textuellement a celle du lemme VI /s
(1*" cas), en y supposant i =1 (').
~

Tuvovene IN'. — Dans le dewciéme cas. on a les congruences (avee
Jeth ‘,,,:4. l) )

Nt H—1

&1 S(—waty) T (mad AP 3a}Y), 2t a(—aag) T (mod adt).

Ltles résultent instantancément des équations (3), quand on v rem-
place \;et; pav leurs valeurs (8" ) et (10" (théoréme 1), et Py, ay)
n- .

par son expression \R(,, o)+ o= ) F (lemme A,

Go QL FL D

Covonaee VUL — Dans le dewcieme cas, st vy, est le plus petit
des exposants ~ relati fs aw nombre g, on a

o= U (mod #*) avee &y, Lt

Eu eflet, dlapres le lemme VU g, doil dtre en valear absolue dela
forme 1 -+ 2K, n%, avec 2,2y, 2 2, d’ou g\ ===1 (mod 2%). Or, il est
facile de voir qu'on a g, :1(mod n); cela vésulte de la premiére con-
gruence du théoréme précident, cav le second membre est congru i 13
en effet, on a

(an) { s pz= N\ Ema {mod a1
an . .
' | — gy ] =y (mod n*—t),
On a douc bien
wot
Sy () T oo (RN A (R

Tueonkns V. — Dans le dewxicme cas, on doit avorr (pour ¢ = =
et 3) ) w0 (mod n).

Fn effet, dapres le théoréme précédent, on a

n—1

»
"

aYoot (mod axo e et (—aer) ® ottt (mod pn Y,

Donc, d'apres la premieve congruence du théoreme I\, 1 est coneru
? bl ) b}

(') Cette démonstration est plus simple que celle par laquelle S. Germain a
ctabliy pour le denxiéme cas seulement, le lemme V17,
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A Hn--

a2y etay™ suivant le pluspetit des deux modules «, + 1 et nv — 13
or nv — t est aussi =3, puisque v est déja = 2 (théorcme IV') et que »
esl Z3. On a donce bien

(aa) W=y 20 el e ymmo (mod #F). QDL

De li résulte que les autves conditions @y -— . t0 (¢==1, 2, 3) et
L.v;.:0 (mod n*) sont absolument générales (dans les premier et
deuxitme cas).

Les conditions 2~ @y -0 (mod r*) sont ausst valables dans les
deux cas, sauf pour ., s'il est supposé divisible par z.

Dans le deuxiéme cas, @, ¢t -—.r, dotvent étre congrus (mod n*) &
une méme racine de la congruence .« — ;0 (mod n*).

18, Les propositions secondaires suivantes se démontrent, & peu
de chose prés, comme leurs analogues du premier cas :

Conséquences duw théoréme 1. — D, Ay, Q, étant définis comme
dans le premier cas, mais {), étant, dans le deuxi¢tme cas, de la
forme »—'¢,. on a:

Tukonene N — Dans le dewvicme cas, tl existe un entier N tet
que (12) se décompose en

.
RUVAY - gt agag N
o \‘? e 4/15((,2‘ ”:i) SR ILEE IR P \.
Notae — Dans le cas particulier du troisiéme degré, on trouve

que la valeur absolue de N se véduit & I'unité, ainsi que les nombres g
et S((I._,, a,).

Tueonine XV, — Le nombre | « tous ses facteurs premiers de la
Jornee 2N w1,

Tuwovene \X1. — Dans le dewcicme cas, on doit avoir
2\ 4 gp=io (mod ).

(AT . .\ * '

Putovine, — Dans le dewvicme cas, tout nombre O répondant avs
conditions du théoréme de S. Germain et, en particulier, awr condi-
tions des théoremes NI @ XV, ne pewt diviser ai ay ni a, et, 8'il
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estde la forme 2 Kn+1, il ne peut diviser g3 maits il doit diviser
Uun des trois v, done ouw &, ot gy oua,, owméme g, st 0=2Kn*+1.

Fquations céquivalentes @ Uéquation Xaf=o0. — Voici, parmi
beaucoup d’autres analogues, quelques équations dont Pimpossibilité
entrainerait celle de (1), et réciproquement {en appelant 3,(.v;, ;)
la fonction S(.v;, ;). velative au degré n, et en posant (&, .4y%)" = ®,

A I R R
et Xafal =41,

TP — e = A (g b= 2, )
Lait= 3w, Yokt = hw, S (g ) (A impair);
Tt =3w, 10wy — 32ty Xat =dw, o+ 34

St = (S — X - ) == (3, = a o)t = 3w -k 1A
(2 g X (Sm, — i
e adn (e AN Saitoa A

(‘t":l" -+ ‘t‘i") (‘I“;" -+ J.*iu) (.(~‘§'~" -+ .l“-;") P As__ (3:,»

DTS -



