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SUR LE MOUVEMENT DES SYSTEMRES NON [IOLONOMES. 193

Sur le mouvement des systemes non holonomes ;

Pac M. Iv. TZENOFF.

l. lmaginons un systéme assujetti d’abord & des liaisons expri-
mables par des relalions en termes finis entre les coordonnées des
divers points. Soit, en tenant compte de ces liaisons, A + p le nombre
des paramétres indépendants ¢, ¢uy ooy Gy <o Qi p qui fixent la
position du systéme. ‘

Supposons maintenant qu'on ajoute aux liaisons précédentes de
nouvelles liaisons dépendant du temps, exprimables par p relations
différentielles entre les parameétres g, ¢a, «ooy Gas <oy Qs de la
forme

- .
(1) ([4/;‘_,_[?;: ‘\_‘ “i:x({(]x"?‘ c(,(lt o 4[',;,,": 2 a,»zq'; -+ g (=1, ... p).
2= x=1

Désignons par T, et S, la demi-force vive et la demi-énergie d’acceé-
lération du systéme, calculées en ne tenant compte que des liaisons
finics imposées au systéme.

D’autre part désignons par T et S les quantitésanalogues, en tenant
compte aussi des liaisons différentielles données par (1).

Entin désignons par T, la fonction T,, considérée comme fonction
de ¢i,,s + vy i, Seulement, et par S, la founction S,, considérée
comme fonction de ¢} ,, ..., ¢;., seulement, en w’oubliant pas, bien
entendu, que ¢, ..., ¢, , pour Ty, et gy s ooy qu., pour S, sont
déterminées par (1).

Alors on peut mettre les équations du mouvement des systémes non
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holonomes sous la forme suivante :

d JT Jt JT, d JT, ()S. .

Y —_— e et e o e e e—— g () = “ e l\

(=) dt dqy  Oga l Ogx  dt 0gy * ()(] b (=13 nh

d ol  dJdTy 08, )
af — Dy =0 X, 2, s A
() dt Oy dgx 0y vx ( ! )
QQ, ¢étant le coefficient de d¢, dans l'expression de la somme des
travaux virtuels des forces appliquées.
Nous avons obtenu ces résultats en suivant une méthode analogue a
celle de Lagrange pour les systémes holonomes ().

2. Les fonctions T, et 5, sont lices par la relation

Js, o JT, JT, . _ )
o Ty g SN b b

‘n ellet, nous avons

(3) Py (gt i 0 :-«'N
1 2 8= S (- et - 2.
: DTS - ( |\ )l\ | ~U
On a
, kop ,
. , o, N /.U, ' '
(‘)) g = ' -t- \ ‘(/.,\‘» Y=oy Sn T
l)( d()‘[s
s
kip kip

- a_d ey \\01.. R N . )
(O = e gy T A g e

R | N0

L’équation (1) donne, en tenant compte de (5) et (6),

,,()4‘

./ C LA
— = Amlag ko = 3 m an )
Ay ! ( Yoq. ot > = k ¢ )/’ gualtEl ,

___([; Sl a.h o - ) » Cd o 4 N >
ST \u‘)'l‘:- T = ( vd d«l\

_d ‘)T“! N a d (?J‘!\ - ) )
pyns ({( ()'/.: - «.I..(U (,)i[‘; e 17w .‘ b

(') Iv. Tzexorr, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1gao.
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) . R d da Yo _ Ay,
d’oti 'on tive, en observant que — T g, =g

S, _ d dl, _JT,

- Sy TR e — N S A T N S AL
() dyy T dt agl T Oy (r=2, B

wl

L}

. En tenant compte de la relation (7), ona

gty d T 08, \w ol dy) dVil.Ld'/“‘ . \1 95, qiii

()'/y‘- dt ()l/’x.{ dyy a-h)r“ ‘ d(/x d(-l()(“ ¢ % ‘ -—‘0(/,‘ < dyy

Lin se servant des relations (7) pours = A+ 1, ..., h +p, et de la
relation
(——-)l/’k‘ L _——-—()(11 L (f==1.2 P
depy Jdys o ?
qu'on déduit facilement de (1), le terme complémentaire prend la
forme

Q) JT, 7 f., ()'l\,, + INT _ Y l JT, (f)‘/.k‘i‘ . 7 ()l“ i )_ » JTy dyisi
!)l/x dt ()l}x ‘)'IJ ]
LR

ki \ Oy dt ()//u 0:/[.— i _0«/1 >.
1l s’ensuit que le terme complémentaire qu’il faut ajouter au pre-
micr membre des équations de Lagrange, pour obtenir les équations
du mouvement des systémes matériels non holonomes, ne conticnt
pas les dérivées secondes par rapport au temps.
Alors les ¢quations du mouvement (2) sont :

4TI | O (g i) 0T i
dt Jgy ()(/q_ ’d 01“ k ()4/1 dygy ()(/“, dqy
) : - (=120 oo k)
| &

= Qy

<l .
:/',_,A:‘\,_damq;-kui (=130 oo, p)
X1

Ceci nous montre que pour pouvoir égrive les équations du mouve-
ment d’un systéme non holonome, il n’est pas nécessaire de connaitre
la fonction S de M. Appell, ni la fonction S, que nous avons iutro-
« duite. Ceci simplilie beaucoup les calculs, parce que la fonction S se
calcule difficilement.
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4. Nous allons maintenant déduire les équations de M. Appell des
nétres et inpersement.

Nous partirons de I'équation

d ()'F\ ‘)’I‘o ()Sl
—_ vy _ 2 —_— = ) = “ oo l\ .
&g, 0ga o T (BFL )

En tenant compte de 'équation (7) pour a =1, 2, ..., &, I'équa-
tion ci-dessus devient
(10) o=
en posant

()S, _ I‘w 0Sa ()(/“,
¢’ I-:d:/“, g%

La fonction S de M. Appell représente 'énergie d’accélération du
systéme, en tenant compte de toutes les liaisons finics etdifférentielles;
elle peut s’obtenir de S, en tenant compte des relations (1). Alors

dS _ ()S" ()Sn ()4’A v ()So ()S]
dgs 0(/1 2! iei gy Oy * s

ce qui est égal & Q, d’aprés (10). Donc, on a les équations de
M. Appell

J9S __ _ .
()’]u Ka (~2 e . R /\)

Inversement, comme

05 08, oS, 0, _ d oty _ o1,
Oz~ dgx  dgy Oy dt dqyx dgi

nous aurons
d ot _ %, 08, o _
mm_dtju d(]" =Q¢ (a=1,2, ..., k).
On en tire facilement les équations (2) en tenant compte de cc que

T _om, ot or_on o,
09% ~ 0qx  Jqa d9s ~ Oqa = dyx
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$. Nous allons oltenir les équations du mouvement (2) ow (2')
A .

'une autre maniére, en pavtant de I'équation générale de la dyna-
mique, c¢crite sous la forme

k

(4 I 01‘.») 5
.:.;(m diy  9qa) 1%
a=1

I' L hl gy
(LIt
) ((l! ()q,_ wi Oray, Okt ==
i1

i [‘/J*

,)
N \ N
Q8 0yy-t- }_. Qilsi0¢k son

i=1

2
il

St 'on tient maintenaut compte des liaisons ditférentielles (1)
‘

—
l/'k‘.A = \

-,.‘a;x(/'xvl—a; (f=1.2
X=1

o P
alors
«
O R
Ofpsi== Z Aa 0y

=1

et I'équation générale de la dynamique prend la forme

' r . - . It
daty  dly N d ot ol..) CNoa
+ (dc Ofhri ()(,k ) iy | Oy 2, OOt

x=1

en tenant compte des relations (7) pour s=/h + 1, ..., k+p, et
de ce que

- 0(/&“
alors

_V ()b“ ()q“ ()Sl
= Rl

d Ity _ JT, a
‘_\k dyrri) ‘-“)’IA ¢ dga

dt dqi.q = 9
el nous aurons

l‘d -

"

N ;

bl ! — Yo S

dt O~ Oqa o,”)‘;"“ 2 Qi
l.—:

( d JT, JT, Ob,

2
I

N . . . 3
comme les dg, sont arbitraires, nous obtenons les équations (2)

Journ. de Math., tome IV — Fase. 1, 1925, 26
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6. Nous pouvons déduire le théoréme des forces vives des égua-
tions (2) ou (2'). Le théoréme, déduait du principe de d’Alembert.
s’énonce ainsi : si les liaisons sont indépendantes du temps, la difteé-
rentielle de la demi-force vive est égale & la somme des travaux élé-
mentaires des forces données. Comme les liaisons sont indépendantes
du temps, les déplacements réels sont compris parmi les déplace-
ments virtuels, compatibles avec les liaisons; c¢’est pourquot on peut
remplacer 8¢, (s = 1, 2. ..., A+ p) par dy,. Les équations (1) dans

ce cas sont :
IS k

N , O Jui .
(rr) (hoi = }_,aw/x:‘_‘ (,(/;‘ ga (I=vaccop)h
X -=1 x=1

les coelficients «;, étant des fonctions de ¢,, .... T
L.e théoréme des forces vives s’écrit :

T A\

—_ LT

dt 7T Ak Qtta
x=1

Il s’avit de déduire cette équation des égquations (2) :
el K

d JTF Jr JT, d Jdl, 95,
e e e e mes —m — o = (=12, ... . 4h)
dt dgy  Jdgx ! dgs  dt dgy " Ny Wa \x=t h)

Multiplions-les par ¢, et ajoutons-les. Nous obtenons alors, en
supposant les équations (2) remplacées par (g) :

k k » I3
) d oT AN JI \ JT, AN i d L)(/;“g\
(r2) Z(—(, (‘}E‘Ia— ol O lva f-“_u‘)"/-kj;_‘/_‘ k--l)fl.x i -J«[}. 149 .

x=1 A =1 t~ 1 X=1

v k k

U ()T, -l ()I];\-.;. : \ﬂ

— o ! ZAREL ) ¢
s ()i Jfy 7% - Vagz

(=1 X =1 A=

Comme la fonction T est une forme quadratique des ¢\, ..., ¢;.
on i
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_ par conséquent

k k k 3
\‘ai JT e f,‘_'i“”', ,_\*\01 .._dx'l‘_v.c)l‘,
-kt ey T2= 0 i 7 e -’-i l‘)l]fx = "7 ad )Gy 12
x=t X==1 =1
k )
1{“).'_11 AN\ JT " s\ 'Iﬁ a1, (’(]Z i
“dt —l dr/ -l a—l d:]k i 0413
a=t 2=t =t

o r k
R _ \/ﬁl)l":q; v aT, ﬁ()'“ 0,
dt i d([x d ()l“ i ()4/
z2=l 2=

Le denxitme terme de (12) s’écerit:

\1 JT . \ﬂ()l“(._h{ﬁ (“n \‘d']& i

- ‘)'I' -J ()«[ 12 -i ()']A ;- gy
x =1 x %=1

VRS

Alors P'équation (12) prendra la forme

T \1 JdT. . \ﬂc)l“ . \w JT, («)qk = d (}'Ik.-:‘(’r)
. TR AL

Tt -l ():/xl --l()r/,l ‘-l()q,. Ay 1> 0 gy

3
\1 JT, \‘(94“ R N\
e )rpy - O 2=
=1 X=1

Qyas

b

~
i

ou bien en tenant compte des équations (t1)

. kv k
Al \ Jl, . ~ 0T, |, AN
N Y — NI

dt -t () I ()] =
xX=1

8= s=1

(U

entin

a=t
Cherchons maintenant la forme (ue doivent avoir les liaisous
diliéventielles imposces au systéme pour que Uéquation de Lagrange
puisse s'appliquer a Uun des paramétres.
Nous allons considérer le cas spécial ot toutes les liaisons sont inde-
pendantes du temps, et ol les quantités g, ;, ..., ¢, ne ligurent pas
dans les équations du mouvement. Alors les équations (1) ont la
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forme
X
X N\ .
() ({l]“.,«:‘\,_‘audqa (F==1r.2a, ... p)
X =t

les @;, ne dépendant que des ¢, ¢ay ~ oy Gae
Daas ce cag, les équations () prennent la forme

dt dq% - dqyx ():]A.T, Ay, dt gy
i==1
K

L T N A N

fi ()T ()T \ ()‘\\ (‘)"’( -3 d ()’/A :)__()
— —_— - = x

. O . .
«/;,;4:‘\,_‘ iz (=1 oaop)

Mais

«)q,‘ d ()(]g i i d

Vg dt gy T dqn dt

TR

) . o, ),

:\ﬂdu,, - \\(N,;]“\ﬂ da; _ 'I“\.,
a-l dJdyq; dq % diy;

i ()(];
1=

et les équations du mouvement sount :

P k
d at av A N l~0. ANFRL «)d.;\,/’:(\)& (X2 h)
dt iy def 5 o depy ;o amd \ ey dey;
0 .l\ . [ k' 1
. N . .
' Gy = ‘\-";‘1’/.\ Rl IR A N
=t
St lon avait
N l)(l,j . ()tl,‘x B IR SR p)
“J) 1)!13‘ o ()I]Vi (j RS B Y /\ ’

alors Uéquation de Lagrange, par rapport au paramétre ¢,, donnerait
une équation différentielle du wouvement du systéme non holo.
nome.

Nous allons définiv p fonctions Iy, Fu. ..., I, de gy qay ooy g1
par les conditions

N ia
| DR / "‘\ad'li (= PO T /’)Z
et
on en déduit
ol
— =k

g5
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de méme

Pl /""da N Y da

S = 2elg, = / N g, = aq— a'
()![v JJoo ()']\' 72= \ ()' ] x T i \\‘
KA t]m . 'Iu

d'aprées (15) et en désignant par «f, la valeur de a,, pour ¢, =1¢q;.
Alors
dt

- ”“- T daqg bk Qe Qg
[§

U U
Al T = O = Aty
.

I'équation (13) nous donne
' — (!‘:.\‘ ' [} ' W v 0 ’
ll(]k LT —(—{—l— RN T/ i IS Rl N 7 S B N (are {/ P RN B SRR Y/

Dong, les liaisons différentielles prennent la forme

x-1 K
dfpo == dVik 3 aldgets ¥, aldye  (E=1,00000,p),
r:-l 0-3(\!

Par conséquent, léquation de Lagrange est applicable aw para-
metre gy st les Uaisons imposcées (13) peuvent se mettre sous la_forme
Llune différentelle totale exacte suivie d’une (.avpms‘s-idn, différen-
telle ne contenant pas .

8. On sait que les équations de Lagrange peuvent étre mises sous
une autre forme dounée par Hamilton et qu'il a appelée forine cano-
nique. Nous nous proposons de faire la méme chose avec les équa-
tions (q),

. . P oy " . , -
d _(ﬂ AN [dln (‘)‘I‘ke-i d(lm.i>_ dVy i =0Q,

dt dqy  dqa AR Miri OQ%

(=1, 2, ..., k),

(b)) Ay
dt—“”‘ (=13, ooy ),
k
. - ‘
(.l(/;l» :L(l,;q;-ku, (0 =1, 1, N OR

8
fl

1

Ces équations, au nombrede 2k -+ p,déterminentq i, ..., quy ooy @4 s
4, -+ q;eu fonction de ¢.
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Prenons comme nouvelles variables, au lieu de ¢, ..., ¢}, les
quantités

(13) ,— JTr . 9T X )
‘ I‘-()tl',’ le—(,q;) I'“()/"

ces équations sont linéaires par rapport & ¢\, ..., g5 Ou en tive
inversement ¢, .... ¢, en fonctiondep,, ..., p,. et les équations (16)
détermineront . ...y Gis coos fy 1 Pas - o5 €0 fouction de ¢ Nous
chercherons la forme que prennent les équations (16) quand on effectue
ce changemeut de variables.

La fonction T dépend de ¢, ¢,. ...y ¢, .y ¢\v +ooy ¢ Laissons ¢
lixe et donnons aux vaviables ¢,. ..., ¢,, p,. .... p, des accroisse-
ments infiniment petits, indépendants et avbitvaives. 3¢,. Squ. ...,
8. SPi~ -+~ 9P, On tive les accroissements 6g, ,, .... 8¢, , des
¢quations

%
(1) O o _.‘\: (2005 (F==1.2. ... p)

-

X=

. N b . . . - . '
et les accroissements 11/ SRR 5(],. des équations (17), supposces réso-
‘ Al 0
lues par rapportauwx ¢\, ..., ¢..
Alors la variation de T sera

‘
\*f“ PR NI NUAP
4-#()(, )y .
-1 X1

ou bien, en tenant compte des équations (17) et (18),

g " ro
ST — N N s Al \*\ Jar \ gl

Al h . (1 ’;l N
i \ Jyy ey = /2
i

. x:l X1
Si Pon pose
v
(19) K:El’a’];*—'r-
x—1
on aura
A »
gk - N ‘Ia"/’ “_\ ()l ) \ﬂ JT d/Au B
()/\ 4)«/,, ; d:/ !
x 1 x

Nous avons oblenu ainst une cxpvcssion pour la différentielle
Ny - . N .
totale s qui remplace 5T. Nous aurons une nouvelle expression
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pour ¢k en supposant que K est exprimé en fonction de ¢, ¢, ...,
oo =os o Pro woos Py et QUE oy oo r/ P P \ubmenl des

variations arbitraires gy, ... 04 9P« oy 3,0 Alovs
" o7 N
B WL _\’ \‘ O ““" )
i () ”l’x -t ()(/x ‘_‘ (h/ ; ()‘/.,. uef x.
X - X

A s “ . Npr .
En identifiant ces deux expressions pour sk, on obtient

)

| o ,,{‘ Uk 0N N0 OK g

= - —
Can) 5 ()(/;. s dyx —-l di.i O (==, o ).
( o= 1N
T dps

Dans ces équations, les dérivées partielles de ‘I sont prises en consi-
dérant T comme une fonetion de 4, ¢y <oy ¢ vooi @i e ons 4l
tandis (ue K est supposé exprimé en fonction de ¢, ¢y, .oy ¢, .
(/.‘.,,a P e cos Pre

Alors, d’aprés (20), les équatious (16). en remargquant ue

IA
v 4t AN Oty dqis,
dya i qué,- -i d(/A. ()r/k i
el

) 1' 'l l’
{1 Jar 4)(14 i\ _(Lll,_ gy \1 ()'l‘,, \ ()«/2 i ()(/1”
dq;‘ i 0([1 T ()(/A A-ld:“ . ()r/JL
i

i

prenncut la forme suivante :

({p 71N {1 Jh ()1“,

dt Z)(/x }_,"“)‘lk ; (h/l

) v )
{1 Jly ki _d t)f/A L \“‘ ks O, O
s 0(/& : "'/.X ([[ 0‘[& d()(/; i ()(Ix TN
. i A
(21) ¢ (=1, ANV
d‘]x_ ()l\ (gg—_—l,-_g,...\/n‘)-
dt Ipy
&
dyy.

Jgi\ s
di :2:‘¢1,-J(5[—)—JL +a,” (t=1,2. ..., p);

\ x=1
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le quatridme terme de la premiére équation, en vertu de la deuxiéme
et de la troisiéme équation. est une fonction de 2, ¢,y gay vovi gy oen,
Tiopy Pry <oos P

Ces ¢quations (21) au nombre de 2A +p sont donc du premier ordre
par rapport aux 2k + p varviables ¢,. ..., ¢, ., Pis --vy P On peut
les résoudre ¢t obtenir les variables ci-dessus comme fonctions de ¢
et de 24 + p coustantes arbitraires.

Supposons maintenant que les forces données dérivent d’une fone-
tion U, qui dépend de ¢. ¢,, ¢u. ..., ¢,.,, mais ne dépend pas de p,,

JU
Py oo pialorsS— =o0. On a

apx
(R3 :g;;ti (a=1, 2, ..., k),
)
o, ;= 2 T, 2, e P )
N 0(,/..'_ (1 by 2, p\’
. s i
) :)“»l_l)‘!_.f_]l‘_". — Y A
(\l (\J v ‘\I\"l ()'//:x (1 LI /)
Alors, en posant
: H= k-0,
nous aurouns
dl dh Jll ok Jt!

g T, - —— T e Rt = 2 oA
Iy dpx’ dgx ~ dyy g (=12 )
ol dh JU

Brrra b )

et les équations (21) prennent la forme

. rd
dpy N -sﬂ Jl ‘)’l’k;_fj
dt i ()‘75&
i=t

,' )
W | (g i v odrk Y [ o
el R ANUE g’y i i, gy Dif
(1!'.!) ‘ I=x1 N 1=1
. n (x=1,2, ..., k),
dyy R
I =I. ‘...,/{),
dt dpy (x=1.12, '

k
(f(],“,,« _‘1 ) Jtl ) - »
. a,;(—)-p—l—,-u, (F==1.2, ..., p)
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Ces équations représentent la forme canonique avec un terme com-

plémentaire des équations du mouvement des systémes non holo-
nomes.

Cas particulier. — Supposous que les liaisons soient indépendantes
du temps; alors Z ne figurera pas dans H et T, ; les a; seront nulles.
Alors T sera une forme quadratique par rapport aux ¢, ..., ¢, et
par conséquent

KN =2puga—T=2T-T=T,
el

(23) H=K-U=T—-U.

Le théoréme des forces vives, donné par I’équation

dT _
dt (\an$
. 3 3 a_.l
devient ic1
T o dU
4 ’\ ﬁ ’ —_—
27 ‘x_‘ &+ 2‘ QL+zam ‘]a— > ()1] ‘_‘ 0, Qr+i= az ’
x =1 i=1

ou bien en intégrant
T=U- 4, d’ont =4,

On peut déduire ce résultat des équations (22). En effet, la fonc-

tion H dépend de ¢,, ..., ¢,,,, P1s -, P, Pendant le mouvement,
ces quantités sont des fonctions du temps, et par conséquent

k »
o -\ oH dqg, oH dpy JH (0'(],\‘_”~
dt L <()(]a—(—i—£ +(m dt +20‘1k+i dr’

=1

Journ. de Math., tome 1V, — Fasc. 11, 1925, 27
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qui devient en tenant compte de (22), et de ce que @, = o,

k P ) r ' ’
M N Y W (Wi Ohi | N Wit s
T 7= -l Okei\ 092 dt g a— 0qy.! UGa
i=1 K

P k &
_ NI QM s N M v Oksi
= 2‘1_—)(]';&;‘(“ a l]a—‘f_‘(l«m P +-ddq sy
i 3

i=1 = a=t
Mais on a
] ._§"‘lk+:‘ ) { Ofhsi ) \*d!]hz .
Trai= 0+ VA _,aq—lm‘*”_ o T
d’autre part -
k
20, .
(lm—;lzdg;*' &+é"g;§"q&;
en comparant, on tire
. ki {*0!]1‘4: ' A Mhyi (i=1,2 )
g Og T 0y 0T o ThAePh
donc
%E; = H=A.

Dans le cas plus particulier out T, et T ne dépendent pas des para-
metres ¢, , .o 9/.-.r,,, les équations (22) prennent la forme

‘["._'“ \1 dT, <da,, _da;«)ﬂ L d_”_ S o
dt ‘-‘ d‘]H—z dqa 99; . op; T 0¢a =1, ... K,
= i
dl]z ()H (1(],‘.“. . v . (_’E _
dr -—‘)Pu’ dt _/-‘a'udpa ({=r a.....p)
a=1

9. On sait que dans le cas des systémes holonomes on peut obtenir
les équations de Lagrange en partant de l'intégrale
1
¢

L]

k
o+ ¥ Qaéqz)dt.

a=1
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I1 est facile de montrer que dans le cas des systémes non holonomes,
il faut ajouter a la demi-force vive T les fonctions — T, et T3,
T désignant la fonction T,, considérée comme fonction seulement
des ¢,y -+, 7., et par conséquent T, est la fonction T} en tenant
compte des liaisons différentielles (1) ; alors les équations du mouve-
ment d’un systéme non holonome se déduisent de I'équation

Wy
= [ [A(T =T, +T%) + SQ,0¢,] dt =o,
A

a condition que

k . TN
= a3 =y By eeer Py
x=1t . :::\ fy o /\
les 8¢, étant arbitraires. R R R
‘,}




