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Sur le moueetnen t des systèmes non holonomes ; 

PAR M. IV. TZÉiXOFE. 

I. Imaginons un système assujetti d'abord Î\ des liaisons expri-
mables par des relations en termes finis entre les coordonnées des 
divers points. Soit, en tenant compte de ces liaisons, k ·+· ρ le nombre 
des paramètres indépendants 7,, ...,7*, q

kl/t
 qui fixent la 

position du système. 
Supposons maintenant qu'on ajoute aux liaisons précédentes de 

nouvelles liaisons dépendant du temps, exprimables par ρ relations 
différentielles entre les paramètres 7,, 7.,, .çA, 7*+,,, de la 
forme 

k k 
(\) ({</^ «/attyst-U/di ou 7';,, — ̂  O

t
a'/a-t" (f= 1, U, />). 

a-ι a-l 

Désignons par T
0 et S

0
 la demi-force vive et la demi-énergie d'accé-

lération du. système, calculées en ne tenant compte que des liaisons 
finies imposées au système. 

D'autre part désignons par Τ et S les quantités analogues, en tenant 
compte aussi des liaisons différentielles données par (i). 

Enlin désignons par T, la fonction T
0

, considérée comme fonction 
de 7',.

tl
, ..., q'k+

 seulement, et par S, la fonction S
0

, considérée 
comme fonction de q\7* seulement, en n'oubliant pas, bien 
entendu, que 7).,,, ·.., q\

<(t

 pour Τ,, et q
k

. ..., (f
k>v

 pour S, sont 
déterminées par (1). 

Alors on peut mettre les équations du mouvemeutdes systèmes non 
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holonomes soiis la forme suivanle : 

(2) . . d </Γ dT d <ΠΛ, <)S( Λ .. (Ό τ ·Γ7 ; 1- r ~ϊ—γ + -γ"7 = Οα (Λ — ι, a, .... Α) 

OU 

(·'.) -7vr- , 1- = Q* ( 3C ~ I , 2 ) ...,/>), / i\ d <) I ο ()]« , .--ν / ι \ 

Q
x
 étant le coefficient de ctj

a
 dans l'expression de la somme des 

travaux virtuels des forces appliquées. 
Nous avons obtenu ces résultats en suivant une méthode analogue à 

celle de Lagrange pour les systèmes holonomes ( '). 

2. Les fonctions T0 et S0 sont liées par la relation 

57, ,Λ ~ ,75; (' = '.·■'· ···.'■ ()S„ d ()Tn <)Ύ„ 

lin eliet, nous avons 

( 3 ) ·>.T„ = 1 ni (,(·'(■ - i- /
α

* -ι· r·,',2 ), 
( i ) ··>. ~lm{.i·",2 -ι- -I- :·7 ). 

On a 
k, r 

(·>) " ()( —Α Οιμ <ls 1 .,|>-···' 5,,--..., 
.< I 

*·> -'""h ,h +155;Ι'/'ΤΪΛΤ:· ·''·■=-· '·=···· 
Λ I .V · I 

L'équation ( '1) donne, en tenant compte de (5) et ((0, 

dS„ v / „ à.t\, \ f „ ôj'n \ dqs 

d ν / / d.ei, \ v / , d \ dt dqs 

"dt (λ/.:. ο·/] <·■··. )» 

(1 ) lv. TzfeNOFF, Journal de Ma thé mai i<j a es ρ lires et appliquées, 1920. 
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d'où l'on tire, en observant que ̂  ̂  =- , 

( 7 ) 'f !! - (1 ^ _ <;T° (Ν = ι, a k k + p). (λ/ν (// (λ/ν 0(/s 

»>. En tenant compte de la relation (7), on a 

</rt <f 0'\\ (>S, ^ (>T0 <λ//, , (/ ^ (/1\> d</A!t- -γι ()So_ ^7^.«, (λ/α (ft 0'l'x ύ(/"Λ~«'wd()tj'k ., (λ/χ i(t~dù(['k i (λ/'x ^ (λ/ν., (λ/χ 

En se servant des relations (7) pour s -.· /1 + 1, ..,, k -f- />, et de la 
relation 

ϊάμ^<!ήιι u = 1... <></x (λ/χ 

qu'on déduit facilement de (i), le terme complémentaire prend la 
forme 

</Γ, (/ (/Γ, ^ ()S, __ γι Ι (ΤΓβ tOtfk-.i <f (λ/Ε, \ dT» <λ/k+i (λ/χ (ft (λ/χ (λ/χ """ I (λ/À : Λ (λ/χ (// (λ/χ / (λ/Α·./ (λ/χ 

il s'ensuit que le terme complémentaire qu'il faut ajouter au pre-
mier membre des équations de Lagrange, pour obtenir les équations 
du mouvement des systèmes matériels non holonomes, ne contient 
pas les dcricècs secondes par rapport au temps. 

Alors les équations du mouvement (2) sont : 

19) 

<J_ dT __ (/Γ é'o iO</ki 0</i Λ dT„ (f'fk ■ < __ (ft 0(f'x (λ/α ^ (λ/Â. ; \ (λ/χ ()(/χ ' (λ/Α, ,· d(/x α< 

( α — ι, 2, .... /«·). 
Α 

7/. ■ / ~ 2 ~h tf = «, a»p). 
x - 1 

Ceci nous montre que pour pouvoir éçrire les équations du mouve-
ment d'un système non bolonome, il n'est pas nécessaire de connaître 
la fonction S de M, Appell, ni la fonction S, que nous avons intro-

, duite. Ceci simplifie beaucoup les calculs, parce que la fonction S se 
calcule difficilement. 
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■4. Nous allons maintenant déduire les équations de M. Appall des 
nôtres et inversement. 

Nous partirons de l'équation 

d άΓ._ίΓ, + (»ι (a = 1, 2 *)· dt dqx dq* ôqx 

En tenant compte de l'équation (7) pour α= 1, 2, .A, l'équa-
tion ci-dessus devient 

(»θ) τ4 + -7-5 == Qai ζ χ dS0 dS, 

en posant 

àqh -*dq\+i l)q"x γ _dSo <)q"k+i t 

La fonction S de M. Appell représente l'énergie d'accélération du 
système, en tenant compte de toutes les liaisons finies et différentielles ; 
elle peut s'obtenir de S

0
 en tenant compte des relations (1). Alors 

Oq α " 0q\ + 2d àql+f ()q"x ~ àqi + dq'x dS _ dSrt dS0 ùql+i dS0 dS, 

ce qui est égal à Q
a
 d'après (10). Donc, on a les équations de 

M. Appell 

dS dqa = Qa (a = 1, 2 k) 

Inversement, comme 

àq'i à(/i ôq\ d'j'i ~~ dt âqi Oq* d_s_ _ ds_0 ds, et 

nous aurons 

d dl0 dl0 dS, ,. , .. -rt — 3-1 + ττ = kfe (α —ι,a A). 

On en tire facilement les équations (2) en tenant compte de ce que 

dT _ dT0 dT, ^ dT ___ dT0 dT, ^ àq'a Ôq» df/'α dr/a d'/a d</a 
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ΐ>. NOUS allons obtenir les èt/uationn du mouvement (2) ou (2') 

(Pane outre manière, en partant de l'équation générale de la dyna-
mique, écrite sous la forme 

k 
V ( d dT0 <n\ \)dqa dt dqx dqx 
Α = Ι 

V ( d dT0 <n\ \)dqa dt dqx dqx dTo dqk+1 = Ek Ep Qko 
« ·---1 Α--! ( = 1 

Si Γ011 tient maintenant compte des liaisons différentielles (1) : 

A 
VA ··/= 2 (' = ». a. .. ., />)· 

3,-I 

alors 
k 

&/*+/ = 2 i7'a0Vx 
Α- 1 

et l'équation générale de la dynamique prend la forme 

^ Tiàfc- (λ/, + ^ U Α/ί·,/ ~ ÀÂ7.) /:l~ ^ Kx 

en tenant compte des relations (7) pour s =/r + 1, /1 + jo, et 
de ce que 

<*;&— , - - > _ Oyi-.».,· 

alors 

V I iL -Ja. _ d'l\> \ _ V ί/**' — dSi 0</\.i i)(/A.hlJa,x jludi/hi è(jx ~~ ù<fx' 

et nous aurons 

1 U 37. ~ 5"î« + A/-J i Qx qx 

comme les sont arbitraires, nous obtenons les équations (2'). 

Journ. deAfath.y TOME IV — FASC. IL, 192V2 6 
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(ί. Nous pouvons déduire le théorème des forces vices des équa-
tions (a) ou (a'). Le théorème, déduit du principe de d'Alembert. 
s'énonce ainsi : si les liaisons sont indépendantes du temps, la diffé-
rentielle de la demi-force vive est égale à la somme des travaux élé-
mentaires des forces données. Comme les liaisons sont indépendantes 
du temps, les déplacements réels sont compris parmi les déplace-
ments virtuels, compatibles avec les liaisons; c'est pourquoi on peut 
remplacer oq

s
 (s = ι, a. ..., A· -+- p) par Les équations (q) dans 

ce cas sont : 
k k 

(") </*-'-'·= 2d a2d ih/f '/x ('='··■» /d. 
A -1 A — I 

les coefficients aia étant des fonctions de y,, qi r 
Le théorème des forces vives s'écrit : 

— — dt V < ι * 

Il s'agit de déduire cette équation des équations (^a) : 

f 0Ύ _ dT ( 0 l\ __ d_ dï\ <>S, _ , _ tft Oq'x ΰ(/χ é)qx (ft Oq'x r ètfx 1 ' 

Multiplions-les par q'
x
 et ajoutons-les. Nous obtenons alors, en 

supposant les équations (a) remplacées par (ρ) : 

(12) *'·> 2.7, ^ί»-2.Λ„·'»+ 2 âât",2 f - m ι)>/Λ )*« ■ 

- 2 :, 2 ι* = 2 ν»·/»·Qxqx 

Comme la fonction Τ est une forme quadratique des y',, yi. 
on a 

E dT qx= 2Ty ι ν ν*—*1 -
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par conséquent 

v1 χ1 df ' dT d-rr ν dx dmdlit l)tf'x lit dmi i)tf'x ^X <mmd (hf'x^X lit. *mmi dq'x 

Τ dXrt .. "V ·· V ^Xo d</i>. i( lit ^d dq'x 'x *ml jlddq'k i <J'/x 

d*X dX(> .. γ dX0 γι <>'/Â · î · d/ ^d dff x^ jmd dq'k : i dmd Olf'x x 

I.e deuxième tenue de [12) s'écrit: 

V '*X · _ V dTn · . V dT0 V d'/A ■·,· d'/x /x -iJ d*//^ —J d^A ; t <-■' df/ά <ix' 

Alors Γ équation (12) prendra la forme 

d>T Γ dX0 V d'^rt · V dT0 Y /()'/!· ; , if d'/A ·-/ « \ <// -^d7x'/x —à()qx'/x -id (hji.,—l \ <)qx </x (ft ihf'x ' x) 

V d l ,\ V f,'/A ·/ / Vi^ 'Qxqx, 

ou bien en tenant compte des équations (11): 

~tc 2,,),,; ^-2. ;%··'· = 2.^''-

enfin 

— — — y Oxqx <:. e. »·. n. d » 1 d I „ d 1 V I -k d/ >it dt dLi vX'* 

7. Cherchons maintenant la forme que doivent avoir les liaisons 
différentielles imposées au système pour que Γéquation do ί.αμ ratine 
puisse s'appliquer à Γ un des paramètres. 

Nous allons considérer le cas spécial où toutes les liaisons sont indé-
pendantes du temps, et où les quantités qk%n ..qk

 ne figurent pas 
dans les équations du mouvement. Alors les équations (1) ont la 
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forme A 
Κ « 3 ) <t<h. i — 2) ( / — κ a />), 

Χ =1 

les aix ne dépendant que des </,, </*, ...»qk. 
Dans ce cas, les équations (9) prennent la forme 

± dT dT . y Μ/*~ι __ rf ά'/ι^Λ _ 0 ^ ^ rft th/'x Oifx —< df/jt-i-î \ df/, <// d»/k / νΛ 
κ 

df/x <// rhf x ~ dyA d*( '* 
χ-1 

Mais 

J _ fi. dv< / _ Oyj - d df/x <// rhf x ~ dyA d*( '* 

\y*)o,i , ν d",* · V /'d",./ d<ilA\ ~ df/χ 7' —* ()<// Ίΐ " -d \Orfx ihjj ''/r 

el les equations du mouvement sont : 

ι« i * 
Ί «>T _ ,)Τ .4- V V .. Α,·»Υ/=«Κ /.1 (// (ί'/α '''/λ —Jd'lk 7χ li7> ' 

k 

7Α <- ̂  η,ν/χ D 1 < "·> · Ά 
χ --1 

Si Γοη avait 
(ΐΛ) "a'j __ daiot / A 1, a />\ d'/x ~~ dy, \J u a kl ' 

alors l'équation de Lagrange, par rapport au paramètre q
x

, donnerait 
une équation différentielle du mouvement du système non liolo, 
nonie. 

Nous allons définir/) fonctions F,, F2. .F de <7,, </
2J

 qk 

par les conditions 

F / «o<fyx t-v.r. I,a /»); 
on en déduit 

dl\ 77· = «s* : 
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do même 

T" — / i ftyx~ / -ν -0Λ/α = r?iV — <iJV, 

d'après (ifi) et en désignant par la valeur de pourqx = qna. 
Alors 

V/ = ,tgX '/1 -*"··· -*" (/.<a Va . · · -I- «#*· VA 

— "'· 1 V'i — ... - ο — ... — « V//, *> 

l'équation (i3) nous donne 

'f'h < ~ 77f+ ν'ι -ι- · · · ι- (1"—\ νά -1 -I- a"~\ vk m 4- · · + <*.?* Va · 

Donc, les liaisons différentielles prennent la forme 
x-ι k 

'/'/A>·,— 2 4- ^ <''/»· (« = » > -η · · ·>/>)> 

r-.-\ r-Xll 

Par conséquent, l'équation de Lagrange est applicable au para-
mètre si/es liaisons imposées (ι'λ) peuvent se mettre sous la forme 
d'une différentielle totale exacte suivie d'une expression, différen-
tiel b » ne contenant pas q*. 

S. On sait que les équations de Lagrange peuvent être mises sous 
une autre forme donnée par Hamilton et qu'il a appelée forme cano-
nique. Nous nous proposons de faire la même chose avec les équa-
tions (9), 

(16) 

f dT dT y* "_d'L / d'/Âw _ df/LA _ dT0 (h/i,, I (tl dt/x ύηα ^ IdVAiiV dVx dy'x / dyAW d</x | vX 

(α = ι, a, ..k). 

dlx dt ~ Va (a=i, 2. A·), 
A 

'^4·' — ,/λ+(■' ~1 'Λ
 ρ

) · 
X- t 

Oes équations, au nombre de 2 A' -+-/>, déterminent q
n
 ..., </

A
.,, <y

A
 , 

q1..., <7). en fonction de Λ 
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Prenons comme nouvelles variables, au lieu de y'
t
, y

u
 les 

quantités 

(,·> '"=5^· ■■■' i''~SÏÏ.' , x <ΠΛ <)Ύ <)Ύ 

ces équations sont linéaires par rapport à y',. . .., y'A. On en lire 
inversement q\ <y'A. en fonction de/>,, .... />λ. et les equations (ιΓΛ 
détermineront y,, ...,yA. .... /q, en fonction de /. Nous 
chercherons la forme que prennent les équations (iG) quand on effectue 
ce changement de variables. 

La fonction Τ dépend de /, y,. y.,, y'
(
, ..., y,.· Laissons l 

lixe et donnons anx variables y,. ..., y,, />,. .... p. des accroisse-
ments infiniment petits, indépendants et arbitraires, oy,. cy.,. ..., 
oyA, o/q o/>A. On tire les accroissements oyA.,, sy, des 
équations 

.V 

( Is) oy*·^ ('ix δ'/α ( / — I. a />). 

X=l 

et les accroissements oy'
(

. ..., oy. des équations (ι ? A supposées réso-
lues par rapport aux y'

(
, . Λ , y'. 

Alors la variation de Τ sera 
k k r 

χ.,, <tT ^ (λΓ „ , v* ^ ' <-
X - I X I · I 

ou bien, en tenant compte des équations (q 7^ et (ι S >, 

dT = -1^/» ·· + )*/>■ 

Si Ton pose 
k 

(19) K=rV/)aV^_T, 
x- 1 

on aura 

dT = -1^/» ·· + )*/>■ dT = -1^/» ·· + )*/>)dqx 

Nous avons obtenu ainsi une expression pour la différentielle 
totale olv qui remplace ο Γ. Nous aurons une nouvelle expression 
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pour olv en supposant que Κ est exprimé en l'onction de /, y,, . 
'/.M ···> '//.;» />. /'AI °t 4ue Y.» ···>'/ n/'n ■··> /'A subissent des 
variations arbitraires or/, cyo/i,, .,o/;,. Alors 

uK-~ > —- υ/ίχ -tχ, V dK N γ / dK , x^i dK (λ/*.. ι \ χ 

lin identifiant ces deux expressions pour ok, on obtient 

(·.».« Λ 
dT dT ài/)[■ ;, dlv ^ dK (λ/Â., d /x *-O<ik i d«/x (λ/χ -id d'/λ., (λ/χ 

qx = dk dpx 

Dans ces équations, les dérivées partielles de T sont prises en consi-
dérant T comme une fonction de y,, ..., y, y., y'

r
 ..., y',, 

tandis tjue k est supposé exprimé en fonction de /, y,, y,, 
y , /o /b? · · · » /V 

Alors, d'après (20), les équations (U>), en remarquant que 

<)</k ■. /..T" d(/A ; ,· r d(/A,, <λ/Α dT _dT„ t ^ _d'k» df/Â », 

et 

V — V AÎTjl ·ί· V V ■1 {)Jlki± (λ/Α i d'/χ d(/A 1 ,· (λ/χ d(/A : ,· ** (λ/Α . , (λ/χ 

prennent la forme suivante : 

(•2.) 

(// 0(JX ^d()({k.i (λ/χ d/>x ^ dK _h V dK d(/A ; ,· 

v à'Vo_ (di/U/ _ d d_(/'A ;j y t*/*,/ dr/A-iA I „.u ^ (λ/Â A <λ/χ (// (λ/χ -id ()(/,,.y (λ/χ Μ νλ 

(α — ι. ά λ), 

'/!'.=· _^ϋ (*-ι·, />) ,Ιι ~ <>Ρχ ^ ' '· 
Α 

-</Γ=Σ'"> 57
+

"' p); χ -1 
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le quatrième terme de la première équation, en vertu de la deuxième 
et de la troisième équation, est une fonction de /, </,, y

2
, , 

qkp,Ρ ο · · · ? Pk' 
Ces équations (ai) au nombre de 2A* -\-p sont donc du premier ordre 

par rapport aux 2A* -+- ρ variables y
t

, ..., qk..p, p{, ..., On peut 
les résoudre et obtenir les variables ci-dessus comme fonctions de t 
et de 2A* H- ρ constantes arbitraires. 

Supposons maintenant que les forces données dérivent d'une fonc-
tion U. qui dépend de Λ qn </2, ..., niais ne dépend pas de p

n 

/>.M p,\ alors4— = o. On a 

<n=~ (# = t,3 t). dqx 

<n=~ (# = t,3 t). dqx (i = 1, 2 p), 

V»=X>ï + 2k>ï.»^r-' (* = ■· ·« *>. 

Alors, en posant 
Π - κ - i\ 

nous aurons 

dit t) Κ <)ll ()K OV. , - > ν- ^ V - "Y" (2 =: l, ·->· Λ'), 

_ <)k_ <HT A" » ^'/A : »· (*7A ; ^ ' ' ' 

et les équations (21) prennent la forme 

(sa) 

<fpx V (M.-' dq ki dqx 

h V Γ d'i'o /à</'kjJ _ Of/kri + ^ ύ</[ ■ < ^/ί; ΛΊ__. ^|| àf/k·■;-! \ ô</x à(/'x i)<i'x )\ Otj:i 

(α= 1, 2, ../,·), 

"7* dit = -r— (jC=I.2, . . ., /> , 
k 

-rfr=2,<">3,»-; + "· (, = ι·'!· ••·/')· 
X- t 
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Ces équations représentent la forme canonique avec un terme com-
plémentaire des équations du mouvement des systèmes non holo-
nomes. 

Cas particulier. — Supposons que les liaisons soient indépendantes 
du temps; alors t ne figurera pas dans H et T

0
 ; les seront nulles. 

Alors Τ sera une forme quadratique par rapport aux q\, ..., qk et 
par conséquent 

k 

^ f dl γ dqx/ = Eqx px = 2T, m 
α= ι 

Κ - Σ Ρ ζ 7α— Τ = 2 'Γ — Τ = Τ, 
et 

(23) Η = Κ — 1τ = Τ — U. 

Le théorème des forces vives, donné par l'équation 

£=£q.A. 
«= I 

devient ici 

dT dt_ = Ν K>« + ^ Qt+i„ia W. = ^ ^ — ,/t+i = ^, 

ou bien en intégrant 

T = U -f- Λ, d'où 11 = A. 

On peut déduire ce résultat des équations (22). En effet, la fonc-
tion H dépend de q

i7
 ..., gr

A
 , p

iy
 .... pk. Pendant le mouvement, 

ces quantités sont des fonctions du temps, et par conséquent 

'ϋί ~: V ( — — ■+- — 4- V dt jia \d7« dt. ϋρΛ dt ) à<]kvi dt 

Journ. de Math., tome IV. — Faso. II, xgaS. 27 
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qui devient en tenant compte de (22), et de ce que a
(
 — o, 

d\\ ^ ^ dT0 / ôt/'k+i __ d ^7α·+(· ^ **'/*·+/ \ di ~~ <>'/k+i \ à<j» dt ôq'x dqk+i ùq'a ) 

ΣίΓ, / V (>7α+« v ^ , v <Μ+ί\ Λ/ί+i l ^ ''7. 7* ^ 7<" Λ d./i + ^ <>?,„, /,+' )" 

Mais on a 

1 -557 ?« ■+ 2 ^ 1"+' +2à~Â}Ç ·'*> 

d'autre part 

+' - 2. λ + 2<-^r''> ■ „ _\?dàq'k + I , V ^Α· + ·-

en comparant, on tire 

Σ<Μ+ί , V M+f , d ,)q'k+i _ „n (i = 1, 3 p) 

donc 

dH dt = —r — ο ou rl=/i. 

Dans le cas plus particulier où T
0
 et Τ ne dépendent pas des para-

mètres qk_., gr
A
 , les équations (22) prennent la forme 

df>& , v dTrt γ /dajj _ άα,·Λ \ dH __ dll i.\ dt <Là dqk+i*^\dq* Oqjjdpj dqx 

dqx dH doi.,. dH . — > «ία — (* — ι, α />). di d/>a d/>a 

9. On sait que dans le cas des systèmes holonomes on peut obtenir 
les équations de Lagrange en partant de l'intégrale 

^ ^ôl -t- ̂  Q
a

Ô7jx^d^. 
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Il est facile de montrer que dans le cas des systèmes non holonomes, 
il faut ajouter à la demi-force vive Τ les fonctions — T, et TJ, 
TJ désignant la fonction T„, considérée comme fonction seulement 
des ..., et par conséquent T, est la fonction T° en tenant 
compte des liaisons difterentielles (ι) ; alors les équations du mouve-
ment d'un système non holonome se déduisent de l'équation 

ai = Aa(T - τ, + τ») iQxtq*] dt = o, 

à condition que 

à'Ik+i— 2 Λί*0,/Λ" ' (î = l» ··"./>)> 

les £</
a
 étant arbitraires. 


