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PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE DES CONTACTS. KK) 

Sur lesprincipes fondant en taux de fa théorie des contacts 

dans /'Hypergcomêtrie réelle ou imaginaire et sur les 
families complètes de figures intégrales d'un système 

d'équations aux dérivées partielles du premier ordre; 

Par CH. RIQDIER, 
Professeur à ΓΙ uiversile *le. Car». 

DEUXIÈME PARTI Κ ('). 

SYSTÈMES COMPLÈTEMENT INTÈGRARLES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU PREMIER ORDRE; Ε10PRES INTÉGRALES î FAMILLES COMPLÈTES DE FIGURES 

INTÉGRALES ; RÉDUCTION DES SYSTÈMES QUELCONQUES. 

Rappel d'une notion courante. 

55. Considérons un système différentiel quelconque, T, où se 
trouvent engagées diverses fonctions inconnues» u

%
 r,... , des variables 

indépendantes χ, γ,..., et dont nous supposerons les seconds membres 
réduits à zéro par la simple transposition, toujours permise, de leurs 
termes dans les premiers membres. En même temps que le système T, 
considérons un système (This), identique ù T quant i\ l'écriture, mais 
où les fonctions inconnues w, <>, ... seront supposées dépendre, non 
plus seulement, comme dans T, des variables ,t, mais encore 
d'autres variables,%α, β, ..., en nombre quelconque, qui ne figurent 

(l) Pour la première Partie, voir Jourmtt de Alathëmatù/ucs, t. Il, 19*3, 
p. 9iD à aSo. 

Journ. de Math., URNE IV. — EASE. II, 1923. IO 
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dans tes equalions, ni par viles-mêmes, ni par Γ intermédiaire 
d'aueun symbole de derivation. Considérons enfin le système des 
formules 

(0 
M — v»(.r. ν, .... Λ. ,3, ...). 

r = o(.r, v. ..., χ,
 (

3> ... ). 

dont les seconds membres sont supposés développables à partir des 
valeurs numériques 

x0» ,} 0* · · > . X(>> * * · 
de 

.<·. y, .... χ. p. ... v')· 
Cela étant : 

S/ les fonctions (i) sont des intégndes du système {Ύ biss)
)
 elles 

fournissent, par l'attribution d α, β , de toutes râleurs numé-
riques (suffisamment rapprochée* de α„, β

0
,.. Λ, des intégrales du 

système T. 
Réciproquement, .v/, par l'attribution à x,

 t
3,..., de toutes râleurs 

numériques (suffisamment rapprochées de α
0

. 3
0

, ...\ les fonc-
tions (i) fournissent des intégrales du système T, elles sont des 
intégrales du système (Tbis). 

I. Soient 
.r. r. 

χ. ,5, ..., 

des variables indépendantes partagées en deux groupes qui en con-
tiennent chacun un nombre quelconque; 

Ό un domaine de l'espace 

li>· é" ^ · · 11 

défini à l'aide des relations 

mod (.r — .r0) < It,,.. mod (·;ν — > 0) < R
v

. .... 

mod (χ — <x0) < l\x, mod (3 — 30) < Ηβ, ..., 

(*) Il s'agît de développements entiers par rapport aux différences .r — .r0, 
y o* » < · > Λ · * * · 
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oil ,r
0

, rrt,..., α„, 3
0

, ... désignent des valeurs particulières 
de .ι?, v, ..., α, (3, ..., et U.

r
, , ..., l\

a
, l\p, ... des constantes posi-

tives (>o); 
H((x,yune fonction représentable dans toute 

l'étendue du domaine Ό à l'aide d'un développement entier par rapport 
aux différences r — — y,,* ..., α — α0, 3 — β„, 

Si aux variables a, β,... du seeoml groupe on attribue des valeurs 
particulières, α,, β,, ..., vérifiant les relations 

mod (3,-3,,) < R*. mod (β,— β
0

) < U«j, ..., 

et que l'on prenne une dérivée quelconque de la fonction des seules 
variables a·, v, ... ainsi obtenue, le résultat final est le même que si 
l'on avait (fabord effectué sur II(.r, y, ..., α, β, ...) la dérivation 
dont il s'agit (relative aux seules variables e, y, ...), et que l'on eût 
ensuite introduit dans la dérivée résultante l'hypothèse numérique 

a. p. .. . = α,, β„ 

En d'autres termes, on a la relation 

H(.r, y, ... 3. β, . . .)"|dxi dyi 

_ <)' '.'·'···· H (.r, ν 3,, ...) dxQyJ... 

Observons en effet que les différences 

l\a— mod (3, — 3a) = rx, 

\\p — mod (3, — β0) — /-β, 

sont positives (>o), et considérons le domaine, défini à l'aide des 
relations 

mod (χ — .r0) < R.
r
, mod (y — v0) < R

 v
, 

mod (α — α,) < /
α

, mod ( β — β,) < r«j 

Des premières propriétés établies sur les séries entières (') il résulte 
que la fonction II (A·, y,..., α, β,...) est représentable, dans toute 

(l) Voir Les Systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 45. 
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Tètendue du domaine à l'aide d'un développement entier par 
rapport aux différences χ — α\,, ν—.Ko» ...»α — α,,β — β,, — En 
ordonnant ce développement par rapport à α — β — β,, ..., on 
aperçoit immédiatement la propriété que nous avons en vue. 

11. Revenons à notre énoncé général, et considérons les expressions 

(•.O 

<)"'+«-'··· a(.r. y a. G. ...) . ^ (rn o, h o, ... ), <hvm Or" ... v 

<)'Μ,'+··· o(.t\ y a. G, .. .) ^ ^ O.r'Ov''... A Y -

c'est-à-dire les fonctions υ(.c, y, ...,α, 3,...), ζ (u\ y, — α,β,,.Λ. .... 
avec leurs dérivées de tous ordres relatives aux seules variables .r, ν 
Puis, désignant para,, β,, ..., des valeurs particulières quelconques 
de α, β, ... (suffisamment rapprochées de a

kl
, β

0
, ...). introduisons 

dans les expressions (2) l'hypothèse numérique 

3.« -3j · · . — Λ|, pt» » * . » 
et soient 

(3) 

~0"'-*-"-*-··· -j(.r. r Λ. 5, ...")! (m o. U O. ...). 0xm Or"... J*. 3....= a,.>,... 

o(.r, ν 2, 5. .. ΛΊ ( /' - ο, η o. ...). ΟλΊ'ΟΧ·''... . *.3. 

les fonctions des seules variables .c, y,... ainsi obtenues. En vertu de 
la remarque exposée dans l'alinéa 1, les expressions ^3) sont, quels 
que soient .r,y, , respectivement égales aux expressions 

(-i) 

0'"*-"+···Y 3 ) ( m ■ o. n — o, ... h 

Oi'+'/r··· o(.t\ y. α,. 3 ) (h_O, «/ o. .. .V à.vt'Orv... VA-»/-

Cela étant, supposons que les fonctions υ(.<\ y α, β,...), 
G (x, >', ....a, β, ...), ..., seconds membres des formules (1), soient 
des intégrales du système (T bis). Si, dans les premiers membres 
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de (Tbis), on remplace les dérivées 

(5) 

( m ο, η . ο. ...), Ολ'"ΌΥ"... 

t)w I-...,. ο,...), ο,...), 

par les expressions respectives (a), ces premiers membres deviennent 
des fonctions de .r, \\ ..., α, β, ... identiquement nulles, lesquelles, 
par l'attributionultérieure à α, β,... des valeurs numériques a

n
 β,,..., 

se réduiront à des fonctions de r. y, ... identiquement nulles. D'ail-
leurs, les variables α, β, ... ne figurant pas dans le système (Tbis), 
celte suite d'opérations pourra s'effectuer en remplaçant dans (Tbis) 
les dérivées par les expressions respectives (3), ou, ce qui revient 
au même à cause de l'identité signalée plus haut, par les expressions 
respectives (4Y Ainsi, par la substitution aux dérivées (5) des expres-
sions^), les premiers membres de (Tbis) se réduisent à des fonctions 
de .c, y, ... identiquement nulles : les premiers membres de T, qui 
sont les mêmes que ceux de (Tftt'v), jouissent donc aussi de cette 
propriété; en d'autres termes, les fonctions 

u = υ(.ι\ y, ..., a„ j3„ ...), 
Γ Ο ( %V ) λ » · · · > pt y - · · ) j 

sont des intégrales du système T. 
Réciproquement, supposons que, pour toutes valeurs numériques, 

α,, β, ...,dea, β, ... (suffisamment rapprochées de α
0

, β„, ...), les 
fonctions (1) fournissent des intégrales du système T. Si, dans les pre-
miers membres de T, on remplace les dérivées (5) par les expressions 
respectives (4), ou, ce qui revient au même, par les expressions respec-
tives (3), ces premiers membres se réduisent à des fonctions de a-, γ,... 
identiquement nulles : les premiers membres de (T bis), qui sont les 
mêmes que ceux de T, jouissent donc aussi de cette propriété, c'est-à-
dire, puisque les valeurs α,, β,, ... sont arbitraires, que si, dans les 
premiers membres de (T bis), on remplace les dérivées (5) par les 
expressions respectives (2), ces premiers membres se réduisent à des 
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fonctions do .r, >*,..., α.β, ... identiquement nulles; en d'autres termes, 
les fonctions (i) sont des intégrales du système (T bis). 

Figures intégrales ordiïïâires et figures intégrales singulières 
d'un système d'équations aux dérivées partielles. 

54. Nous plaçant, pour tout ce qui concerne les définitions fonda-
mentales de la théorie des fonctions, au point de vue constamment, 
adopté dans nos recherches antérieures, nous commencerons par rap-
peler que l'adoption d'un pareil point de vue impose logiquement à 
toutes intégrales d'un système différentiel la condition d'être olo-
tropes ('), tout au moins entre certaines limites : car le mot di/JÏ'-
rcntiel, qui sert de qualificatif au système, implique à lui seul l'exis-
tence des dérivées des fonctions inconnues, laquelle, si l'on se reporte 
aux définitions premières auxquelles nous avons fait allusion, implique 
à son tour l'olotropie de ces fonctions. Cela posé, une distinction essen-
tielle doit avant tout être faite entre les divers groupes possibles d'in-
tégrales d'un système donné. 

Dans un système différentiel, S, résolu par rapport à telles 011 telles 
dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées, les inté-
grales seront qualifiées d^ordinaires, si l'on peut assigner au groupe 
des variables indépendantes quelque domaine de variation tel, que non 
seulement les intégrales dont il s'agit y soient olotropes, mais que, de 
plus, leurs valeurs, prises conjointement avec celles de leurs dérivées 
et des variables indépendantes, restent toujours intérieures à quelque 
domaine où tous les seconds membres du système soient eux-mêmes 
olotropes (2). 

p) Les Systèmes d'équations aux dérivées partielles, Chap. 111. 
(·) « Un système dillërentiel est immédiat, quand toutes ses équations sont 

du pvemier ordre et fournissent immédiatement plus ou moins de dérivées des 
fonctions inconnues, exprimées en fonctions composées des variables indépen-
dantes, de ces fonctions inconnues elles-mêmes et de leurs autres dérivées.... 

» Les intégrales ordinaires d'un système immédiat sont celles dont les valeurs, 
à elles-mêmes et à leurs dérivées paramétriques premières, associées aux. valeurs 
correspondantes des variables, tombent toujours dans des aires où les compo-
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La substitution d'intégrales ordinaires connues dans les équations 
du système considéré en transforme les divers seconds membres en 
diverses fonctions composées des variables, des intégrales, et de quel-
ques-unes de leurs dérivées. D'après la définition même des intégrales 
ordinaires, et entre les limites assignées par cette définition, les règles 
établies pour la differentiation des fonctions composées sont appli-
cables aux seconds membres dont il s'agit; d'ailleurs, les deux mem-
bres de chaque équation étant identiquement égaux après cette sub-
stitution. leurs dérivées semblables de tous ordres le sont aussi : en 
conséquence, un groupe quelconque d'intégrales ordinaires vérifie, 
non seulement les équations du système, mais encore toutes celles 
qu'on en peut déduire par differentiation. 

Une solution non ordinaire du système sera qualifiée de singulière. 
Désignant, enfin, par h le nombre des variables indépendantes 
y,... et par A celui des fonctions inconnues m, o, ..., nous dirons 

qu'une figure à h dimensions, définie dans l'espace à Λ -h k dimen-
sions 

[]>. ν · · vl|, 

par un groupe réduit de k équations finies (n°20), est une figure 
intégrale du système S, si ce groupe réduit est résoluble par rapport 
aux k coordonnées w, c, ..., et que, après résolution, il fournisse un 
groupe d'intégrales particulières de S; la figure intégrale sera dite 

sanies des seconds membres des équations du système sont toutes olotropes. 
» Pour les intégrales singulières, au contraire, les valeurs dont il s'agit sont 

toujours singulières pour quelqu'une au moins de ces composantes. » 
MÈRAY. Leçons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale et ses applications 

géométriques, première Partie, p. iuo, 3i3. 
Ce point de vue nous a semblé pouvoir être généralisé comme il suit : 
« Des intégrales particulières d'un système donné seront dites ordinaires, si, 

les seconds membres du système ayant été réduits à zéro par la simple transpo-
sition de leurs termes dans les premiers membres, on peut assigner quelque do-
maine tel, que non seulement les intégrales dont il s'agit y soient exprimables 
par des développements construits à partir du centre, mais que, de plus, 
leurs valeurs, prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables 
indépendantes, restent toujours intérieures à quelque domaine οίι les premiers 
membres du système soient exprimables de la même manière.» 

Voir Les Systèmes d'équations airv dérivées partielles, n° 98. 
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ordinaire ou singulière, suivant que les intégrales particulières ainsi 
obtenues par résolution sont elles-mêmes ordinaires ou singulières. 

La considération des figures intégrales singulières sera, dans ce 
qui suit, systématiquement exclue. 

Observation sur l'intègrabilité complète d'un système d'équations 
aux dérivées partielles orthonome (M. 

55. Considérons un système d'équations aux dérivées partielles 
orthonome,O,impliquant les fonctions inconnues u, r,... desvariables 
indépendantes x,y, lin même temps que O, considérons le système 
ortbonome (O bis), identique à O quant à l'écriture, mais où les 
inconnues u, e, .. . seront supposées dépendre, non plus seulement de 
oc, y, ..., comme dans O, mais encore d'autres variables, oc, β, ..., en 
nombre quelconque, qui ne figurent dans le système, ni par elles-mêmes, 
ni par l'intermédiaire d'aucun symbole de dérivation. 

Cela étant, les conditions de passieitè sont les mêmes pour O et 
(O bis). 

I. S'il n'y a, dans un système orthonome, aucune dérivée cardinale 
des inconnues, la passivité du système a lieu (Γelle-même (·). 

II. Supposons que, dans un système ortbonome, il y ait des dérivées 
cardinales, c'est-à-dire que deux premiers membres au moins du sys-
tème considéré soient des dérivées d'une même inconnue. Pour qttttn 
pareil système soit passif, ou, ce qui revient au même, pour que les 
diverses expressions ultimes de chaque dérivée principale soient i de ti-
que met il égales entre elles, il suffit que cela ait lieu pour chacune 
des dérivées cardinales (:|). 

(') Les Systèmes d'équations au,ν dérivées partielles, Cluip. Vil. 
(5) Ibid., ηos î)2, lit). 
C) Ibid., n° lit. Les alinéas I, It, lit et IV île la démonstration qui se trouve 

exposée au n° 11.1 de l'Ouvrage cité pourront être reproduits textuellement; la 
rédaction du dernier alinéa, Y, sera très légèrement modiiiée connue il suit : 

«Comme nous l'avons déjà remarqué dans le deuxième alinéa de la démons-
tration, chaque dérivée principale de première classe ne possède, dans un système 
orthonome, qu'une seule expression directe. Si donc on suppose que les diverses 
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III. Revenons à noire énoncé général. 
Les systèmes O, (Obis) étant identiques quant à récriture, et les 

variables α, β, ... n'y figurant, ni par elles-mêmes, ni par l'intermé-
diaire d'aucun symbole de dérivation, il est facile de voir : i° que les 
dérivées cardinales des inconnues sont les mêmes pour les deux sys-
tèmes; 20 que chacune de ces dérivées cardinales a, de part et d'autre, 
les mêmes expressions ultimes. 

En rapprochant de ce fait les conclusions formulées dans les alinéas I 
et 11, on aperçoit immédiatement que les conditions de passivité 
sont les mêmes pour Ο et (O bis). 

55. 7 1out système orthonome passi f est complètement intcgrable, 
cest-à-dire admet un groupe (unique) (Pintegrates ordinaires répon-
dant à des conditions initiales arbitrairement choisies ('). 

57. La passivité du système orthonome O entraine Pintègrabilitc 
complète des systèmes 0 et (O lus), considérés au n° 55. 

C'est ce qui résulte du simple rapprochement des nos 55 et 55. 

Familles complètes de figures intégrales d'un système d'équations 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

58. Supposons qu'un système d'équations aux dérivées partielles 
du premier ordre, impliquant les A* fonctions inconnues M, C, ... des 
Λ variables indépendantes.* ,^,..., soit résolu par rapport à un groupe 
de dérivées (premières) de //, c, Pour disposer nettement les équa-
tions d'un système de cette espèce, on peut les écrire dans les cases 
d'un quadrillage rectangulaire dont les lignes correspondent aux 

expressions ultimes «.le chaque dérivée oardiitule sont iilentiquement égales, 
l'application répétée «les propositions qui font l'objet «les troisième et quatrième 
alinéas prouve «pie l'égalité iilentique entre les «liverses expressions «lirectes 
«l'une même «lérivée principale a encore lien dans la «leuxième classe, puis dans 
la troisième, et ainsi de suite indéfiniment. Il n'y a, dès lors, pour une même déri-
vée principale quelconque, qu'une seule expression directe, et, à plus forte raison, 
qu'une seule expression ultime, ce que nous voulions établir. 

(') lbid>, n° Ho. 

Journ, de Afath.s tome IV, — Kasc. U, 1905. ΙΟ 
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variables jc
t
 y, ... et les colonnes aux inconnues «, r,..., en mettant 

l'équation qui aurait, par exemple, ~ pour premier membre, dans la 

case qui appartient à la fois à la colonne (//)età la ligne (a?) : on obtient 
ainsi une sorte de damier où les cases pleines et vides peuvent offrir 
des dispositions relatives variées. Si, pour fixer les idées, on considère 
un système du premier ordre, S, impliquant les deux fonctions incon-
nues w, r des quatre variables indépendantes a·, y, s, s, et résolu par 

rapport aux trois dérivées le damier dont il s'agit contien-

dra trois cases pleines, correspondant à ces trois dérivées, et cinq 

cases vides correspondant aux derivees restantes, y> ^7·'dr* 
quant aux seconds membres du système, ils seront fonctions de ces 
dernières et de j, z, ,v, «, r. 

(0 

(") ^Ί 

(X)

 Â?~'" 

(y) du dy = 

(z)%=-

(•Ό 

59. Supposons actuellement qu'un système d'équations aux déri-
vées partielles du premier ordre, impliquant les h fonctions inconnues 
u,r, ... des h variables indépendantes x, y, ..., et résolu, comme il 
vient d'être dit, par rapport à un groupe déterminé de dérivées (pre-
mières) de «, P, ..., satisfasse à la condition suivante ; 
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Le système, ainsi résolu, est complètement inlègrable. 
IL ne cesse pas de l'être lorsqu'on y considère les fonctions incon-

nues u, v, ... comme dépendant, non seulement de x, y,..., mais 
encore d'autres variables, en nombre quelconque, qui ne figurent 
dans les équations du système, ni par elles-mêmes, ni par l'inter-
médiaire d'aucun symbole de dérivation. 

[C'est ce qui a lieu, par exemple, dans un système orthonome 
passif (n° 57). | 

Kn supposant, pour fixer les idées, qu'il s'agisse du système S, de 
damier (i), donné comme exemple au numéro précédent, il résulte 
de l'hypothèse formulée que ce système, si les inconnues u, ν y sont 
considérées comme dépendant seulement de x, y, z, s, admet un 
groupe (unique) d'intégrales ordinaires (n° 54) répondant à des con-
ditions initiales de la forme 

a — fonction donnée de 3, \ pour .r, y — valeurs numériques données a.",,, y0, 
r ~ fonction donnée de ,v, y, s pour 5 = valeur numérique donnée s0; 

et que le système (S bis), idenlique à S quant à l'écriture, mais où 
les inconnues u, c sont considérées comme dépendant à la fois de χ, 
y, z, s, et d'autres variables, a, (3, ..., en nombre quelconque, admet 
un groupe (unique) d'intégrales ordinaires répondant à des conditions 
initiales de la forme 

u z=z fond, donnée de 3, s, α, β. ... pour a', ν — val. numér. données a'0, ye, 

e — fond, donnée de w, y, s, α, β, ... pour 3 = val. numér. donnée s0· 

Cela posé, définissons ce que l'on doit çntendie par famille complète 
de ligures intégrales (ordinaires) du système S (n° 54). 

A cet effet, ajoutons au nombre des cases vides de son damier [le 
damier (1)] celui des fonctions inconnues que le système implique, ce 
qui donne le total 7 ; puis, en même temps que le système S, considé-
rons les deux relations 

(*) 
F(-**! y y 'o s, U, r, α, β, y, ô, 0, λ, μ) — ο, 

H (.Τ, V, 3, s, II, Γ, a, β, y, δ, 0, λ, μ) =ο, 
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où figurent, avec u, ν, χ, γ, s, s, les sept constantes arbitraires α, β, 
γ, δ, 0, λ, p.. Les relations (2) étant supposées résolubles par rapport 
à u, e, exécutons sur elles les diverses differentiations premières rela-
tives à χ, y, s, en traitant 11, ν comme des fonctions de x, y, -, s, 
α, β, γ, δ, 0, λ, ρ; il vient ainsi 

(3) 

dv dF de _ «m dij d« m dv__ dx du dx de dx °' dx Ou dx de dx . ' 

dF m dw 2!l 2il — £2. ί2 2ίί. 21! 2. — Oy du Oy de Oy °' ôy du Oy de dy °' 

m dF du m 2' ~ 21Î <nA 2 22 2i' — , de d// de de de °' de + du de ' de de ' 1 

dF dF du dF de dll dll du dll de dx du dx ^ de dv °' dv du dx de dx 

Cela étant, les relations (2) seront dites définir une famille complète 
de figures intégrales (ordinaires) du système S, si les deux conditions 
suivantes se trouvent à la fois satisfaites : 

i° En même temps que les relations {2) sont résolubles par rap-
port aux inconnues //, r, le système formé par les dix équations (2) 

cl (3) est résoluble par l'apport aux dix quantités 2" » — ,
 α?

 β
?
 γ

5 

δ, 0, λ, ρ. | c'est-à-dire par rapport aux sept constantes arbitraires et 
aux trois dérivées premières qui correspondent respectivement aux 
trois cases pleines du damier (1)]. 

20 Par Γ attribution α, β, γ, δ, 0, λ, p. de toutes valeurs numé-
riques, les relations (2) donnent des figures intégrales (ordinaires) 
Î/Î? S. 

Dans l'exposé qui suit, nous adopterons constamment, pour les 
diverses quantités 

du du du du de de de de 
d.r ' dy' dz ' dx ' d.v' dy' ds' dx ' 

les notations respectives 

"χ. ".V, W51 <X, t'j, e,·; 
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il en résultera, pour le système S, l'écriture 

U) 
"*'= U.,.(,*% r, z, .*, «, r, u

z
, M,, r.

r
, t'y, r

s
.), 

My= Uy(.r, I', 5, A', M, 1·, //5, M*, t'X, l'y, I',), 
»'» = V

=
(.r, y, s, .ν, M, I-, w„ m

s
, ι'

λ
, i-y, r

e
), 

et, pour les relations (3), l'écriture 

(δ) 

<)F OF ov o il <;n t)ii Or dit <J\· Or Ou ov vx = 0, 

ov o F or au au au ÔJ' -h ϋΓι">+ àï ^ °' ÏÏT + ύΓι "* + ^ = 

ai· ai· ai· au au au h — //3 -H — <'s ·= Ο, \ h -T— W; -I- -7- l'j — o, Os ou 0 f Oz Ou 0 ν 

ai· ai· ai· au au au h — //3 -H — <'s ·= Ο, \ h -T— W; -I- -7- Oz Ou 0 ν 

On suppose d'ailleurs expressément (puisque la considération des 
figures intégrales singulières est, comme nous l'avons dit plus haut, 
systématiquement exclue du présent travail) que, dans le groupe 
numérique (fondamental) 

(δ) Λ'οι y«) ^o> N'o> "0» l\» (Oo? (".«)«» ('.>)<>> (*'«)<>> 
(7) {"x)o, («>) Ot (»a) 0. 

(8) ^o> j^Oï 7o> O
0>

 λ#,uo, 

à partir duquel peut s'effectuer la résolution, tant du système (2) par 
rapport à «, ν que du système [(2), (5)] par rapport à uxi

 uyt v.
y
 a, 

β, γ, ο, 0, λ, JJL, les valeurs (6) n'excèdent pas les limites d'olotropie 
communes aux seconds membres, U

r
, l)y, V.. du système (4). 

40. Avant de poursuivre, il est indispensable d'observer que, si le 
groupe des relations (2) remplit les deux conditions requises par la 
définition du numéro précèdent, tout groupe réduit, ( 2'), numérique-
ment équivalent à (2) les remplit également. 

I. Considérons préalablement deux systèmes, P, Q, composés cha-
cun de m équations, et définissant chacun, par résolution à partir 
d'une même solution numérique fondamentale, m fonctions implicites, 
u, v,..., des deux groupes de variables (xty,.. .)et (α, β,...) (n° 1): 
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spécifions en outre, en vue de ce qui vu suivre, que les diverses diffe-
rentiations à exécuter sur toutes ces équations conformément à la 
règle des fonctions implicites se rapporteront exclusivement aux 
variables .c, y, ... du premier groupe. Si, sur les équations de P, on 
exécute toutes les differentiations des ordres ο, i, 2, ..., et que, 
dans les relations ainsi obtenues, on assimile pour un instant les 
variables .r, y, ..., α, β, ..., les fonctions u. e, ... et leurs dérivées à 
autant de variables indépendantes distinctes, le système résultant est, 
comme 011 sait, un système réduit, résoluble par rapport aux m fonc-
tions implicites que définit Ρ et à leurs dérivées des ordres 1,2,..., μ 

(n'intéressant, que .r, y> ...) ('). Pareillement, si, sur les équations 
de Q, 011 opère toutes les differentiations des ordres o, 1,2,..., μ, 

le système résultant est un système réduit, résoluble par rapport 
aux /;/ fonctions implicites que définit Q et à leurs dérivées semblables. 
Cela étant, je dis que l'équivalence numérique des deu.r sys-
tèmes P, Q, lorsque/le a lieu, en/raine ('équivalence numérique 
des deux systèmes qui s'en, déduise/if respectivement à l'aide des 
differentiations indiquées. 

Pour s'en convaincre, il suffit d'observer que les deux systèmes P, Q, 
étant, par hypothèse, numériquement équivalents, définissent (n°6) 
un seul et même groupe de fonctions implicites, 

(9) 

n — r, .... y. p, . ..), 

Γ = ?( -''..Λ ..·,«> ·· «h 

et que d'ailleurs, en vertu de la propriété ci-dessus rappelée, chacun 
des deux systèmes visés par la conclusion de l'énoncé du présent 
alinéa l équivaut au système que l'on déduit de (9) par toutes les 
différentiations possibles des ordres 0, 1, 2,... , g relatives à — 

11. Etablissons maintenant la remarque formulée au début du 
présent n° 40. 

L'équivalence numérique supposée entre les systèmes réduits (2) 

et(2') entraîne, en vertu du n° (>, les conséquences suivantes : le sys-

( ') \ oir à ce sujet les nos I 18 à .121 de l'Ouvrage intitulé Les Systèmes d'équa-
tions aux dérivées partielles. 
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tème (·ϊ) se compose, comme (2), de deux équations; il peut, comme 
lui, être résolu par rapport à a, c ; et il déliait les mêmes tondions 
implicites, a, c, des variables 

■ r. )\ v. .s\ 2, p, y, è, 0, λ, μ. 

Dès lors, puisque les fonctions implicites que définit le système (2) 

sont supposées fournir, par l'attribution à α, β, γ, ο, 0, λ, ut, de toutes 
valeurs numériques, des solutions particulières du système (4), il en 
sera de même pour celles que déliait le système (2 ). 

Considérons, d'autre part, les deux systèmes qui se déduisent 
respectivement de (2) et de (Ό par toutes les differentiations des 
ordres ο, 1, relatives à x,)\ ζ, .s·: en vertu de I, ces deux systèmes 
réduits sont numériquement équivalents. Dès lors, puisque le premier 
est supposé résoluble par rapport aux quantités 

ux"y '"s· p. y. 0, 9. λ, μ. 

le second jouira nécessairement aussi de la même propriété (^n° 6). 

41. Il nous faut maintenant, pour justifier la définition du n° 59 
(à laquelle se rattache intimement la remarque du n° 40), établir 
l'existence de quelque famille complète de figures intégrales ^ordi-
naires) du système S | ou fyi)'|. 

Soit donc 
x0< Pli' ^O' «11. 4\l» 

(«.l')o' (">)»' i(,z) 0> (".»')«' ( 4\>" )o. (C;)o> ( C.<)l> 

une solution numérique du système (4) choisie comme on voudra 
sous la seule restriction que les valeurs 

•'ι1' PPi' vo> Λι" «ο* 'ο' («:\ι» (,«α·)Ο* ('V)O' ('s)o 

n'excèdent pas les limites d'olotropie communes aux seconds mem-
bres de ce système ('). 

En prenant pour valeurs fondamentales de 

xy, 3, .V, //, l'
; u

sV
, ti

z
, κ1·

Λ
, Γ

ν>
 Γ-, r.

s
. 

(*) l oi'/· la remarque finale du n° 39, 
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celles qui figurent dans la solution numérique choisie, et pour 
valeurs fondamentales des sept indéterminées 

α, β, y, o. 0, λ, μ 

des valeurs numériques, 

(m) f-'o » 7«. 0o> ^'0'u0, 

choisies d'une façon entièrement arbitraire, on peut assigner au 
système (4), de la manière que nous allons indiquer, quelque famille 
complète de figures intégrales (ordinairesV 

Considérons en effet un système d'équations aux dérivées par-
tielles, (4 bis), identique à (4) quanta l'écriture, mais où les fonctions 
inconnues u, ν seront supposées dépendre, non plus seulement, comme 
dans (4), de x,y, z, s, mais encore de sept autres variables, α, β, γ, 
δ, 0, λ, a, qui ne figurent dans le système, ni par elles-mêmes, ni par 
l'intermédiaire d'aucun symbole de dérivation, et pour lesquelles nous 
choisirons arbitrairement les valeurs fondamentales (io). 

Désignons ensuite par 

■j ( ·^, s, oc y jj, y y o, Oy 7, y), 

o(.r, y y s. oc. β, y, o, 9, λ, μ) 

deux fonctions choisies comme on voudra dans les seules conditions : 

i° Que les fonctions υ, ο soient dèveloppables à partir des valeurs 
fondamentales des quantités dont elles dépendent respectivement, et 
que les sept fonctions 

ÔJ do do do do do' ds' <).<·' dy' ds 

aient pour valeurs fondamentales respectives 

ltoi R
0

, (Όο* (".Oo> ('V)OJ ( » 

20 Que le déterminant différentiel de ces sept fonctions par rapport 



PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE DES CONTACTS. 125 

aux sept quantités α, β, γ, δ, 0, λ, μ ait une valeur fondamentale diffé-
rente de zéro ('). 

Considérons enfin, dans le système (4 Ois)
y
 la solution particulière 

répondant aux conditions initiales 

u: =y(5, A\ a, β, y, ô, 3, λ, μ) pour λ·, y = .r0> y0) 

ν = 9(λ·, J, S. a, ,3, y, Ο, 0, λ, μ) pour xs = s
0 

(wo//· le début du n° 39), et soit 

00 
M = V(.r, r, 3, s, a, β, y, δ, θ, λ, μ), 

V = Φ (il·, /, 3, s, a, β, y, δ, 0, λ, μ) 

la solution dont il s'agit. Je dis que les formules (n) définissent une 
famille complète de figures intégrales (ordinaires) du système (4). 

En premier lieu, le système des dix relations 

à\ 0\ (ίΦ (l'.i) U—\, V ~ Φ, U-—-—, M,— —, t'a;— — , Γ — âz 0s * O.v 7 Oy 0s 

«x — T-* w >· = τ" ' P3 — -T~ ΟΧ ΟΧ 0Φ OJC · oy Oz 

est résoluble, con fomentent au principe général des fonctions impli-
cites, par rapport à α, β, γ, δ, 0, λ, μ, u

x
> u

yJ

 P.; OU, ce qui revient 
ici manifestement au même, le système des sept relations (12) est 
résoluble par rapport à α, β, γ, δ, 0, λ, μ. Car, par un groupement 

(l) Par exemple, soient 

G,, Gâ, G„ G*, Gs, Gfi, G7 

sept fonctions linéaires en α — β — β
0

, y — y
0

, δ — é„, θ— θ
0

, λ — λ0, μ — μ9) 
telles que les coefficients (numériques) de ces sept différences forment un déter-
minant dilièrent de zéro, tandis que les termes indépendants ont pour valeurs 
respectives 

('G)D> MO> "0, ((*',)·)Ο> (*'.<)«, *'O ; 

pour satisfaire à la double condition énoncée, il suffit, comme le montre un calcul 
élémentaire, de prendre 

υ — (s — 30) Ο ι -t- ( s — s0 ) Gj -4- G3, 

<p — {χ — a?e)G4-H {y — y0)G5 4- (s — 50)G64- G7. 

Journ. de Mathtome IV. — Kasc. II, 1920. I 7 
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convenable des termes de leurs développements, les fonctions Vet Φ 
peuvent s'écrire 

r (.r, y y Zy s, α. β. y, â, 0, λ, μ) = υ (ζ, s, λ, β, γ, δ, 0, λ, μ) 
+ (Λ. .Ί-'Ο) A (.R, , ·.>, Λ, Λ, Ρ, y, ο. 0y λ, μ) 

-+" (.Χ — /ο) BU', ν>'» 5> β> 7> ô> °· »α). 
Φ ( .r « y, λ, ρ. y, ο» L μ) — ® (»* > ^ > ·*> βι y> è> L f^·) 

■+"(»· .·ο) C(»r, > *>, λ, ot, p. y y δ, 0, λ, μ), 

et les équations (12) prennent la forme 

u— υ -+-(«r — .r
0
) A -h ( r — y0) B. 

<- — ο -4- ( 5 — Z9) C, 

"5-Tz^(,Γ ~ a'o) dl+ (y ~~ Jo) dT 

ΟΧ 0Φ OJC · oy Oz 

vx = dp dx + (z - z0)dc dx 

r -d*^t- VC y~"ôy ^àv' 

vs = do . .dC 5,)ΛΓ; dC ds ; 

or, le déterminant diflérentiel relatif à α, β, γ, δ, 0, λ, μ des seconds 
membres de ces formules a même valeur fondamentale que le déter-
minant similaire provenant des sept fonctions 

du du do do do de-' d.v ' d.r' dy' d.< 

il a donc, d'après l'hypothèse faite sur ces dernières, une valeur fonda-
mentale différente de zéro. 

En second lieu, les formules (n), délinissant une solution particu-
lière du système (4 />«?)? fourniront (n° 55), par l'attribution à α, β, 
γ, δ, 0, λ, μ de toutes valeurs numériques, des solutions particulières 
du système (4). 

Les fonctions //, V définies par les formules (n) satisfont ainsi à 
toutes les conditions requises par la définition du n° 59. 
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Λ2. Considérons actuellement les relations (2) et (5), et supposons 
remplie la première des deux conditions formulées au n° 59, savoir : 

En mémo temps que les relations (2) sont résolubles par rapport à 
u, r, le système forme par les dix relations ( 2) et (5) est résoluble 
par rapport à 

(l3) f/
v

, IV 2, y, ô, 0, λ, μ (l). 

Soient, alors, 

04) 

Il χ— U.;.(.r, \\ 3, Λ. M, Γ, W-, W
s

. Ρ«, ί\, Γ,·), 

Myr= Uy(.iî, J, 5, A\ M, t\ M-, P.,., C'y, Γ,), 

P
3
 = V'

3
(.»\y, 3, S, M, Γ, I/-, Us, <V, »V, Pi); 

(.5) 

OC — A(»U, J > 3. y, </, P. Wj) W.\-, P,v« Pi)» 
Λ — h(.r, y , ν, x, (/> r, f/3, *',«.·> Pyi p.<)' 
y — 1 (.l\ v 1 X> U, \ , M

3
, M,.·, PJC> ' v, Pi)» 

ô — A(.r,
 %

r. 3, .ν, te Ρ, M-, Ί/.C, ρ,., «ν, Ρ,). 

0 = θ(.ρ, y, 3. X, \\ M., //„ Γ
ν

, pjf), 
λ — Λ(.1·, J, 3, S, U, l\ M-, C

n
 IV, P.,·), 

μ = M(.r,y, 3, y, te v
}
 u

z
, Us, Pj., «V, »v) 

les formules de résolution du système [(2), (5)] par rapport aux 
quantités (i3). 

Cela étant, pour que les relations (2) définissent une famille 
complète de figures intégrales (ordinaires) du système (4), il faut 
et il suffit que les seconds membres, lï'

B
, U'

r
, Y'., des formules (14) 

soient respectivement identiques a tu· seconds membres, U.
c
, U,, V„ 

du système (4). 

I. La condition posée est nécessaire. 
Supposons en effet que les relations (2) définissent une famille com-

(') On suppose expressément, comme nous l'avons spécifié ou n° 39. que, 
dans le groupe numérique fondamental à partir duquel cette double résolution 
est possible, les valeurs de a?, y, 3, x, u, c, u3, m.s>, cv, n'excèdent pas 
les limites d'olotropie communes aux seconds membres, U

>t
, Uv, Y-, du sys-

tème (4), 
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plète de figures intégrales (ordinaires) du système (4); elles défini-
ront par là même (n° 55) une solution particulière (ordinaire) du 
système désigné au n° 41 par (4 bis): en conséquence, les rela-
tions (2) et (5), résolues (conformément à la règle classique qui 
donne les fonctions implicites et leurs dérivées) par rapport aux 
quantités 

(U>) M, Γ, Mv, U-, i
v
.

N 

fourniront pour ces dernières des valeuis, fonctions de 

(17) y. 3, λ, λ, ρ, ν. υ, 0, λ, ,u. 

qui, substituées dans le système (4 bis), le vérifieront pour toutes 
valeurs numériques des quantités (17). be système (4 bis) est donc 
une simple conséquence numérique du système [(2), (5^1 ou |(y i), 
(10)], et, dès lors, si Ton effectue dans (4 bis) les substitutions indi-
quées par les formules (14) et (10), on tombe sur des identités : or, il 
vient ainsi 

(iS) ι:;. - υ
v

, v;.= v#. 

11. La condition posée est suffisante. 
La première des deux conditions requises (n°59) par la définition 

d'une famille complète de figures intégrales du système {ï\) étant satis-
faite, supposons, de plus, que l'on ait identiquement les relations (18 V. 
il s'agit de prouver que la seconde de ces deux conditions se trouve 
également satisfaite. 

Effectivement, le système réduit [(2), (>)|, qui détermine un cer-
tain groupe de fonctions implicites, u, r, der, r, 3, ,ν, α, 3, γ, ο, 0, λ, u, 
avec leurs diverses dérivées premières relatives à r, r, c, .v, équivaut 
numériquement au système réduit |yi4b les fonctions impli-
cites et les dérivées considérées vérifient donc, notamment, les for-
mules (i4), c'est-à-dire, à cause des identités (184, le système(4 bis). 
Les formules (2) définissent dès lors une solution particulière du sys-
tème-y 4 bis), et fournissent par suite 55), pour toutes valeurs nu-
mériques attribuées à χ,

 t
3, γ, ο, 0, λ, a, des solutions particulières du 
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système (4) ' on en conclut qu'elles définissent une famille complète 
de figures intégrales de ce dernier système. 

•45. La proposition établie au numéro précédent peut encore se 
formuler de la manière que nous allons indiquer. 

lin supposant remplie, comme ci-dessus, la première des deux con-
ditions requises par la définition du n° 51), on pourra, de sept relations 
convenablement choisies du système [(2), (5)|, tirer les septquantités 
α, β, γ, o\ 0, λ, p., et les porter dans les trois relations restantes, éli-
mination qui, en vertu du n° 15, donne un système nécessairement 
réduit. Cela étant, pour que les relations (2) définissent une famille 
complète de figures intégrales du. système (..|), il faut et il suffit que 
l'élimination dont il s'agit fasse retomber sur un système numéri-
quement équivalent à (4)· 

effectivement, pour que les relations (*2) définissent une famille 
complète de figures intégrales de (4b il faut et il suffit (n° -42) qu'en 
résolvant le système [(2), (5V| par rapport aux quantités (i3), et 
retenant les trois formules de résolution relatives à u

v
, u.

}
, e., celles-ci 

soient respectivement identiques aux trois équations du système (4) · 
or, en vertu d'une proposition énoncée plus haut (n° 12), ces trois 
formules de résolution constituent un système numériquement équi-
valent à celui qui résulte de l'élimination spécifiée. 

-1 i. Les relations {2 ) étant supposées définir une famille complète de 
figures intégrales (ordinaires) du système (4) [n° 51)|, il suffit, 
pour obtenir sans aucune figure étrangère les diverses figures inté-
grales (ordinaires) de ce dernier, dé adjoindre ti ses deux fonctions 
inconnues u, r les sept inconnues au.eiliaires α, β, γ, ο, 0, λ, u., et 
d'assujettir ces neuf inconnues èt vérifier, en même temps que les 
relations (2), celles qui s'en déduisent par les differentiations pre-
mières relatives aux quatre variables .r, y, z, s, mais en ne conser-
vant, dans chacune des relations résultantes, que la partie linéaire 
et homogène par rapport aux dérivées des inconnues adjointes. 

En d'autres termes, il suffit d'assujettir les neuf inconnues à vérifier 
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le système des relations 

(a) 
F(.r, v, ο, .ν, u. r. α. p, y, i, 5, λ, μ) — ο, 
II(.i\ ν, 3. s, it. r

5
 α, β. y, δ. 9, λ, μ) ~ ο; 

(>9) 

dF da dF Op dF Oy dF 06 dF dd dF dX dF <>μ _ da d,r d3 Ox dy Οχ ^ do d.r d'5 Οχ 1 dX d.r Ομ Οχ " 0> 

diida diid£ diidy audi diido diidx diid£_ da Ox Of Ox + dy Ox 06 Ox ' 00 Ox *" dX Ox Ομ Ox 

(ao) 
dF Oot J F dp Ο F Oy dF do dF 00 dF dX dF Ομ dot Oy Op Oy dy Oy Οό Oy OG Oy Ολ Oy Ομ Or ~ °' 

dll Ox dll dp dll Oy dll OS OU 00 dll OK dll Ομ __ dot Oy d,3 Oy + Oy Oy 06 Or + 00 Oy 0/ Oy Ομ Oy ~~ ° ' 

(31) 

dF dot dF Op dF dy dF 06 0F 00 dF Of. dF dμ da do dp do "** dy do 06 do d9 do ^ dX do + dμ dο 0> 

dll dot dll dp dll dy dH do dll d9 dll dX dll <)μ do dt3 do dy do ~06 do d9 do dX do <ίμ do 

(33) 

dF da dF Op dF dy dF 06 dF 00 dF dX dF Ομ Ox Os dp Os dy Os 06 0s 00 Os dX Os Ομ Os 

dll da dll Op dH dy dll 06 dll 00 dll dX dll Ομ _ da ds + d(3 ds Oy Os 06 Os 09 Os dX Os Ομ Os ~ °* 

Cela une fois établi, il est manifeste que, si-Ton résout les tela fions (2) 

par rapport à m, r, les deux inconnues principales so trouveront expri-
mées à Γ aide des variables x, y, r, ,v et des sept inconnues adjointes. 

Inversement, on peut, comme nous le verrons, exprimer les sept 
inconnues adjointes à l'aide des variables χ. y. z. s. des deux incon-
nues principales, et de leurs dérivées: il suffit, pour cela, de résoudre, 
conformément à la définition du n° 59, le système [( 2), (5)] par rap-
port aux dix quantités u

n
 u

y
, ν

ε
. α, β, γ, δ, Ο, λ, μ, et de retenir les 

sept dernières des formules ainsi obtenues. 
A chaque figure intégrale du système (4) correspond de cette ma-

nière, pour les inconnues adjointes, a, β, γ, δ, Ο, λ, μ. du système 
[(2), (19). (20), (21), (22)], un groupe déterminé de fonctions, et à 
deux figures intégrales distinctes du système (/j) deux groupes dis-
tincts de fonctions. 

I. Les relations (2) définissant, par hypothèse, une famille com-
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plète de figures intégrales du système (4), le système [(a), (δ)] est 
résoluble par rapport <\ u

n
 u

y
, v

9i
 α, β, γ, δ, 0, λ, p., et, parmi les for-

mules de résolution, (i/j), (i5), trois sont, en vertu du n° 42, respec-
tivement identiques aux trois relations, «,„== U*, u

y
 — U

v
, p

e
=^V„ 

du système (4). En d'autres termes, le système [(a), (5)] équivaut, 
numériquement à 

(4) 
"x = U.K(^, j, 3, a·, α, Γ, M-, M.,, Ρ

Λ
, Γνι <!Λ 

«y— l'v(.r,s, »\ tfs. «s, Ιχ. yy, y
4
), 

y.— V.(.r, 3, A·, </, y, W-, M4, Ρ
>ιμ

 CV, y4); 

(a5) 

3C Λ (.r, V, 3, A-, M, l\ M-, M*, ΓΛ, »«)> 
jâ = H(,t\ v, 3, m, r, m8, μ4, y*, ι\> ·«), 
y — V(.r, y, 3, .v, w, r, m

3
, i/

4
, y

A
., y,, r*), 

0 — A(.r, y. 3, .v, r, M
4

, Ι'λ, y
v

, »·.„■)> 

9 -- Θ(.γ. y, 3. s, */. r, w3l </,„·. yA., yr, y4), 
λ = Λ(.Ι\ v, 3. .v, M, r, Î/

5
, y

x
, yv, y

4
), 

(
a = )·, 3, s, H, y, M-, w#, yA., y,·, y,). 

11. Λ« méthode indiquée par notre énoncé général ne peut man-
quer de fournir toutes les figures intégrales (ordinaires) du 
système (4)· 

boit, en effet, 
U — Υ (A·, Y Y 3, S) Y 

«' = ?(^ ,>'» -> ·ν) 

une solution particulière du système (4). Si, dans les dix formules ci-
dessus, (4) et (a3), on remplace 

It y y, ί/Α·, Il y y II zy ".<> P.V) '.V) i's 

respectivement par 

d'j â'J du du dy do do do υ> dsV* Oy' dz' ds* d>v* dy* Oz' ds' 

les trois premières, (4), sont identiquement vérifiées, et les suivantes, 
(a3), fournissent, pour a, β, ï> «, ο, λ, p., certaines fonctions (olo-
tropes) de r, y, 5, .v; les neuf fonctions 

(4) 9> β> 7-b, O, h, u, 

prises conjointement, vérifient donc identiquement les dix formules de 
résolution du système [(a), (5)], par suite le système [(a), (5)] lui* 
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même. D'ailleurs, vérifiant les relations (2) et (à), elles ne peuvent 
manquer de vérifier aussi toutes celles qui s'en déduisent pardes diffe-
rentiations relatives à \r. }*. Î, et, notamment, les huit relations 
déduites de (2) par des differentiations premières, c'est-à-dire 

(25) 

dF OV dF ,17 + φ, + 5Γ 'v 

dF Ox OV dp dF Oy OV 00 dF 00 dF 01 dF Ομ da 0·ΐ·~*~0μ Ow + ύγ 0**03 Ou· ' 00 du· * 01 Ou·^ Ομ Ou· 

on , <m on Ow : du "x n~ <λτ 

<Mda dll dp dlldy dll dd 0\\ 00 dll dÀ ^ ()ll Ομ _ Ox Ou· * dp Ou· dy O.c do Ou· *" dO du· * 01 du· ' Ομ Ou· 

OV OV dF dv du uy dv 

OV t)x dF dp OV Oy dF Od , dF Oy OV 01 dF Ομ _ Ox Oy ' Ομ Oy * dy O y dd Oy 00 Oy * 01 dy * Ομ dy 

<m ou <m ùy*ôûtty* <h: r· 

OU Ox dll Ομ dll dy dll do «Ht d0_ . dit dÀ (ill Ομ Ox Oy ' Ομ dp· dy dp· do Oy * 00 Oy 01 Oy Ομ Jy * ' 

dF dF OV d7 ÔT* * dT l's 

OV Ox dF dp OV Oy OV do OV 00 OV 01 ^ OV Ομ Ox Oz ^ dp Oz ' Oy Oz do Oz 00 0:· * 01 Oz ' Ομ 0;· ' 

dll dll dit ,h + 'ST, + = 

dH da dlldg dll dy , dll dd dH d9 ^ dll dÀ dll Ομ _ * Ox Oz * Ομ Oz dy Oz <îd CÎJ * î)0 Oz 01 Oz * Ομ Oz 

0F dF OV Os du "* de 

dF Ox dF dp dl' dy dF do dF dO OV 01 ^ dF Ομ ^ * Ox 0$ dp d.< dy 0$ * do d.< ^ 00 Os * 01 Os ' Ομ ds ' 

on on dii It g —- V\, Os Ou d^ 

dUd^ dll 0$ dHdy , dH dd dll 00 dll 01 djl Ομ _ Ox Os Ομ Os Oy Os dô Os 00 Os 01 ds Ομ Os 

Or, le simple rapprochement des relations (20) avec les rela-
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tions (5) donne immédiatement les relations (19), (20), (21) et (22). 

Les neuf fonctions (24) vérifient donc bien les relations (2), (19), 

(20), (21) et (22). 

III. Λ a méthode indiquer par notre énonce général fournit 
exclusivement des figures intégrales (ordinaires) du système (4); 
de plus, les sept inconnues adjointes du système [(2), (19), (20), 

^21), (22)! peuvent, par Γ application du mécanisme qui s'y trouve 
décrit, s'exprimer à l'aide des variald.es .c, v, c, x, des deux incon-
nues prine.ipalesy et de leurs dérivées. 

Si neuf fonctions, 1/, r, α, β, γ, ο, 0, λ, a, de Λ?, /, Ν, s, prises con-
jointement, vérifient identiquement les relations (2), (19), (20), (21) 

et (22), les deux premières, u
%
 c, de ces fonctions constituent une solu-

tion particulière du système (4). 
Effectivement, puisque les neuf fonctions dont il s'agit vérifient les 

relations indiquées, elles vérifient également toutes celles qui s'en 
déduisent par des differentiations relatives à .v, r, ~, s, et, notamment, 
les huit relations déduites de (2) par des differentiations premières, 
c'est-à-dire les relations (20). Or, le simple rapprochement des rela-
tions (20) avec les relations (19), (20), (21) et (22) fait retomber 
sur (5). Les neuf fonctions considérées vérifient .donc le système 
|(y>), (o)|, et, par suite, en vertu del, le système, numériquement 
équivalent, [(4)? (-3)|; en particulier, les fonctions «, ν vérifient 
identiquement le système (4). 

Et Γ011 voit, de plus, que les fonctions α, β, γ, δ, 0, λ, υ. s'expriment 
ù l'aide des formules (23). 

45. Supposons, comme au numéro précédent, que les relations (2) 

définissent une famille complète (n° 59) de figures intégrales du sys-
tème (4). Si, comme dans l'alinéa VI de l'Introduction, on désigne 
par k le nombre des fonctions inconnues engagées dans un système du 
premier ordre, par h le nombre des variables indépendantes, par / 
celui des cases vides de son damier, par ρ le plus petit des deux 
entiers h, /, et par / un entier auquel on attribuera tour à tour les 
ρ 4-1 valeurs vérifiant la double relation 

k 4- / — />§ y >. k 4- /, 

Journ. de Math., tome IV. — Faso. II, up j. 10 
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on a, dans le cas actuel, 

Λ = a, h — 4, I — 5, d'où ρ= \: 

toute famille complète de figures intégrales doit donc dépendre 
de sept constantes arbitraires, et la double relation dont il s'agit 
devient 

3 V = 7« 
d'où 

/ .—7, 6, 5. ^ S· 

Cela étant, on peut formuler l'énoncé suivant : 

Pour avoir sans aucune figure étrangère (ouïes les /in ures inté-
grales (ordinaires) du système (4), il suffit d'effectuer de loul<>s 
les manières possibles l'opération consistant à remplacer, dans les 
relations (2), j des 7 paramètres α, [3, γ, δ, 0, λ, u. par autant 
de fonctions arbitraires des 7—j paramètres restants. et à 
prendre, lorsqu' elles existent, les enveloppes des sous-fa mi lies ainsi 
obtenues. 

L'entier j recevant tour à tour les cinq valeurs 7, G, 0, 4> 3, on 
pourra partager en cinq groupes correspondants les figures intégrales 
(ordinaires) du système (4^; or, ces cinq groupes se distinguent, 
comme nous le verrons, par les caractères suivants, tirés de la consi-
dération du tableau 

(9.0) 

Οχ Op Oy Oo 09 Oi 0 y 
<J,r' ofi Op 0.i%> th' O.P O.c' 
Ox Oy Oy Oo 09 Or dp 
Oy* Oy' Oy' Oy' Oy' Oy' Oy 
Ox Op Ογ 0 0 O0 Ot. Oy 
ôl' ÏÏF' Ihd ôz ' Tz* ~dl' ôz' 
Ox Op Oy Oô 09 Oi Oy 
Os ' Os Os ' Os ' Os ' Os ' Os ' 

qui a pour éléments les dérivées premières des sept inconnues adjointes 
du système [(2), (19), (20). (21), (22)] (n° 44) : 

Pour une figure intégrale du premier groupe, le tableau (26) a 
tous ses éléments identiquement nuls. 

Pour une figure intégrale du deuxième groupe, les déterminants 
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du second ordre extraits de (26) sont tous identiquement nuls, sans 
que les cléments le soient tous. 

Pour une figure intégrale du troisième groupe, les déterminants 
du troisième ordre extraits de (26) sont tous identiquement nuls, 
sans que ceux du second ordre le soient tous. 

Pour une figure intégrale du quatrième groupe, les déterminants 
du quatrième ordre, extraits de (26) sont tous identiquement nuls, 
sans que ceux du troisième ordre le soient tous. 

Enfin, pour une figure intégrale du cinquième groupe, les déter-
minants du quatrième ordre extraits de (26) ne sont pas tous iden-
tiquement nuls. 

Les groupes successifs .'font ainsi deux ci deux aucune figure 
commune. 

I. Les diverses figures intégrales (ordinaires) du système (4) 
peuvent toutes s'obtenir par la méthode indiquée, en attribuant à j 
les cinq valeurs successives 7, 6, 5, 4, 3. 

Supposons en effet que les relations (2) définissent une famille com-
plète de figures intégrales du système (4); il résulte alors du numéro 
précédent M : 

i° Que, pour obtenir sans aucune figure étrangère les diverses 
figures intégrales de ce système, il suffit d'adjoindre à ses deux: 
inconnues //., ν les sept inconnues auxiliaires α, β, γ, δ, 0, λ, p., et 
d'assujettir ces neuf inconnues a vérifier le système 

[(a), (19). Ο), (ai), (aa)]. 

que, pour simplifier l'écriture, nous désignerons souvent par Ξ. 
20 Qu'à chaque figure intégrale du système (4) correspond, pour 

les sept inconnues adjointes du système S, un groupe déterminé de 
fonctions. 

Soil donc 
te ι\ α, β, y, â, 0, λ, μ 

une· solution quelconque du système Ξ; on peut distinguer pour elle 
les divers cas suivants : 

Les éléments du tableau (26) sont tous identiquement nuls. 
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Les déterminants du second ordre extraits de (26) sont tous identi-
quement nuls, sans que les éléments le soient tous. 

Les déterminants du troisième ordre extraits de (26) sont tous 
identiquement nuls, sans que ceux du second ordre le soient tous. 

Les déterminants du quatrième ordre extraits de (2G) sont tous 
identiquement nuls, sans que ceux du troisième ordre le soient 
tous. 

Les déterminants du quatrième ordre extraits de (2(1) ne sont pas 
tous identiquement nuls. 

Examinons successivement ces cinq cas, les seuls possibles. 

Premier cas. — Pour la solution considérée de 3, les éléments du 
tableau (26) sont tous identiquement nuls. 

En désignant alors par α,, β,, γ,, 0,, λ,, a, certaines constantes 
numériques, la ligure intégrale de (f\) fournie parla solution consi-
dérée de S sera définie (n° 4i) à l'aide du système 

F (x, y,"·, S, r, α,, β
1?
 y,, δ„ 0,, λ,, p») = o, 

11 (Λ-, J, -, .V, //, e, ai, (S,, 7,, δ,, 0
U

 >.,, ρ,) — 0; 

d'ailleurs, conformément à une observation faite plus haut (n° 50), 
cette ligure iîxe peut être considérée comme étant à elle-même son 
enveloppe. 

Deuxième cas. — Pour la solution considérée de 3, les déterminants 
du second ordre extraits de (2(1) sont tous identiquement nuls, sans 
que les éléments le soient tous; nous supposerons, pour fixer les 
idées, que la première colonne du tableau (i(i) contienne quelque 
élément non identiquement nul (1 ). 

(') En remplaçant au besoin les valeurs fondamentales (6), (7), (S) par 
d'autres, convenablement choisies, et qui en soient suffisamment rapprochées, 

on peut toujours supposer que les dérivées —, —, j-, — iront pas toutes des 
valeurs fondamentales nulles : car si ces dérivées s'annulent toutes pour 

x,y 1 "1 ^ y«y so, ,vo, 

et si par exemple, n'est pas identiquement nul, 011 pourra, dans un voisi- . 

nage suffisamment rapproché de o;0, .v0, trouver d'autres valeurs nu nié-
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Alors, dans chacun des six tableaux partiels 

Ox dβ 
d.c ' d.r ' 

Ox dβ 
7r' 77' 
Οχ dβ 
ύΐ ' 77 ' 
Οχ

 # 

77' 77» 

Ox Oy 
77' 77' 
Ox Oy 
77' 7F 
Ox Oy 
77' 77' 
ôx ôy 
77' 77 > 

dx dô 
77' 77' 
Ox Oà 
7F 7r ' 
Ox Oà 
77' às y 

Ox Oà 
d7' d71 

Ox O0_ 
d.*' d.r ' 

Ox 00 
Tyy ÔJ'y 

Οχ 00 
77' ol ' 
Ox 00 
77' d7 » 

()α d). 
77' 77' 
Οχ OX 
77' 7y' 
Ox Oh 
77' 77' 
d.* 01

1 

77 ' 77; 

doc Oy. 
0.v ' d.r ' 
Ox Oy. 
7r' 7F' 
doc d,u 
77' 77' 
doc dp 
77' 77' 

qui ont en commun la première colonne de (26), Les déterminants du 
second ordre formés par l'association de deux lignes quelconques sont 
tous identiquement nuls, sans que les éléments de la colonne com-
mune le soient .à la fois : les six fonctions fi, γ, δ, 0, λ, p. sont donc 
composées de α (n° 2), et elles ont la forme 

(37) 
β iiiM(oc), y, = ©,(«), à = ®,(a), 

0= 6ι(α), λ,— ·ό(α), p = Ollj(a). 
lin posant 

dF dF dF f/C, dF r/CD, 
Οχ ^ dHÎ>j dx d3, dx d®, </« 

dF c/G), dF d.r, dF dOIL, , ^ dè> 1 c/α ^ d-!^, da ddll, dcc '' 

dl] jdll_ dH d£, dll d®, 
da dn'.»[ c/oc d©t da d®, da 

dit c/(r 1 d 11 d-£, dll di)R, _ . d£, da d-^ι dx 00\11 dx 2' 

riques, .r,, vn 5l} .v1}
 n'annulant pas ~> et associer à ces dernières les valeurs 

numériques correspondantes de u, c, u
Xi

 uy, u-, us, fx, c»
r

, r
3

, r,, α, β, y, δ, 0, λ, μ. 
Une remarque analogue doit être faite dans les troisième, quatrième et cin-

quième cas, considérés ci-après. 
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et portant les valeurs (27) dans les relations (19), (20), (21) et (22), 
ces dernières deviennent 

(28) 

doc doc 11 -5- = o, 10-7-- = o, dx d.v 

doc doc 11 -5- = o, 10-7-- = o, dx d.v 

1|5J = 0·doc doc 11 -5- = o, 10-7-- = 

Λ. doc ,, doc \, — = °, I,— — o, 

et, comme les dérivées ^ ne sont pas toutes identiquement 

nulles, les deux relations Y, — o, Ya = o ne peuvent manquer d'être 
identiquement vérifiées en χ, r, s, s. 

Ainsi, dans la solution considérée du système S, les valeurs de //, 
ο, α vérifient les deux relations 

(^9) 
Fj>, y, z, s, 11, r, a, S,(a), eO,(a), Sl(a), ·0(®0>^Μ*)] = °' 
II|>, y, s, s, u, <>, oc, £,(«), ιΟ, (Λ), C,(a), (oc), Oil,(a)] = o, 

ainsi que les deux qui s'en déduisent par des dérivations partielles du 
premier ordre relatives à a, et cela sans que les dérivées premières de α 
soient toutes identiquement nulles : d'après ce qui a été vu au nw 51, 
les figures de la famille (29) admettent donc une enveloppe, et, pour 
obtenir un système réduit définissant cette enveloppe, il suffit de rem-
placer α par sa valeur dans les équations (29). Or, en vertu du n° 44, 
cette substitution donne la figure intégrale de (4) fournie parla solution 
considérée de S. 

Troisième cas. — Pour la solution considérée de S, les déterminants 
du troisième ordre extraits de (26) sont tous identiquement nuls, sans 
que ceux du second ordre le soient tous : nous supposerons, pour fixer 
les idées, que des deux premières colonnes du tableau (26) on puisse 
extraire quelque déterminant du second ordre non identiquement nul. 
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Alors, dans chacun des cinq tableaux partiels 

dx (ίβ dy 
d.v' d.v' d.v' 
da (ίβ dy 

ΌΤ àJ'' df* 
da <ίβ dy 
dz' dû ' dô ' 
da (ίβ dy 
ds' [dû ' ds ' 

da dt3 dd 
d.v ' <At;' ().t;' 
da d[3 dâ 
d/ ' d r ' dy ' 
da db dg 
dû ' dû ' dû' 
da d£ do 
dû ' dû ' ds' 

àx (ίβ dO 
d.t? ' (At? ' 
da (ίβ dfl 
dy ' dy ' dy ' 
da d(3 dO 
dû' dû' dû' 
da (ίβ dû

 % 

dû ' dû ' ds' 

da <)β dX 
dû' dû' dû' 
da dβ dX 
dy' dv' Oy' 
dx (ίβ dX 
dô ' dô ' dô ' 
d a (ίβ dX 
dv' dy' dy' 

da dβ άμ 
dv' dû·' dû·' 
da dβ Ομ 
dv' dy' dy' 
da dβ àμ 
dv' dy' dy' 
da <ίβ d/Jt 
dv' dy' dy' 

qui ont en commun les deux colonnes 

(3o) 

da dβ 
d.t? ' (At? ' 
da dβ 

d.t? ' (At? ' 
da dβ 
d.t? ' (At? ' 
da dβ 
ds ' ds ' 

les déterminants du troisième ordre formés par l'association de trois 
lignes quelconques sont tous identiquement nuls, sans que les déter-
minants du second ordre extraits des deux colonnes communes le soient 
à la fois; les cinq fonctions γ, δ, 0, λ, μ. sont donc composées de α et β 
(n° 2), et elles ont la forme 

(3i) 7 = δι(α,'β)> δ —ω
2
(α, β), 0 = ε,(α, β), 

λ = ■£.«(«, β), μ~ 3IL
s
(a, β). 
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En posant 

<3F ov_ <3£, àv_ ihï, ov_ <, _ov_ tm, _ <3a (3S2 0χ + <>(02 Ox *" 0<r·> <3 α 0i\ Οχ (3ail2 <3 α 1,1 ' 

<3 F <3 F <3C2 ^ (3F <3iCv2 <)F ()t?o dl·' <)^j (3l·" (3,")R2 (3β (3i-\, <33 <Λ02 <3β <3£2 <33 <3>a <33 <33112 <3β 

m <3U 02% fMj_ ^ <m <!ïi ^11 J1L Οχ <3£2 <3a (>ci)2 <3a + <3£2 <3α + <3^., <3a *" <>,'ÏR2 <3a "''' 

<3H ^3ti_ (3£i <311 <*0, <3N (^H <3^ â\\ <m, _. <33 <3£.: (33 ~^" ()iie\ <3,3 + <3ç.2 <3,3 ~^~ 0^\, <3β 1 t3.')R2 <3β :,ί< 

et portant les valeurs (3i) dans les relations (i<)), (20), (21) et (22), 
ces dernières deviennent 

(3·>) 

... <3λ . <33 . Οχ , (33 Or " <3.<· "" <Α<· "" Ο.ν 

*. Οχ (33 . Οχ , (33 Oy Οχ Οχ Οχ 

.. Οχ . (33 , Οχ . (33 *'·' ih + *>·' Λ· ~ °' Φ'·· dz + Φ«·» Λ- -

Ιν <3α . (33 , <3α , <33 (3λ (Αν (3.ν (3.ν 

Gela étant, on a identiquement, de toute nécessité, 

φ,, —ο, Φ |, 2 — Ο, Ψ51—ο, φί2—:0 : 

car, si la relation Φ,, = ο, par exemple, n'était pas identiquement 
vérifiée par la solution considérée de S, on voit, par les relations (02), 
que les déterminants du second ordre extraits du tableau (3o) seraient 
tous identiquement nuls, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Ainsi, dans la solution considérée du système Ξ, les valeurs de //, r, 
α, β vérifient les deux relations 

(33) 
F[.(\y, r-, s, u, r, a, β, ©2(a, 3), (02(a, 3), Fa(a, 3), .c,(a, 3), <m2(a, β)] — ο, 

H[a\ y, 5, .ν. «, r, a, β, C2(a, β), Φ,(α, β), ç",(a, β), ν, (α. β), «)R2(a, β)] = ο. 

ainsi que les quatre qui s'en déduisent par des dérivations partielles 
du premier ordre relatives à α et β, et cela sans que les déterminants 
du second ordre extraits du tableau (3o) soient tous identiquement 
nuls : d'après ce qui a été vu au n° 51, les figures de la famille (33) 
admettent donc une enveloppe, et, pour obtenir un système réduit dé-
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finissant cette enveloppe, il suffit de remplacer α et β parleurs valeurs 
dans les équations (33). Or, en vertu du n° 44, cette substitution 
donne la figure intégrale de (4) fournie par la solution considérée de 3. 

Quatrième cas. — Pour la solution considérée de 3, les détermi-
nants du quatrième ordre extraits de (ati) sont tous identiquement 
nuls, sans que ceux du troisième ordre le soient tous : nous suppose-
rons, pour fixer les idées, que des trois premières colonnes du ta-
bleau (2(5) on puisse extraire quelque déterminant du troisième ordre 
non identiquement nul. 

Alors, chacun des quatre déterminants 

Ox d^ Oy 00 
Ou· OU· OU· Ou· 

Ox d,3 ày 00 
Oy Oy Oy Oy 
Οχ 0ρ Oy 00 
Oz Oz Oz Oz 

Ox d,3 Oy 00 
Os Os Os Os 

Οχ 0 j3 Oy dX 
0:v Ou· Ou· Ou· 

Ox dt3 Oy dX 
Oy Oy Oy Oy 
Ox dp Oy dX 
Oz Oz Oz Oz 

Ox d
t
3 Oy d). 

Os Os Os Os 

Ox dp Oy 00 
O.v Ou· Ou· Ou 

Οχ 0β Oy 00 
Oy Oy Oy Oy 
Ox d[3 Oy 00 
Oz Oz Oz Oz 

Ox 0$ Oy 00 
Os Os Os Os 

Ox d(3 Oy Ομ 
Ou- Ou Ou 0u% 

Ox d
(
3 Oy Ομ 

Oy Oy ôj· Oy 
Ox d

t
3 Oy Ομ 

Oz Oz Oz Oz 

Ox d£ Oy Ομ 
Os Os Os Os 

qui ont en commun les trois colonnes 

(34) 

da d(3 Oy 
Ou ' Ouy Ou· ' 
Ox 0$ Oy 
Oj' à}·' ôj'' 
Ox d(3 Oy 
Oz Oz ' Oz ' 
dxd3 Oy 
Os ' Os ' Os * 
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est identiquement nul, sans que les déterminants du troisième ordre 
extraits des trois colonnes communes le soient à la fois; les quatre 
fonctions δ, 0, λ, p. sont donc composées de α, β et γ (n° 2), et elles 
ont la forme 

'(35) 
ô a\

(
(a, β, y), 

λ= £,(a, β. y). 
0— C

;i
(a, β, y). 

u = M3β, y). 
En posant 

ίί£ ΰΣ (Κ^ (W ()0λ ()lî <ιί* - ψ Οχ <ΚΟΛ Οχ d£;, Οχ ό^·Λ Οχ dail3 Οχ 1,1 ' 

ίί£ ΰΣ (Κ^ (W ()0λ ()lî <ιί* - ψ Οχ < d3 dtô3 (/β dira a β ' d3 dân., d3 

ίί£ ΰΣ (Κdira a β ' d3 dân., d3 dy dy + dS^ Oy + d\~s Oy '' dOlC, ~dy ~~ l,;i' 

an oil οω, (ill o<r3 an d-G t an aait, __ (,- Ox 000·Α Οχ 0(r-i Ox 0'ft Ox 00\\x Oy-

dll djl d(S>8 (ill (iC';1 0\\_ Of, all 00II, __ ()β + du?;! 05 (Κ-.Ί <ϊβ + (λ^:ι ()β + (ί.'ΜΙ;, 05 -

an an dtp.., an a^, an a<* an a;ΜΙ, __ a*/ â(03 a*/ ac3 ay a^ ày aans ay 

et portant les valeurs (35) dans les relations (ip), (20), (2I) et (22)> 
ces dernières deviennent 

(30) 

H > Ox ... ()β ... Oy ... Ox ... 05 ... Oy a.i a.t a.r a.< a.t a.<· 

„. Ox ... (3β ... (iy ... da ... 05 ... ay Of Oy Or Of Of Or 

'·' 57 ! 5Ϊ "* ·-Ù °· 1 » 57 + 1 »5s + 1 " à = °· 

'' M57 + " -57 + '' l :'5s "' 1 !157 + " -57 + " "57 = "· 

Cela étant, on a identiquement, de toute nécessité, 

M',,ι=ο, U",,,—ο, U',.3= o, 
M\> , = o, q'2>2= o, Ua.s=o: 

car, si la relation ψ,, = o, par exemple, n'était pas identiquement 
vérifiée par la solution considérée deS, on voit, par les relations (36 ), 
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que les déterminants du troisième ordre extraits du tableau (34) 
seraient tous identiquement nuls, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse. 

Ainsi, dans la solution considérée du système S, les valeurs de //., c, 
α, β, γ vérifient les deux relations 

(3;) 
F[./·..V, -·. A-, H, I-, y-, (3, 7, iô

3
(a. 3,7). S3(*.p,y), On.

;l
(:x, 3,7)] —o, 

ll[.r, r, 3, A·, 11, i\ ex, 3. 7. (0
3
(a, (3.7), 5

3
(α,,3.7;, 3.7), 0R

3
(a.3,7)1 = 0, 

ainsi que les six qui s'en déduisent par des dérivations partielles du 
premier ordre relatives à α, β et γ, et cela sans que les déterminants 
du troisième ordre extraits du tableau (34) soient tous identiquement 
nuls : d'après ce qui a été vu au n° 51, les figures de la famille (3;) 
admettent donc une enveloppe, et, pour obtenir un système réduit 
définissant cette enveloppe, il suffit de remplacer α, β et γ par leurs 
valeurs dans les équations (07). Or, en vertu du n° M, cette substitu-
tion donne la figure intégrale de (4) fournie par la solution considérée 
de Ξ. 

Cinquième et dernier cas. - - Pour la solution considérée de 3, les 
déterminants du quatrième ordre extraits du tableau (26) ne sont pas 
tous identiquement nuls; nous supposerons, pour fixer les idées, que le 
déterminant formé par les quatre premières colonnes ne le soit pas. 

Alors, les trois fonctions 0, λ, p. sont nécessairement composées de 
α, β, γ et δ (n° 5), et elles ont la forme 

(38) 0 r= G. (a. 3.7,0). λ— £ι(*. p. 7, ô),
 (

U —OU
 v
 (a. (5,7,0). 

En posant 

dF dF dt?·, dF dF d01lv 0 ôx dtrj Ox d-^; Ox dOïl; Οχ ~-m> 

dF dF dvv dF d^* dF d01iv _0 d3 d?"v dl + (7^ dT dOIAv d3 '·2, 

dF . dF d£» dF^ u _^L îîiûîi - θ Oy dtr·, Oy d'^ Oy ' dOllv Oy 

dF dF d(?4 dF dO dF d01l;_o dà + dç4 Oà + dO àà dOllv dà M 
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et 

dll dllj 00\ dll d4^ dll ddR* 0 Ox d(?t Ox + Ox ddllv Ox "^1' 

dii dn dc\ ou_ οι, _dij οοκ, _ 05 0dp drv dp + ddll; Op ~~ "i,ai 

OU dH dCy OU O^ dlI 0,T;._() Ογ 0(rv Oy + d·!^ Oy ddll; Oy 

OU OU 0$, d[i <i _dl· ddllt _ 0 do df·, Ου *" d-^4 do ddft. ·, Od " 

et portant les valeurs (38) dans les relations (19), (20), (21) et (22), 
ces dernières deviennent 

(39) 

f-k da .. Op Oy do d.r + 7h- + d r "",Λ ÔJ> "" °' 

« k Ox .. Op .. Oy .. Ου "Ul Or ~h Oy + "l·3 Oy ~h ~"1·1 Or " " 

« k Ox .. Op .. Oy .. Ου "Ul Or ~h Oy + "l·3 Oy ~h ~"1·1 Or " " 

ο, ,±! +o,,!.'i +o, , <V +o M ο "■'•'rfs - ,ί.ν + ύχ · "lAàs · 

ο, ,±! +o,,!.'i +o, , <V +o M ο "■'•'rfs - ,ί.ν + ύχ · "lAàs · 

< k d* .. dp .. dv do Oy. Oy Oy Oy 

o iî+o ,, <)·/ ,, <>è "tAth ^ h ' dz +"!·1^ 

-k Ox dp dv .. Ου iA0s ' -Os ^ "Vid.v iA Os 

Cela étant, on a identiquement, de toute nécessité, 

--t,t — °> i-i.2 = o, 12,.S—Ο, S2,
a

—o, 
I2â , — o. !23.s=O, 124,J=O, il2 ο : 

car, si la relation Ω,, = o, par exemple, n'était pas identiquement 
vérifiée par la solution considérée de S, 011 voit, parles relations (3q), 
que le déterminant, formé par les quatre premières colonnes de (26) 
serait identiquement nul, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Ainsi, dans la solution considérée du système Ξ, les valeurs de 1/, r, 
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a, 3, y, δ vérifient les deux relations 

(4o) 
F|>\ v, 3,.v

}
 u

}
 r. a, β, */, â, 0R

4
(a,£,y,d)] = », 

Il [.r, r, s, s, Us r. ζ* (3. y. ô, -C.v(*^7^b «">11 v(a.yy.o)] = o. 

ainsi que les huit qui s'en déduisent par des dérivations partielles du 
premier ordre relatives à α, β, γ et δ, et cela sans que le déterminant 
formé par les quatre premières colonnes du tableau (2G) soit identi-
quement nul : d'après ce qui a été vu au n°51, les figures de la famille 
(4ο) admettent donc une enveloppe» et, pour obtenir un système 
réduit définissant cette enveloppe, il suffit de remplacera, β, γ et ο 
par leurs valeurs dans les équations (4o). Or, en vertu du n° Λ4, celle 
substitution donne la figure intégrale de (4) fournie par la solution 
considérée de S. 

II. La tac (It ode indiquée par notre énonce ne donne que des fi-
gures intégrales du .système (4\ et les cinq groupes défigurés qui 
correspondent respectivement aux cinq valeurs successives 7, G, à, 
4, 3 de l'entier j se distinguent les uns des autres à Laide du carac-
tère fondé sur la considération du tableau (2G). 

Les relations (2) étant supposées définir une famille complète de 
ligures intégrales du système (4), examinons tour à tour les cinq 
groupes de figures fournis par la méthode. 

Premier groupe. — Si, dans les relations (2), on remplace α, β, γ, 
δ, Ο, λ, υι par des valeurs numériques arbitrairement choisies, α,, β

η 

Yn û,, Ο,, λ,, u.,, d'où résulte que les éléments du tableau (26) seront 
tous identiquement nuls, la figure fixe ainsi obtenue, 

U«) 
F(.r, y, ô

5
 ,s\ u\ w a,. 5,. >/,, 0,, 5,, p,) = o. 

H(«r. νZs x, m, c, *ι,·βι, yts 9,, /.
u

 — o, 

qui est à elle-même son enveloppe (n° 50), ne peut manquer d'être 
une figure intégrale de (4). Car les sept, fonctions α, β, γ, δ, 0, λ, u, 
qui ont alors leurs dérivées premières toutes identiquement nulles, 
prises conjointement avec les deux fonctions M, v tirées de (40> véri-
fient manifestement le système 

[(-*)> (19)» (a°)> (a·)» (")]» 
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et il résulte de là, en vertu du n° il, que les deux dernières, M, Γ, 
fournissent une figure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les 
éléments du tableau (2ti) sont, comme nous l'avons dit, tous identi-
quement nuls. 

Deuxième groupe. — Supposons que, dans les relations (2), on 
remplace six des quantités α, β, γ, ο, 0. λ, μ par autant de fonctions 
composées de la quantité restante, et que l'on pose, par exemple, 

(4*> 
5 = i»l>, (a\ j/=:C,(aV «a =Q1(x), 
5 = i»l>, (a\ j/=:C,(aV m =M1(x), 

d'où résulte que les déterminants du second ordre extraits du tableau 
(2b) seront tous identiquement nuls. Puis, considérons la famille de 
figures définie par les relations 

(43) 
F[.r, >\ s, A\ u. ν, α, £,(*). l©i(*)» g,(Λ), ^ι(Λ), OR,(Λ) | = Ο. 

ll[.r..»\ 3. .ν, Μ, Γ, χ, wï^JC), Ε,(χ), &ι(χ), ^,(Λ). ?ι\χ). ^R,va)]= «s 

et supposons qu'elle admette une enveloppe : je dis que cette enve-
loppe ne peut manquer d'être une figure intégrale de (4). 

Effectivement, les mêmes notations étant adoptées que dans le 
deuxième cas de l'alinéa I, il résulte de ce qui a été vu au n° 51 qu'en 
désignant par α une fonction convenablement choisie de .r, y, ,9 
n'ayant pas toutes ses dérivées premières identiquement nulles, cette 
enveloppe se trouve définie par les relations (43), résolubles par rap-
port à M, c, et qu'en adjoignant à * les fonctions w, c obtenues par 
cette résolution, les trois fonctions u, c, α vérifient les relations (43), 
ainsi que celles, 

(44) V, = o, V, —o, 

qui s'en déduisent par des dérivations partielles du premier ordre 
relatives à a. Or, les relations (44) entraînent manifestement les rela-
tions (28), lesquelles, si l'on tient compte de (4-)> entraînent, à leur 
tour, (iq), ^20), (21) et (22). En conséquence, les neuf fonctions 

u, c, χ, 3 —y — 3,(Λ). 
ô = cô,(3t), 5 = (?

ι
(χ), λ = ̂ ,(α), μ — ΟΚ-^χ), 
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prises conjointement, vérifient le système 

[(Ά (»9), (-«>)> 00« (aa)L 

d'où résulte, en vertu du n° -44, que les deux premières, w, r, four-
nissent une figure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les 
déterminants du second ordre extraits du tableau (26) sont tous iden-
tiquement nuls, sans que les éléments du tableau le soient tous. 

Troisième groupe. — Supposons que, dans les relations (2), on 
remplace cinq des quantités α, β, γ, δ, 0, λ, p. par autant de fonctions 
composées des deux quantités restantes, et que l'on pose, par exemple, 

(45) 
y = ©,(*, ,3), ο = (ΰ>(χ, β), 0 = β), 

λ = 4^s(a,
 t
3),

 4
α. —

 (
3), 

d'où résulte que les déterminants du troisième ordre extraits du ta-
bleau (2b) sont tous identiquement nuls. Puis, considérons la famille 
de figures définie par les relations 

(4<>) l't.« -■? » uj c, β, tz··■>(χ, ρ), (λ, 3), ts» ( eç 3 ) > 'ν-( Ρ)> î ( ̂ » Ρ) 1 — ο, 
ll[u\ ;\ 5, .ν, (ι, ι», α,

 (
3, ε*(χ,β), $*(*>?)> <5(λ, β), 01ί2(α, β)] = ο.. 

et supposons qu'elle admette une enveloppe : je dis que cette enve-
loppe ne peut manquer d'être une ligure intégrale de (4). 

Effectivement, les mêmes notations étant adoptées que dans le troi-
sième cas de l'alinéa I, il résulte de ce qui a été vu au n° 51 qu'en 
désignant par α, β deux fonctions convenablement choisies de .1·,/, -s, s 
n'ayant pas leurs déterminants différentiels (d'ordre 2) tous identi-
quement nuls, cette enveloppe se trouve définie par les relations (46), 
résolubles par rapport à u

t
 v, et qu'en adjoignant à α, β les fonctions 

u
y
 r obtenues par cette résolution, les quatre fonctions u, r, α, β véri-

fient les relations (46)» ainsi que celles, 

(4;) 
ΦΜ=0, Φ,, 5=0, 
φ*,1=0, Φ3,*=0, 

qui s'en déduisent par les dérivations partielles du premier ordre rela-
tives à α et β. Or, les relations (47) entraînent manifestement les 
relations (32), lesquelles, si l'on tient compte de (45), entraînent, à 
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leur tour, (19), (20), (21) et (22). En conséquence, les neuf fonctions 

//, r, a, β, y rr β). ô = lO«(a, β). 

5 — (3), /. = .rs(x β),
 (

u._-=0R
2
(a, β), 

prises conjointement, vérifient le système 

Κ3)» (ό)> (2υ)> (2I)> (33)]» 

d'où résulte, en vertu du n° 44, que les deux premières, //, c\ four-
nissent une ligure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les 
déterminants du troisième ordre extraits du tableau (26) sont tous 
identiquement nuls, sans que ceux du second ordre le soient tous. 

Quatrième groupe. — Supposons que, dans les relations (2), on 
remplace quatre des quantités α, β, γ, δ, 0, λ, υι par autant de fonc-
tions composées des trois quantités restantes, et que l'on pose, par 
exemple, 

(48) 
0 — CÔj ( a. ρ, y ), 9 — (j-

;
. ( a, 3, y ), 

λ — ^3(a, ρ, y), jj. — Oit.3(a, β, y), 

d'où résulte que les déterminants du quatrième ordre extraits du ta-
bleau (26) seront tous identiquement nuls. Puis, considérons la famille 
de ligures définie par les relations 

(49) 
l?[.r, ν, 3, «ν, «, ι\ a, β, y, C$3(a, β, y), £3

(λ, β, y), £
3
(a, β, y), «°>R

3
(a. β, y)] =0, 

11 ['**> 0'· 'S "♦ 2, β 5 y. ci s ( a, 3, y ), (a, ρ, y ), 3 ( β, y ), OR
 3
 (a, β, y ) J — ο, 

et supposons qu'elle admette une enveloppe : je dis que cette enveloppe 
ne peut manquer d'être une figure intégrale de (4). 

Effectivement, les mêmes notations étant adoptées que dans le qua-
trième cas de l'alinéa I, il résulte de ce qui a été vu au n° 51 qu'en 
désignant par α, β, γ trois fonctions convenablement choisies de a-, y, 
z, s n'ayant pas leurs déterminants différentiels (d'ordre 3) tous 
identiquement nuls, cette enveloppe se trouve définie par les relations 
(49), résolubles par rapport à u, e, et qu'en adjoignant à α, β, γ les 
fonctions u, ρ obtenues par cette résolution, les cinq fonctions w, c, a, 
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β, γ vérifient les relations (49), ainsi que celles, 

(5o) 
M"m—o, UYa=o, Ψι>3=ο, 
T2,1 = 0,q'4,s=°iW2.3 = 0. 

qui s'en déduisent par les dérivations partielles du premier ordre rela-
tives à α, β et γ. Or, les relations (5o) entraînent manifestement les 
relations (36), lesquelles, si l'on tient compte de (48), entraînent, à 
leur tour, (19), (20), (21) et (22). En conséquence, les neuf fonctions 

w, c\ *, 3, ô — (0
3
(*. β, ·/), 0~ ε,(λ, ,3, y), 

λ = £»(*, 3, y), μ — ΛΠ.
 3

(α, 3, γ ), 

prises conjointement, vérifient le système 

1 {?.), (19), (·>.ο), (ai), (a*)], 

d'où résulte, en vertu du n° 44, que les deux premières, u, o, four-
nissent une figure intégrale de (4)· Pour cette figure intégrale, les 
déterminants du quatrième ordre extraits du tableau (26) sont tous 
identiquement nuls, sans que ceux du troisième ordre le soient tous. 

Cinquième et dernier groupe. — Supposons que, dans les relations 
(2), on remplace trois des quantités α, β, γ, δ, 0, λ p. par autant de 
fonctions composées des quatre quantités restantes, et que l'on pose, 
par exemple, 

(5<) 0 = p4(a. 3. y, 5), λ = .r
v
(a, 3, y, ο), ρ = 311* (α, j3, y, 3). 

Puis, considérons la famille de figures définie par les relations 

(5a) 
Ff.r, y, s, .%·, M, e, a, 3, ·/, <5, 5

4
(Λ, β, y, ô), <.

V
(A, β, Y, $), ^Μα. β* Y, <î)] =o, 

11 v, 3, λ\ uj ρ
5
 λ, 3, y^ (5c» p> ^> ό)» \ β> /) ο), OÏL4(3^ (3, y ^ ^ ) 1 ■— ο> 

et supposons qu'elle admette une enveloppe : je dis que celte enve-
loppe ne peut manquer d'être une figure intégrale de (4). 

Effectivement, les mêmes notations étant adoptées que dans le 
cinquième et dernier cas de l'alinéa I, il résulte de ce qui a été vu au 
n° 51 qu'en désignant par α, β, γ, δ quatre fonctions convenablement 
choisies de ,v, y, 3, s n'ayant pas leur déterminant différentiel 
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(d'ordre 4) identiquement nul, celle enveloppe se trouve définie par 
les relations (52), résolubles par rapport à u, r, et qu'en adjoignant à 
α, β, γ, δ les fonctions M, ν obtenues par cette résolution, les six 
fonctions u, c, α, β, γ, δ vérifient les relations (5a), ainsi que celles, 

( O, - 0> i2,.3=0, iil/, ·=· O, j iis.i = o, iij.s—o, il,,;,—M, o, 

qui s'en déduisent par les dérivations partielles du premier ordre 
relatives à α, β, γ et δ. Or, les relations (53) entraînent manifestement 
les relations (3q), lesquelles, si l'on tient compte de (5i), entraînent, 
à leur tour, (19), (20), (21) et (22). En conséquence, les neuf 
fonctions 

«, r, a, j3, y, 0, 0 = Cv(a, β, y, δ). 

λ — (a, y, o), ;j. — (y., β, y, ο). 

prises conjointement, vérifient le système 

[(a), (19), (ao). (ai), (99)], 

d'où résulte, en vertu du n° 44, que les deux premières, u, c, four-
nissent une figure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les 
déterminants du quatrième ordre extraits de (26) ne sont pas tous 
identiquement nuls. 

4(>. Considérons encore le système partiel du premier ordre 

(54) 

"x = y, 3, s, /, //, ··, It(, <\
v
), 

//
v
—y, c, s, t, u, r, îo, r.,), 

M- = U- (a·, y, s, s, t, M, r, M*, »·*), 

ffjJ U,f (.t*, y y 3, Sy ty fly Vy f/f, 1 $ ) t 
C.R= VA^A·, Y, 3. .V, ty liy Vy I/, , Vf), 

vy— y» =« Λ "> «Sut, vs), 
r. -- V-(.r, y, 3, -S «, r, r,), 
uy= V| (.r, y. 3, s, M, r, //„ I·*), 

impliquarit les deux fonctions inconnues u, t* des cinq variables 
indépendantes #, y, ce système, dont le damier se trouve 
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figuré ci-après, 
(«) (»·) 

(.<·) tijf =Uje t'x— V.r' 

0) "y — l'y <y=V
v 

(-·). = u* *. = ν
8 

(λ) «S = l',· 

(,) · >·« - V, 

est supposé complètement intégrable dans le sens indiqué au début 
du n° 59. 

En adoptant les mêmes notations générales que dans l'alinéa VI de 
l'Introduction, on a actuellement A* = a, Λ = 5, / = 2, d'où ρ = 2 : 
toute famille complète de figures intégrales doit donc dépendre de 
quatre constantes arbitraires, et la double relation 

Λ -h / — ρ < j / 

devient 2</24> d'où j — 4,3, 2. Gela étant, on peut formuler 
l'énoncé suivant : 

Les relations 

(55) 
F(vt\ V, 5, Λ\ T, Γ, Λ, Β, Y, Ô) = O, 

lï(.B, v, 5, s, M, Γ, α, β, y. δ) = ο 

étant supposées définir une famille complète de figures intégrales 
ordinaires du système .(54), *7 suffit, />o«r apo/r sa/is aucune figure 
étrangère toutes les figures intégrales ordinaires de ce système, 
d'effectuer de toutes les manières possibles L'opération consistant à 
remplacer, dans les r elations (55), j des 4 paramètres a, β, γ, δ 
/wr autant de fonctions arbitraires des 4 — j paramètres restants, 
et à prendre, lorsqu'elles existent, /es enveloppes des sous-familles 
ainsi obtenues. 

L'entiery recevant tour à tour les trois valeurs 4> 5, 2, on pourra 
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partager en trois groupes correspondants les ligures intégrales ordi-
naires du système (54) : or, ces trois groupes se distinguent parles 
caractères que nous allons indiquer, tirés de la considération du 
tableau 

(56) 

Οχ Οβ Oy On 
Οχ1 d.r' d.r' d.r' 
Ox Οβ <)y On 

Oy ' O r ' O r ' Oy ' 
Οχ 0β dy do 
dr- ' Os * Os ' de- ' 
Οχ Οβ Oy On 

Os ' d.v ' d.v ' Os ' 
Ox d

t
3 dy dd 

d7 ' d/"5 ôt ' d/ ' 

ce dernier a pour cléments les dérivées premières des quatre inconnues 
adjointes du système spécifié au n° M, c'est-à-dire, ici, du système 

(55) 
F(,r, y, s, A\ «, <\ α, β, y, d) — ο. 

ι!(.'·, -S Λ "> ■'» β> Y' ô) = o; 

(5;) 
dF d* dF <]3 dF dy dF dd _ da du? H Οβ d.r H dy d.r On Οχ ~ °' 

dl] da dl] d? dl] Oy dl] do _ d^t .d.r ' d(3 d.r Oy Ox On Οχ °' 

(58) 
dF d* d F dJ3 dF dy dF do _ Ox dy 1 dp Of dy dy dd d)* °' 

dl] d* dll Οβ dll dy dl] dd _ Ox à y + d|3 dy + dy (h- + dâ dy 

(Γ>9) 

dF d£c dF 01 dF dy dF dâ _ da| àζ· Οβ Os dy Os 08 Os ~~ °' 

dl] Ox dll Οβ dl] dy dll 08 _ Ox Os * Οβ Os dy d- dd Os 1 1 

(6o) 
dF 0* dF Οβ dF dy dl- 08 __ da d.v Οβ Os 1 dy d.v ^ dd d.v 0> 

d]] Ox dl] Οβ dl] dy d]l 08 __ da ds + Οβ Os dy d.v dd d.? °' 

(6.) 
d]] Ox dl] Οβ dl] dy d]l 08 __ da ds + Οβ Os dy d.v dd d.? °' 

dl] da dll d^ dl] dy d]l 08 _ Ox ôt Οβ Ot Oy Ot 08 Ot °" 
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Et voici par quels caractères se distinguent les trois groupes de 
ligures intégrales : 

Pour une figure intégrale du premier groupe, le tableau (56) 
a tous ses éléments identiquement nuls. 

^ Pour une figure intégrale du deuxième groupe, les déterminants 
du second ordre extraits de (56) sont tous identiquement nuls, sans 
que les éléments le soient tous. 

Enfin, pour une figure intégrale du troisième groupe, les déter-
minants du second ordre extraits de (56) ne sont pas tous identi-
quement nuls. 

Les groupes successifs n'ont ainsi deux à deux aucune figure 
commune. 

I. Les diverses figures intégrales ordinaires du système (54) 
peuvent toutes s'obtenir par la méthode indiquée, en attribuant à j 
les trois valeurs successives 4, 3, 2. 

Supposons en efiét que les relations (55) définissent une famille 
complète de figures intégrales du système (54); il résulte alors 
du n° M : 

i° Que, pour obtenir sans aucune figure étrangère les diverses 
ligures intégrales (ordinaires) de ce système, il suffit d'adjoindre à ses 
doux inconnues M, Γ les quatre inconnues auxiliaires α, β, γ, δ, et 
d'assujettir ces six inconnues à vérifier le système 

[05), (57), (58), (5g), (60), (61)], 

que nous désignerons, plus simplement, par S. 
20 Qu'à chaque figure intégrale du système (54) correspond, pour 

les quatre inconnues adjointes du système S, un groupe déterminé 
de fonctions. 

Or, je dis tout d'abord que si l'on considère le groupe de fonctions 
correspondant à une figure intégrale quelconque de (54), les déter-
minants du troisième ordre extraits du tableau (56) ne peuvent 
manquer d'être tous identiquement nuls. 

Nous reportant en effet à la définition des familles complètes de 
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figures intégrales (n° 39), exécutons sur les relations (55) les diverses 
differentiations premières relatives à χ, y, ζ, .9, t en traitant u, e 
comme des fonctions de x, y, -, s, ί, α, β, γ, δ ; il vient ainsi 

(62) 

dF dl" 0F + "*"t" 5?r* - <>11 <>ll dll d.C (M (ir 

dl" cil'" dF 0Τ^0Γ<">'+ο7·'·>-°· <>11 <>ll dll d.C (M (ir 

<>r dl·" <)K Oz ou or <ill (ill till Oz ou Or 

<>r dl·" <)K Oz ou or (ill (ill (ill (i.v Ou Or 

dF (il" (iF Of du dv (ill (ill (ill Έ + ώί'"+Ίϊ''·-0· 

Le système [(55), (fia)] étant, d'après la définition posée, réso-
luble par rapport à 

u
x

, Uy, u
z

, u
S)

 Vjci ry, C-, r„ α, β, γ, <5, 

et les relations (55) ne contenant pas 

ux«v, W-, ((„·, ΓΛ, Γν, C-, <V 

il résulte de la théorie générale des déterminants que les déterminants 
du second ordre extraits du tableau 

ciF dF dF dF 
de* ' άβ ' ciy ' dd ' 

dl] dM dM dlj 
da ' Οβ ' Ογ' dô 

ne peuvent avoir à la fois des valeurs fondamentales nulles: supposons, 
pour fixer les idées, que le déterminant 

dF dF 
Ογ Oà 

dll dll 
ây dd 

ait une valeur fondamentale différente de zéro ; il restera par là même 
different de zéro pour toutes valeurs numériques de.r,y, -, 5, /, M, e, 
α, β, γ, δ, suffisamment voisines de leurs valeurs fondamentales. Cela 
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étant, les cinq couples d'équations (57), (58), (5q), (60), (61), 

linéaires et homogènes par rapport aux éléments des cinq lignes 
respectives du tableau (56), seront résolubles, conformément à 
l'algorithme de Cramer, par rapport aux cinq couples respectifs 

0y_ dé Ox9 Οχ* 

()1 <11 Oy9 ôy; 

Ογ dé . 
Oz9 Os* 
Oy dé m 
Os 9 Os * 
Oy dé 
Ot 9 dl * 

et, comme il ont tous cinq les mêmes coefficients, les formules de 
résolution auront la forme 

$L
 =

 .V + φ.. 

M
 =

 ,ν Λ
 + B- f-, 

ày \ ' d» R, dp àï+B Sf" 

, R#dp. d/ d)' Oy5 

dy _ V/ d« Iv dp Os Os Oz 

M = A"^+B '4&; 

dy _ V/ d« Iv dp Os Os Oz 

dy _ V/ d« Iv dp Os Os Oz 

dy _ V/ d« Iv dp Os Os Oz 

*=Λ'£+Β·ίδ, ot ot ot 
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où Λ', Π' et Λ", Β" désignent certaines fonctions (olotropes) des 
quantités 

x,ν, v, ,v, t
y
 a, \\ Xy 3, y. o. 

[Nous grouperons comme il suit les relations obtenues : 

(03) 

dy , R. d,3 <).r "" thr Ο r ' 

()'/ ()jc (^5 :···' ' <>>· ~h ' ()V 

dy _ V / d* ,,, <)3 <ïï " Λ ,h + '' ' 

dy _ w d« , ,> d,3 <λί ίλν (λν 

Ù - V d? + IV dp . <// ~~ Ot ^ Ot ' 

(64) 

0o y„àx .... d3 </.r <ΛΓ <Ar 

. „ Ox- f?-5 ■h Λ <v + l> 

. „ Ox- f?-5 ■h Λ <v + l> 

d« _ ,,,Οχ. àZ Os ~ ' Os Os ' 

On „ Οχ , O'j Ot 0/ ot 

Des relations ainsi groupées, (63) et (64), il ressort manifestement 
que les déterminants du troisième ordre extraits du tableau (56) 
sont, bien, comme nous Pavions annoncé, tous identiquement nuls. 

Ku conséquence, pour une solution quelconque, (M, e, α, β, γ, δ), 
du système Ξ, trois cas seulement sont à considérer : 

Ou bien les éléments du tableau (56") sont tous identiquement 
nuls; 

Ou bien les déterminants du second ordre extraits de (56) sont 
tous identiquement nuls, sans que les éléments le soient tous; 

Ou bien, enfin, les déterminants du second ordre extraits de (56) 
ne sont pas tous identiquement nuls. 
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lit, cela pose, le raisonnement se poursuivra comme à l'alinéa l du 
n° 45. 

Il. La méthode indiquée par notre énoncé ne donne que des /inures 
intégrales du svstè/ne (o/j), et les trois groupes de figures qui cor-
respondent respectivement aux (rois valeurs /j, 3, u de li entier j 
se distinguent les uns des autres à Γ aide des caractères fondés sur 
la consideration du tableau {5(3). 

Voir n° 45, alinéa il. 

47. Considérons, comme dernier exemple, le cas d'un système 
passif d'équations différentielles totales du premier ordre, impliquant 
les k fonctions inconnues //,, //,, ..., uk des h variables indépendantes 
iv

y
 y y ... : un pareil système est, en vertu du n° 57, complètement 

intégrahle dans les conditions spécifiées au début du n° 59. On a d'ail-
leurs, en adoptant les mêmes notations générales que dans l'alinéa VI 
de l'Introduction, / = o, d'où p — o: toute famille complète de 
ligures intégrales doit donc dépendre de k constantes arbitraires, et la 
double relation 

/»■ / — ρ ι .2 k / 

se réduit à j = k. Cela étant, on peut formuler l'énoncé suivant : 

Les relations 

(65) 

C (a·, y, .... //,, "... ..., "A-, X>, ..., χ*) — o, 

F ο (.r, y. .. ., f/|, u
i}

 . .., , χ*, .. ., x/<) ~ o, 

FA·(·<"..... "n "2. ..., "A·. «i. «a, · · ·» «A·) = ο 

étant supposées définir une famille complète de figures intégrales 
ordinaires du système différentiel total proposé, toutes les figures 
intégrales ordinaires de ce système pourront se déduire de ((>;>) par 
Γ attribution aux constantes arbitraires α,, a

2
, ..., aA. de valeurs 

numériques choisies à volonté. 

Effectivement, le système spécifié au n° 44 devient, dans le cas 

Jouiv». de Math., tome IV. — Fasc. 11, Kja5. 21 
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aclucl, 

(06) 

dVι Ox, ί)1Γ, Ox, dF, daA __ Ox, àu: ' Ox, ().V Οχ-κ- O.v 

dF.> Ox, dF., Ox, dF2 àx/f _ Οχ, d.r ' Ox, O.r 1 ,··^ ()yk ()xV '~0y 

dF* Οχ ι OVk Ox, 0V/,· Ox./,· Ox, d.r ^ ôx., O.r ^•·· {)yk j r 

(«7) 

dF, Οχ ι dF, Ox Î dF, Ox./;dF, Οχ ι dF, Ox Î dF, Ox./; 

dl'.j Ox, dF2 Οχ, dFa Ox/, __ Οχ , Oy Ox, Oy * ' '* Οχ./, Ο υ -

dFA Οχ ι cil·/,· Ox, dF/, Ox./. __ Ox, Oy "* Ox2 Oy ^ ΟχA ΰγ ~ °' 

elc.... 

lit, comme les conditions requises par la définition du n° ôî) 
entraînent, ici, la non-nullité du déterminant dillcrcnliel de K,, 
1\, ..., F* par rapport à α,, a

a
, ..., aA, les relations ((.>(>), ((>7). etc. 

entraînent à leur tour, de toute nécessité, 

Ox, 0x« Ox./; O.r O.r Or 

Οχ | Ox» Ox/; d^0' d,"0' '·■' φ·"0' 

il en résulte que α
η
 α,, ..., aA. doivent se réduire à de simples cons-

tantes numériques. 

48. D'une manière générale, supposons que les nombres A, /·, / 
soient quelconques, et considérons le tableau, d, qui a pour élé-
ments les dérivées premières des inconnues adjointes du système spé-
cifié au n° 44; ce tableau comprend k -F1 colonnes, correspondant à 
ces k -π l inconnues, et h lignes, correspondant aux. h variables indé-
pendantes; enfin, parmi les k -F / colonnes, il en existe A, convena-
blement choisies, jouissant de la propriété que chacune d'elles ait tous 
ses éléments exprimables à l'aide d'une même fonction linéaire et 
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homogène des éléments homologues des / colonnes restantes (voir à 
ce sujet le raisonnement fait au n° 40). 

Gela étant, deux hypothèses sont à envisager, suivant les grandeurs 
relatives de l et h : 

i° ZiA, d'où p— h (p désigne, comme ci-dessus, le plus petit des 
deux entiers A, /). 

Dans cette première hypothèse, les divers déterminants que Ton 
peut extraire du tableau Λ sont d'ordres i, 2, ..., A, et ceux 
d'ordre A ne sont pas forcément tous identiquement nuls : en raison-
nant comme au n° 45, la considération de ce tableau conduira à dis-
tinguer A 4-1 cas, ou, ce qui revient au même, /> -t- ι cas, et l'entier/, 
dont la plus grande valeur, k 4- /, correspond au cas où les éléments 
du tableau sont tous identiquement nuls, pourra recevoir tour à tour 
les p -f- ι valeurs vérifiant la double relation 

( ) /«' -I- / — p i j i />' -t··· /. 

2° / < //, d'où p — /. 
Dans cette deuxième hypothèse, /4-1 est au plus égal à A, et, î\ 

cause de la propriété, ci-dessus énoncée, dont jouissent k colonnes 
convenablement choisies du tableau Λ,, les déterminants d'ordre /4-1 
extraits de ce tableau sont tous identiquement nuls, sans que ceux 
d'ordre l le soient forcément tous : en raisonnant comme au n° 4(>, 
la considération du tableau dont il s'agit conduira à distinguer I + 1 
cas, ou, ce qui revient au môme, />4-1 cas, et l'entier j pourra, 
ici encore, recevoir tour à tour les p 4-1 valeurs vérifiant la double 
relation (1)8). 

40. Un système d'équations aux dérivées partielles du premier 
ordre étant donné, supposons que les diverses colonnes de son damier 
(n° 58) présentent toutes la même disposition de cases pleines et 
vides : une double remarque est, en pareil cas, à noter. 

1. Un système de cette espèce a nécessairement la forme or-
thonome. 

Effectivement, les lignes de son damier sont, de toute évidence, les 
unes entièrement pleines, les autres entièrement vides; cela étant, si 
l'on désigne par M, Γ, ... les fonctions inconnues, par χ, les 
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variables qui correspondent aux lignes p'eines, et par ,s\ ... celles 
qui correspondent aux lignes vides, il suffit, pour apercevoir la nature 
orthonome du système, d'attribuer aux variables et aux inconnues les 
cotes suivantes : 

cotes premières 

cotes secondes 

λ\ r. ... ... «, c, ... 

I I | ο 

1 
I Ο I ο 

En conséquence (nos 55, 5(> et 57 ). la passivité du système entraîne 
son intégrabilité complète, et cela dans les conditions spécifiées au 
début du n° 59. 

11. On peut, en outre, dans le cas actuellement considéré, for-
muler d'une façon un peu plus simple la définition posée au n° 59. 

Supposons, pour fixer les idées, que le système considéré implique 
les deux fonctions inconnues ο des quatre variables indépendantes 
.r, y, s, et qu'il soit résolu par rapport aux quatre dérivées 

Ou Ou <)c <)»· -J- OU Ur, ~r~ OU tiv. -Ζ - OU V... OU C, 

(«) tO 

(r)ux = vx 

(/) ti> C
v
 r~... 

Ο) 

(S) 

les seconds membres étant fonctions des diverses quantités .e,y, z, s, 

Ou du <)c <λ· ι ι r u) -jz 011 u:> ^ 011 jz 011 ~js 011 r«; " présentera alors la forme 

(69) 
«*=B,.

c
(.r

)
Y\.5,.v, M, r, M-, Γ-, *·,), C,.—\ S,S, M, E, U

S
, C-, C

S
). 

lh— EyO', y y 3,s, u
 y
 r, r/., r

Sî
 r,), e

y
= V, (α\ y, 3,

 A
\ c, r

s
, r,), 
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et le nombre des cases vides de son damier, augmenté du nombre des 
fonctions inconnues, donnera pour total 6. Nous supposerons, comme 
de raison, que le système (69) est passif. 

Cela étant, considérons, en même temps que le système (69), les 
deux relations 

(70) 
F(,t\ v, -, κ. <·, 3, y. ο, 0.1) — o, 
Il (.ρ, ν, -, .ν. ί/, <\ χ, β, y. <3, 0, λ) = ο, 

où figurent, avec x,y> 3, s, m, 0, six constantes arbitraires, α, β, γ, 
ο, 0, λ; le système (70) étant supposé résoluble par rapport à M, V 

conformément au principe général des fonctions implicites, exécutons 
sur les deux relations qui le composent les diverses differentiations 
premières relatives à x, r, 3, s, en traitant u, v comme des fonctions 
de .tr, 3, .9, a, 3, γ, δ, 0, λ; il vient ainsi 

(70 

ai· ai· ai7 an au au " > ~î~ Y~ "·>' "V ''·«' — °! Ί '—i— (t-v ~*—Γ~ r·1'—" °' 

ai· ai· ai· au au au 77 + 33·"·'+ 3'.· ''··· °' 37 H" 37 + 37 - 0 ' 

(;·■<) 

jf ,;F <>I·· <)II <HI 311 37 + 3,7 "·+ 37 37 + 37 "=+ 37 * = °' 

<)F C»f <«f dit ,ni du OS + Ou 37 ·■' - °· 37 + 37 + 37 - °' 

Pour que le système [(70), (71), (72)] soit résoluble par rapport 
aux quantités u

%v}

 u
VJ

 c,., c
v

, α, β, γ, δ, 0, λ, il est manifestement néces-
saire et suffisant que le système [(70), (72)] le soit par rapport aux 
quantités α, β, γ, δ, 0, λ. En conséquence, nous pourrons, dans le cas 
actuel, formuler comme il suit notre définition du n° 59 : 

Considérant, avec les relations (70), les relations (72), qui s'en 
déduisent par les differentiations premières relatives aux seules 
variables, 3, s, des lignes vides, nous dirons que les relations (70) 

définissent une famille complète de figures intégrales (ordinaires) du 
système (bq), si les deux conditions suivantes se trouvent à la fois 
satisfaites : 

i° En même temps que les relations (70) sont résoluhles par rap-
port aux inconnues M, r, le système [(70), (72)] est résoluble par 
rapport aux arbitraires α, β, γ, δ, 0, λ; 
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2° Par raltribution à α, β, γ, δ, 0, λ de toules valeurs numériques, 
les relations (70) donnent des ligures intégrales (ordinaires") du sys-
tème ((H)). 

Et la théorie générale exposée dans ce qui précède sera entièrement 
applicable. 

Réduction d'un système quelconque d'équations aux dérivées 
partielles à un système complètement intègrable du premier 
ordre. 

«50. Un système quelconque (non Impossible) d'équations aine 
dérivées partielles (') peut, en général, se ramener à un système du 
premier ordre jouissant de la propriété d'être complètement intè-
grable dans le sens indique au début du n" 30. 

1. Etant donné un système quelconque d'équations aux dérivées 
partielles, on peut, en général, et sauf la rencontre de relations 
non identiques entre les seules variables indépendantes {indiquant 
l'impossibilité du système), en déduire, sans changement de 
iwriablcs ni intégration, un système orthonome passif tel, que 
l'intégration du proposé se ramène à celle du système orthonome 
passif. 

(Voir Les systèmes d'équalionsauxdèrivées part telles, Cluip. \1λ .) 
Il est d'ailleurs toujours permis de supposer que, dans ce dernier 

système, aucun des premiers membres n'est une dérivée de quelque 
autre. 

(Ibid., n° 1:13.) 

II. Lorsque, dans un système orthonome, S (passif ou non), 
aucun des premiers membres n'est une dérivée de quelque autre, 
son intégration se ramène à celle d'un système du premier ordre. Σ, 
dont la structure est telle, que la passivité de S, si elle a lieu, 

(1) Où les équations soient en nombre limité, et dont les premiers membres, 
après réduction des seconds à zéro, soient dèveloppables dans quelque domaine. 
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entraîne, dans le sens indiqué au début du n° 59, rintègrabilité 
complète deE. 

A. Lorsque, dans un système orthonome, S (passif ou non), 
aucun des premiers membres η est une dèricée de quelque autre, on 
peut, par un mécanisme fort simple, mettre les conditions initiales 
sous une forme telle, que les diverses circonstances suieantes s'y 
froncent réalisées : 

i° Κ η désignant par Γ la cote première maxima des premiers 
membres des conditions initiales, toute condition initiale dont le 
premier membre est de cote première inférieure à Γ a pour second 
membre une constante schématique. 

2" «Si, sur chaque premier membre des conditions initiales, on 
exécute tour à tour les differentiations premières réintéressant 
aucune des rariables dont dépend fa fonction schématique (dégé-
nérée ou non ) qui figure dans le second membre correspondant, on 
obtient, entre autres résultats, d'une part, les dieers premiers 
membres qui, dans les conditions initia/es, sont d'ordre supérieur 
à zéro, d'autre part, les dieers premier's membres de S. 

(Ibid.
y
 n° ΙΓ>8.) 

/». Formation du système Σ. — Aucun des premiers membres de S 
n'étant, par hypothèse, une dérivée de quelque autre, nous commen-
cerons par mettre les conditions initiales de S sous la forme spécifiée 
duns A. 

Considérant ensuite, parmi les déiivées principales de S, celles 
dont la cote première est inférieure ou égale à Γ ■+· ι, nous extrairons 
du système S, indéfiniment prolongé par les differentiations de tous 
ordres relatives aux variables indépendantes x, y, ..., un groupe, T, 
d'équations, en même nombre que les dérivées principales en ques-
tion, et qui les aient respectivement pour premiers membres; nous 
conviendrons d'ailleurs expressément, lorsque l'une de ces dérivées 
coïncidera avec le premier membre de quelque équation de S (non 
prolongé), de prendre, pour la faire figurer dans le groupe T, 
Véquation de S dont il s'agit; nous opérerons enfin la résolution 
successive (toujours possible) des équations de T par rapport aux 
dérivées principales qui figurent dans leurs premiers membres : le 
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groupe, Ψ, des formules de résolution nous fournira, pour chacune 
des dérivées principales de cole première inférieure ou égale à Γ -+- ι, 
une expression déterminée, à la fois indépendante, et de toute dérivée 
principale quelle qu'elle soit, et de toute dérivée paramétrique ou 
fonction inconnue dont la cote première surpasserait la sienne propre. 

Cela fait, et le système du premier ordre, -, qu'il s'agit de former, 
étant, comme nous allons le voir, résolu par rapport à diverses dérivées 
(premières) des inconnues qui s'y trouveront engagées, nous en écri-
rons les diverses équations dans les cases d'un quadrillage rectangu-
laire (n°5S) conformément aux indications ci-après, en ne nous 
occupant tout d'abord que des premiers membres. 

Désignons par a l'une des inconnues engagées dans S, par ^-yryp;— 
l'un des premiers membres qui figurent dans le groupe de conditions 
initiales relatif à //, et par F„,, , le second membre correspondant. 
Cela étant, nous prendrons dans Σ, pour l'une de nos inconnues, la 
quantité — > que nous désignerons par ; puis, en suppo-
sant, pour fixer les idées, qu'il y ail cinq variables indépendantes, .r, r, 
z

y
 s, /, et que la fonction schématique F„,dépende de ,v, /, nous 

écrirons dans les cases (.r), ^y), fv )'de la colonne (*/., ,, ) les premiers 
membres 

«h/,,. tlv Ov à ζ ' 

et nous laisserons vides les cases (s) et {() de cette même colonne; 
au cas où F„

 6 se réduirait à une simple constante schématique, 
les cases de la colonne considérée seraient ainsi toutes pleines. 
Ce que nous venons de faire pour l'une des conditions initiales appar-
tenant au groupe relatif à M, nous le ferons pour toutes les autres du 
même groupe; et ce que nous aurons fait pour l'inconnue w, nous le 
ferons successivement pour toutes. Nous aurons ainsi un damier con-
tenant des cases pleines et des cases vides; d'ailleurs, quelques seconds 
membres que nous écrivions ultérieurement dans les cases pleines, on 
voit, dès maintenant, que si l'on forme tour à tour, dans l'ancien 
système, puis dans le nouveau, un ensemble composé des inconnues 
et de leurs dérivées paramétriques, les deux ensembles ainsi obtenus 
se correspondront terme à terme, et que le second se déduira du pre-
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mier par de simples changements de notations; de même, et toujours 
aux notations près, Véconomie des conditions initiales sera iden-
tique dans les deux systèmes. Quant aux dérivées principales du 
nouveau système, elles coïncideront, aux notations près, les unes avec 
des dérivées principales, les autres avec des dérivées paramétriques 
de l'ancien. 

Il va sans dire que nous conservons aux variables indépendantes et 
aux anciennes inconnues les cotes respectives de tous rangs qu'elles 
avaient dans le système orthonome S, et que nous attribuons aux 
inconnues adjointes des cotes respectivement égales à celles des déri-
vées anciennes qu'elles admettent pour homonymes. Cela étant, il 
convient d'observer que les fonctions inconnues du système 1 dont la 
cote première tombe au-dessous de Γ n'ont, dans le système!, aucune 
dérivée paramétrique, puisqu'elles se trouvent, dans les conditions 
initiales, égalées à de simples constantes schématiques (voir^d), 
et que, par suite, toutes les cases de leurs colonnes sont pleines. En 
conséquence, toute dérivée paramétrique du système Σ possède une 
cote première au moins égale à Γ-+· ι, et toute dérivée paramétrique 
de cote première Γ + ι ne peut appartenir qu'à une fonction inconnue 
de cote première Γ. par suite, est du premier ordre. 

Occupons-nous maintenant des seconds membres du système Σ, et 
considérons, pour fixer les idées, l'équation qui, dans Σ, a pour pre-
mier membre —j~'' notation près, ce premier membre coïn-
cide avec une dérivée ancienne, 

(1) d(a+1) +b+ uάχα~*~ι èy''... 

dont la cote première ne surpasse pas Γ + i, et qui peut être, relative-
ment à S, ou paramétrique, ou principale. 

i° Si la dérivée (i) est paramétrique par rapport à S, il existe, 
dans le nouveau système, une dérivée paramétrique ou fonction 
inconnue, et une seule, qui, à la notation près, coïncide avec elle; 

nous égalerons alors à celte quantité, et la relation résultante 

sera nécessairement du premier ordre : car, si la dérivée (i) est de 
cote première inférieure à Γ -h i, le second membre, qui a même cote 
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première, sera une inconnue adjointe, et, si elle est de cote pre-
mière Γ-ι-ι, le second membre, pour la même raison, sera une 
dérivée paramétrique première du système I. 
2°Si la dérivée (i) est principale par rapport à S, nous remplace-

rons, dans son expression tirée du groupe M*, toutes les dérivées para-
métriques de S par les dérivées paramétriques ou fonctions inconnues 

deS qui leur correspondent respectivement, et nous égaleronsdua,b dx 

à l'expression ainsi modifiée. Or, il est facile de voir que, ici encore, 
la relation résultante est nécessairement du premier ordre : car, si la 
dérivée ^ ι ) est de cote première inférieure à Γ -h ι, le second membre 
ne peut contenir (outre les variables indépendantes) que les incon-
nues anciennes et les expressions nouvelles de leurs dérivées para-
métriques de cote première inférieure à Γ-t- ι, ou, en d'autres termes, 
que les inconnues anciennes et nouvelles; et, si la dérivée (i) est de 
cote première Γ+ i, il ne peut contenir que les inconnues anciennes 
et les expressions nouvelles de leurs dérivées paramétriques de cote 
première inférieure ou égale à Γ -h i, ou, en d'autres termes, que les 
inconnues anciennes et nouvelles avec des dérivées paramétriques 
premières. 

Tel est le système du premier ordre, Σ, auquel fait allusion l'énoncé 
de l'alinéa II. 

C. Soient : 

H l'ensemble des relations obtenues en égalant chaque inconnue 
adjointe de Σ à la dérivée ancienne qu'elle admet pour homonyme ; 

M )S l'ensemble des relations qui, dans le systèmeS indéfiniment 
prolongé par les dilTérentiations de tous ordres relatives à.c, )', ..., 
possèdent une cote première inférieure ou égale à l'entier (algé-
brique) C; 

ι,:,Σ l'ensemble des relations semblablement déduites de Σ; 
1 II l'ensemble des relations semblablement déduites de H. 

Cela étant, les deux systèmes 
<qv

) (qSj 

sont en cor/élation mulliplicatoirc. 
(lbid.y nos 143 à 147, puis 154 à 159). 
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D. Désignons par (S bis) et (Σ bis) deux systèmes respectivement 
identiques à S et Σ quant à l'écriture, mais où les inconnues seront 
supposées dépendre, non plus seulement, comme dans S et Σ, des 
variables r, y, mais encore d'autres variables, α, β, en 
nombre quelconque, qui ne figurent dans S et Σ, ni par elles-mêmes, 
ni par l'intermédiaire d'aucun symbole de dérivation : l'économie des 
conditions initiales étant, comme nous l'avons constaté plus haut (/?)> 
identique, aux notations près, dans les deux systèmes S et S, les deux 
systèmes (S his) et (Zhis) jouiront l'un par rapport à l'autre de la 
môme propriété. Désignons en outre par (11 bis) le système, iden-
tique à II quant à l'écriture, que l'on obtient en égalant chaque 
inconnue adjointe de (Σ his) à la dérivée ancienne qu'elle admet pour 
homonyme. 

Cela étant, si, dans tes systèmes respectifs (S his), (Σ his), on 
impose aux fonctions inconnues des conditions initiales qui, aux 
notations près, soient de part et d'autre identiques, il arrive 
nécessairement de deux choses Γ une : 

Ou bien aucun des deux systèmes réadmet de. solution correspon-
dante; 

Ou bien chacun d'eux en admet une et une seule, les inconnues 
anciennes ayant, de part et d'autre, les mêmes valeurs, et les 
inconnues nouvelles se déduisant des anciennes à: l'aide des rela-
tions (Il his). 

Ce point se déduira sans peine de l'ensemble des suivants : 

i° Le système (S bis), étant orthonome, ne peut admettre plus 
d'une solution répondant à des conditions initiales données. 

2° A toute solution de (S his) correspond manifestement une solu-
tion de (Σ bis), qui s'en déduit par la simple adjonction aux inconnues 
anciennes des dérivées servant d'inconnues nouvelles; aux notations 
près, les conditions initiales sont, pour l'une et l'autre, identiques. 

3° Inversement, à toute solution de (Σ his) correspond une solution 
de (S bis), qui s'en déduit en faisant abstraction des inconnues 
nouvelles; ces dernières se déduisent des anciennes à l'aide des rela-
tions (H bis)-, enfin, pour l'une et l'autre des deux solutions considé-
rées, les conditions initiales sont, aux notations près, identiques. 
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[Car, si Ton prolonge indéfiniment le système (Σ bis) par les diffe-
rentiations de tous ordres relatives à x, y, ..., le système 

[(S&èO, (H MO] 

est, en vertu de C, une combinaison multiplicatoire de diverses équa-
tions extraites du groupe illimité résultant.] 

F. Si, en particulier, on suppose inexistant le groupe des variablesx 
β, considérées dans Ζ), on voit que l'intégration de Γ un quel-
conque des deux systèmes S, 1 se ramène à celle de l'autre. 

F. La passivité du système orthonome S entraîne Γintégralnlitè 
complète du système (Σ bis). 

Tout d'abord, la passivité de S entraine, en vertu du n° 57, l'inlc-
grabilité complète de (SAZs); le système ( S bis) admet donc une 
solution (unique) répondant à des conditions initiales arbitrairement 
choisies; il en résulte, en vertu de l), que le système (1 bis) possède, 
lui aussi, celle propriété, et, par suite, qu'il est complètement inlé-
grable. 

G. Le simple rapprochement de Ε et F suffit à établir l'exacti-
tude de Γénonce formulé au début de l'alinéa II. 

111. Knfin, le simple rapprochement des alinéas l et II suffit à 
établir l'exactitude de l'énoncé formulé au début du présent 
numéro 60. 


