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St 65 principes fondamentaux de la théorie des contacts
T dans U Hypergéométrie réelle ouw imaginaire et sur les
Jamdlles complétes de figures intégrales d'un systeme
d’équations awr dérivées partielles dw premeer ordre;

Par Cn. RIQUIER,

Professeur & Plniversitd de Gacn,

DEUNIEME PARTIE ().

SYSTEMES COMPLETEMENT INTEGRABLES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE] FIGURES INTEGRALES Y FAMILLES COMBLETES DE FIGURES
INTEGRALES 3 REDUCTION DEN SYSTREMES QUELCONQUES.

Rappel d’'une notion courante.

33. Cousidérons un systéme différenticl quelconque, T, o se
trouvent engagdes diverses fonctionsinconnues, «, v, ..., des variables
indépendantes x, y, ..., et dont nous supposerons les seconds membres
réduits & zéro par la simple transposition, toujours permise, de leurs
termes dans les premiers wembres. En méme temps que le systéme T,
considérons un systéme ('I'bis), identique & T quant & I'éeriture, mais
ou les fonctions inconuues #, ¢, ... seront supposées dépendre, non
plus seulement, comme dans T, des variables ., y, ..., mais encore
d’autres vaviables, @, 8, ..., en nombre quelconque, qui ne figurent

(1) Pour la premiere Partie. voir Journal de dathématiques, t. 11, 1923,
p. 2134 a8o,

N

Journ. de Math., tome IV, — tasc, I, 1923, 5



10 CH. RIQUIER.

dans les équations. ni par elles-mémes, ni par Uwntermédiaire
d'aucun svmbole de dérication. Considérons enfin le systéme des
formules

= v, v

2
() l&‘:g(.t‘.)u...,z‘"...‘),

dont les seconds membres sont supposés développables & partir des
valeurs numériques

-

. . z
Lae Yoae s Ry Sy

de

Cela Mant :

St les fonctions (1) sont des intégrales du svstéme (T bis), elles
JSournissent, par Uattribution a2, 3...., de toutes valeurs nume-
riques (suffisamment rapprochées de 2, 3,,...), des intégrales du
svstéme '

Réciproquement, si, par Uattribution @ %, 3,. .., de toutes raleurs
numériques (suffisamment rapprochies de w,, 3,, ...), les fone-
tions (1) fournissent des tntégrales du systeme U, elles sont des
wmtégrales du systcme (T bis).

I. Solent
RO 13N

Xo 5, ..,

des variables indépendantes partagées cn deux groupes qui en con-
tiennent chacun un nombre quelconque;
D un domaine de I'espace

RN N NN |
défini & 'aide des relations

mod (@& — ) < R, mod & — ) < R,

mod (2 — &,) < Ry, mod (3 — 3, < Rg,’ ceey

(*) W s’agit de développements entiers par rapport aux différences v — @,
F— Vo ey X— Ky 3— 300 4. nn
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Ol tyy Yoy eevy Aoy 30y ... désignent des valeurs particuliéres
de ¥, v, ..., 2,8, ..., et R, R), ..., Ry, Rg. ... des constantes posi-
tives (>0);

H(x, y, ...v %, 3, ...) unc fonction représentable dans toute
'étendue du domaine D & I'aide d'un développement entier par rapport
aux différences . — .ty ¥y — ¥y, ooy 2 — &y, 8 — By, ...

Si aux vaviables «, 3,... du second groupe on attribue des valeurs
particuliéves, x«,, B,, ..., vériliant les relations

mod (2, — 2,) < Ry, mod (3,— 3,) < Ry, Cees

et que l'on prenue une dérivée quelconque de la fonction des seules
variables a, ), ... ainsi obtenue, le résultat final est le méme que si
lon avait d’abord eflectué sur H(wx, 5, ..., 2, 3, ...) la dérivation
dont il s’agzit (relative aux scules variables v, y, ...), et que I'on elt
ensuite introduit dans la dérivée résultante hypothése numérique

X, p....:atl,lﬁl,....

En d’autres termes, on a la relation

CoiFiE H (e o 2 3000
) deigvio 28,0002 %y B e

_ P9 LAASUE N “(J.‘ N X, .3h )
dridyl ...

Observons en effet que les différences

Ry— mod (o, — 2,) = ry,
Rg— mod (3, — 34) == rg,

......................

sont positives (>0), et considérons le domaine, v, défini & l'aide des
relations

wod (& — 2y ) < R, mod (¥ — 1) < Ry, e

mod (& — 2;) < 1y, mod (8 — 8,) < ra.

Des premiéres propriétés établies sur les séries entiéres (') il résulte
que la fonction H (&, y,..., 2, 3,...) est représentable, dans toute

(') Voir Les Systémes d'équations aux dérivées partielles, n° 43,
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létendue du domaine v, & l'aide d’un développement entier par
rapport aux différences . — &y, ¥ —yy, ..o 2 —a, 3 —8,, ... . En

\

ordonnant ce développement par rapport & 2 —z,.3—3,, ..., 0on

apercoit immédiatement la propriété que nous avons en vue.

1. Revenons & notre énoncé général, et considérons les expressions

’ N N I O
d v e 20 30000 ~ <
e gy {(m o n o, 00,

(2) LT LA 4 Y (LN NN 3,000
dardvit ...

c’est-a-dire les fonctions v (e, v,y o2, 3, 02 (s o Bl L
avec leurs dérivées de tousordres relatives aux seules variables.w, vo ...
Puis, désignant par x,, 8,, ..., des valeurs particuli¢ves quelconques
de «, 8, ... (suffisamment rapprochées de x,, 3,....), introduisons
dans les expressions (2) 'hypothése numérique

et sotent

l‘d"’*‘"*-“ (s vy oo 2 350000
daetave .. B =x0 3

(3) [()P‘“I*'m ofr, o ..., 2, 3., .)]
dxBooxy

det vt

les fonctions des seules variables ., v, ... ainsi obtenues. I'n verta de
la remarque exposée dans l'alinéa 1. les expressions (3) sont, quels
que soient .z, 17, ..., respectivement égales aux expressions

¢ -

Pgmemrey{e, ¥ oo 200 300 000)
demdyt ..
7 N ~
() 2 L - (RN, R ST TTON |
derdvi ..

~ ~
(m>o.nZo. . .0

Cela étant, supposons que les fouctions v(w. »o ooy 2, 3, .00\
o(&, ¥ ooy 3,00 0), - ., seconds membres des formules (1), soent
des intégrales du systéme (T bis). Si, dans les premiers membres
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de (Tbis), on remplace les dérivées

.[ d M-t R-ba gy

Je T (mo.nTo. . L),
(5) 1 LA AR
?;—7—:— (p20y g20,.00),

pav les expressions respectives (2), ces premiers membres deviennent
des fonctions de vy 37, ..., 2, B, ... identiquement nulles, lesquelles,
par 'attribution ultérieurc d 2, B, ... des valeurs numériques «,, 8,, ...,
se réduiront & des fonctions de w. y, ... identiquement nulles. D’ail-
leurs, les variables a, 3, ... ne figurant pas dans le systéme (T bis),
celte suite d’opérations pourras'effectuer en remplagant dans (T bus)
les dérivées (3) par les expressions respectives (3), ou, ce qui revient
au méme & cause de l'identité signalée plus haut, par les expressions
respectives (). Ainsi, par la substitution aux dérivées (5) des expres-
stons(}), les premiers membres de (T bis) se réduisent & des fonctions
de «, y, ... identiquement nulles : les premiers membres de T, qui
sont les mémes que ceux de (Tbis), jouissent donc aussi de cette
propriété; en d’autres termes, les fonctions

\ U= 0(0y Yo oany &y, By e,

‘( e (W Vo Ay By el

.........................

sont des intégrales du systéme T.

Réciproquement, supposons (ue, pour loutes valeurs numeériques,
@, 3, ..., de 2, B, ... (suffisamment rapprochées de oy, B, ...), les
fonctions (1) fournissent des intégrales du systéme T. Si, dans les pre-
miers membres de T, on remplace les dérivées (5) par les expressions
respectives (4 ), ou, ce qui revient au méme, par les expressions respec-
tives (3), ces premiers membres seréduisent a des fonctionsde z, y, ...
identiquement nulles : les premiers membres de (T bis), qui sont les
mémes que ceux de T, jouissent donc aussi de cette propriété, c’est-a-
dire, puisque les valeurs «,, 8,, ... sont arbitraires, que si, dans les
premiers membres de (T bis), on remplace les dérivées (5) par les
expressions respeclives (2), ces premiers membres se réduisent & des
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fonctionsde.v, )y ..., 2.3, ... identiquement nulles; en d’autres termes,
les fonclions (1) sont des intégrales du systéme (T bis).

Figures intégrales ordiflaires et figures intégrales singuliéres
d’un systéme d’équations aux deérivées partielles.

34. Nous placant, pour tout ce qui concerne les définitions fonda-
mentales de la théovie des fonctions, au point de vue constamment
adopté daus nos recherches antérieures, nous commencerons par vap-
peler que I'adoplion d’un pareil point de vue impose logiquement &
toutes intégrales d'un systéme diférentiel la condition d'étre olo-
tropes ('), tout au moins entre certaines limites : car le mot diff¢-
rentiel, qui sert de qualificatif au systeme, implique & lui seul Uexis-
tence des dérivées des fonctions inconnues, laquelle, si I'on se reporte
aux définitions premiéres auxquelles nous avons fait allusion, implique
a son tour 'olotropie de ces fonctions. Cela pos¢, une distinction essen-
tielle doit avant tout étre faite entre les divers groupes possibles d’in-
tégrales d'un systéme donné.

Dans un systéme différentiel, S, résolu par rapport & telles ou telles
dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, les inté-
grales seront qualiliées d’ordinaires, si 'on peut assigner au groupe
des variables indépendantes quelque domaine de variation tel, que non
seulement les intégrales dont il s’agit y soient olotropes, mais que, de
plus, leurs valeurs, prises conjointement avee celles de leurs dérivées
ct des variables indépendantes, restent toujours intérieures a quelque
domaine ou tous les seconds membres du svstéme soient eux-mémes
olotropes (*).

(') Les Systémes d'équations aur déricées partietles, Chap. 111,

(*) « Un systéme diflérentiel est immdédiat, quand toutes ses équations sont
du premier ordre et fournissent immédiatement plus ou moins de dérivées des
fonctions inconnues, exprimées en fonctions composées des vaviables indépen-
dantes, de ces fouctions {uconnues elles-mémes et de leurs autres dérvivées. ...

» Les intégrales ordinaires d’un systéme immédiat sont celles dont les valeurs,
A elles-mémes et & leurs dérivées pavamétriques premidres, assocides aux valeurs
correspondantes des variables, tombent toujours dans des aires ou les compo-
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La substitution d’intégrales ordinaives connues dans les équations
du systéme cousidéré en transforme les divers seconds membres en
diverses fonctions composées des variables, des intégrales, et de quel-
ques-unes de leurs dévivées. 1’apreés la définition mémedes intégrales
ordinaires, et entre les limites assignées par cette définition, les régles
établies pour la différentiation des fonctions composées sont appli-
cables aux seconds membres dont il s’agit; d’ailleurs, les deux mem-
bres de chaque équation étant identiquement égaux aprés cette sub-
stitution. leurs dérivées semblables de tous ordres le sont aussi: en
conséquence, un groupe quelconque d'intégrales ordinaires veérifie,
non seulement les équations du sysléme, mais encore toutes celles
quon en peut déduire par différentiation.

Une solution non ordinaire du systéme sera qualifice de singuliére.

Désignant, enfin, par % le nombre des variables indépendantes
X, ¥y ... et par h celui des fonctions inconnues «, v, ..., nous dirons
qu'une ligure & / dimensions, définie dans I’espace & 4 -+ & dimen-
sions

|[e Vel vy L ]I

par un groupe réduit de A équations finies (n° 20), est une figure
intégrale du systéme S, si ce groupe réduit est vésoluble par rapport
aux k coordonndes u, v, ..., et que, aprés résolution, il fournisse un
groupe d'intégrales particuliéres de S; la figure intégrale sera dite

santes des seconds membres des équations du systéme sont toutes olotropes.

» Pour les intégrales stngulicres, au contraire, les valeurs dont il s’agit sont
toujours singulicres pour quelqu’une au moins de ces composantes, »

Mirav. Legons neuvelles sur Udnalyse infinitésimale et ses applications
gléomdétriques, premidre Partie, p. 3ro, 313,

Ce point de vue nous a semblé pouvoir &tre généralisé comme il suit :

« Des intégrales particulicres d'un systéme donnd sevont dites ordinaires. si,
les seconds membres du systéme ayant été réduits & zéro par la simple transpo-
sition de leurs termes dans les premiers membres, on peut assigner quelque do-
maine tel, que non sculement les intégrales dont il s’agit y soient exprimables
par des développements construits & partir du centre, mais que, de plus,
leurs valeurs, prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables
indépendantes, restent toujours intérieures & quelque domaine ot les premiers
membres du systéme soient exprimables de la méme maniére, »

Voir Les Systémes d'équations aux dérivées partielles, n° 98,
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ordinaire ou singulié¢re, suivant que les intégrales particuliéres ainsi
obtenues par résolution sont clles-mdémes ordinaires ou singulidres.

La considération des figures intégrales singuliéres sera, dans ce
qui sutl, systematiquement exclue.

Observation sur lintégrabilité compléte d’'un systéme d’équations
aux dérivées partielles orthonome ('),

o8, Considérons un systéme d’'équations aux dévivées partielles
orthonome, O,impliquant les foncticns inconnues «, v, ... des variables
indépendantes w, y, .. .. lin méme temps que O, considérons le systéme
orthonome (O bis), identique & O quant & l'écriture, mais ou les
inconnues «, v, ... seront supposées dépendre, non plus seulement de
®,¥, ..., comme dans O, mais encove d’autres variables, 2, 8, ..., en
nombre quelconque, quinefigurentdansle systéme, ni parelles-mémes,
ni par intermédiaire d’aucun symbole de dérivation.

Cela étant, les conditions de passivité sont les mémes pour O et

(O bis).

1. S'il n’y a, dans un syst¢me orthonome, aucune dérivée cardinale
des inconnues, la passicité du. systéme a licw d’elle-méme (),

II. Supposons que, dans un systéme orthonome, il y ait des dérivées
cardinales, c’est-a-dire que deux premiers membres au moins du sys-
teme considéré soient des dérivées d’une méme inconnue. Powur qu'un
pareil systéme soil passif, ou, ce qui recient aw méme, pour que les
diverses expressions ultimes de chaque dérivée principale soient iden-
quement égales entre elles, il suffit que cela ait liew pour chacune
des dericées cardinales (*).

(') Les Systémes d’équations aua dérivées partielles, Ghap. V1.

(2) 2bid., nos 92, 110,

(%) Lbid., ne 111, Les alinéas 1, 11, HEet 1V de la démonstration qui se trouve
exposée au n° 111 de I'Ouvrage cité pourront étre reproduits textuellement; la
rédaction du dernier alinéa, V, sera trés légérement modilide comme il suit :

«Comme nous 'avons déji remarcqué dans le deuxié¢me alinda de la démons-
tration, chaque dérivée principale de premiére classe ne possede, dans un systéme
orthonome, qu'une seule expression directe. Si donc on suppose que les diverses
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111. Revenons & notre énoncé géncral.

Les systémes O, (O bix) étant identiques quant & 'écriture, et les
variables &, 3, ... n'y figurant, ni par elles-mémes, ni par I'intermeé-
diaire d’aucun symbole de dérivation, il est facile de voir : 1° que les
dérivées cardinales des inconnues sont les mémes pour les deux sys-
témes; 2° que chacune de ces dérivées cardinales a, de part ct d’autre,
les mémes expressions ullimes. '

En rapprochant de ce fait les conclusions formulées dansles alinéas |
et 11, on apercoit immédiatement que les conditions de passivité
sont les mémes pour O et (O bis).

ob. Tout systéme orthonome passif est complétement intégrable,
cest-a-dire admetun groupe (unique) d'intégrales ordinaires répon-
dant & des conditions inttiales arbitrairement choisies ().

o7. La passivité du systénie orthonome O entraine Uintégrabilits
compléte des systémes Q) et (O bis), considérés au n® 38.
C’est ce qui vésulte du simple rapprochement des n™ 33 et 36.

Familles complétes de figures intégrales d’un systdéme d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre.

o8. Supposons (u'un systéme d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre, impliquant les & fonctions inconnues u, v, ... des
kvariables indépendantes., y, ..., soit résoiu par rapport & un groupe
de dérivées (premicres) de «, v, .... Pour disposer neltement les équa-
tions d’un systéme de celte espece, on peut les écrire dans les cases
d'un quadrillage rectangulaive dont les lignes correspondent aux

expressions ultimes de chagque dévivée cardinale sont identiquement égales,
Papplication répétée des propositions qui font l'objet des troisidme et quatriéme
alinéas prouve que U'égalité identique entre les diverses expressions dirvectes
d’une méme dévivée principale a encore lieu dans la deuxiéme classe, puis dans
la troisiéme, etainsi desuite indeliniment. ln'ya, dés lors, pour une méme déri-
vée principale quelcongue, qu’une seule expression divecte, et, a plus forte raison,
(uwune seule expression ultime, ce que nous voulions établir.

(') 1bid., ve 113.

Journ. de Math,, tome 1V, — Fase. I, 1925, 16
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variables &, y, ... et les colonnes aux inconnues «, v, ..., en mettant

I'équation qui aurait, par exemple, 2 emier membre, dans |
1 qui auvait, par exemple, 5~ pour premier membre, dans la

case qui appartient & la fois a la colonne («)eta laligne () : on obtient
ainsi une sorte de damier olt les cases pleines et vides peuvent offrir
des dispositions relatives varices. Si, pour [ixer les idées, on considére
un systéme du premier ordre, S, impliquant les deux fonctions incon-
nues u, v des quatre variables indépendantes «, y, s, s, et résolu par
rapport aux trois dérivées 3—‘; g[{l’ g‘—» le damier dont il s’agit contien-

dra trois cases pleines, correspondant & ces trois dérivées, et cing
du du dv de dv
:)_:" (—)&) (-),_(_" 3‘;’ (‘}‘;‘,
quant aux seconds membres du systéme, ils seront fouctions de ces
derniéres et de ., y, 3, s, u, v

cases vides correspondant aux dérivées reslantes,

(u) ()
du
() Ja =
NI
() ()—\- =...
(1)
- ()“ m—
(<) gs =
(v

3Y. Supposons actuellement qu'un systéme d’équations aux déri-
vées partielles du premier ordre, impliquant les & fonctions inconnues
, vy ... des /i variables indé¢pendantes , y, ..., et résolu, comme il
vient d’¢tre dit, par rapport & un groupe déterminé de dérivées (pre-
miéres) de «, ¢, ..., satisfasse a la condition suivante ;
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Le systéme, ainsi résolu, est complétement intégrable.

1l ne cesse pas de Uétre lorsqu'on y considére les fonctions incon-
nues uy ¢, ... comme dépendant, non seulement de z,y, ..., mais
encore d'autres variables, en nombre quelconque, qui ne figurent
dans les équations duw systéme, ni par elles-mémes, ni par Uinter-
médiaire d’ancun symbole de dérivation.

[Cest ce qui a lien, par exemple, dans un systéme orthonome
passif (n® 37). |

I‘n supposant, pour fixer les idées, qu'il s’agisse du systéme S, de
damicr (1), donné comme exemple au numéro précédent, il résulte
de Uhypothese formulée que ce systéme, si les inconnues #, ¢ y sont
considérées comme dépendant seulement de a, ), 3, s, admet un
groupe (unique) d’intégrales ordinaires (n® o4) répondant & des con-
ditions initiales de la forme
{ #={fonction donnéedez, s  pour z, y = valeurs numériques données 2, ¥y,
l ¢ == lonction donnéede.r, 3, s pour 5= valeur numérique donnée 3,;

et que le systeme (S bis), identique & S quant & 'éeriture, mais ol
les inconnues u, ¢ sont considérées comme dépendant & la fois de «,
¥, % 8, ct d'autres variables, x, B, ..., en nombre qnelconque, admet
un groupe (unique) d’intégrales ordinaires répondant & des conditions
initiales de la forme

{ = Tfouct, donnée de 3, 5, 2, 3. ... pour a, y = val. numér. données zy, ¥y,

% ¢ == fonct. donnée de v, 1,5, &, 3, ... pour 5 =val. numér, donnée 3z,.

Cela posé, définissons ce que 'on doit entendie par famille compléte
de figures intégrales (ordinaires) du systéme S (n° 34).

A cet effet, ajoutons au nombre des cases vides de son damier [le
damier (1)] celui des fonctions inconnues que le systéme implique, ce

qui donne le total 7; puis, en méme temps que le systéme S, considé-
rons les deux relations

(2) { Flay oy, s, 8,0, 002,8,9,0,0,2 p)=o,
)l Wia, s, s, 0, 000,8,7,0, 0,2 p) =o,
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ou figuvent, avec u, ¢, z, ¥, 5, s, les sept constantes arbitraires «, 3,
Y, 8, 0, A, w. Les relations (2) étant supposées résolubles par rapport
A u, ¢, exécutons sur elles les diverses différentiations premiéres rela-
tives & T, )5 3, 8 en traitant «, ¢ comme des fonclions de Xy Yy 5 S,
%, B, v, 6, 0, A, pj il vient ainsi

OV 0P e 0B ge O g dtde
Jdv  duodr  Jdv Jdx ' dx du drx Je de
LI L | N 1|
(3) dy  dudy T odv dy T dy ~ du dy  dv 9y~
I JF 9w 9V o¢ JIl oH du JdH Je
P ER T ERR T Y R FR T R
oF d_lf (?L( . i)_l_' ()_(: o, 21| B | I T | O T

—_ o 4+ — — _—— =
Lo Toa oy T av o O 0k % T o s
Cela étant, les relations (2) seront dites définir une famille compléte
de figures intégrales (ordm(nres) du systéme S si les deux conditions
suivantes se trouvent & la fois satisfaites :

1° K'n méme temps que les relations (2) sont résolubles par rap-
port aux inconnues u, v, le systéme formé par les dix équations (2)
du du ae t?‘

Y]

() d d' A I ]

g, 0, &, u |c'est-d-dire par rapport aux sept constantes arbitraires et

aux Llrois dérivées premiéres qui correspondent respectivement aux
trois cases pleines du damier (1)].

et (3) est résoluble par rapport aux div quantités -

2° Par lattribution a, 3, v, ¢, 0, X, v de toutes valeurs nume-
riques, les relations (2) donnent des figures intégrales (ordinaires)

de S.

Dans I'exposé qui suit, nous adopterons conslamment, pour les
diverses quantités

du  du  du  du  d¢ de  dv v
oz’ dy' 093’ ds' dx’ 9y 95 s

>

les notations respectives

ey Uyy Uz Ugy Oy Py Poy Fgs
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il en résultera, pour le systéme S, I'écriture

= U (W, 30 3, 8, 0,0 gy U O Uy 1),
([l) ly== U_r(‘l‘\ J Sy 8 W, 8y gy By Uy Vg "‘s)\

o= Vo (0, 7 3, 8, 1, 00 Uy U Cp Oy ),

et, pour les relations (3), I’écriture

OF Ol Ok Ao o
‘_)_; -+ ml.v +- (.)“ Ve = 0, ‘)‘v L 0“ @* d“ v
or - oF u, -+ or ¢, =0 am + ol y —+ ot fo=0

N dy = du Y ge T dy  du Y gn YT

i OF OF o oo oo
gz Tontstgn T o ds Toa' T vt T,
()F—*—()Fu +2Et"—‘) ?E-i-ﬂlu +!£l-v =

O o T TY gy Tt a0

Oua suppose d’ailleurs expressément (puisque la considération des
figures intégrales singuliéres est, comme nous l'avons dit plus haut,
systématiquement exclue du présent travail) que, dans le groupe
numérique (fondamental)

‘ (6) @y Yoy S Sp "‘m Cor (tz)ey (s (Cedas (F3)ay (96)m
< (7) (uedos  (15)0s (02)0
((8) %oy \30: 70 Gy By Aoy Moy

a pactir duquel peut s’effectuer la résolution, tant du systéme (2) par
rapport & «, ¢ que du systéme |(2), (3)] par rapport A u,, u,, v, &,
B, v, 8, 0, A, u, les valeurs (6) n'excédent pas les limites d’olotropie
communes aux seconds membres, U,, U,, V., du systéme (4).

\

40. Avant de poursuivre, il est indispensable d'observer que, si le
groupe des relations (2) remplit les dewx conditions requises par la
définition dunuméro précédent, tout groupe réduit, (2", numérique-
ment équicalent @ (2) les remplit également.

I. Considérons préalablement deux systémes, P, Q, composés cha-
cun de m équations, et définissant chacun, par résolution & partir
d’une méme solution numérique fondamentale, m fonctionsimplicites,
u, v, ..., des deux groupes de variables (x,),...)et («,8,...) (n° 1);
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spécifions en outre, en vue de ce qui va suivre, que les diverses diffé-
l‘entlallom & exéculer sur toutes ces cqualmns conformément a la
l'u'le des fouctions nnphclles s¢ rapporteront exclusivement aux
varmb]cx &y ¥y« du premier groupe. Si, sur les ¢quations de P, on
exccute toutes les différentiations des ordres o, 1, 2, ..., &, el que,
dans les relations ainsi obtenues, on assimile pour un instant les
vaviables v, y, ..., 2, 8, ..., les fonctions w. ¢, ... ¢l leurs dérivées a
autant de variables indépendantes distinctes, le systéme résultant est,
comme on sait, un svstéme réduit, résoluble par rapport aux m fonc-
tions implicites que do init P et & lears dérivées des ordres 1, 2, ...,
(n’intéressant que ., y,...) ('). Pareillement, si, sur les equallons
de Q, on opére toutcs les dilférentiations des ordrcs Oy 1y 2y 0uey &y
le svstéme rvésultaut est un svstéme réduit, résoluble par rapport
aux m lonctions implicites que définit () et i leurs dévivées semblables.
Cela élant, je dis que léquivalence numérique des dewr sys-
temes Py Q, lorsqu'elle a licu, eutraine Uéquivalence numérique
des dewe systémes qui s'en déduisent respecticement @ Uaide des
différentiations mdu]uu s.

Pour s’en convaincre, il suffit d'observer que les deux systemes I, Q,
¢tant, par hypothése, numériquement équivalents, délinissent (n° b)
un scul et méme groupe de fonctions implicites,

I3

czm (e e 203, ),
2

(9) ? C=O(W Xy ey O .31 eoe)s

et que d’ailleurs, en vertu de la propriété ci-dessus rappelée, chacun
des deux systémes visés par la conclusion de ['énoncé du présent
alinéa | équivaut au systéme que I'on déduit de (g) par toules les

différentiations possibles des ordres o, 1, 2, ..., g relatives «, y,

Il Ltablissons maintenant. la remarque formulée au débul du
présent n* 40.

[’équivalence numérique supposée entre les svsiémes réduits (2)
ct(2') entraine, en vertu du n° 6, les conséquences suivantes : le sys-

(") Voiracesujetles nos 118 & 121 de UOuavrage intitulé Les Systémes d'équa-
tions aur dérivées pardelles.
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teme (2') se compose, comme (2 ), de deux équations; il peut, comme
lui, ¢tee vésolu par rapport & «, v et il définit les mémes {onctions
implicites, «, v, des variables

R N N - A T N Ny W TR

Dés lors. puisque les fonctions implicites que délinit le systéme (2)
sont supposées fournir, pav Fattribution 4 =, 8, v, 4, 9, %, w de toutes
valeurs numériques, des solutions particulitres du systéme (4), il en
sera de méme pour celles que délinit le systéme (27).

Considérons, d’autre part, les deux svsiémes qui se déduisent
respectivement de (2) et de (») par toutes les diflérentiations des
ordres o, 1, velalives & @, )~ 3. s: en vertu de I, ces deux systémes
réduits sont numériquement équivalents. Dés lors, puisque le premier
est suppos¢ résoluble par rapport aux quantités

Ugo Uyo Voo 2y 30y 0 00w

le second jouira nécessairement aussi de la méme propriété (n° 6).

L. 11 nous faut maintenant, pour justifier la définition du n° 39
(a laquelle se rattache intimement la remarque du n° 40), établir
existence de quelque famille compléte de figures intégrales (ordi-
naires) du systéme S |ou (4)].

Soit donc

Lav Ve Sa Noy Moo Vg

() (“)')o‘ (ts)yy () (v ("y)m (rdes (Code

une solution numérique du systéme (4) choisie comme on voudra
sous la seule restriction que les valeurs

Cao Yoso Fer San Wy e (@) (e (Pedye ("J')u‘ (s

wexcedent pas les limites d‘olou‘opic conununes aur seconds mem-
bres de ce systéme (V).
En prenant pour valeurs Sondamentales de

O N R I L T S

() Foir la remarque finale du n° 39.
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celles qui figurent dans la solution numdérique choisie, et pour
valeurs fondamentales des sept indéterminées

@, B, y, o, 6, k p

)
des valeurs numériques,

(10) %oy Ber Yo Oy Oy hav Mo

choisies d’une fagon enticrement arbitraire, on peul assigner au
systéme (4), de la manitre que nous ailons indiquer, quelque famille
compléte de figures intégrales (ordinaires).

Counsidérons en effet un systéme d’é¢quations aux dérivées par-
tielles, (4 is),identique & (4) quanta I'écriture, mais ot les fonctions
inconnues u, v seront supposées dépendre, non plus seulement, comme
dans (4), de «, ¥, 3, s, mais encore de sept autres variables, «, 8, v,
8, 0, A, u, qui ne figurent dans le systéme, ni par elles-mémes, ni par
I'intermédiaire d’aucun symbole de dérivation, et pour lesquelles nous
choisirons arbitrairement les valeurs fondamentales (10).

Désignons ensuite par

(s, s %, 3, 7,0, 9,0, 1),
ole,y, s, a3, 76,0, 4, 1)
deux fonctions choisies comme on voudra dans les seules conditions :

1° Que les fonctions v, ¢ soient développables & partir des valeurs
fondamentales des quantités dont elles dépendent respectivement, et
que les sept fonctions

95 02 0o dg Jg
9:7 o7 ox’ oy’ s

Y, 9,
aient pour valeurs fondamentales respectives

o, ©oy (Mo (We)gs (92)oy  (Cy)ay  (06)os

2° Que le déterminant différentiel de ces sept fonctions par rapport
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aux sept quantités a, 8, v, 8, 0, A, u ait une valeur fondamentale diffé-
rente de zéro ().

Considérons enfin, dans le systéme (4 bis), la solution particuliere
répondant aux conditions initiales

Ve=u(a s 2,3, 7.0,0,4 1) pour &, ¥ = .ty, Yo,

e=¢(x, ), 82 3,7, 6,0, 1) pour 5 =73,
(voir le début du n° 39), et soit

s w=1Y(x, ¥ s (B) 7 J, 6, &, B

(11) ) e=0(2, y, 58 0 8,70, 0% p®)

la solution dont il s’agit. Je dis que les formules (11) définissent une
famille compléte de figures intégrales (ordinaires) du systéme (4).
En premier lieu, le systéme des dix relations

. . oY AN S0 _ob o
(12)  wu=Y, e=u, u;__d;, u_c_-———ds, “”"ﬁd‘v’ (y_——dy, (S_———(’s,
_aY o Jb
Uy== g ==

%: ll_y::d—‘};) ,-——E

est résoluble, conforméntent au principe général des fonctions impli-
cites, par rapport & a, 8, Y, 8, 0, X, w, w4 , u,, 0.; ou, ce qui revient
ici manifestement au méme, le systéme des sept relations (12) est
résoluble par rapport & «, 8, ¥, 8, 0, A; w. Car, par un groupement

1) Par exem le Soient
pte,
Gl) G‘g, ('33 Gh (':i) Gﬁv G7

sept fonctions linéaires en o — oy, 3— By, ¥ — 74, 0 — 0y, O0— b5, A — Xy, g — 2,
telles que les coelficients (numériques) de ces sept diflérences forment un déter-
minant diflérent de zéro, tandis que les termes indépendants ont pour valeurs
respectives

(us)ey (te)oy gy (04)g (9y)os  (#5)ay w0 :

poursatisfaire & la double condition énoncée, il suffit, comme le montre un calcul
élémentaire, de prendre
v="{(5— 3)G+ ( s— )G+ Gy,
e=(2 — )G+ (¥ —50)Gs 4 (s — $) Gy + G.
Journ. de Math., tome IV, — Fasc. 11, 1g25. 17
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convenable des termes de leurs développements, les fonctions Y et @
peuvent s'écrire
V(2,9 38 a3, 7, 0 0, Ao ) =u(35, 8, 2,3, 9,0, 0.4, )
-+ (J-‘ _— \'l«'o) A (\l'y BRI NN :33 7> 0. 0\ )‘) P‘)
-+ ()’ - )'0) B(\l.) ‘,") 3 8 X, ;3> 7) 6; 0\ )‘.‘ P‘)*
B, Y, 38 2,809,0, 0,2, p)=o(x, vy, a8, 9, 0, U, A, 1)
+ (3 — 3)C(x, )y 5,8 a0 307, 0,0, 4, p),

et les ¢quations (12) prennent la forme

Pe= v +(x—ay) A-+(r—)) Bl

o= oo 4+ (5 — 3) G

dv JA JB

Uy = (TZ' -+ (.l‘ — d‘")—d—: -+ (y-—"\')'o) 5;)

o . JA JaB

u, = ‘(X - (\L ——-.’lo)?g +-(y_..y“)(_)}.’
=98 gy %C
‘.t“"‘}i‘{,"“(“— ~o ()L‘,
__do . .G
‘)A;T};—k(‘ ou)d)”
N . y9C.
(\\‘-——(—):\:"*‘(3—‘ \‘0) ()S’

1

or, le déterminant différentiel velatif & a, 8, v, ¢, 0, A, u des seconds
memhres de ces formules a méme valeur fondamentale que le déter-
minant similaire provenant des sept fonctions

dv  duv dv  do  do

Yy Yy Ty Ty vy e
Vods ds de dy

’ '(')—: .
il a donc, d’apros Phypothése faite sur ces derniéres, une valeur fonda-
mentale différente de zéro.

En second lieu, les formules (11), délinissant une solution particu-
ligre du systéme (4 bis), fourniront (n°® 33), par I'attribution & «, f,
¥ 0, 0, A, u de toutes valeurs nunériques, des solutions particuliéres
du systéme (4 ).

Les fonctions «, ¢ définies par les formules (11) satisfont ainsi a
toutes les conditions requises par la définition du n° 39.
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X2. Considérons actuellement les velations (2) et (3), et supposons
remplie la premiére des deux conditions formulées au n® 39, savoir :

En méme temps que les relations (2) sont résolubles par rapport a
u, oy le systéme formé par les div relations (2) et (5) est résoluble
par rapport

(13) Ueo Uye vao 20 3y 7 0, 00 A0 o (M)
Sotent, alors,

‘ = U\ (v, Fo Ty SO, 0 Ugy U By Oy Oy
, ’ -
(1) ? wy=UL (2, y s

vo= Vi (@ Xy ISy Uy O Uz Ugy Oy Vs )3

P
.,

Sy Uy 0 Uz Ugy Oy ),

Frat == A(W, 0 308, 8y 00 lgy Ugy Sy Yy ),

3 = By, a8, w4y vy 1, U vy Vyy Vo),

y = L o3, 8, 0, v gy U Vg Oy 0y

(13) 10 = Ay 3y 8y W8 Uy g Uy Ty B
O == O, ¥y 308, Uy 0 Uy Ug Oy oy 05y

A= A(e, P S8y UL 0 Uz U Oy iy V),

o= M@, v, 3,8, U0, Uy Ug Oy ©yy 1)

les formules de résolution du systéme [(2), (5)] par rapport aux
quantités (13).

Cela étant, pour que les relations (2) définissent une famille
compléte de figures intégrales (ordinaires) dusystéme (4), il faut
el tsuffit que les seconds membres, U, UL, Vo, des formules (14)
sotent respectivement identiques awe seconds membres, U, U,, V,,
du systéme (4).

I. La condition posée est nécessaire.
Supposons en eflet que les relations (2) définissent une famille com-

(') On suppose expressément, comme nons 'avous spécifié au n° 89, que,
dans le groupe numérique fondamental & pactiv duquel cette double résolution
est possible, les valeurs de &, y, s, 8, «, ¢, 43, W, 0y, ¢y, ¢, n'excédent pas
tes limites d’olotropie communes aux seconds mewmbres, U,, U,, V;, du sys-
téme (4),



128 CH. RIQUIER.

pléte de figuves intégrales (ordinaires) du systéme (4); elles défini-
ront par la méme (n® 33) une solution particuliere (ordinaire) du
systeme désigné au n® 41 par (4§ bis): en conséquence, les rela-
tions (2) et (3), résolues (conformément & la régle classique qui
donne les fonctions implicites et leurs dérivées) par rapport aux
quantités

(o) Uy ©) Upe Uy Uz W Voo Wy Vo 0

S

fourniront pour ces derniéves des valeuts, fonctions de

(17) R N N - e N AN R

qui, substituées dans le systéme ( Ois), le vérilieront pour toutes
valears numériques des quantités (17). Le systéme ( bis) est done
une simple conséquence numérique du systéme |(2), (3)] ou |(1}),
(13)], et, dés lors, si l'on eflectue dans (4 &es) les substitutions indi-
qudées par les formules (14) et (1), on tombe sur des identitds: or, il
vient ainsi

18) U= U, Uy=U,, Vi= Vs

Il. La condition posce est suffisante.

La premicre des deux conditions requises (n°o9) par la définition
d’une famille compléte de figuresintégrales du systéme () étant satis-
faite, supposons, de plus, que Uon aitidentiquement les relations (18)
il s'agit de prouver que la seconde de ces deux conditions se trouve
également satisfaite.

Effectivement, le systéme véduit |(2). (3)]. qui détermine un cer-
tain groupe de fouctions implicites, u, v, de o, v, 5, 802, 8,7, ¢, 0, A, u,
avece leurs diverses dérvivées premiéres relatives & .o, v, 3, ¥, équivaut
numériquement au systéme rvéduit [(14), (13)]: les fonctions impli-
cites et les dérivées considérées vérilient done, notamment, les for-
mules (14), c'est-d-dire, & cause des wdentités (18), le svstéme (4 bis).
Les formules (2) définissent d2s lors une solution particuliére du svs-
téme (§ bis), et fournissent par suite (n® 33), pour loutes valeurs nu-
mériques attribuées & 2, 3, v, ¢, 0, X, u, des solutions particulitres du

\
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systéme (4) : on en conclut qu’elles définissent une famille complete
de figures intégrales de ce dernicr systéme.

43. La proposition établie au numéro précédent peut encore se
formuler de la manitre que nous allons indiquer.

Iin supposant remplie, comme ci-dessus, la premiére des deux con-
ditions requises par la définttion du n® 39, on pourra, de sept relations
couvenablement choisies du systéme [(2), (3)], tiver les sept quantités
%, B, v, 8,0, %, u, et les porter dans les trois relations restantes, éli-
mination qui, en vertu dun® 13, donne un systéme nécessairement
véduit. Cela étant, pour que les relations (2) dé finissent une famille
complete de figures intégrales du systeme (3), il faut et il suffit que
Uélimination dont il Sail fasse retomber sur un systéme numéri-
quement équivalent a (4).

Ilfectivement, pour que les velalions (2) définissent une famille
compléte de ligures intégrales de (), il faut et il suffit (n° 42) qu'en
résolvant le systéme [(2), (3)] par rvapport aux quantités (13), et
retenant les trois formules de résolution relatives & «,, u,, ¢, celles-ci
soient respectivement identiques aux trois équations du systéme (4) :
or, en vertu d'une proposition énoncée plus haut (n° 12), ces trois
formules de résolution constituent un systéme numeériquement équi-
valent & celul qui résulte de Uélimination spécifiée.

4%, Les relations (2) élant supposées défi nir une Sfamille compléte de
Jigures intégrales (ordinaires) du s \'sh'mc 4) [n° 39), i suflit,
pour ob[wm sans aucune figure étrangeére 105 diverses figures inté-
grales (ordinaires) de ce dernier, d'adjotndre @ ses dewv fonctions
inconnues uy v les sept inconnues auviliaires «, 8, v, ¢, 0, X, u, et
d’assujellir ces neuf inconnues @ vérifier, en méme temps que les
relations (2), celles qui s’en déduisent par les différentiations pre-
micres relatives aur quatre variables v, ¥, =, s, mats en ne conser-
vant, dans chacune des relations résultantes, que la partie lincaire
et homogene par rapport aux déricées des inconnues adjorntes.

En d’autees termes, il suffit d’assujettir les neuf inconnues & vérifier
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le systéme des relations

( F(e, RIS R NN ;(3) 7 6s 9 4, [.L):(\,

(=) l H(e oy, sos,uov, 2,8, 9,6, 9,1, 2)=o:
JF da - Jt 93 4 9F oF dy - JF 93 + dF 09 dV ar  OF dp
(19) dx dr T 030x Oy de 08 dr 96 o g ow T dmoe ™
L
Vomox  onop  oley  dos  aao awagn  oop
Ux gz ToBdc T dyor T 950 009 ok an Topon
OFda  JE 03 Wy | 0P dG oFd0 | 9F gk dFdu o
(30) oxdy " J3dy  dydy dddy I dy ok dy dmadr .
ol dat ol 03_*_3)_]_!(17__!_(_)_[_(1@_4_9_[!(_32‘*_ ol i dll du "
oxdy T3y "oy Tway T amay Taray Toway Y
oF dx  dF 93 = oF oy OF g0  JF 00  oF gk oF ou
m)£$+$5+5£+ﬁﬁ+ﬁm+ﬁﬁ+m¢‘“
Moz  IN93  Aldy oHOS allg)  oNgn oMo _
dz20: T 0595 Ty 0: T 08 0s Todos T Ui oz Tamar =
OF gz oF 03  aF dy 9k dd  F ) _ dF or _ OF dp
m)xa*%m*wm+ﬁm+mm+mm+mmw“

oMJa  JllJg oMoy 993 009 Jar ol gy
dx 0s 0305 oyas T dWos dhos T ToxasT™

Cela une fois établi, il est manifeste que, si l"on résout les relations (2)
par rapport a u, v, les dewr inconnues principales se trousceront expri-
mées a l'aide des variables «x, y, =, s et des sept inconnues adjorntes.

[nversement, on pewi. comme nous le verrons, exprimer les sept
inconnues adjointes a Uaide des variables v, y, =, s, des dewr incon-
nues principales, et de leurs déricées : il suflit, pourcela, de résoudre,
conformément & la définition du n® 39, le systéme [(2), (5)] par rap-
port auy dix quantités u,, uy, vz, o, 8,v, 8. 0, X, w, et de retenir les
sept derniéres des formules ainsi obtenues.

A chaque fioure intégrale du systéme (§) correspond de cette ma-
niere, pour les inconnues adjointes, , B, v, . 0.\, w. du systéme
[(2), (x9), (20), (21), (23)], un groupe déterminé de fonctions, et &
deuwr figures intégrales distinctes dusystéme (§) deux groupes dis-
lincts de fonclions.

L. Les relations (2) définissant, par hypothdése, une famille com-
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pltte de figures intégrales du systéme (4), le sysiéme [(2), (§)] est
résoluble par rapport & «,, «,, ¢, a. 8, v, 8, 0, A, w, et, parmi les for-
mules de résolution, (14), (15), trois sont, en vertu du n® 42, respec-
tivement identiques aux trois relations, «,= U, u,=U,, ¢,=V,,
du systéme (4). En d’autres termes, le systéme [(2), (5)] €quivaut
numériquement @

g e=Ug(®, ¥, 3, & U, ¢y Ug, Ugy Vo Py o)y

(4 Uy = U (0 7y 30800, €0 oy U gy Oy 05),
z (‘::: \'S(J‘y ‘)') Sy "\ uw, ") “:) Wy, ".L‘) ")‘3 “.\‘);
o= A, 005,08, 0y 0, Hgy Hgy Vg Uy Vo),

3 = B x5 8,01, 00 g Ugy Oy Py Ps)y

v = LU, 03, 8 0,0yt Uy Oy 03, 1s),

(a3) 0 T AL, 3 S, P g gy By e ),
§ = O(e y, 308, v, Uy Ue Vel Eya ),

om0 B8, 00 Uy Hg S Uy ey

Vo= My 0y 308, 1y 0l e vy By S0

. La méthode indiquée par notre énoncé général ne peut man-
quer de fournir towtes les figures intégrales (ordinaires) du
systéme (4).

Soit, en effet,

) u=u(a,y, 3 s),

| e=o(x, ), 35, ¢)

une solution particuliére du systéme (4). Si, dans les dix formules ci-
dessus, (4) et (23), on remplace

y ¥y Uge Uy, Uz g

Yoy Py Vo W
respectivement par

do dydy e do do g
de’ dy’ 93 %’ 0w’ gy’ 937 o8’

Y, 9,

les trois premieéres, (4), sant identiquement vérifides, et les suivantes

? ? ) b
(23), fournissent, pour «, B, v, 8, 0, A, u, certaines fonctions (olo-
tropes) de x, ¥, =, +; les neuf fonctions

(2&) v, ¢ & .6) b 61 0’ 7\; ()

prises conjointement, vérifient donc identiquement les dix formules de
résolution du systéme [(2), (5)], par suite le systéme [(2), (5)] lui-
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méme. D'ailleurs, vérifiant les relations (2) et (3). elles ne peuvent
manquer de vérilier aussi loutes celles qui s’en déduisent parvdes difté-
rentiations relatives & .c. ). 3. s ct, notamment, les huit relations
déduites de (2) par des différentiations premicres, ¢’est-a-dire
JF  oF J¥F

Je -+ on Uy I Ve

OF 9x _aF 93 o¥ gy  dF di oF 95 OF Ji  dF du
5315*7_56.?"‘0-, FXIA o TaT T or or Ju o
Jtl aH ol

g o T O

Jatl gz dll d3 oldy  dllod ol 99 Oolldh ol du

e — = Sl S T < oy

dx Jr do dr dy drv - dd Jdo d7 e Ok da ".“ o

=0,

v gt at
Jdv T du AEARNTRIRS

4 f)_l? Jx . o' 95> IV ()‘/ JF do | (j!_ f)_? QE fl_ (il" i)ﬁ‘ e
dz dy  d3dy  dy dy a6 Jdv 97 dy  dn ay  dwdy o
oH ot all ’

Sty

():; - o “t dv
JHdx ol 03 - ot gy dlldo  JdILAS dilan. JU du

mw+wx+@m oy dy Toddy Tasay Tk ay Taway O
JaF ) JaF . OoF
i)- + (—)‘(‘; U, -t m“ [
L 0P oz JU 93 Jdy  dbde OB 09 otk obdp
T Oz dz 0303 dy ds 6 95 d5 dz - dr ds dgpds
o o
o5 Ton T At
_dll g dll Q dit vy | f)}l! f)f? ()ﬂ Q? N ‘_“j! t_):l_ + ¢_)l‘l (_)_"f —o:
T xd: Td30: Ty d: 0603 AT a0k as T ouas
LUl E L
ds T ow s TTac s
CoF dx 9F 93 0N Iy +qll_ a8 i)_l_.ﬁg £ f)_; ..z_f)_[ (—)ﬁ—*u
TO0xds T30 T 0 A8 0s 950 A ds dmas
.m Lo, o
()ll Jv
()l[ d.x ()ll 23 ol d/ - JH gd +dl} (_)_9 +f)_lj 22 4+ ol du.
T Ox s ToE o T o oy T Ti s Yoo Tdg oy

Or, le simple rapprochement des relations (23) avec les rela-
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tions (5) donne immédiatement les relations (1g), (23), (21) et (22).
Les neuf fonctions (24) vérifient donc bien les relations (2), (19),

(20), (21) et (22).

L. La méthode indiquée par notre énoncé général fournit
exclusivement des fieures intégrales (ordinaires) du systéme (’l) :
de plus, les sept inconnues (zd/oml(’s du svstéme [(2), (lq), 20),

(21), (22)] peucent, par Capplication du mécanisme qui s’y trouce
déerit, seeprimer @ Uaide des variables vy y, 3, 8, des dewr incon-
nues principales, et de leurs dérivées.

Si neuf fonctions, u, v, %, 3, v, 3, 0, A, u, de 2, y, 3, s, prises con-
jointement, vérifient identiquement les relations (2), (19), (20), (21)
et (22), les deux premicres, w«, ¢, de ces fonctions constituent une solu-
tion particulitre du systéme (4).

Effectivement, puisque les neuf fonctions dont il s’agit vérifient les
relations indiquées, elles véritient également toutes celles qui s'en
déduisent par des différentiations velatives & ., ¥, 3, s, et, notamment,
les huit relations déduites de (2) par des ditférentiations premieéres,
c'est-d-dire les relations (23). Or, le simple rapprochemert des rela-
tions (25) avec les relations (19), (20), (21) et (22) fait retomber
sur (5). Les neuf fonctions considérées vérifient donc le systéme
[(2), (3)], et, parsuite, en vertu de I, le systéme, numériquement

équivalent, |(4), (23)]; en pu‘tncuhev les fonctions w, v vérifient
identiquement le systeme ().

Lt on voit, de plus, que les fonctions «, 8, v, 8, 0,4, u s’expriment
4 l'aide des formules (23).
A3. Supposons, comme au numéro précédent, que les relations (2]
délinissent une famille compléte (n® 39) de ligures intégrales du sys-
téme (4). Si, comme dans Ualinéa VI de U lntroducnon, on dcmgne
par & le nombre des fonctions inconnues engagées dans un systéme du
premier ordre, par 4 le nombre des variables indépendantes, par /
celul des cases vides de son damier, par p le plus petit des deux
entiers &, {, et par j un entier auquel on attvibuera tour a4 tour les

p -+ 1 valeurs vérifiant la double relation
k+l—psjxh+1{,
Journ, de Math., tome 1V, — Fase, U, 1923, 18
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on a, dans le cas actuel,

.

h=a, h=. =3, d'onl =4

toute famille compléte de figures intégrales doit donc dépendre
de sept constantes arbitrairves, et la double relation dont il s’agit
devient

d’ott

N

337

1/

7\

Sz 0600, 403,
Cela ¢tant, on peut formuler 'énoncé suivant :

Pour avoir sans aucune figure étrangere toutes les ficures inteé-
grales (ordinaires) duw systéme (§), 1Usuffit d’¢ffectucr de toutes
les maniéres possibles Uopération consistant & remplacer, dans les
relations (2), j des 7 paramétres @, 8, v, ¢, 0, A, w par autant
de  fonctions arbitraires des 7 —j paramétres restanls, et a
prendre, lorsqi’elles existent, les enceloppes des sous-familles ainst
obtenues.

L’entier j recevant tour & tour les cinq valeurs -, 6, 3, 4, 3, on
pourra partager en cing groupes correspondants les figures intégrales
(ordinaires) du systéme (4); or, ces cing groupes se distinguent,
comme nous le verrous, par les caractéres suivants, tirés de la consi-
dération du tableau

dx d5  dy do  di  dL I
Y N N AT WYL P N N
dx d3 dy  de d9  Jn du
o7 AT Ayt ay Ayt oyt ay
dx A3  dy  do d) Jh Jdu
‘—)‘:: * (—'—;‘ b 7:: b} 6:“ k) (“)‘:_‘ b OE Y 6; b
dx d3  dy  do d5  dr o du

T bl | O =" - ) -7
s dy oy s Js s s

(20) ‘

qui a pour éléments les dérivées premiéres des septinconnues adjointes
du systéme [(2), (19), (20). (21), (22)] (u° 44) :

Pour une figure intégrale du premier groupe, le tableaw (26) a
tous ses éléments identiquement nuls.

Pour une figure intégrale du devaxiéme groupe, les determinants
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du second ordre extraits de (26) sont tous tdentiquement nuls, sans
que les éléments le soient tous.

Pour une figure intégrale du troisicme groupe, les déterminants
du troisiéme ordre extraits de (26) sont tous identiquement nuls,
sans que ceur du second ordre le sorent tous.

Pour une figure intégrale du quatriéme groupe, les déterminants
du quatricme ordre extraits de (206) sont tous identiqguement nuls,
sans que ceux du trotsicme ordre le sotent tous.

infin, pour une figure intégrale du cinquieme groupe, les déter-
minants du quatriéme ordre cxtraits de (26) ne sont pas tous iden-
tiquement nuls.

Les groupes successifs r'ont ainst dewr @ dewr aucune figure
commune.

1. Les dicerses figures intégrales (ordinaires) du systéme (4)
pewvent toutes s'obtenir par la méthode indiquée, en attribuant a j
les eing valewrs successives 7, 6, 5, 4, 3.

Supposons en effet que les velations (2) définissent unc famille com-

pléte de figures intégrales du systéme (4); il vésulte alors du numéro
précédent 44 :

1* Que, pour obtenir sans aucune figure éirangécre les diverses
figures intégrales de ce systéme, il suffit d’adjoindre a ses deux
inconnues «, ¢ les sept inconnues auxiliaires «, 8, v, 6, 0, A, u, et
d’assujettir ces neuf inconnues i vérifier e systéme

L(2) (rg). (20), (20), (22) ]

que, poursimplilier U'écriture, nous désignerons souvent par .

2° Qu’d chaque figure intégrale du systéme (4) correspond, pour
les sept inconnues adjointes du systéme Z, un groupe déterminé de
fonctions.

Soit donc

we ooy By 6, 0, X

une solution quelconque du systéme =; on peut distinguer pour elle
les divers cas suivants :

A

Les éléments du tableau (26) sont tous identiquement nuls.
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Les déterminaats du second ordre extraits de (26) sont tous identi-
quement nuls, sans que les éléments le svient tous.

Les déterminants du troisitme ordre extraits de (26) sont tous
identiquement nuls, sans que ceux du second ordre le soient tous.

Les déterminants du quatri¢me ordre exiraits de (20) sont tous
identiquement nuls, sans que ceux du troisitme ordre le soient
tous. .

Les déterminants du quatriéme orvdre extraits de (26) ne sonl pas
tous identiquement nuls.

Examinons successivement ces cing cas, les seuls possibles.

Premier cas. — Pour la solution constdérée de Z, les éléments du
tableau (26) sont tous identiquement nuls.

En ddsignant alors par «,, 8,, ¥,,¢,, 0,, A,, &, certaines constantes
numériques, la figure intégrale de () fournie par la solution consi-
dérce de E sera délinie (n° 44%) & Paide du systéwe

F(a, Yy Sy 8y Uy 8y %y, {51.\ v O Oy s L) =o,

u(*v).)" Sy S, Uy 0y 8y, ﬁh 70 0y, Oy, hiy ) =2 03

d’ailleurs, conformément & une observation faite plus haut (n* 50),
cette figure fixe peut étre considérée comme ¢tant A elle-méme son
enveloppe.

Deuwxicme cas. — Pour la solution considérée de Z, les déterminants
du second ordre extraits de (20) sont tous identiquement nuls, sans
que les éléments le soient tous; nous supposerons, pour fixer les
idées, que la premiére colonne du tableau (26) contienne quclque
¢lément non identiquement nul (*).

(') En remplacant au besoin les valeurs fondamentales (6), (7), (8) par
d’autres, convenablement choisies, et qui en soient suftisamment vapprochdes,
. L., dx da dx dx
on peul toujours supposer que les dérivées ——, —, ——; — n'ont pas toutes des
de’ dy Jz ds
valeurs fondamentales nulles : car si ces dérivées sannulent toutes pour

Ly Yy Ty SE= 0 Yy Soy Sy

. Oat . . . .
el si 55 bar exemple, n'est pas identiquement nul, on pourra, dans un voisi- |

nage suffisamment rapproché de @y, yy, o, 8y, trouver d’autres valeurs numé-
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Alors, dans chacun des six tableaux partiels

o
dJv’

Jdo

L O

a3
(‘B;)
3
'('F b
a3
;E’ )
a3

s’

09
'(')‘—l‘ A}
a9
(—)‘:)j )
J0
93
Jo
os’

Jdat
(ﬁ)
ox
(_,5;)
do
3‘:_: 3
do
’J\T b
D ox
()—.l—."
Jx
(—);-V )
do

-—
Js

Jdx

=

05

i’l
do
9y
dy
QZ
0z
9 .
ds’
Q)_\
o
Jh
(7\)} )
Ji

EN
o

1

-

~

ds’

-

'

(TI:“’
da
P
Jdat
E b
da

'(—)?)

137

Jo
(’;‘T. b
Jo
3\)" )
do
=)

-

Jo
du
'(')\7. b
dp

—dj;.‘ b
ﬂlﬁ
Js
.
Os

-

-

qui ont en commun la premiére colonne de (26), les déterminants du
sccond ordre formés par 'association de deux lignes quelconques sont
tous identiquement nuls, sans que les éléments de la coloune com-
mune le soient i la fois : les six fonctions 3, v, 9, 0, A, « sont donc
composées de o (n® 2), ct clles ont la formne

(27) CESRUNEIR 1= (), 0= @ (a)
o 0= & (), b= & (). po== R, (a).
En posant
oo dwy O de, | OF dB,
da  Juhy dx 08, da Jdw, do
of G, aF dg, oF dow, .,
T oG dx T o de O da 'Y
O ON dwh, Ot de, ol d®,
dx T a0, da 08, dx T 0®, da
LN dE oA,
0G, dx oL do " O, da T

riques, &y, Y1, 5y, 8, n’annulant pas

do N o
—3 et associer & ces derniéres les valeurs

dx

numériques correspondantes de u, ¢y Uz, Uy, Uzy Us, V24 Oy, O35 050 %, 3, 7,0, 0, X,
Une remarque analogue doit étre faite dans les troisiéme, quatriéme et cin-
quieme cas, considérés ci-aprés.
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et portant les valeurs (27) dans les relations (19), (20), (21) et (22),
ces derniéres deviennent

; N ()at - N 01 _
Ve =0 hgp=o
. 1",3—? =o, 1"23—“:0,
(28) - g
Y d__ot =0 Y Qf— =0
ld:- - Y 2(); — Y
. da L do
{11;;-—.0, 13'()7._0,
et, comme les dérivées dor 0z 9% 0% 1o sont pas loutes identiquement
dx dy Js Oy

nulles, les deux relations Y, == 0, Y', = o ne peuvent manquer d’étre
identiquement vérifiées en x, v, =, s.

Ainsi, dans la solution considérée du systéme =, les valeurs de u, -
v, & vérifient les deux relations

(‘) ) s F[‘L‘: Yy Sy & U, 0y K, “1’1(0‘)1 31(0‘), (Dl(a)asl(d)a tl(d)vm-b’l(x)]:o‘
" U, y, 508w, 0, 2, W (2), E4(2), @ (1), & (1) £4(a), My (2)] = o,

ainsi que les deux qui s’en déduisent par des dérivations partielles du
premier ordre relatives & «, et cela sans que les dérivées premiéres de o
soient toutes identiquement nulles : d’aprés ce qui a été vu au n° 31,
les figures de la famille (29) admettent donc une enveloppe, et, pour
obtenir un systéme réduit définissant cette enveloppe, il suffit de rem-
placer « par sa valeur dans les équations (29). Or, en vertu du n® 44,

cette substitution donne la figure intégrale de (4 ) fournie par la solution
considérée de Z.

Troisiéme cas. — Pourlasolution considérée de =, les déterminants
du troisiéme ordre extraits de (26) sont tous identiquement nuls, sans
que ceux du second ordre le soient tous : nous supposerons, pour fixer
les idées, que des deux premiéres colonnes du tableau (26) on puisse
extraire quelque déterminant du second ordre non identiquement nul.
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Alors, dans chacun des cinq tableaux partiels

idx d3 dy fox 03 09 dx 03 00
de’ e’ ox Jx’ dx’ dx’ o’ o9& ow'
da d3  dy dx 343 J9 dx d3 JF
a9y’ ay’ Loy’ oy’ dy’ o’ 9y’ oy’

lox 03 oy dx 93 08 du 0B A0
957 93’ 93’ Js’ 03’ 93’ 05’ 93" 03’
de A3 dy dx  d3 090 da  JB 00

B R N o’ 9s’ 0’ O’ o8’ 93

cdx 9B ok ldx 03 op
DY R I Je’ dx’ o’
dz. d8  Jh de 0B Odu
d—T/, '(_)t"“, 63;’ a}:, ’d_-y’ 5:";)
10x 03 o) de 93 du
93’ 95 03’ 93’ 93’ 93’
Jdx 03  J) da I3 du
 ds’ Os’ o L 9s’ o5’ o8’

qui ont en commun les deux colonnes

do 083
de’ o2’
dx 9B
it <9
(30) Jdy  dy
dax 03
3.0 <)
3 s
da  JB
os’ 0s’

les déterminants du troisiéme ordre formés par P’association de trois
lignes quelconques sont tous identiquement nuls, sans que les déter-
minants dusecond ordre extraits des deux colonnes communes le solent
a la fois; les cinq fonctions ¥, ¢, 0, A, 1 sont donc composées de « et §
(n° 2), et elles ont la‘forme

1= €y (e, xg)a 0= @y (e, {3)3 6 =8, (a, ﬁ),

(31) A= Ly B)y = Ma(a, B).
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En posant

OF  OF 92, OF 9@, dF 98, OF 0L,  OF IR,
+ + + ~

haal} . —_ —_ = — T —_l =, .
9z T 9%, dx T 0w, dx T 0% 9x T aG dx T OoR, o= tht
oF + oF 92, N aF 9w, - IF OF, N A 0L, + JF T, —®

93 de, 93 9w, d3 dé, d3 ds ()5 I, 03 T b

oll dil 925 Idll g, Ol 0@, Al 0L, AN ODI,

02 V0T, 02 T a®; Ux T og ox Caws on Tam, ax b
Jil oll d<, Jit 0w, dll I b dv, Al o,

05 T 0T, 08 T, 93 T aws 95 T ag dp T oIk, 93 e

et portant les valeurs (31) dans les relations (19), (20), (21) et (22),
ces derni¢res deviennent

! d2 03 dz ()3
| TSR | et | JAGR! [ — o,
b, o K L Ja =™ b, | e (U 1=
)2 3
q.“ ox -+ (bl‘ﬂ _:.‘? =0, (bg.l ‘)‘7 “+d,, -). L o= o,
(39) .y a Jy dy
B Jor a3 Jdz J3
¢ & D, s =- == 0, P, - P, ,-— —
oz + J3 N Bs + l"(3- o
) 03 Jo (b
1 A B, 7, 2 e
LN B2 s O s + &, s O

Cela étant, on a identiquement, de toule nécessité,
¢, =o. ¢,,=no, o, = o, 0, =

car, si la relation ®,, = o, par exemple, n’était pas identiquement
vérifiée par la solution considérée de Z, on voit, par les relations (32),
que les déterminants du second ordve extraits du tableau (30) seraieut
tous identiquement nuls, ce qui est contraire & Uhypothése.

Ainsi, dans la solution considérée du systéme =, les valcurs de «, ¢,
a,  vérifient les deux relations

33) { FLovy, sosune, 203, 82, 3), a2, 3), Ty, 3), La(2y 3)y Mo, B) | =0,
33 ,
R} L, s, sy ey 2, 3, (2 3), Oa(a, 3), T2, 3), Lo 3), Mu(z, 3)]|=o.

ainsi que les quatre qui s'en déduisent par des dérivations partielles
du premier ordre relatives i % et 3, et cela sans que les déterminants
du.second ordre extraits du tableau (30) soient tous identiquement
nuls : d’aprés ce qui a été vu au n® 31, les figures de la famille (33)
admettent donc une enveloppe, et, pour obtenir un systéme réduit d¢é-
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finissant cette enveloppe, il suffit de remplacer « et 3 par leurs valeurs

dans les équations (33). Or, en vertu du n° 4, cette substitution

donne la figureintégrale de (4 ) fournie par la solution considérée de =.
(=} O

Quatriéme cas. — Pour la solution considérée de Z, les détermi-
nants du quatri¢me ordre extraits de (26) sont tous identiquement
nuls, sans que ceux du troisi¢me ordre le soient tous : nous suppose-
rons, pour fixer les idées, que des trois premiéres colonnes du ta-
bleau (26) on puisse extraive quelque déterminant du troisiéme ordre
non identiquement nul.

Alors, chacun des quatre déterminants

dxz 03 Jy Jé dx d3 Jy 99
dv de dr de dr dv dv ox
Jdx  d3 dy add dx d3 oy 99
dy dy dy dy dy dy Jdy oy
dx 03 dy 08 | dx a3 dy 9|
ds ds ds 0% 05 035 03 053
9x 03 dy 09 da 03 dy 9
ds  Jds  ds  Js ds ds Os Oy
ax 03 oy O 02 93 0y o
de  Jda da de Jdr du de dr
gz 03 gy Jh da 03 dy dp
dy dy dy Jy dy dy Jdy ay
dz 3 oy or | dx 03 dy Ou|
Js 9d3 Js 03 J: ds ds ds
0x 03 9 0x 03 9 o
ds ds ds oy ds ds Os ds

qui ont en commun les trois colonnes

Jdx  JB  ody
ox’ ox’ de’
dx 93 dy
. ‘(‘}? ) D—; ) ()\)‘ ]
(34) 0x 98 dy
Jdz d3 03’
Oet (_)E dy

Js’ o5’ Us’
Journ. de Math., tome IV, — Fasc. 1, 1925, 19
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est identiquement nul, saus que les déterminants du troisiéme ordre
extraits des trois colonnes communes le soient & la fois; les quatre
fonctions 8, 0, A, u. sont donc composdes de «, Bety (n* 2), et elles
ont la (orme
(33) i i? = W2y 3, 7), 0= Tila, 3, 7).

] L= L£ax, 3. 7). o M, By 7).
En posant

COF 9F 9@, aF 0%, OF 0L, OF IR, o

&Ti Fa® 0x T g dx Tt ox ARG dx = e
ar It Jdw, Jl° 9%, JF a¢, b A, W
+ i s R 5 e o -l‘ SRR — =\l 1,38
()3 J®; d3 d#; 03 0'; ()3 dM d3
o OF 00, I 0y _gl_ OGN R,
Jy T, vy s dy 0 dy oG oy MY
SOl gl d® 9l 9, Al 9Ly Al QIR .
gm‘*;ﬁaz B o Pl TN Ml ' R Pl R
AL 9@ 9l dg, oIl o ALy _ .

05 T AR 05 Tuw 95 T og 03 T, a3
L”_I " 0“ ()9_, N ()ll_ 0(»:_, Jll ()‘\'g 70|| I,
dy 0wy, dy JE; dy 0‘; ()/ BRI ()7

et portant les valeurs (33) dans les velations (19), (20), (21) et (22),
ces derniéres devicnnent

ox .03 .oy )z .03 .oy
-4 =40, =L =o. 4, = N, L=
Uy ()‘L,‘F Uy, l).b‘+ I o 0 | P Je Iy Jr Tl R Jr 0,
‘|~,~l()-—x + W 1. ‘()Jﬂ—‘l'mdl:n. U ..()7 -t= '|‘g,.3£)—‘3—+ 'l.._.‘;;f)l - 0,
36) dy dy Jdv Jy dy )
© T J 1 a3 " dy 1 Jd v, a3 T dy_
|1()\+ '“f)z_* 1:,-—-0, 2.15;+ (L 2350 = O
) 13 J ) 93 .40
1‘|;‘ +‘|1,%—-+'l“(—)(-—o, l‘l:) -*-".xb—'"l‘liz)f:O.

Cela élant, on a identiquement, de toute nécessité,

W)= o, W ,=o, W) =0,

V.i=o, Wy.=0o, Wyy=o:

car, si la relation W', = o, par exemple, n’était pas identiquement
vérifiée par la solution considérée de Z, on voit, par les relations (36),
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que les déterminants du troisiéme ordre extraits du tableau (34)
seraient tous identiquement nuls, ce qui est contraire & l'hypo-
these.

Ainsi, dans la solution considérée du systéme =, les valeurs de «, v,
«, 3, y vérificnt les deux relations

(3-) ( FlLeoy sosyan ey 2, 3y oo 30 8l 3, 7). Lal 2, 309)- My(2, 3, )] =0,
3-
ULy 38,00, 0,02, By Oy 30p), B2 3070 Lal, 3.7), My(2.3, )] =o.

ainsi que les six qui s’en déduisent par des dérivations partielles du
premier ordre relatives & z, 3 et y, et cela sans que les déterminants
du troisi¢me ovdre extrails du tableau (34) soient tous identiquement
nuls : d’aprés ce qui a ¢té vu aun® 31, les figures de la famille (37)
admettent donc une euveloppe, et, pour obtenir un systéme réduit
définissant cette enveloppe, il suflit de remplacer x, 3 et v par leurs
valeurs dans les équations (37). Or, en vertu du n® #4, cette substitu- -

tion donne la figure intégrale de (4) fournie par la solution considérée
de .

Cinquiéme et dernier cas. - - Pour la solution considérée de =, les
déterminants du quatriéme ordre extraits du tableau (26) ne sont pas
tous identiquement nuls; nous supposerons, pour fixer les idées, que le
déterminant formé par les quatre premiéres colonnes ne le soit pas.

Alors, les trois fonctions 0, %, . sont nécessairement compostes de

2, 3, v et ¢ (n* 3), et elles ont la forme

(38) 0="0,(x3,%,9), L= Py 3.0y, 0). wo== (e, By y,0).

En posant

. QF N JF Q_S b ag, A IR,

Jdz 0§, 0x + oy, 9z + O, dx hb
I OF d%, | dF v,  JF R, _
193 o8, 93 Tan 93 T O ez T

JF QF OF,  aF oy, af OR,

— e —— — D e :52 .
a7 TO% dy T o a9y T O, ay 1
OF  OF 0& _ oF 9y, | doF OO, _

.36 T 0% 08 Tor, 08 T oo, o9
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et
ol ol dE,  all 9g, | ol ook,
da T OF, dx T de, da | Ok, gz P
OOl ar, ol dgy Ol R,
d3 0%, 45 T dy, 03 OW, 95 T

POl 0l 0%, Al gy, Il 9Ok, _

dy | OF, dy oL a0y Ry gy T
L L IO L S

et portant les valeurs (38) dans les relations (19), (20), (ar) et (22),

ces derniéres deviennent

dx a5 dy J0
R TR § BUNCARE ) Nt RS WA
| toe Mo TV ar B o !
| dx a3 )y an
Q2 05 0 Y 0
1.1 0“, 1 1.2 (’J 1.3 ’.)_ 1.4 d\‘, Y
ox J3 0" L)
-3|‘| (T_: 1~ i!,‘, ‘(‘)"l: ~4- 12] ? - { = ey (;’Z = 0,
ox 3 dy Jdo
Qis= -+ Qa5 + Q30 4+Q 5 =0
o) } bty e gg 4+ s s KRk Js N
39 ;
o 9% o 93 L% o 9w o_
I e I Rt s
o 9% o 93 o 9D o 9 —
e N Brypln ak LR iy T gy b ey Vo 0,
oy . dy » Ay
Jx 03 dy o
Qi+ Q5 Q-+ 82, o= oo,
TR et 03 s Bt Jz '
oz a3 dy do
Q) — -8, -= +Q,, 24 Q,,— =o.
s s e ds R s
Cela étant, on a identiquement, de toule nécessilé,
{ Y=o, Q= o, Qay=o, Q=0
? Qy==0, Qs=o, Q,=o, Qy,=o0

car, si la relation Q,, = o, par exemple, n'élait pas identiquement
vérifice par la solution considérée de 2, on voit, par les relations (39),
que le déterminant formé par les quatre premiéres colonnes de (26)
serait identiguement nul, ce qui est contraire a ’hypothese.

Ainsi, dans la solution considérée du systéme Z, les valeurs de u, ¢,
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«, 3, v, & vérifient les deux relations

(40) { Fla, oz s u,eo2 3,7, 0,8 (@3 /,d),\,(x,ﬁ /,0)\ M (23,70 ] =0,
jo - i -
Tl [y, 58 u, 002 3,09.0, ;(1.9‘ 7:0) L@ 3.7.0), My (2. 3.7.9)] = o,

ainsi que les huit qui s'en déduisent par des dérivations partielles du
premier ovdre velatives & 2, 8, y et 8, et cela sans que le déterminaut
formé par les quatre premicres colonnes du tableau (26) soit identi-
quement nul : d’aprés ce quia été vu au n® 31, les figures de la famille
(40) adwmettent donc une enveloppe, et, pour obtenir un systéme
réduit délinissant cette enveloppe, il suffit de remplacer «, 3, yete
par leurs valeurs dans les ¢quations ({0). Or, en vertu du n* 44, cetie
substitution donne la figure intégrale de (4) fournie par la solntlon
considérce de E.

. La méthode indiquée par notre énoncé ne donne que des fi-
cures intégrales du systéme (1), et les cing groupes de figures qui
correspondent respecticement auy etng valeurs successives 7, 6, 3,
b4y 3 de Lentier J se distinguent les uns des autres a Uatde du carac-
tére fondé sur la considération du tableau (26).

Les relations (2) ¢tant supposées définir une famille compléte de
ligures intégrales du svstéme (}), examinons tour {4 tour les cing
groupes de ligures fournis par la méthode.

Premier groupe. — Si, dans les relations (2), on remplace «, 3, v,

3, 0, X, w par des valeurs numériques arbitrairement choisies, «,, 3,,
Yis 04 01y Ay, 1y, d'ott vésulte que les éléments du tableaun (20) seront
tous identiquement nuls, la figure fixe ainsi obtenue,

, Fla, g, 308 v 2. 3y Y1 O G By ) =o,
tin U ooy o a0 208, 710 0 G by ) =0,
qui est & elle-méme son eaveloppe (n® 30), ne peut manquer d’étre
une figure intégrale de (4). Car les sept fonctions «, 8, v, 6, 0, &, u,
qui ont alors leurs dérivées premiéres toutes identiquement nulles,
prises conjointement avee les deux fonctions u, ¢ tirdes de (41), véris
fient manifestement le systéme

[(3)> (19), (20), (21), (33)]-
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et il résulte de I, en vertu du n® §4, que les deux derniéves, w, v,
fournissent une figure intégrale de (). Pour celte ligure intégrale, les
¢léments du tableau (26) sont, comme nous 'avons dit, lous identi-
quement nuls.

Deuxiéme groupe. — Supposons que, dans les relations (2), on
remplace six des quantités «, 3, y, <, 0, A, « par autant de fonctions
composces de la quantité restante, et que l'on pose, par exemple,
(32) V 3=y ({2, 7 =S (2, o= O (2\

42 <

! 5= & (2. R= ) p==OR (2,
d’ou résulte que les déterminants du second ovdre extraits du tableau
(20) scront tous ideuntiquement nuls. Puis, considérons la famille de
ligures définie par les relations

43) fELe, s, song ey 2, W (1), € () @ (2) §,(1), L), i“lx(?i);l =o,
H[ o vy 300, w0 vy 2, W), S3(2), O (2), &), L), M pa)]= o
et supposons qu'elle admette une enveloppe : je dis que cette enve-
loppe ne peut manquer d'étre une figure intégrale de (4).
Liffectivement, les mémes notations étant adoptées que dans le
deuxiéme cas de 'alinéa I, il résulte de ce qui a été vu au n® 31 qu’en
désignant par z une fonclion convenablement choisie de v, y, 3, s
n'ayvant pas toutes ses dérivées premiéres identiquement nulles, cette
enveloppe se trouve définie par les relations (13), résolubles par rap-
port & u, v, et qu'en adjoignant & « les fonctions «, v obtenues par
cette résolution, les trois fonctions u, v, z véritient les relations (33),
ainsi que celles,

() Yi=o, V,=o,

qui s’en déduisent par des dévivations partielles du premier ordre
relatives & z. Ov, les relations (4}) entrainent manifestement les rela-
tions (28), lesquelles, si I'on tient compte de (}j2), entrainent, & leur
tour, (19), (20), (21) et (22). Ln conséquence, les neuf fonctions

w, o o2, 3= (), =g (a),
0= ®,(2), §=& (x), A= (), 2=, (&),
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prises conjointement, vérifient le systéme

[(a) (19), (20), (21). (an)],

d’ott résulte, en vertu du n* 4%, que les deux premicres, «, v, four-
nissent une figure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les
déterminants du second ordre extraits du tableau (26) sont tous iden-
tiquement nuls, sans que les éléments du tableau le soient tous.

Troisiéme groupe. — Supposons que, dans les relations (2), on
remplace cing des quantités «, B, ¥, ¢, 0, A, w par autant de fonctions

P q bJ 1 ’ b] r
composées des deux quantités restantes, et que ’on pose, par exemple
p ) b ] b

6:(93(.2, 3), 0:63(“,.3)\

( 7 =C,4(2, 3),
= ra(x 3 =Ml B),

(13) ? )

d’ol résulte que les déterminants du troisitme ordre extraits du ta-
bleau (20) sont tous identiquement nuls. Puis, considérons la famille
de figures définie par les relations

F[“‘: Yo IS u, 02, CRSNESR .3)3 ®, (2, .3)1 Es(, 3), Lal2y .3)? My (22, i3)] =0,

46) . - 2% 9
( v lll*l‘~ _)'-~ Ty Ny U, €y Xy .3) 33(2, .3)) (gi(x) |3)t 62(1) ;3)) .(3(.2. 9)* 3'\'3(3(, ‘3)] =0,

et supposons qu'elle admette une enveloppe : je dis que cette enve-
loppe ne peut manquer d'étre une ligure intégrale de (4).

Effectivement, les mémes notations étant adoptées que dans le troi-
sitme cas de l'alinéal, il rvésulte dec ce qui a éLé vu aun® 31 quen
désignant par «, 3 deux fonctions convenablement choisies de x, y, 3,
n'ayant pas leurs déterminants différentiels (d'ordre 2) tous identi-
quement nuls, cette enveloppe se trouve délinie par les relations (406),
vésolubles par rapport i u, v, et qu’en adjoignant a a, 3 les fonctions
u, v obtenues par cette résolution, les quatre fonctions «, v, «, § véri-
fient les relations (46), ainsi que celles,

() { ¢, ,=o, ¢, ,=o,

tl's,l':oy : '1)2.&:0’

qui s’en déduisent par les dévivations partielles du premier ordre rela-
tives & a et 3. Or, les relations (47) entrainent manifestement les
relations (32), lesquelles, si 'on tient compte de (45), entrainent, &
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leur tour, (19), (20), (21) et (22). En conséquence, les neuf fonctions

y, v, 2, 5, y==2%i(x, 3). o= @,(x, 3),
=&, 3) =2(2 3). m= IR, (2, 3),

prises conjointement, vérifient le systéme
L(3) (19, (20), (1), (22)), -

d’oti résulte, en vertu du n* 44, que les deux premiéres, «, v, four-
nissent une figure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les
déterminants du troisiéme ovdre extraits du tableau (26) sont tous
identiquement nuls, sans que ceux du second ordre le solent tous.

Quatricme groupe. — Supposons que, dans les relations (2), on
remplace quatre des quantités a, B, v, ¢, 0, A, w par autant de fonc-
tions composées des trois quantités restantes, et que l'on pose, par
exemple,
| 0 =®(x 3, 7). 0= & 3, 7).

L= G(® 3,7 p=3s(2 3, 7),

d’olt résulte que les déterminants du quatriéme ordre extraits du ta-
bleau (26) seront tous identiquement nuls. Puis, considérons la famille
de figures définie par les relations

‘ F['l‘r )’) SaN U0, .3, 7) (03('1) .3! 7)) 53(3‘, .35 ‘/)7 {S(J(, .3s 7)) C)TL;;(J(. @) 7)] =0,
L UL, s, s, wn e, 2, By 7 (2,8, 7), 82 3, 7), La(2, 3. 7), Mg, 3,7) | =o,

et supposons qu’elleadmette une enveloppe : je dis que cette enveloppe
ne peut manquer d’étre une figure intégrale de (3}).

Effectivement, les mémes notations étant adoptées que dans le qua-
tricme cas de l'alinéa I, il résulte de ce qui a été va au n° 31 qu’en
désignant par «, 8, y trois fonctions convenablement choisies de «, y,
3, s n'ayant pas leurs déterminants différenticls (d’ordre 3) tous
identiquement nuls, cette enveloppe se trouve définie par les relations
(49), résolubles par rapport & «, ¢, et qu'en adjoignant a a, 3, y les
fonctions u, ¢ obtenues par cette résolution, les cinq fonctions «, v, a,
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8, y vérifient les relations (49), aiusi que celles,

5 { Wia=o, Ti.=o, U s=o,

(50) . . .

? W == o0, Tye=o0, Vez=o,

qui s’en déduisent par les dérivations partielles du premier ordre rela-
tives & &, 8 et y. Or, les relations (50) entrainent manifestement les
relations (36), lesquelles, si I'on tient compte de (48), entraineat, &
leur tour, (19), (20), (21) et (22). En conséquence, les neuf fonctions

(7N N

‘3) 7 6::(03(7:\ laa 7)) 0= Gs(z* .6) 7))
)-:-t:t(z? .3* 7)' ‘LL.”I.‘::)R:‘(JC, .3) 7):

prises conjointement, vérifient le systéme
[(2), (19), (20), (21). (22)],

d'oti résulte, en vertu du n° 44, que les-deux premiéres, u, ¢, four-
nissent une figure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les
déterminants du quatriéme ordre extraits du tableau (20) sont tous
identiquement nuls, sans que ceux du troisiéme ordre le soient tous.

Cinquiéme ot dernier groupe. — Supposons que, dans les relations
(2), on remplace trois des quantités «, 8, ¥, &, 0, A w par autant de
fonctions composées des quatre quantités restantes, et que I'on pose,
par exemple,

(31) O=&(x 3.7, ), =22, 3, 7, 9), po== My (e, 8, 7, 9).
Puis, considérons la famille de figures définie pav les relations

S N\ e
{ Flayy, sos,uy 002, 3,7, o, & (2,

N ,/,6) \3(1’5'71 6)‘ Q)R‘(Ot,ﬁ, 75 6)]:0’
(52) l v 6

) 5(3(. ‘31 7 6)) '\)R&(xy '\33 7 6)]:0,

'L,D o

[, vy 3,08, 0, 0,2, 3, 7,0, (2 3,7,

et supposons (u'elle admette une envcloppe : je dis que celte enve-
loppe ne peut manquer d’¢tre une figure intégrale de (4).
Effectivement, les mémes nolations étant adoptées que dans le
cinquiéme et dernier cas de l'alinéa I, il résulte de ce qui a été vu au
n° 31 qu’en désignant par «, B, ¥, 3 quatre fonctions converiablement
choisies de &, ¥, 3, ¢ n'ayant pas leur déterminant différentiel

Journ. de Math., tome 1V. — Fasc. 11, 1923, 20
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(d’ordre 4) identiquement nul, cetle enveloppe se trouve définie par
les relations (52), résolubles par rapport & «, ¢, et qu'en adjoignant &
@, B, v, & les fonctions w, ¢ obtenues par celte résolution, les six
fonctions u, ¢, o, §, ¥, & vérifient les relations (52), ainsi que celles,

(53) { =0, * Q=0 Q =0, Q=0
l 52“ =0 &-)- =0 iz-_g.;;: Oy $Z, + =0,

qui s'en déduisent par les dérivations partielles du premier ordre
relatives & «, 8, y et &. Or, lcs relations (53) entrainent manifestement
les relations (39), lesquelles, si I'on tient compte de (51), entrainent,
a leur tour, (19), (20), (21) et (22). En conséquence, les neuf
fonctions ™

-~

w, ¢, 2 '[3, 7 9, 0= ¢, (2,

>

R NN R Y e

)

R o
1/!0
N

VAR

o W

)
):
prises conjointement, vérifient le systéme

[(2), (19) (20), (21). (23)],

d'ou résulte, en vertu du n°® 44, que les deux premiéres, «, ¢, four-
nissent une figure intégrale de (4). Pour cette figure intégrale, les
déterminants du quatriéme ordre extraits de (26) ne sont pas tous
identiquement nuls.

46. Considérons encore le systéme partiel du premier ordre

Dt = U (0 0y 3y 8y 8, 0ty 1, 1ty 1),
wy=U, (@&, ¥, 5, 8, 8, Uy &, Uz, 1),

= Uz (@, ), 5, 8, 4, u, ¢, up, vy),

2}

Y 8y by Wy 0y Uy V),

uy;=U, (v, y,

(2]

Vae= \'w(‘l‘hy‘ SN B SR UGN
Vy= \,)‘(‘l") .')}3 SO8 4 uy ey e, ".\')v

= V::("l'a VoSS 4G e, Uy e5)s

3
\ 0= V‘ (‘T) Y. 55 t) U, ¢y Uy, "s)‘

impliquant les deux fonctions inconnues «, ¢ des cinq variables
indépendantes x, y, 5, 5, ¢; ce systéme, dont le damier se trouve
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figuré ci-apres,

(w) ()

() te, =Ug| o=V,

(") |y =Uy| ep=0V,

(3) Jus =Ufes=V,

(&) fos = U

(I) * Ve == \"‘

est supposé complétement intégrable dans le sens mdlque au début
du n°® 39.

Ln adoptant les mémes notations générales que dans V'alinéa VI de
I'Introduction, on a actuellement k=2, h =5, =2, d'ou p=2:
toute famille compléte de figures intégrales doit donc dépendre de
(uatre constantes arbitraives, et la double relation

A‘+1—~p§j<:./c+l

devient 23554, dou j=4, 3, 2. Cela étant, on peul formuler
I’énoncé suivant : :
Les relations .
(35) Fle, v, 3,8, 6 u, 0,2, 3,7, 0)=0,
Wi, vy 5,8, Luye, 2, 8,7.0)=o0

étant supposées dé finir une famille compléte de figures intégrales
ordinaires du systéme (33), dsuffit, pour avoir sans avcune f”tu‘c
élrangere loules les figures intégrales ordinaires de ce systéme,
d’effectuer de toutes les maniéres posszl)les l'opération consistant &
remplacer, dans les relations (55), j des 4 paramétres «,8,7y,8
par autant de fonctions arbitraires des 4 —j paramétres restants,
et a preadre, lorsqu’elles existent, les enceloppes des sous-familles
ainst oblenues.

L'entier j recevant tour a tour les trois valeurs 4, 3, 2, on pourra
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partager en (rois groupes correspondants les ligures intégrales ordi-
naires du systéme (34) : or, ces trois groupes se distinguent par les
caractéres que nous allons indiquer, tirés de la considération du

tableau

05 05y 0
de’ o’ dx’ ox’
dx 03y 00
dy’ oy’ a9y’ 9y’
Oz 08 dy o d9
d9s° 03’ o3’ 03’
25 gé 02 a0

ds’ os’ os’ o’
92 030 dy 03
P A R T

(36) {

.

ce dernier a pour ¢léments les dérivées premicres des qualre inconnucs
adjointes du systéme spécilié au n® 44, c’est-d-dire, ici, du systéme

F(.L‘, Yy o8 bLou, v, 2, ;3> 7 a) = 0.

55
( ) “('l'r NIRRT ¢ uy vy &2, .6: 7" 6) =0,

OF 9z oV 93  OF 9y  OF 03

. §aﬁ+$m+wﬁ+m5““

o7 Joox  anos ooy oo,

0% dx  J3 Jr ' dy dr  do dx

OF oz JF 93  JF 9oy  oF 09 _

(58) dx dy  d3 dy  Jdy dv  Jd9 oy ’
ol dx 9Nl 93 | ol gy . Ol 0O

?a5+$@+wm+m@=m

OF o 0V 03  dF gy  JF 0 _

(50) 5()&(] 0~ d3 J5  dy J95  Jd s ’
) dil gz Al 93 ol dy 0l 9

9x ds "5 es Yoy 0s Tz T

g@%+££+£ﬂ+£@“0

(60) da ds 03 ds  dy Os 3 ds T 7
ol ox ol 93  oli gy ol 03

?ﬁx+ﬁx+wm+wa=“
JoF ox JdF 03 oF oy OF do

o jam+$£+wﬁ+wm:“

dll ga gl g3  dlldy  dll 90
dx ot Toor T o Tosoe ™



PRINGIPES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE DES CONTACTS. 153

Et voici par quels caractéres se distinguent les trois groupes de
figures intégrales :

Pour une figure intégrale du premier groupe, le tableaw (56)
a tous ses éléments identiquement nuls.

Pourunce figure intégrale du dewrieme groupe, les déterminants
du second ordre extraits de (36) sont tous identiquement nuls, sans
que les éléments le sotent tous.

Lafin, pour une figure intégrale du troisiéme groupe, les déter-
minants du second ordre extraits de (56) ne sont pas tous identi-
quement nuls. ‘

Les groupes suceessifs w'ont ainst dewr @ deur aucune figure
connne.

L. Les diverses figures intégrales ordinaires du systéme (54)
pewvent toules soblenir par la méthode indiquée, en attribuant & j
les trocs valeurs suceessives 4, 3, 2.

Supposons en effet que les relations (55) délinissent une famille

compléte de figures intégrales du systéme (54); il résulte alors
dun® 4% :

1° Que, pour obtenir sans aucune figure étrangére les diverses
figures intégrales (ordinaires) de ce systéme, il suffit d’adjoindre & ses
deux inconnues u,+ les quatre inconnues auxiliaires «, 8, v, ¢, et
d’assujettir ces six inconnues a vérifier le systéme

[(35), (37), (38), (39), (60), (61)],

que nous désignerons, plus simplement, par Z.

2° Qu'a chaque ligure intégrale du systéme (54) correspond, pour
les quatre inconnues adjointes du systéme E, un groupe déterminé
de fonctions.

Or, je dis tout d’abord que si I'on considére le groupe de fonctions
correspondant & une figure intégrale quelconque de (54), les déter-
minants du troisi¢éme ordre extraits du tableau (56) ne peuvent
manquer d’¢tre tous identiquement nuls.

Nous reportant en effet & la définition des familles complétes de
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figures intégrales (n® 39), exécutons sur les relations (55) les diverses
différentiations premiéres relatives & x, y, 3, s, ¢ en trailant «, v
comme des fonctions de x, y, 3, s, ¢, @, B, ¥, 9 ; il vient ainsi

()l" }—(—)EN ..I_E)_F‘-—O ‘_’l_lg_g!_l.u +(m‘v -0
de Ton T gn e =Y do | gu T g ta=
L L L 4 L L
av Tou Y T g T Jdv du YT ge
62) I} ﬂ‘: - d.E." + f)_.F =0 (.)ﬂ -} (.)_I_lu +ﬂp =0
( PR T A dz  du 5 g PTT
()F—i (—)Eu 4 dl“v =0 ﬂl--{—ﬂu -l-()ﬂ(' =o0
o Ton T T dJs du ¥ g YT
OF OF P i o
PR TR I TR T M

Le systéme [(55), (62)] étant, d’aprés la définition posée, réso-
luble par rapport a

Ugy Uy, Uz gy Ppy Oy Oy Vg 3 i3) Vv J,
et les relations (55) ne contenant pas

Wey Uyo Usy Uge Py Vyo $3,0 Op

3

il résulte de la théorie générale des déterminants que les déterminants
du second ordre extraits du tableau

O JF  JF 9K

‘('); ) ’()_6 k] ‘(5:/- b] ‘()_6“ b

Jtt gl gl ol

’a’; ) 0_13' ? '59" 5(‘;‘
ne peuvent avoir & la fois des valeurs fondamentales nulles: supposons,
pour fixer les idées, que le déterminant

oI gF
i
all ol
R

ait une valeur fondamentale différente de zéro; il restera par la méme

différent de zéro pour toutes valeurs numériques de ¢, y, 3, s, ¢, u, ¢,
N o« .

%, B, 7, ¢, suffisamment voisines de leurs valeurs fondamentales. Cela
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étant, les cinq couples d'¢quations (57), (58), (59), (6o), (61),
linéaires ct homogénes par rapport aux éléments des cing lignes
respectives du tableau (56), seront résolubles, conformément &
I'algorithme de Cramer, par rapport aux cing couples respectifs

i)l Jq
oxr’  da’
o, 0
DI T
dJdy a3
% 3o
dy 00
J; ’ 0\ ’
dy 99,
o’ o’

ct, comme il ont tous cinq les mémes coefficients, les formules de
résolution auront la forme

d7 02 , d@
e A I + B
d(i_ =N\ = J + B 0% s

Jr du 0
%:l ()y Bll)ﬁ'
%-v%-wgs
% v
08

U 0 03
g 3 A dv B do ,
] , da . 03
3 =A== T +B

09 92 d:x 3 gé .
Jds ()s os?
3 Jdy | da B a8

a =N B g

a9 » 02 , 08
a =Na Vo
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ou A', B’ et A", B” désignent certaines fonctions (olotropes) des
quantités

Nous grouperons comme il suit les relations obtenues :

SR e

j{ Y j e ;

(63) C = 0w 2
B 2

vt

T

(64) ,. g_" = A 3’ T 3
=

Des relations ainsi groupées, (63) et (64), il ressort manifestement
que les déterminants du troisiéme ordre extraits du tableau (56)
sonl bien, comme nous 'avions annoncé, tous identiquementnuls.

‘n conséquence, pour une solution quelconque, (u, v, a, 8, v, ),
du systéme Z, trois cas seulement sont a considérer :

Ou bien les éléments du tableau (36) sont tous identiquement
nuls; :

Ou bien les déterminants du second ordre extraits de (56) sont
tous identiquement nuls, sans que les éléments le soient tous;

Ou bien, enfin, les déterminants du second ordre extraits de (56)
ne sont pas tous identiquement nuls.
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Iit, cela posé, le raisonnement se poursuivra comme a lalinéa | du
n° 4.

L. Laméthode indiquée par notre énoncé ne donne que des figures
intégrales du systéme (54), et les trois groupes de figures qui cor-
respondent respecticement ane (rots valears 4, 3, 2 de Uentier §
se distinguent los uns des qutres ¢ Uaide des caractéres fondés sur
la constdération du tableau (56).

Voir n® 48, alinéa 11.

A7. Considérons, comme dernier exemple, le cas d'un systéme
passi [ d’équations dilférenticlles totales du premier ordre, impliquant
les & fonctions inconnues «,, u,, ..., «, des i variables indépendantes
@, ¥, ...t un parcil systéme est, en vertu du n° 37, complétement
intégrable dans les conditions spéeilices au début dun® 39. Ona d’ail-
leurs, en adoptant les mémes notations générales que dans Palinéa V1
de Ulntroduction, /=0, d'olt p=o0: toute famille compléte de
figuves intégrales doit done dépendre de A constantes arbitraives, ct la
double relation

fo l—pjih 4l

se réduit &/ = A, Cela étant, on peut formuler énoncé suivaut :

Les relations

s Py ooy U o ooy Uy 20 Ry vavy X)) =20,
<

" By (000 vy s gy oy gy 200 Say ey 1) =0,
(65)
' ................ Ceaees TN ,
:
: l‘/.‘(‘l“ Yovvon Uy Uay gony Upy Hyy Aygy vy a/‘.):o

étant supposées définir une famille compléte de figures intégrales
ordinaires dw systéme différentiel total proposé, toutes les figures
intégrales ordinaires de ce systéme pourront se déduire de (63) par
Ualtribution aux constantes arbitraires a,, aqy ..., o de valeurs
numeriques chotsies a volonté.

Lilfectivement, le systéme spécifié au n° 44 devient, dans le cas

Journ. de Math., tome IV, — Fasc, 11, 1925, 21
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acluel,
dx; du o dx, de Yo Qap due T
O 0z 0¥y 0ny 0P dm
(66) ?d.x, de T dz, 0w T T gy de T
JF o, ] R EN J, oy,
0m dx T day de T g g T
JdFy day  dF, 02 oy d
- T b s o o R S i =10,
dx, oy dxy d) dag
().!L Jd, ()‘]“2 NEN } JV, da, —s
(63) com dy Tom oy s 0y T
()E/, ()Jl ()I“/.‘_- EN (_)I‘/ (_):7/ o
dx, dy T day, d) dag oy

lit, comme les conditions requises par la définition du n® 39
entrainent, ici, la non-nullit¢ du déterminant dilférenticl de I,
Iy, ..., If, pav rapport & «,, ay, ..., &, les relations (66), (67), ete.
entrainent & leur tour, de toute nécessité,

9%, Jy Aoy,

67 =0, ()l TO, ey -(71_ RS\ N
da, dxy Dy
':)7 =0, ’0‘ UT0, N .‘)‘.‘.‘_ =T 0,
....... ’ trrtte )

il en résulte que a,, 2,, ..., a; doivent se réduire & de simples cons-
tantes numeériques.

A8. D’une maniére générale, supposons que les nombres £, £, {
soicnt quelconques, et considérons le tableau, <1, qui a pour élé-
ments les dérivées premicres des inconnues adjointes du systéme spé-
cili¢ au nu® 44; ce tableau comprend & + / colonnes, corvespondant &
ces k + { inconnues, ct & lignes, correspondant aux /4 variables indé-
pendantes; enfin, parmi les & + ! colonnes, il en existe 4, couvena-
blement choisies, jouissant de la propriété que chacune d’elles ait tous
ses éléments exprimables & I'aide d’'une méme fonclion linéaire et
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homogéne des ¢léments homologues des / colonues restantes (vouwr &
ce sujet le raisonnement fait au n® 46).

Cela étant, deux hypothéses sont & envisager, suivant les grandeurs
relatives delet A e

1° (2 h, Lot p=/h (p désigne, comme ci-dessus, le plus petit des
deux entiers 4, /).

Dans cette premicre hypothése, les divers déterminants que I'on
peut cxtraire du tableau & sont d’ordres 1, 2, ..., h, et ceux
d’ordre /i ne sont pas forcément tous identiquement nuls & en raison-
nant comme au n® 48, la considération de ce tableau conduiva a dis-
tinguer /2 - 1 cas, ou, ce qui revient au méme, p + 1 cas, et Uentierj,
dont la plus grande valeur, k + /, correspond aun cas ot les ¢léments
du tableau sont tous identiquement nuls, pourra recevoir tour & tour
les p -+ 1 valeurs vériliant la double relation

(6%) - l—p S Sk L.

20 by d'ot p ==L,

Dans cette deuxi¢me hypothése, £-+1 estau plus égal & £, et, &
cause de la propriété, ci-dessus ¢noncée, dont jouissent A colonnes
convenablement choisies du tableau ., les déterminants d'ordre { -+ 1
extrails de ce tableau sont tous identiquement nuls, sans que ceux
d’ovdre [ le soient forcément tous : en raisonnant comme au n® 46,
la considération du tableau dont il s'agit conduira a distinguer 1 + 1
cas, ou, ce (ui revient au méme, p + 1 cas, ct lenticr J pourra,
ici encore, vecevoir tour & tour les p + 1 valeurs véritiant la double
relation (68).

A9. Un systéme d’¢qualions aux dérivées partielles du premier
ordre étant donné, supposons que les diverses colonnes de son damier
(n® 38) présentent toutes la méme disposition de cases pleines et
vides : une double remarque est, en pareil cas, & noter.

I. Un systéme de celte esptce a ndécessairement la forme or-
thonome.

Lffectivement, les lignes de son damier sont, de toute évidencs, les
un:s entierement pleines, les autres entiérement vides; cela ¢tant, si
Ton désigne par «, ¢, ... les fonctions inconnues, par &, ¥, ... les
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variables qui correspondent aux lignes p'eines, et par 3, s, ... celles
qui-correspondent aux lignes vides, il suffit, pour apercevoir la nature
orthonome du systéme, d'attribuer aux variables et aux inconnues les
cotes suivantes :

Xy Vier 308y e WOV

coles premidres 1 : { o

cotes secondes t o i o

En conséquence (n* 38, 36 et 37). la passivité dusystéme entraine
son intégrabilit¢ compléte, et cela dans les conditions spécilides au
début du n° 39.

IL. On peut, en outre, dans le cas actuellement considérd, for-
muler d’une fagon un peu plus simple la définition posée au n° 39.

Supposons, pour fixer les idées, que le systéme considéré implique
les deux fonctions inconnues «,  des quatre variables indépendantes
&y ¥y Ty 8, ct quiil soit résolu par rapport aux quatre dérivées
dJu Jdu dv

Jv
- ou u Lo, 5 -0U -~ (S
()J.' £ ()), 0( AR ().l‘ £ ()‘). 0“ »

(u) )

(&) Joremoos v oo

()) oo VTR

(&)

lex seconds membres étant fonctions des diverses quantitds v, ), 3, s,
. du du dv Ladv ~+ il présentera alors la for
Uy §y 52 OW Uzy 52 OU Uy, 5= OU gy 50U ¢ 1l présenteraalors la forme

W= U () 003, 8, 0y 0 U W 05,00, vem= V(0 07 308, 1, 0, s, Uy Ve, 05),

(69)

Wy == Uy (8, 0 3,8, U, 0 Uity 05,0y == V(0 00 308, 0, v gy Uy, 05, 93),
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ct le nombre des cases vides de son damier, augmenté du nombre des
fonctions inconuues, donnera pour total 6. Nous supposerons, comme
“de raison, que le systéme (69) est passif.

Cela étant, considérons, en méme temps que le systeme (6g), les
deux relations

_ { Peyyy ssouse,2,8,7.9, 9,

(7ol l Hiw, vy 5,8 0, 002,8,7.6,0,0) =0,
ol figurent, avec &, y, 3, 8, u, v, six constantes arbitraives, «, 3, y,
¢, 0, A3 le systéme (70) étant supposé résoluble par rapport & u, ¢
conformément au principe général des fonctions implicites, exécutons
sur les deux relations qui le composent les diverses différentiations
premicres relatives & w, y, 3, s, en traitant «, ¢ comme des fonctions
de @, v, 3, 8, %, 8,7, 8, 0, A3 il vient ainsi

N OF o o on
\ Do Tgu YT gt T, de Tog et gy e
-1
(7r) l L SO o on o
dy w0 T dv da Y ge T
(oF _oFL b o o on
( \;)3._ du T oe s Oz Qu G ge T
-3
) DL ORI YL PRSP PR
o5 TRt T T g T e =

Pour que le systeme [(70), (71), (72)] soit résoluble par rapport
AUX QUANLILSS 1,y Uy, Vo Vir % By ¥y S, 0, A, 1l est manifestement néces-
saire et suffisant que le systéme [(70), (72)] le soit par rapport aux
quantités «, 3, v, 9, 0, A. En conséquence, nous pourrons, dans le cas
actuel, formuler comme 1l suit notre définttion du n° 39 :

Considérant, avec les relations (70), les relations (72), qui s'en
déduisent par les différentiations premiéres relatives aux seules
variables, 3, s, des lignes vides, nous dirons que les relations (70)
définissent une famille compléte de figures intégrales (ordinaires) du
systéme (0g), si les deux conditions suivantes se trouvent a la fois
salisfaites :

1° Fln méme temps que les relations (70) sont résolubles par rap-
port aux inconnues #, ¢, le systeme [(70), (72)] est vésoluble par
rapport aux arbitraives «, 3, v, 9, 0, A;
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2¢ Par 'attribution & «, B, ¥, 8, 0, A de toutes valeurs numériques,
les relations (70) donnent des figures intégrales (ordinaires) du sys-
téme (Gg).

Et la théorie générale exposée dans ce qui précéde sera entiérement
applicable.

Réduction d’un systéme quelconque d’équations aux deérivées

partielles & un systéme complétement intégrable du premier
ordre.

80. Un systeme quelconque (non impossible) d'équations aue
dericées particlles (') peut, en général, se ramener @ un svstéme du
preniier ordre jouissant de la propriété d étre complétement inté-
grable dans le sens indiqué aw début du n® 39.

1. Elant donné un systéme quelconque d'équations auwe derivées
partielles, on peut, en générval, et swuf la rencontre de relations
non tdentiques entre les seules variables indeépendantes (indiquant
Pimpossibilite du systéme), en déduire, sans changement de
variables ni intégration, un systeme orthonome passif tel, que
Uintégration du proposé se raméne @ celle dw systéme orthonome
passif.

(Vow Lessystémes d'équationsauy dérivées partielles, Chap. XIV.)

Il est d’ailleurs toujours permis de supposer que, dans ce dernier
systéme, aucun des premiers membres n'est une dériveée de quelque
aulre.

(1bid., n° 113.)

H. Lorsque, dans un systéme orthonome, S (passif on non),
aucun des premiers membres wWest une deérivée de quelque autre,
son intégration se rameéne a celle & un systéme du premier ordre X,
dont la structure est telle, que la passivité de S, s elle a lieu,

(') Ou les équations soient en nombre limité, et dont les premiers membres,
aprés réduction des seconds & zéro, soient développables dans quelque domaine,
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entratne, dans le sens indiqué auw débwt du n® 39, Uintécralulité
) ? N
compl«"lv de X.

A Lorsque, dans un svstéme orthonome, S (passif ou non),
aucun des premiers membres n'est une deérivée de quelque autre, on
peut, par un mécanisme fort simple, metire les conditions initiales
sous une forme telle, que les diverses circonstances suivantes s’y
(rouvent realisées :

10 En désignant par U la cote premucre mavima des premiers
membres des conditions tnitiales, toute condition initiale dont le
premier membre est de cote premadéee inféricure a U a pour second
membre une constante schématique.

2* 86, sur chaque premicr membre des conditions initiales, on
ecéenle tour @ lour les différeatiations prenusres n'intéicssant
aucune des variubles dont deépend la fonction schématique (dégé-
nérée ou nen) qui figure dans le second membre correspondant, on
obtient, entre autres résullats, d'une part. les divers prenvers
membres quiy dans les conditions tnitiales, sont dordre supéricur
a zéro, dawtre part, les divers premiers membres de S,

(Jbid. e 138)

v

B. Lormation dusvstéme X, — Aucun des premiers membres de S
n’¢tant, par hypothése, une dérivée de quelque autre, nous commen-
cerons par mettre les conditions initiales de S sous la forme spécifiée
dans (.

Cousidérant ensuite, parmi les dérivées principales de S, celles
dont la cote premiére est inférieure ou égale a I + 1, nous extrairons
du systéme S, indéfiniment prolongé par les diftérentiations de tous
ordres relatives aux variables indépendantes ¥, y, ..., un groupe, T,
d’équations, en méme nombre que les dérivées principales en ques-
tion, et (ui les aient respeclivement pour premiers membres; nous
conviendrons d’ailleurs expressément, lorsque l'une de ces dérivées
coincidera avec le premier membre de quelque équation de S (non
prolongé), de prendre, pour la faire figurer dans le groupe T,
Uéquation de S dont il s'agit; nous opérerons enfin la résolution
successive (toujours possible) des équations de T par rapport aux
dérivées principales qui figurent dans leurs premiers membres : le
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groupe, W, des formules de résolution nous fournira, pour chacune
des dérivées principales de cote premitre inférieure ou égale a I' + 1,
une expression déterminde, i la fois indépendante, ct de toute dérivée
principale quelle qu'elle soit, et de toute dérivée paramétrique ou
fonction inconnue dont la cote premidre surpasserait la sienne propre.

Cela fait, ct le systéme du premier ordre, X, qu'il s'agit de former,
étant, comme nousallons le voir, résolu par rapport & diverses dérivees
(premidres) des inconnues qui 8’y trouveront engagées, nous en écri-
rous les diverses équations dans les cases d'un quadrillage rectangu-
laire (n°® 38) conformément anx indications ci-aprés, en ne nous

occupant tout d'abord que des premiers mewmbres.

)r+l~+ e
ot () ph..
I'an des premiers membres qui ligurent dans le groupe de conditions

initiales relatif & «, et par I, , _le second membte com‘ecpondanl
Cela étant, nous prendrons dans X, pour I'une de nos inconnues, la

(l?-[)’- e

[
quaume PRI que nous ddsignerons par «,,

Désignouns par « l'une des inconnues engagées dans S, par —

.3 puis, en suppo-
sant, pour lixer les idées, qu'il y ait cing vaviables uulcpcndanlcs, Xy )y
35, 8, 4, et que la fonction schématique I, ,  dépende de s, 7, nous
écrirons dans les cases (), ()), (7) de la colonne (w, , ) les premiers
membres

dia,n, .., . ‘)"':J-‘.\. i d"u./-..“
e vl N ()‘\‘ ==, ... 0= =,

et nous laisserons vides les cases (s) et (¢) de celte méme colonne;
au cas ou F,, se réduirait a une simple constante schématique,
les cases de la colonne comsidérée seraicnt aiusi toutes pleines.

Ce que nous venons de faire pour P'une des conditions initiales appar-
tenant au groupe relatif & «, nous le ferons pour toutes les autres du
méme groupe; et ce que nous aurons fait pour Uinconnue %, nous le
ferons successivement pour toutes. Nous aurons ainsi un damier con-
tenant des cases plemes et des cases vides; d'ailleurs, quelques seconds
membres que nous écrivions ultéricurement dans les cases pleines, on
voit, dés maintenant, que si l'on forme tour a tour, dans P'ancien
systéme, puis dans le nouveau, un ensemble composé des inconnues
et de leurs dérivées paramétriques, les deux ensembles ainsi obtenus
se correspondront terme i terme, et que le second se déduira du pre-
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mier par de simples changements de notations; de méme, et toujours
aux nolations prés, Uéconomie des conditions initiales sera iden-
tique dans les dewr systémes. Quant aux dérivées principales du
nouveau systéme, elles coincideront, aux notations prés, les unes avec .
des dérivées principales, les autres avec des derivées paramétriques
de l'ancien.

Il va sans dire que nous conservons aux variables indépendantes et
aux anciennes inconnues les cotes respectives de tous rangs qu’elles
avaient dans le systéme orthonome S, et que nous attribuons aux
inconnues adjointes des coles respeclivement égales & celles des déri-
vées anciennes qu'elles admettent pour homonymes. Cela étant, il
convient d’observer que les fonctions inconnues du systéme X dont la
cote premiére tombe au-dessous de I' n’ont, dans le systéme I, aucune
dérivée paramétrique, puisqu’elles se trouvent, dans les conditions
initiales, égalées a de simples constantes schématiques (voir 4),
el que, par suite, toutes les cases de leurs colonnes sont pleines. En
conséquence, toute dérivée paramétrique du systéme I posséde une
cote premiére au moins égale a I' + 1, et toute dérivée paramétrique
de cote premiére I' + 1 ne peut appartenir qu’a une fonction inconnue
de cote premiére I'. par suite, est du premier ordre.

Occupons-nous maintenant des seconds membres du systéme X, et
considérons, pour fixer les idées, I’équation qui, dans I, a pour pre-
Mase. A Ia notation prés, ce premier membre coin-

da ) pres, ce p
cide avec une dérivée ancienne,

mier membre

0((11‘-[)-&[:—{-... u

() dupa+t dyh . *

dont la cote premiére ne surpasse pas I' + 1, et qui peut étre, relative-
ment & N, ou paramétrique, ou principale.

1° Si la dérivée (1) est paramétrique par rapport a S, il existe,
dans le nouveau systéme, une dérivée paramétrique ou fouction
inconnue, et une seule, qui, a la notation prés, coincide avec elle;

, Qg ... o . . .
nous égalerons alors —(—‘)i—— a celte quantité, et la relation résultante

sera nécessairement du premier ordre : car, si la dérivée (1) esi de
cote premiére inférieure a I' + 1, le sccond membre, qui a méme cote

Journ. de Math., tome 1V. — Fasc. 11, 1g23. 22
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premiére, sera une inconnue adjointe, et, si elle est de cote pre-
miére I'+ 1, le seeond membre, pour la méme raison, sera une
dérivée paramétrique premiére du svstéme =,

2* §i la dérivée (1) est principale par rapport & S, nous remplace-
rons, dans son expression tirée du groupe W', toutes les dérivées para-
métriques de S par les dérivées paramétriques ou fonctions inconnues

. . » ( .
de X qui leur correspondent respectivement, et nous ¢galerons —:2=

& Pexpression ainsi modili¢e. Or, il est facile de voir que, ici encore,
la relation résultante est nécessairement du premicr ordre : car, sila
dérivée (1) est de cote premiére inférienve & I' + 1, le second membre
ne peut contenir (outre les variables indépendantes) (ue les incon-
nues anciennes et les expressions nouvelles de leurs dérivées para-
métriques de cote premiére inférieure & '+ 1, ou, en d’autres termes,
que les inconnues anciennes et nouvelles; et, sila dérivée (1) est de
cote premiére I'+ 1, il ne peut conlenir que les inconnues anciennes
et les expressions nouvelles de leurs dérivées paramétriques de cote
premicre inférieure ou égale & I' + 1, ou, en d’autres termes, que les
inconnues anciennes et nouvelles avec des dérivées paramdtriques
premicres.

Tel est le systéme du premier ordre, X, auguel fait allusion 'énoncé
de alinéa 11.

C. Soient :

H P'ensemble des relations obtenues en égalant chaque inconnue
adjointe de X & la dérivée ancienne qu’elle admet pour homonyme ;

)8 Tensemble des relations qui, dans le systéme S indéfiniment
prolongé par les différentiations de tous ordres relatives a.c, ), ...,
possédent une cote premicre inférieure ou égale a I'entier (algé-
brique) C;

('Y 'ensemble des relations semblablement déduites de X

“'H 'ensemble des relations semblablement dé¢duites de H.

Cela étant, los deux systémes
©X, [©11, ©S)

sont en corrélation multiplicatoire.

(dbid., n® 143 & 147, puis 154 4 159).
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D. Désignons par (S bis) et (X bis) denx systémes respectivement
identiques & S et X quant & I'écriture, mais ol les inconnues seront
supposées dépendre, non plus seulement, comme dans S et X, des
variables ., ¥, ..., mais encorc d'autres vaviables, «, 3, ..., en
nombre quelconque, qui ne ligurent dans S et X, ni par elles-mémes,
ni par l'intermédiaive d’aucun symbole de dérivation : I'¢conomie des
conditions initiales étant, comme nous l'avons constaté plus haut (),
identique, aux notations prés, dans les deux systémes S et I, les deux
systémes (S bis) et (S bis) jouiront 'un par rapport & autre de la
méme propriété. Désignons en outre par (H bis) le systéme, iden-
tique & H quant & D'écriture, que I'on obtient en égalant chaque
inconnue adjointe de (X bis) & la dévivée ancienne qu'elle admet pour
homonyme.

Cela étant, si, dans les systémes respectifs (8 bis), (X bis), on
impose auw fonctions inconnues des conditions initiales qui, aur
notations pres, solenl de part et d’auwtre identiques, il arrice
nécessairement de dewe choses une :

Ou bien awcun des dewr systémes ’admet de solution correspon-
dantey

Ou bien chacun d'cux en admet une et une seule, les inconnues
ancicnnes ayant, de part et d'awtre, les mémes valears, et les
tnconnues nouscelles se dédutsant des anciennes a Uavde des rela-
tions (11 bis).

Ce poinl s¢ déduira sans peine de I'ensemble des suivants :

1° Le systéme (S bis), étant orthonome, ne peut admettre plus
d’une solution répondant & des conditions initiales données.

2° A toute solution de (S lis) correspond manifestement une solu-
tion de (X bis), quis’en déduit par la simple adjonction aux inconnues
anciennes des dérivées servant d'inconnues nouvelles; aux notations
prés, les conditions initiales sont, pour l'une et 1'autre, identiques.

3° Inversement, a toute solution de (X bis) correspond une solution
de (S bis), qui s’en déduit en faisant abstraction des inconnues
nouvelles; ces derniéres se déduisent des ancicunes 3 l'aide des rela-
tions (I &is); enfin, pour 'une et 'autre des deux solutions considé-
rées, les conditions initiales sont, aux notations prés, identiques.
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[Car, si I'on prolonge indéfiniment le systéme (I bis) par les diffé.
rentiations de tous ordres relatives a x, y, ..., lc systéme

L(S és), (1 bis)]

est, en vertu de C, une combinaison multiplicatoire de diverses équa-
tions extraites du groupe illimité résultant. |

Ii. Si, cn particulicr, on supposc inexistant le groupe des variables «,
8, ..., considérées dans D, on voit que lintégration de lun quel-
conque des dewx systémes S, X se raméne a celle de [autre.

F. La passivité du systéme orthonome S entraine Uintégralilité
compléte du sysiéme (X bis).

Tout d’abord, la passivité de S entraine, en vertu du n® 37, l'inté-
grabilité compléte de (S bis); le systéme (S brs) admet donc une
solution (unique) répondant & des conditions initiales arbitrairement
choisics; il en résulte, en vertu de 2, que le systéme (X bis) posséde,
lui aussi, celle propriété, et, par suite, qu'il est complélement inté-
grable.

G. Le simple rapprochement de E et F suffit a établivr Uexacti-
tude de Uénoncé formulé au début de Ualinéa 11.

1L Lnfin, le simple rapprochement des alinéas 1et 11 suffit a

ctablir Pexactitude de Uénoncé  formulé avw début du présent
numeéro 50,



