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LA STRUCTURE MATHI;‘.MATIQUE DU CALCUL TENSORIEL. 79

Sur la structure mathématique du caleul tensoriel;

Par Pao. DIENES.

INTRODUCTION.

1. L’instrument mathématique de la théorie de la relativité géné-
rale de M. Einstein (') est, sous le nom de « Calcul tensoriel », le
Calcul différentiel absolu de MM. Ricci et Levi-Civita complété par la
notion du parallélisme introduite aussi par M. Levi-Civita (*). Cette
théorie est le développement des recherches de Christoffel (*) suggé-
vées par les idées profondes de Riemann (') sur la structure de la
géométrie. Toute la théorie est fondée sur la conception riemannienne
de la métrique définie par la forme quadratiqne fondamentale

n

2 gijdal dai,

ij=1

ot les fonctions &;(.&', ..., ") sont données d’une maniére arbi-
traire.

(') Eixstewx. Die Grurndlagen der allgemeinen Relativititstheorie, 1916;
}ier Vorlesungen iiber Relativititstheorie (Princeton), 1922.

(2) Ricer et Levi-Civita, Méthodes de Calcul différentiel absolu (Math. Ann.,
L. L1V, 1go1). — Levi-Civita, Noszione di parallelismo (Rend. di Palermo,
t. XL, 1917).

(3) Carisrorrrn, Ueber dic Transformation der homogenen Differential-
ausdriicke (Crelle, Bd 70, 1869).

(*) Rienann, Ueber die Hypothese welche der Geometrie zu Grunde liegen;
Commentatio Mathematica (Werke, 1876).
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D’autre part, l'idée directrice de la relativité est de considérer la
géométrie comme déterminée par la physique, c’est-a-dire de consi-
dérer les propriétés du cadre espace-temps comme les manifestations
des forces physiques. Le premier exemple de cette interprétation géo-
métrique des forces est la théorie de la gravitation de M. [Llinstein.

Malheureusement, cependant, le Calcul difféventiel absolu n’intro-
duit que le seul tenseur géomélrique vraiment indépendant g;;. Et,
comme M. Einstein s’en est servi pour expliquer la gravitation, on est
naturellement amené 4 géncraliser le Calcul afin d’y faive place aux
forces non gravitationnelles, en particulier aux forces électromagné-
tiques.

Des tentatives de ce genre ont été faites par M. Weyl (') et
par M. liddington (*); mais, chose curieuse, les conditions mathéma-
tiques d’une pareille généralisation n’ont pas été envisagées par ces
auteurs. 1l en résulte un certain nombre d’inexactitudes ficheuses
dont quelques-unes ont été signalées par nous dans des Notes insérées
aux Comptes rendus (*).

2. Le point délicat du Calcul est la relation entre les tenseurs atta-
chés a des points différents. It comme, d’aprés la conception rela-
tiviste, une loi physique est une relation entre des mesures effectuées
en différents points de P'espace-temps, force nous est d'étudier soi-
gneusement ce probléme. D’autre part, on ne peut pas géncraliser le
Calcul sans modifier assez profondément I'idée riemannienne de la
géométrie.

Dans le présent travail, nous nous proposons donc de construire un
instrument mathématique plus général que le Calcul différentiel
absolu. Premiérement, nous nous affranchirons de toute considération
métrique, c’est-a-dire nous construirons un Calcul tensoriel amétrigue
ou le réseau de relations entre les divers points de la multiplicité
mathématique & n dimensions sera établi par une géncralisation con-
venable de I'idée du déplacement a la Levi-Civita.

(') Weve, Raum, Zeit, Materie, 3¢ édition, 1920, p. 16g.
(*) Epvinarox, A gencralisation of Weyl’s theory (Proc. Roy. Soc., A.99),
p. 104,

() 1922, t. T4, p. 11675 L. 173, p. 209; 1923, t. 176, p. 238 et 350,
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En second lieu, nous construirons une théorie compléte du dépla-
cement des tenseurs d’ordre et de type quelconque, et, pour éviter
loute possibilité de s’égarer dans les dédales des quantités infinitési-
males, nous établirons les formules finies du déplacement tensoriel,
c’esl-ii-dire que nous allons intégrer les équations différentielles du
déplacement. -

En particulier, dans le premier Chapitre, nous étudierons les opéra-
lious tensorielles et leurs relations mutuelles du point de vue local,
c’esl-d-dire se rapportant aux tenseurs altachés au méme point de la
multiplicité. Dans le second Chapitre, nous développerons la théoric
générale du déplacement fini. Dans un prochain travail, nous nous

servirons du calcul amétrique ainsi construit pour étudier le probléme
de la métrique riemannienue et ses généralisations.

I. — Le calcul tensoriel amétrique.

3. Solent données deux suites finies de symboles,

appelés « ten-
seurs élémentaires »,

(') L1y Uy ey €
el
() ety e L., e,

oti 'indice supérieur n’est pas un exposant. La forme entiére

n " n

. N ) O o . )
(0) }\"—FZ r\,’ et z a‘\,'“i_‘ eve': -, .+ Z ;\,h!”",”’l"- olelo e

i =1 | [T SR |

ot les coefficients Ay, A, A, 4, ..., 2\, sont fonctions des variables

indépendantes &', @?, ..., 2", est appelée « un tenseur covariant ».
La forme entiére correspondante

n n n
g ; N & O s . N : : :
(v Bn—i—}‘.\ ep 2‘ Ahkoep ep . 4 Z Afvohogr e
k=1 &y kv Ao k=1
Journ. de Math., tome 11l. — Fasc. |, 1924, I
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cst un tenseur contrevariant. Enfin, Pexpression

n " n
~ ‘ N N\ . L
(-')) (. +Z (4;‘0'—{—2 C" C/f—l»— E C‘i./._. ehel:

=1 k=1 fydg =1

n n n

O O . A
0k 0 "0 o ol 1 ANkee e -1
—»]—ZLio'(,'eA.—l— Z(J(,, ey el -t 2‘\ Ve Cry e

ik=t1 ik=1 ki hy

sera appelée un lenseur mixte. Son lerme général (un tenseur homo-
gene d'ordre w) peut s'écrire

n "
) V ks ko T iu
(0) ”\ —_— ; 1\[-| Vs iy, ) o t/’"/ ’
kg by =1 V=1

ol par définition, 'un des deux indices 7, el A, est zéro, €' = ¢, =1.
de sorte que le nombre des e effectifs est w. Si tous les A, sont nuls, le
tenseur est covariant. Si tous les 7, sont nuls, le lenseur est contre-
variant. Nous dirons que les tenseurs énumérés sont exprimés dans le
systéme (', ..., 275 0,y Cay veny € €', %, i, ).

Pour simplilier 'écriture, nous suivrons l'usage général d'omettre
les £ quand il y a deux indices identiques en haut et en bas dans le
méme terme, et nous écrirons P'expression (6) sous la forme abrégée

(5) A=A ey,

e R IO

et nous avons supprimé le signe de produit devant les tenseurs élémen-
taires. D’habitude, nous désignerons bri¢vement les tenseurs par dex
lettres capitales et les coefficients ou composantes tensorielles par la
ménie lettre alfectée d’indices convenables.

4. L’spprmiox gt Lo murtieication. — L'égalité de deux tenseurs est
définie par I'identité dans le méme systéme.

L’addition consiste dans I’addition des coefficients correspondants
sl vy en a, el dans 'addition formelle dans le cas contraive. Par
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exemple,
/l~

ke ke oy kN
(8) A ebe, = B 7 el = (.‘\_i + B, ’_) es ey,

I est facile & voir que I'addition est associative et commutative.

q

La multiplication est définie par les conventions suivantes. Les pro-

duils e‘e/; e‘ejer, ... des lenseurs fondamentaux sont considérés
comme des nouveaux- tenseurs élémentaives, c’est-a-dire (que nous
supposerons qu'il n’y a pas de relation entre les produits de ce genre
qui permettrait d’exprimer I'un d’ecux comme une forme linéaire
homogéne des autres. Par exemple, ¢f¢/ et ¢/ ¢ ne sont ni égaux ni
opposés; ils sont indépendants I'un de 'autre. Nous supposerons que
la multiplication est associative et qu'e'le est distributive par rapport
al'addition, c’est-a-dire que le produit de deux tenseurs est déterminé
par une multiplication formelle ordinaive sans supposer cependant
qu'elle soit commutative. Par exemple,

ke Vi kgl .
(9) AT e er,- L g, e = AL B.,{,." vek, n ey,
ou

w,

w,
e’ ey, Leda = l l el ek, [ l el ¢

V=1 V=1

Le produit de deux tenseurs homogenes d’ordres w, et w, respective-
ment est un tenseur d’ordre », + w,.

3. Lavor ve probuir kst vaLapLE, c'est-d-dire que le produit tensoriel
est 3¢ro st un des facteurs est séro, et seulement dans ce cas.

La premicre partie du théoréne est évidente, puisque chaque terme
de produit coutient comme facteur un coefficient de chaque tenseur.
Pour démontrer la seconde partie, considérons d’abord le produit de
deux tenseurs homogénes (y). La condition

(10) AB=o

signifie que
(11) f\:f"..B:/.:‘.:O

v wo

pour n’importe quelle combinaison des indices. Par conséquent,
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si B=£ o, il y a un coefficient B:;“: qui n’est pas nul. D’aprés (11),

RS

pour chague combinaison des indices, c'est-d-dire A =o0. . 0.F. 0.

Si nous remarquons enfin que la multiplication est distributive et
que tous les termes résultant d’une multiplication formelle sont indé-
pendants, c’est-a-dire doivent étre zéro séparément si le produit est
supposé nul, le théoréme est démontré aussi pour les tenseurs non
homogeénes.

6. Las contracnion (Verjuengung). — Posons

; oSt Astd,
(1) Iee/,.l_-) 1ol h=0
Voo ket
(13) eveld = oSt k=,

ct, plus généralement,

(l./)) ‘_ ]1 el e, ~' — 11 el Ch,s
Ty inkn  vigika:
ou (i, k) sous le signe IT indique que le facteur ece,, est supprimé.
Nous supposerons que la contraction ainsi définie et I'addition sont
intervertibles de facon que

T
. ) O et oi) Y
(13) - A .-IA = >_‘A_/_ ¢ l l etvey .
lo e ’ -
’ igoh

_I'?:I
o | k,= i,]| indique qu’on a remplacé A, par i,.

7. La verivation. — Le tenseur le plus simple qu’on peut former
par dérivation est

af .
(16) ) -():—'J(?'.

Les recherches de Christoffel ont montré cependant que, dans un
changement de variables, les dérivées secondes de f, de méme que les
dérivées premicres des composantes tensorielles, ne se transforment
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pas selon les régles que nous imposons aux tenseurs. 1l en résulte que
nous devons modifier considérablement le procédé de dérivation afin
de I'encadrer dans le Calcul tensoriel. Pour éviter 'introduction de la
métrique, nous généralisons la notion de dérivation covariante de
Christoffel. ' i

Introduisons & cet effet deux suites de fonctions (*) arbitrairement
données, les « paramétres de dérivation »,

(‘7) “l:l’/nl('rl! N S ‘.;:.II”"(',J’ vey ""“) (‘) ./.3 /f’ m=1,2% ..., ")
et posons

Q l)"\-i.‘- — 0'\-:,; \""«,‘ ¥ ,\""u"”u" Sk,
(18) R e k. iyl Coir Sk -i,- sor)d

oll s parcourt successivement tous les indices en bas et en haut. Nous
appellerons le tenseur '

k-
: [ DA
(19) DA = i,

- N
Do Dar

la dérivée tensorielle du tenseur A = \.J*> ehver,.

La dérivée tensorielle d’un tenseur d’ordre zéro, c’est-a-dire celle
d’une fonction f(x', ..., x") se réduit au tenseur (16). On a donc
DfF __of

(20) Dz = orr

8. RicLes pe pirivation. — Comme le second membre de (18) est
linéaire et homogéne par rapport aux composantes tensorielles et a
leurs dérivées, nous avons la régle

D(A+B)__ DA DB

(21) T T T he
Pour établir la régle
skl - 3 '/;:.“
DCLIBE) bk o, DEE
(22) L= L T e A —,
Dxr D e Tt PDat

(') La premiére suite correspond aux composantes de la connexion affine de
M. Weyl (voir WevL, Raum, Zeit, Materie, 3¢ édition, p. 10t1).
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nous n'avons qu'a remarquer que le premier membre s’écrit

(AT

(SRR s -k, - )./:l- ok, -k, ik =8 . /:,‘ .
D Coi,r A i, - 1= l’-j:‘- AR WP '“’.,':k~
. ‘ -k, . O, ke -1
—+ c;‘,j?,.:\_,.v_ l%_j‘:‘, 1=l == ¢\ i - “-./.';L !
,'4 .
OA. iy ] o ok, -k, 1k, .
= Toar -+ Cl\n':,r A iy - li=sl + Cqrd i B. ,:
l,-
I- \. . {)lj-_“.. + N l».ll" o (‘"/? ./l" i/?msl
AL o CogrBefyeigma 7 Car B
ke il
DAL i h DB, .':;L‘

— > * s ‘

== } 7 4+ N ——
D At Ty D‘l.l'

Ce qui prouve la régle.

9. La coxtracmon kr La bERIVATION. — Nous allons établir la propo-
sition suivante : La condition nécessaire el suffisante pour que la
contraction et la dérication soient intercertibles est que l'on ait

(23) Chjm + Clom =0 (L fym==1,2, ..., n).

Pour montrer que la condition est nécessaire, considérons le ten-
seur el e; (i =), c'est-a-dive le tenseur A c®eg, ot tous les coeflicients
sont zéro, sauf un (quand x = 7 et § =) et ce coefficien! est égal & 1.

D’apreés la régle
D o 0Ag ,
l—)—-l—( Agé e 05) — (})—1? A ey + AY c°§,> e*eye’,
on a

D .
F ) — ol X p. pl 0 3 3
=—(e'e;) = cuq % e;e" 4 c}ire' ege’,

D

. D, .
de sorte que la contraction de 5~ (¢ ¢;) par rapportaux deux premiers

indices donne
i

D . )
I' P (e ¢;) | = (e, + i) e

D’autre part,
-efe;-l=o
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est un tenseur d’ordre zéro, par suite

Di-efe;{ _of-efe;|
Dar da”

L’¢quation

D, D

e = ge ke,
qui exprime que pour le tenseur considéré la contraction et la déri-
vation sont intervertibles, exige donc que les conditions (23) soient
satisfaites.

10. Pour montrer que les mémes conditions sont suffisantes, nous
remarquons que, d’aprés (18),

/.(/_l

DA&- | NI \ Ha=iy)
Tyl e o +2. 2 -2, igmst Oty
hg=sl ok
+\ Z \ ) ("\)0/?) N
, 1, =k,
' N

ol s parcourt successivement lous les indices I, et k..
D’autre part,

DFAL Gty _ RN i 5

I)L' = dxt o "~"~4',—I, tig=sl Cotyr

- [L ﬁcl ok
e
—+ _s_ | A Cour s
,,)

'l'

ou s parcourt tous les indices ¢, et k., sauf 1, et As.
Il s’ensuit que

- A: . ]
DA |)[ \ [(,L/,)
Dt l) ar
l':“/",’
VA S L s Lhg=iyl ST A SRR = I
-.:H (z A iy liy=s] -C“"#"> +2‘(2‘t\_ i, c_\,“'_)
i B : . % < ) 1,=h,l

T
k- (A F=% 8 ~ -k, Thy=slo0x
Z \ i -tigms) Coxe }‘\ ‘- 1i:L.—;,x| Csor

~_\ ,\ ’ s )

- —\| ( ‘uau B Cyyp



88 PAUL DIENES.

et cela s’annule bien si les conditions (23) sont salisfailes, ce que nous
supposerons dans la suite de ce travail. ‘

11. Cusxcemext ve variasies, — Regardons le changement de va-
riables

(21) R N LT
. . ot .
(23) = W(/.rl =tjda.
13 : 4 ()Ii *
Nous supposons que le déterminant des /; = —— n’cst pasnul, de sort¢
T
que nous pouvons résoudre (24) par rapport aux inconnues &', ..., =",
( 26) wl= L),
-t . o &
27) daol = (T?(l_/ =T d.

Nous définissons la transformation des tenseurs par celle des tenseurs
élémentaires en posant

(28) gin= t'l e/,

(29) &§=the,

et en exigeant que les tenseurs soient invariants par rapport i une
transformation quelconque des coordonndes.

Pour en déduire la loi de transformation pour les cocfficients \",
nous remarquons que

(30) eh=chgl ep s b gy

car

(31) ot = det 9z U LT
o b=

(757;7—1‘7: vost (=4,

et, de méme,

(32) k=

Si nous appelons A’ le tenseur transformé, I'équation

(33) A=A
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jointe aux équations (28) et (29), donne

, -k, - Y- o, &,
(3%) A i- = AL a, - | I tiv Ty,
ou bien

1\_‘1 I-I‘l'x/ l,\ ’

o, au second membre, les variables x', e 2" sont partout remplacées
par les fonctions < (', ..., ™) S CA 7 R

Jy sy v

12. Nous allons démontrer que le changement de variables et les
trois opérations, 'addition, la multiplication et la contraction sont
intervertibles, c’est-a-dire que

(35) A+ B'= (A +BY,
(36) A" R = (AB),
32) A = FA

PPour démontrer (35) et (36), il suffit de remarquer que les coeffi-
cients transformés sont des formes homogenes et linéaires des coeffi-
cients anciens et que la multiplication est distributive.

Pour démontrer (37), calculons séparément les deux membres.

On a
l/‘lr“ ¥ iy
L[S I L T

iy | ks (&

el )Y

v AT %l
A’]_‘A‘ ! ]Ile“:s\.
a s

(%)

et

Mais, d’apres (31) et (34), ces deux expressions sont identiques, ce
qui démontre le théoréme.

13. DERIVATION ET CHANGEMENT DE VARIABLES. — Tugorive : Pour que
la dérivation et le changement de variables soient intervertibles, il
faut et il suffit que la transformation des paramétres de dérivation

Journ. de Math., tome II. — Fasc. L. 192}. 12
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sotl effectuée d’apres la régle

9= p
2 3 -
(OS) n// - t‘ ,I. ) Y -+ ﬁtr/s t] /u'ﬂ\ .
) . j ()l 5
(3()) I'U’/ = -‘“:l'i ok ’1A° ’/ /:m

Nous avons & montrer gue I'équation

l):\\ A DA’

{40)
10) N

est une conséquence de (38) et (3¢), el réciproquement.
I suffit de la faire voir pour les tenseurs homogénes, c’est-a-dire
que nous avons a étabhr I'égalité

- ey,

DA N TR
(4” =4, M - t-'t — ‘flw‘
Do % B2 = TR

N

La forme explicite du premier membre s'écril

d\- A- N L / __~J N ; g
A \ TRy S "'«"':.“" '“/‘? ”/ Ty
(42) [‘ dam A-i.;!i,'—_-.:] C(\i,/lr + L\I Ceom | '1,t/.',, .

K

Celle du second est

1y .
()\ ' Ty, o
. -, - Ty i Fan 1%, =00,
(43) _W + :\*1,' 1%, =61 /“%!‘- - A, x,- /"“"

Si dans (42) nous vemplagons ¢, , et ¢}/, par leurs valeurs données
par les équations (38) et (3g), les termes ne contenant pas les para-

meétres Y., e s'écrivent

Tk 5
‘)"X‘,‘._ L\~ - 9 v 7 3 \ Slheymsl ‘)1\. m -0, Y,
———— - v -~ - -~

damt T, 11?-\1‘.,[:11 () ! i ‘3 g | I I ‘z,l/.-,
-k,
JA m

- ~lys l \ e, 1k, —\] ()t l/zI‘[
Jam u [] +1 ll =) ()ru I] ,: () T

¥l

car
8y m_i 074 ot
l: m u :x d" D?J
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et
ot 0:‘5 e
ﬁ A ()z-m ().’l,"".
D’autre part, d’apreés la régle de la transformation des composantes
b
tensomelles,

i
-
oA ()A T L A o 'y ,,‘ n ‘“
el o | UM | U SN =i I
¥ ) (I‘o) ('(r()
o \ R &= D ,1,? \ R ()«a
T (),m Tu. I I “%, ey A iy - ll e | ()Eu l_] t oy /.
Y “9‘
¢t
\» by - |/.~,{;_.v[ ()l.‘.? N w AR
-+ i ——.()J,'""y'll ‘a'/l,"v,

tke)

ce qui montre bien que dans I'équation (42) transformée et dans (43)
les termes en v, 4, Yidx sont 1dexmques
Les termes cn v dans I'expression (42) transformée s’écrivent

\-/.t,- 8 m - L, ::\] oc I, iy Y,
! iy )i =s) T a i m /n'iv‘u 11 - dy- T[S m /aoy A l I a, l.,
e . T“ A chy- &, L=S1 & 0y, BEIIRL
2z A <y it _x x/oan u_l] I -0y~ t.\' /ot(m l I T tﬁ ’

i) (k?\

et en remplacant 7y, respectivement ¢, dans le produit II corres-
pondant,

ke 6o Yy 5 iy A o= oy,
SR | EUSTAPE RN | SEY R
" ST I

ce qui démontre que l'identité (41) est nne conséquence des équa-
tions (38) et (39). Réciproquement, si I'on écrit que I'équation (41)
est satisfaite pour les tenseurs du type A’ ¢; et A, e, on voit aisément
que les équations(38) et (39) doivent étre satisfaites.  q. E. ».
Remarquons que le méme raisonnement, avec de légéres modifi-
cations, s'applique aussi an cas d'une ligne tensorielle A:{* (¢) définie
le long d’une ligne #'{¢) sans que le tenseur soit défini ailleurs. Clest.
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a- <

-dire que la dérivée de la ligne tensorielle

(rg, DAL Al \
VPO —_—t A
Dt a

-k, - de™ by ks B Ok,
o —_— . A : —
EORRTECE BN wi,m -7 ot S

/Y 3 ST ) . » Y
définie le long de la courbe considérée, se transforme d’apres les
regles tensorielles.

14, Tuionkne. — S la contraction et la dérication sont interver-
ttbles dans un systéme, elles le sont aussi dans le systéme trans-
Jormé. Clest-a-dire, grice aux relations (38) et (39), les équations

4 -, SOxX —
(44) fose T Thoy = ©
sont les conséquences des ¢quations (23).
Comme les équations (38) et (39) sont résolues par rapport
o ‘0~ nd ;0' \ . N A ot Ires
aux ¢, 4, ¢}, NOUS Prenons Yog,, Yo, pour les paramétres originaires.
litant donn¢ que

Ty gdT, at?
I(‘ A B _Ifi_i I A
PRQIY T gk T Quk B

les équations (38) et (39) nous donnent
Clu,/ © L% k= TQL tf 12(/:;3\ + /?;%\) =0

ce qui prouve la proposition.

13. Risume. — Dans ce qui précede, nous avons construit un cadre
pour le Calcul tensoriel. Partis d’une représentation concréte des ten-
seurs, nous avons défini quatre opérations fondamentales : I'addition,
la multiplication, la contraction et la dérivation. L’un des faits fon-
damentaux du Caleul est que les résultats de ces opérations ne
dépendent pas du systéme des variables indépendantes dont on se
sert dans le Calcul, pourvu qu’on détermine les nouveaux paramétres
par les équations (38) et (39).

Pour avoir une idée plus précise de la structure de ce Calcul, nous
remarquons que la dérivation ne correspond pas exactement i 1'opé-
ration du méme nom du Calcul différentiel ordinaire. En effet, la
dérivation ordinaire concerne les fonctions qui sont déja des opéra-
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tions sur des éléments (les nombres) et conduit & une autre opération.
Dans le Calcul tensoriel, les éléments mémes sont des groupes de
fonctions, et la dérivation se range ainsi dans la classe des opérations
primaires.

D’autre part, les quatre opérations fondamentales sur les tenseurs
nous donnent une idée suftisamment claire du passage d’un tenseur
4 un autre. La combinaison arbitraire de ces opérations, secondée par
une notation simple, constitue une idée suftisamment claire de la fonc-
tion (opération) tensorielle.

On pourrait se proposer d’étudier, par exemple, la fonction tenso-
riclle homogéne et linéaire «(X), définie par la condition

2(N -+ Y) = a(N)+ 2(V),

olt X et Y sont des tenseurs quelconques d’une certaine classe tenso-
rielle. Les fonctions tensoriclles
DA

clel, oo eMXe feN | m

sont des solutions de I'équation proposée.

Considérons, enlin, 'accroissement o (X + H) — «(X), ot le ten-
seur H tend vers le tenseur O, et supposons qu'il existe une fonction
tensorielle «'(X) telle que

a(X +H) —o(X)—Ha'(X)=UHe(H),

ot :(H) tend vers zéro avec H. L'opération tensorielle conduisant
de «(X) & «’(X) correspond cette fois exactement a la dérivation
ordinaire. Plus généralement, on peut définir la différentielle fonc--
tionnelle de a(X) par la limite

‘n da(X +5H_)

i=0 de

pourvu que cette limite existe.

[l. — Le déplacement des tenseurs.

16. L pEFINITION DU DEPLACEMENT TENSORIEL. — Le Calcul tensoriel
développé dans le premier Chapitre est un Calcul local, c’est-a-dire
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que les opérations (l'addition, la multiplication, la coutraction et la
dérivation) ne sont définies que pour les lenseurs attachés au méme
point et conduisent toujours a de tels tenseurs. L’objet de ce Chapitre
est d’établir une relation entre les lenseurs attachés a des points diffé-
rents et d’¢tudier les propriélés des opérations fondamentales par rap-
port a une telle relation.

Notre point de départ sera la notion si heurcuse du parallélisime de
M. Levi-Civita, convenablement généralisée. Imaginons un tenseur
Al (po) au point py(z,, ..., ;) et essayons de déterminer unce ligne
tensorielle le long d’une courbe donnée CC:.7(7) parla condition que
["on ail '

) DA

(45) Y
en chaque point p: z¥(¢) de la courbe. Les équations (45) forment un
systtme d’équations différenticlles ordinaires avec les fonctions in-
connues A }". Comme le nombre des ¢quations est égal a celui des
inconnues, les valeurs initiales données A% (p,) déterminent un ten-
seur A%(p) en chaque point p de la courbe. Le tenseur A’} sera
appelé « le tenseur A :(p,) déplacé en p ». Nous le désignerons au
besoin par le symbole A% (C; p,1p).

La forme plus explicite de (45) esl

‘[\t s den o uk, da \ i

(.’|6) —_— 4 C;)i?/n A + ('s-_)m dit S

dt dt el -

ou daus les fonctions ¢, ,, ¢l on remplace les variables «” par les
fonctions de ¢: " (¢). Si donc nous changeons la courbe, les coeffi-
cients du systéme (comme fonctions de 7) changeront ausst, ¢’est-a-dire
qu'a chaque courbe appartient un systeme (45). Par conséquent, les

composantes tensorielles déplacées sont des fonctions de lignes.

17. Lk DEPLACEMENT DES TENSEURS CONTREVARIANTS D'ORDRE tN. — Consi-
dérons le cas particulier

DA%
(47) . T)if = 0.

Ce systéme se réduit a celui proposé par M. Levi-Civita si I'on pose

o gk
Cojr= I f
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Comme ce cas particulier exige l'introduction de la métrique tenso-
rielle, nous nous tiendrons au cas général ot I’on ne fait aucune hypo-
Lthése particuliére sur les paramétres de dérivation, excepté les condi-
tions (23).

Pour intégrer le systéme (47), nous suivrons d’aussi prés que pos-
sible la premiére démonstration de Cauchy du théoréme d’existence.
A cet effet, partageons l'intervalle (Z,, ¢) en intervalles (¢, fi),
/=0, 1I...,vavec/, =, el posons

-

& ([J./)l o &
it <(Oxm 7 ,.([i+l_ b) = '\"(’01‘

\
m

Nous aurons
N () = AV () + Agel, . A%(24).

ou, plus généralement,
.‘\/'.( L)) = .‘\,/'b( Y+ A C'ﬁ'vx ) “\“([,’).
Nous Lrouvons de cette facon

(A8) A (D= AR 0y Ly oo by 1= A1) - A%(L,)

v N H—=1
‘ Lk N A e VAL ok
> | EA, C1lz+2 (2‘-&12001 A, Cog, oo

i=0 =1 N i,=0

N ih—1 if,,-.———]
- 3 % % i
-4 A . mAL SV A T AL o
- 2 24 ' Z AI-'" C““A’f‘~"' Lt!a., - A""c”“-r-\/‘ ¢ [N
fo,=m 0 ’

fEUo =2

. %X &y Ay .""
- A Cox 4 “oa,.. A Cox, A“n:z,

Lia limite de cette expression quand le maximum des valeurs |4, — ¢,]
tend vers zéro nous conduit a la série

(49) AX(Cipat p)= A% (py) + N*(py)

e N

ot N
L R “ k
> / de,, + { ( J de . ) dcuaz,_,( ) S
Sy e M )

v

\

[ 2+ Tt H

. ' 1; “:L—I - k l}
+/ j / (1(,-“;(15,,)51001% (..U}_,l)...{lcm‘(?.)—i—...{
Yty Vi, ~y : i /
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t t
Ko & w3 n § den
[ ([L(\“—_—./II: vco.‘x/nl‘l'l([)’ DR / (I)l—?{t—(/[.

v m

18. Nous allons maintenant démontrer : 1° que, sous certaines
conditions générales, la série ainsi lrouvée est convergente; 2° que,
pour une courbe déterminée C, l'expression A*(C; p,{p) comme
fonction de ¢ satisfait aux équations (47).

Soit M, la limite supérieure des fonctions |c;,,, | dans I'hypersphére
de rayon g, le centre au point 2”(¢, ), et soit

n
. ! (/J’.m
(30) L(t)—z‘[‘ —(/—[‘ (I,.
m=t "
Comme
lz[ L(.) T ([.l___l.({)",’ —'(—Il—i(l.:L ([)
im=1 " “

car L est une fonction positive croissante de son argument, on a

| AR(Cs pol P LS | A*(pa) |+ D 1A (po) |} LM+ (LMY .
x=1
Cela montre que la série (49) converge absolument et uniformément

pour les courbes dans I'hypersphére de rayon p’< ¢ si le nombre L

. I
correspondant est inférieur a < -

VI,
19. Pourdémontrer que les quantités A*(C; p,1p) définies par les
séries convergentes (49) satisfont aux équations (47), posons

Wi AT

(31) F:m (7)) = / ces / ' rl(':: (Tp,)dczi';' .. dc:;"
[ N ;
On a de cette facon
(52) ARG peipY = Ne(py) + f\"(p,.)&l:vz (C; 4y, 1)
avec
* i
. ko &
(33) sM((‘;l(../):z Fi (¢).

U=t
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v £ty ¢ - das
| 2 (1) = / Fé dc{,"a‘-——- / Fg: (%) 01 o () —— s —dr,
'

Mais

de sorte que
12
¥ () Rl dam™

PR h P
dr T K () "“"‘(I) dt

Par conséquent,

Y
k M x =1 € (=1
dsoy by ~ dgm dar,

*“i o [ .A ([l ' 2%
([/'5_-—{—{6_—‘2 0“'"(” dt ()= ’(77 ozm dt ’ 2‘ Fa'(1).

=2

(91)

=2

parce que la série différentiée est aussi convergente (absolument et
uniformément). Comme

Wk
_dby . dam

de T Coan g ?
.
nous voyons que les A*(C; p,;p), comme fonctions de /, satisfont
réellement aux équations (47). D’aprés le théoréme d’exislence de
Cauchy, c’est 'unique solution de ce systéme.

20. Le DEPLACEMENT DES TENSEURS D'ORDRE ET DE TYPE QUELCONQUE.--
Lic procédé précédent s’applique sans aucune modification au systeme

DA,
(59) N
On obtient ainsi la formule
(56) V(G pal )= Ni(po) + Aulp,) s0%
avec
i Wd O e N
(57) (s-;'“—_-/ dc‘}“—e—f (/ det® )dc‘,’»°‘-=(‘:)+...
Jy, 1, 4N S

¢ Ty Tu—1
0 0% 0%
,}_ff f c;‘dc W deiy L
t, Vi, fy

Pour indiquer 'extension du procede aiix tenseurs d’ordre supé-
Journ. de Math., tome T, —— Fase, 1, 1924, . ’ e 13
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rieur, nous remarquons que

dst, . dzm dam
(58) 7 Cam TR c/»‘em a7 =0
et
. C{SO“ dwm . (LL "
(99) a + ¢ i —+ C?,’,j,,, ‘éa = 0.

Et nous allons examiner le cas particulier

" ’ DAKK,
6o —— o= 0,
(60) D¢ o
c’est-a-dire
) dAR dx ) i
(GI) - at —r—A“la(,‘lm'U“ Tu—-—-*—A/'nac(/"&m-gl—__().

On véritie aisément que les fonctions de ¢
(62) ARtz AR py) A N (po) sk -+ N2 (py) sty = A%3(pa) siy ‘f’{*
forment la solution de (61). On a, en effet,

{1‘\/‘.1/3 [/ !I' I _/,I’
= A Hza AR (p )73,‘ =A% (py) -—“5 sl = A=B (py) oy sy

)
0x T dl

c’est-a-dire, grace aux équations (58) et (59),
(-[A/.-,/.-2 ! (LL"" ) . . d.’L"" ,
= A4 py) —r (ke + ol Sifa) + ARX () I (Cogn T Com S8a)

d.ﬁb""
3 g
([[ A ﬁ(Po) Cooun + (0 L otx ) “0[3 -+ soa (L"B’" -+ ( n /u ¢ ,.6) N

D’autre part, les deux derniers termes du premier membre de (61)
s’écrivent

m
,‘ dw

S g (AR (po) == A% (py) sfy =+ AT (po) sty + A*B(po) sy 533)

—
Iv v ' . SRV
ctlllm : (A/”(/)O) -+ AX (Pu Q(];:Ix_'_ ’\A‘J(/)O) Soa i \aﬁ(po)g{;& 's“‘lﬁ)'

Par conséquent, les fonctions A", définies par(62), sont les com-
posantés du tenseur A" e, e, déplacé de p, en p le long de C.
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21. On obtient de la méme maniére la solutlion du systeme

‘ DA,
(63) —l_T =0

sous la forme

(64) ;‘\;l,-__,((: Tpaip) = Aui, (pa) + Aai, (o) S‘,?l“ + Aix (/'0)*"‘,]':‘ = 'L\ifl (Po) s?? S‘“,{‘ .
Celle du systeme
. DA
(60) _I)T =0
est donnée par 'expression

(66) A (C5 pylp) = AP (pa) + AV (p,) sty + AL (po) s -+ AP (po) s 7.

On voit ainsi que la formule générale, c’est-a-dire la solution du
systeme
DA
it

(67) o

=0

s'écrit

- k- .
(68) AL (G paip)
12r+sSw

ke - ky - Vg =B kg =Bl o ox K
= A\ i - (/,0) 4 2 A s a4 s 1 ([)\))S 1 S’.?“ s 7, a,

RN PER P TR P g, 08, S8
roseE00 o m

ce (qu’on peut d’ailleurs vérifier directement.

22, Orerations kv vepraceMext. — Nous allons maintenant étudier
la relation entre les opérations tensorielles et le déplacement des ten-
seurs. Le résultat général quise dégagera de cette étude est qu'on peut
intervertir le déplacement et les opérations addition, multiplication

et contraction. Quelques exemples feront voir ce que nous entendons
par cela.

On a, d’une part,
(A% 4+ BF) (C; pol{p) = (AF+ BF) (po) + (A%+ B%) (py) st
et
A% (G5 polp) = A*(pe) + A*(po) iy
BX(C; pollp) = B¥{ps) + B*(ps) st
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d’autre part. Par conséquent,

(69) (AF+BF) (C; paip) = AF(G5 py p) -+ BEGS pollp).

Comme le second membre de (68) est linéaire et homogéne par rap-
port aux composantes tensorielles en p,, la régle est générale :

La somme de deur tenseurs deplacés est eﬂale a leur somme
deplacée.

Considérons maintenant le produit de deux tenseurs. On a

(ARBRY(C; poip)
= (AR Bh) (pg) 4+ (A*BRY) (pa) shy - (AR B%) () stz + (A%BBY (p,) sks s

D’autre part,

AR (Ci pofp) BE(Cs py i p) = [AR (o) + A% (po) | sis 1 [BY (pa) 4 BE (o) 5311,
ce qui montre bien que

(70) (A% B%) (C; poip) = AM(C; pol p) B(C; polp)-

La régle est générale : Le produit de deux tenseurs déplaces est
égal au produit déplacé.

23. LEs PROPRIETES DES FONCTIONNELLES 8% ET 5,,. — Avant de passer
ala contraction, nous allons établir deux propriétés importantes des
foncuonnelles 57, s4,. L’une est exprimée par les équations

(71) s9%(C5 polp)
= (G5 po. pi) +57(C5 piip) + sP(Cs poip)) s33(Cs piip)
et

(72) sta(C; poip)
= U2 (G5 podp) + 562(C; piip) + sB(Cs pop1) s43(Cs pifp),
ol p, est un point de C entre p, et p.
Comme I'équation
DA
(73) D

détermine A* d’'une maniére univoque le long de la courbe C quand
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les valeurs initiales A*( p,) sont données, on doit avoir identiquement

ARG pat p) = AR(GS poipyip).

Mais

(s NG o p) 7= A () + A% (o) s (G paip)
cl

(79) \MCS paipy )

= NGy paipr) + AS(C /'(,i/)l)x,’;i,(C: P
== N (pa) + A% (o) sia (G po ' py)
+ [ AB(pa) -+ N2 () S8 (G poipr) Il (U5 pyip)
SN A AR (pa) | 5ax (G5 paipy) + sb(Cs p Y p)
+ 58 (Cipyipy) sl (Cipiip) .

Comme les seconds membres des équations (74) et (75) doivent
&ire identiques pour n’importe quel tenseur A #(p,), la condition(71)est
nécessairement satisfaite. On établit de méme la condition (72). On
peut d'ailleurs les vérifier directement par la forme explicite des fonc-
tionnelles s, et s7*.

Cette propriété des fonctionnelles cinématiques fait voir d’une fagon
explicite que le déplacement des tenseurs est indépendant des arréts
intermédiaires.

[autre propriété de ces fonctionnelles est exprimée par I'équation

N 93 3 J—
(76) oy 3% 4 g% g0 =

On le démontre sans peine en remarquant que, grice a ’équation (59),

. 3 A ll.
dish + s 4- 8% 55%)
dt

d.orm
—_ " Ve s )
= g Ceim

ok P ] 0h (% S\
—+ (Caom + aCom $¢ ") 83+ 887 (€Fp + c%sms':)i) =0

I3 5 NYs oS 0k
=+ Cosm Sai + Cium -+ Cium Sy

en vertu des conditions (23). Comme la valeur initiale de la fonction
de ¢: s& 4 s¥ 4 s% 5% est zéro, cette fonction est nulle pour toute
valeur de ¢, c’est-a-dire le long de C.

94. CoNTRACTION ET DEPLACEMENT. — Prenons maintenant un tenseur
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mixte quelconque, par exemple AGi(po)- Sa valeur le long de C est
déterminée par I’expression

A (G5 po p)
== '\{:l’j (' 100} —+ -'\%r'/ (/)n) "'14.5( -t \‘z; (/)u) -"Q \u:aa(/)n ) \/ =+ \:31( /’") ~"l/-"z S‘;?‘

e \m’i (o) Sz ‘"’5 + Al x5 (fra) 3% 8 "‘ - ,-\‘_5.‘,(/50) Sy 513 a0
La contraction par rapport aux indices A et j donne

I G (G5 patp) |
k.

e AK 3 -
— -’\nl'/,- v \ﬁ/’/.~ Sox -+ 4\" M+ ‘0,1 \(/' - \:3/ \‘/nz \"‘5
A 03 5 3
~+ \ﬂ"x’h; ‘Sl):x -3(‘} i ‘\u\:x_'j, ;‘1 “i = \“15 \ll.y> \"’ Q/
L0/ L EEYA o gy s
= \",/ =+ \nzk N - \w/ (‘uz RN iR \@ ) \0,, \- ‘ Sy T \;/ - 'l}z s

c'est-a-dire par (76)

ou(C Paip)- ‘: \G ite (Pa) =+ \“1’(/’0) s (A m/ \l)ﬂ(c’ Pa )

ce qui montre bien que déplacement et rontraction sont interver-
tibles. La régle s’étend sans peine au cas général.

Une relation pareille entre déplacement et dérivation est impossible.
En effet, le déplacement n’est pas défini pour des champs de tenseurs
et ce sont les seuls qu'on peut différentier. Notre définition du dépla-

cement tensoriel ne s’applique qu’i un tenseur « numérique » A} T (pa)

attaché a un point et, en général, la méthode proposée dans ce travall
(ni aucune autre méthode connue) ne s’étend pas & la définition par
déplacement des champs de tenscurs a dimension 2, etc.

D’autre part, la dérivation d’une ligne de tenseur créée parle dépla-
cement conduit toujours au tenseur zéro. ’ar conséquent, si I'on ima-
gine le tenseur initial A (p,,) comme une valeur du champ tensoriel

constamment égal & cette valeur, on peut dire que, dans ce sens, dépla-
cement et dérivation sont aussi intervertibles.

23. La perivamion cENErALISEE. — Toutes les propriétés de la trans-
lation tensorielle établies dans ce qui précéde s’étendent sans modifi-
cation au cas général ol 'on remplace la définition (19,) (§ 13) de la
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dérivée tensorielle le long d’une courbe donnée par la définition plus
générale

e, - e -

DA, i - dA. iy~ 0.2 \_ e, b \ I, - l/.‘?'—al
= AL et - fom AL

l)l dl +f ¢ i I:?—al fo,& i,

(77)

ou f?%et fy, sont des fonctions arbitraires des variables

On vérifie aisément que la dérivation ainsi délinie est intervertible
avec I'addition et que

DI
e B4 Ao
b Ay

(iontraclion et dérivation sont intervertibles si et seulement si

-

(78 Sha+ foF =0,

La condition nécessaire et suftisante pour que la dérivée tenso-
. <k, -
rielle (77) se transforme comme un tenseur de type A" est que les

paramétres 7" et f, , soient transformés d’aprés les régles

. t/T,/’ N SN
(7o) T Sl Ay SR D
U,

(Sa) —

ol 4/, el z* sont des paramélres pour les variables &' Lorsque f4 ,,
/¥ sont les polynomes en ', &', ..., les conditions (78) seront rem-
plies pour foutes les courbes si les coetlicients satisfont & (78). Les
conditions (79) et (80) sont satisfaites pour Loutes les courbes si I'on

transforme les coefficients de x™ comme les ¢;,,, et 3", ,, et si 'on

transforme les autres coefficients comme des tenseurs Ci, .. .. .

et Co*

A%y, L0

26. La vRANSLATION GENERALISEE. — On véritie aussi sans peine que la
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solution du systéme d’équations différentielles

DA+
bt~ °

se réduisant & A*(¢,) pour = ¢, est donnée par I'expression

AHCs paip) =A% (po) = A%(pu) s6.2(C5 patp)

La série est convergente pour toutes courbes C si les paramétres
cinématiques restent bornés le long de C. On généralise de la méme
facon la translation des tenseurs covariants du premier ordre, de méme
que celui des tenseurs d’ordre et de type quelconque.

Les propriétés fondamentales des fonctionnelles cinématiques s, et
si* s’étendent aussi sans aucune modification & leurs formes généra-
lisées. Par conséquent les relations entre translation et les opérations
d’addition, multiplication et contraction ne changent pas non plus.

27. L INTEGRATION TENSORIELLE. — Le probléme de résoudre I’'équation
Y q
(81) = =20

correspond au probléme de I’Analyse ordinaire ou V'on propose de
déterminer les fonctions & dérivée nulle. De la méme maniére. le pro-
hléme de résoudre I’équation

X DX
(82) B =W

ou ll)—)[ indique la dérivation tensorielle généralisée ou non, correspond
a 'intégration. Nous appellerons les solutions de (82) les primitices
tensorelles de B.

La méthode dont nous nous sommes servis pour résoudre (81) s’ap-
plique sans difficulté a ’équation plus générale (82). Par exemple
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si B = B*e¢;, nous aurons

Xk(C; poip)
had ¢ T, Tu—y
IAk(C;POIP)‘*‘Zf f f B dfllf::;2| d“'g&—lftl)f,a.drl
. p=t to V0O LN TR

ou
DA¥
o T

L’expression

-4 el I3 T Tu—t
o / Brdr =Y f f f B dry [t drye. . fh, dr,
& =1 lo to & ot

pourra étre appelée I'intégrale tensorielle de B*. Les propriétés fon-

damentales
Tty Bt A
(C)/ "‘(caf = (c)f
ty t t

YA o PN
o f Bdt + / Chde = f (B4 Ck) de,
t t t

du moins pour un intervalle fini (¢,, ¢,), résultent immédiatement
du fait que l'intégrale est une solution d’un systéme d’équation de
type (82).

On obtient des résultats analogues pour les tenseurs d’ordre et de
type quelconque.

L’intégration tensorielle appliquée & un champ de tenseur

et

B2, ..., 2*)

conduit & un champ « fonctionnel » X*(Cj; p,{p) de tenseurs parce
qu’'on intégre des différentielles non exactes. C’est ainsi méme dans le
cas le plus simple ou le champ de tenseurs s’évanouit complétement.
La translation & la Levi-Civita correspond a ce dernier cas.

28. LA DERIVATION TENSORIELLE PAR RAPPORT A UNE LIGNE. — D’aprés nos
résultats précédents, un champ ponctuel de tenseurs n’est qu'un cas
de dégénérescence. Le champ de tenseurs introduit par la translation
daus toute considération géométrique et physique sur les tenseurs est

Journ. de Math., tome III. — Fasc. 1, 1924. 14
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une notion beaucoup plus générale. On doit supposer qu’un tenseur
est attaché & chaque élément d'une certaine classe de lignes. Il serait
bien opportun d’étudier les fonctionnelles ainsi définies.

On peut leur appliquer par exemple la dérivation globale ou locale
par rapport a la ligne, c'est-a-dire calculer leur variation premiére
quand on change la ligne globalement (') ou bien quand on ne le
change qu’aux environs d’un point de la ligne (*). Pour en donner un

exemple (*), nousavons calculé la dérivée globale %’% de A¥(C; polp)

parrapportalaligne et noussommesarrivé surésultat remarquable que,
dans le cas des équations de M. Levi-Civita, cette dérivée s’exprime au
moyen du seul tenseur Riemann-Christoffel. 11 résulte en particulier
de notre formule que g—é—:, la dérivée locale de A*(C; p,)p) par rap-
port a la ligne au point p, est un simple champ de tenseur : celui du
tenseur Riemann-Christoffel.

Dans un travail prochain, nous nous servirons du Calcul tensoriel,
ameétrique, local et intégral, développé dans ce qui précéde, pour
étudier la Géométrie cinématique amétrique engendrée par le dépla-
cement tensoriel, de méme que les conditions mathématiques de
l'introduction de la métrique.

(') P. Levy, Legons d’Analyse fonctionnelle. Paris, Gauthier-Villars, 1922
(collection de M. Borel), p. 48.

(*) V. Vourerra, Fonctions de lignes. Paris, Gauthier-Villars, 1913 (col-
lection de M. Borel), p. 25.

(*) P. Diexes, Sur U’intégration des équations du déplacement paralléle de
M. Levi-Civita ( Rendiconti di Palermo, t. b7, 1923).



