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Sur la structure mathématique du calcul tensoriel; 

PAR PAUL DIENES, 

INTRODUCTION. 

1. L'instrument mathématique de la théorie de la relativité géné-
rale de M. Einstein (') est, sous le nom de « Calcul tensoriel », le 
Calcul différentiel absolu de MM. Ricci et Levi-Civita complété par la 
notion du parallélisme introduite aussi par M. Levi-Civita (2). Cette 
théorie est le développement des recherches de Christoffel (8) suggé-
rées par les idées profondes de Riemann (*) sur la structure de la 
géométrie. Toute la théorie est fondée sur la conception riemannienne 
de la métrique définie par la forme quadratique fondamentale 

η 

2 gij dr-i, 

i,i~ I 

où les fonctions ..., χ") sont données d'une manière arbi-
traire. 

(1 ) EINSTEIN. Die Grundlagen der allgemeinen Relalivilàls théorie, 1916; 

\ier Vorlesungen iiber Relalivi ta ts théorie (Princeton), 1922. 

(2) RICCI et LEVI-CIVITA, Méthodes de Calcul différentiel absolu {Math. Ann., 
t. L1V, 1901). — LEVI-CIVITA, Nozione di parallelisrno {Rend, di Palermo, 
t. XL1I, 1917). 

(3) CHRISTOFFEL, Ueber die Transformation der homogenen Differential· 
ausdriicke {Crelle, Bd 70, 1869). 

(4) RIEMANN, Ueber die Hypothèse we le he der Geometrie zu Grande liegen; 
Commentatio Mathematica {Werke, 1876). 
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D'autre part, l'idée directrice de la relativité est de considérer la 
géométrie comme déterminée par la physique, c'est-à-dire de consi-
dérer les propriétés du cadre espace-temps comme les manifestations 
des forces physiques. Le premier exemple de cette interprétation géo-
métrique des forces est la théorie de la gravitation de M. Einstein. 

Malheureusement, cependant, le Calcul différentiel absolu n'intro-
duit que le seul tenseur géométrique vraiment indépendant «·,·,·. Et, 
comme M. Einstein s'en est servi pour expliquer la gravitation, on est 
naturellement amené à généraliser le Calcul afin d'y faire place aux 
forces non gravitationnelles, en particulier aux forces électromagné-
tiques. 

Des tentatives de ce genre ont été faites par M. Wcyl (') et 
par M. Eddington (2); mais, chose curieuse, les conditions mathéma-
tiques d'une pareille généralisation n'ont pas été envisagées par ces 
auteurs. Il en résulte un certain nombre d'inexactitudes lâcheuses 
dont quelques-unes ont été signalées par nous dans des Notes insérées 
aux Comptes rendus (:i). 

2. Le point délicat du Calcul est la relation entre les tenseurs atta-
chés à des points différents. Et comme, d'après la conception rela-
tiviste, une loi physique est une relation entre des mesures effectuées 
en différents points de l'espace-temps, force nous est d'étudier soi-
gneusement ce problème. D'autre part, on ne peut pas généraliser le 
Calcul sans modifier assez profondément l'idée riemannienne de la' 
géométrie. 

Dans le présent travail, nous nous proposons donc de construire un 
instrument mathématique plus général que le Calcul différentiel 
absolu. Premièrement, nous nous affranchirons de toute considération 
métrique, c'est-à-dire nous construirons un Calcul tensoriel amélrique 
où le réseau de relations entre les divers points de la multiplicité 
mathématique à η dimensions sera établi par une généralisation con-
venable de l'idée du déplacement à la Levi-Civita. 

(') WKYL, lia uni, Zeit, Materie, 3e édition, 1920, p. 169. 

(2) EDMNC.TOX, A generalisation of Weyl's theory ( Proc. Hoy. Soc., Α. ΓΙ!)), 

p. 10/,. 
(3) 1922. t. 174, p. 1167; t. 175, p. 209; 1923, t. Π(>, p. 2.38 et 870. 
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En second lieu, nous construirons une théorie complète du dépla-
cement des tenseurs d'ordre et de type quelconque, et, pour éviter 
toute possibilité de. s'égarer dans les dédales des quantités infinitési-
males, nous établirons les formules finies du déplacement tensoriel, 
c'est-à-dire que nous allons intégrer les équations différentielles du 
déplacement. 

En particulier, dans le premier Chapitre, nous étudierons les opéra-
lions tensorielles et leurs relations mutuelles du point de vue local, 
c'est-à-dire se rapportant aux tenseurs attachés au même point de la 
multiplicité. Dans le second Chapitre, nous développerons la théorie 
générale du déplacement Jhii. Dans un prochain travail, nous nous 
servirons du calcul amétrique ainsi construit pour étudier le problème 
de la métrique riemannienne et ses généralisations. 

I. — Le calcul tensoriel amétrique. 

5. Soient données deux suites finies de symboles, appelés « ten-
seurs élémentaires », 

( I ) '.'i, . . ., cn 

ei 

(-0 · ··, 

où l'indice supérieur n est pas un exposant. La forme entière 

η η η 

ί) Α,,+2 Λ<E>

 2
 A'«-ô e>

'
% E

'
:

 '-···+ 2
 Λ

"·ϊ·· ·· '»
r

'' · · ·
ci
'"-+-···> 

I - I 1 

où les coefficients A
0

, A,, A,^,..., A,
fj

 ,
t

sont fonctions des variables 
indépendantes A·', A

2
, A", est appelée « un tenseur covariant ». 

La forme entière correspondante 

π n η 

( A* ** -4- ^ A/'« <·.· <?
A
., E

A
.
;

 -7-. . .4- V A*· e
A
.
t
 . . . ekt, -4- . .. 

* = 1 — I λ, Λ,= | 
Journ. de Math., tome TU. — Fasc. I, i<ja4· 1 I 
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est un tenseur contrevariant. Enfin, l'expression 

» II II 

( 5 ) ('+2 Q C + V σ e
k

 -+- 2 C/, Λ c'·e'* 
ι = 1 A*=st /ι,/! = Ι 

η Ί " 

,-^Cof e< e
k
 + V Cf,? e

;
, t"' -l· V A7, ■*· e

Al
 e

kt
 -I-. . . 

/, λ =1 /, A* ™ 1 

sera appelée un tenseur mixte. Son terme général (un tenseur homo-
gène d'ordre ω) peut s'écrire 

η " M 

t«) A= 2 Π"*'*· ' 
/«./·«( = i L ν = ι _ 

où, par définition, l'un des deux indices /,, et A\ est zéro, eu = e
0
= ι. 

de sorte que le nombre des e effectifs est ω. Si tous les λ\, sont nuls, le 
tenseur est covariant. Si tous les /'

v
 sont nuls, le tenseur est contre-

variant. Nous dirons que les tenseurs énumérés sont exprimés dans le 
système (.x·', ..., c,, e2, e

w
; e', c?2, e"). 

Pour simplifier l'écriture, nous suivrons l'usage général d'omettre 
les Σ quand il y a deux indices identiques en haut et en bas dans le 
même terme, et nous écrirons l'expression (6) sous la forme abrégée 

(") A A.('. «Λ e
kj) 

où 
a= i, l2..iw, 

et nous avons supprimé le signe de produit devant les tenseurs élémen-
taires. D'habitude, nous désignerons brièvement les tenseurs par des 
lettres capitales et les coefficients ou composantes tensorielles par la 
même lettre affectée d'indices convenables. 

4. L'ADDITION ET LA MULTIPLICATION. — L'égalité de deux tenseurs est 
définie par l'identité dans le même système. 

L'addition consiste dans l'addition des coefficients correspondants 
s'il y en a, et dans l'addition formelle dans le cas contraire. Par 
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exemple, 
(8) A 'î* Β e'\ ^ A ** -F- BJ^ E''->E

K
^ 

il est facile à voir que l'addition est associative et commutative. 
La multiplication est définie par les conventions suivantes. Les pro-

duits eV, e'eje^ ... des tenseurs fondamentaux sont considérés 
comme des nouveaux tenseurs élémentaires, c'est-à-dire que nous 
supposerons qu'il n'y a pas de relation entre les produits de ce genre 
qui permettrait d'exprimer l'un d'eux comme une forme linéaire 
homogène des autres. Par exemple, e1 e·' et ej e' ne sont ni égaux ni 
opposés; ils sont indépendants l'un de l'autre. Nous supposerons que 
la multiplication est associative et qu'e'le est distributive par rapport 
à l'addition, c'est-à-dire que le produit de deux tenseurs est déterminé 
par une multiplication formelle ordinaire sans supposer cependant 
qu'elle soit commutative. Par exemple, 

(9) λ 'fi>'<e
/lV
BeJ^e,.

k
=: B'^Vvi'^.eÀo.,, 

où 
ω, to 

e1'·- e
k

 . c ';-. — | [ e
k

,
t

 [ | e':·. e/.,. 
V = l U.= I 

Le produit de deux tenseurs homogènes d'ordres co, et co
2
 respective-

ment est un tenseur d'ordre ω, -H (o.
Jt 

ΐ>. LA LOI DU PRODUIT KST VALARLE, c'est-à-dire (jue le produit tensoriel 
est zéro si, l'un, des facteurs est zéro, et seulement dans ce cas. 

La première partie du théorème est évidente, puisque chaque ternie 
de produit contient comme facteur un coefficient de chaque tenseur. 
Pour démontrer la seconde partie, considérons d'abord le produit de 
deux tenseurs homogènes (y). La condition 

(10) Λ.Β —Υ 

signifie que 

(11) Α. ΑΝΒ'/;Λ' = Ο 
-'ν- "V 

pour n'importe quelle combinaison des indices. Par conséquent, 
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si Β φ ο, il y a un coefficient B./\ qui n'est pas nul. D'après (ι τ ), 

Λ '' Ί — ο 
• / ν · 

pour chaque combinaison des indices, c'est-à-dire A = o. c. Q. Ι. H. 

Si nous remarquons enfin que la multiplication est distributive et 
que tous les termes résultant d'une multiplication formelle sont indé-
pendants, c'est-à-dire doivent être zéro séparément si le produit est 
supposé nul, le théorème est démontré aussi pour les tenseurs non 
homogènes. 

(i. LA CONTRACTION (Verjuengung). — Posons 

(12) |_ei eke| = 
o si k y-i, 
ι si /, —- / ; 

ο si Â i. 
(13) |-ekei_|) 

ι si /. — i. 

et, plus généralement, 

( 14 ) - I | cl,. - = | J e' · i-L,., 
v i 5. / î- 1 / ς, k χ · 

ou (/ρ, Α
σ

) sous le signe Π indique que le facteur el^e
kn

 est supprimé. 
Nous supposerons que la contraction ainsi définie et l'addition sont 

intervertibles de façon que 

(ι5) |-Λ-|^ =
 1/7

 '?'l J J e'.eji.. 
F Σ _'S=I J 

où [/1,= ip| indique qu'on a remplacé k
a
 par iy 

7. LA DERIVATION. — Le tenseur le plus simple qu'on peut former 
par dérivation est 

(16) df dxiei, 

Les recherches de Christofïel ont montré cependant que, dans un 
changement de variables, les dérivées secondes de /, de même que les 
dérivées premières des composantes tensorielles, 11e se transforment 
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pas selon les règles que nous imposons aux tenseurs. 11 en résulte que 
nous devons modifier considérablement le procédé de dérivation alin 
de l'encadrer dans le Calcul tensoriel. Pour éviter l'introduction de la 
métrique, nous généralisons la notion de dérivation covariante de 
Christoffel. 

Introduisons à cet effet deux suites de fonctions (') arbitrairement 
données, les « paramètres de dérivation », 

( '7 ) · · ·. ·>·"' ) eL <·/!»,„ (·'■'> · · · ' ) («> J> — ', 3, . . ., w ) 

et posons 

(18) DA_k Dx2 = dA -k dxr+ A-k ,; d_ d|dxu co + A -ky doerr+ A-k dik+ si o k Cs dr, 

où s parcourt successivement tous les indices en bas et en haut. Nous 
appellerons le tenseur 

(19) = DA Dx= DA_k, Dxr ei, ek, er; 

/« dérivée lensorielle du tenseur A = Λ' ' e'->a,. " ' ν * ' 
La dérivée tensorielle d'un tenseur d'ordre zéro, c'est-à-dire celle 

d'une fonction/(V, .. x") se réduit au tenseur (16). On a donc 

(20) Df Dxr= df dxr. 

8. RÈGLES DE DERIVATION. — Comme le second membre de (18) est 
linéaire et homogène par rapport aux composantes tensorielles et à 
leurs dérivées, nous avons la règle 

(21) D(A+B) Dx = DA Dx+DB Dx,; 

Pour établir la règle 

(22) D(-ky- Bil jµ Dxr = DA -ky Dxr B -kµ Dxr + A -k -i% DB 

(') La première suite correspond aux composantes de la connexion affine de 
M. WEVL (voir WEYL, Rauniy Zeit> Mciterie, 3° édition, p. ιοί). 
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nous n'avons qu'à remarquer que le premier membre s'écrit 

B (A-ki -ik B -l -ljk) Dxr + enir A-k u +-iu-|ip=s| = B lm j+e nk snorA-ksnr A- ku i =si| B ilpd 

+ voj r A_ku _u-C' |u=s| + c o' psor A-ku -iju B di|xi=si 

= 0 A -ky - dxr + coiur A-ku id|ip=si + co co k cor A -ko ij - |ky-si) B-lx ly 

+ A-ku -ki db ily jiuxxr+ cs oj rB 'u -ji =si + co sour BV= ilx _j -| xy_si 

DA
-:·" -,..DH:V 

;ΊΙ7"Ι: <:·· " v ·· "177" 

Ce qui prouve la règle. 

9. LA CONTRACTION ET LA DÉRIVATION. — Nous allons établir la propo-
sition suivante : La condition nécessaire et su ffisante pour que la 
contraction et la dérivation soient inlervertibles est que Von ait 

( 23) 4- c%= ο ( ./', m = 1, 2, . .., η ). 

Pour montrer que la condition est nécessaire, considérons le ten-
seur ei ej (i φ]), c'est-à-dire le tenseur AJf eae^ où tous les coefficients 
sont zéro, sauf un (quand α =■ i et β = j) et ce coefficient est égal à ι. 

D'après la règle 

~ ( Af ea cp) = -H c'oxt· + A S* é§,\ e*
 e>

 e'\ 

on a 
^ (c" ej) — a,. e* e.j e

r 4- cf
Qr

 e>~ ep e'\ 

de sorte que la contraction de -§jA
e

' ?/) par rapport aux deux premiers 

indices donne 

" j^: («' t'j·)- — (t-J
yi

. 4- c%
r

) e'·. 

D autre part, 
h ej Ί - « 
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est un tenseur d'ordre zéro, par suite 

d | -ei ej- Dxr = o | -ei ej - dxr =o, 

L'équation 
, D , · χ . β , · 1 
Dx 1.2 Dx j, 

qui exprime que pour le tenseur considéré la contraction et la déri-
vation sont intervertibles, exige donc que les conditions (23) soient 
satisfaites. 

10. Pour montrer que les mêmes conditions sont suffisantes, nous 
remarquons que, d'après (18), 

DA Dx -kuy xr| = E dA -ky (ky=iµ dxr + E iu so A -ku id|iq=s| cs o ipr ik r =iµ 

+ E kr E s A-ky iv- k = si c so r kp vµ= k ud 

où s parcourt successivement tous les indices iv et /tv. 
D'autre part, 

^ I ·Λ- "I (VAj_) ΰ Κ " I ('-;\Μ γ ι , *·, - ι 
Dxr dxr s i µ k o |ip=s| c o i rps 

+ E s -A -k iy | k p=si iµ, ko c o kp s o r, 

où s parcourt tous les indices «v
 et k

n sauf iμ et A
T

. 
Il s'ensuit que 

|DA -ku Dxr _D -A -ku -i Dxr |(iµ , kn);, 

= µE iµ E A s -k i - -iµ=s| coi µ rs) |ko=iµ + Eko s A -ku iv - |ko=s| o k cs o r i µ k=o-

Σ  - /.·, - s Y » '
 A

'·' '
 1 Av=s|

 .
oa 

*··< a', A· 

= E A -k iy i ko iµ (c o x rs + c os x or); 
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et cela s'annule bien si les conditions (23) sont satisfaites, ce que nous 
supposerons dans la suite de ce travail. 

11. CHANGEMENT DE VARIABLES. — Regardons le changement de va-
riables 

(24) e= ei (x1, .., xn), 

( ->5 ) d'i' (fjd — l'j (/.r'. 
0.vJ ·' 

Nous supposons que le déterminant des l) = n'est pas nul, de soiïo 

que nous pouvons résoudre (24)par rapport aux inconnues 

('•'•Ο) .... ς"). 

(»7) = %<'! = -'<<&■ 

Nous définissons la transformation des tenseurs par celle des tenseurs 
élémentaires en posant 

(28) zi = tij ei, 
(29) c, - 7J

t
 ej, 

et en exigeant que les tenseurs soient invariants par rapport à une 
transformation quelconque des coordonnées. 

Pour en déduire la loi de transformation pour les coefficients Λ /,v , 
nous remarquons que 

(3o) ϋΑ·—·ήε'\ ek--fk£
t
· 

car 

(31) zi j t j = dxi dej di dxk = 
ο si i /,·, 

ι si t — /,·, 

et, de même, 

(82) ~ίή — 
si i Â , 

I si / rr: 

Si nous appelons A' le tenseur transformé, l'équation 

(33) Λ = A', 
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jointe aux équations (28) et (29), donne 

- A-. - Yv " -■—■- «v
 A· 

( ^ /
v

 - ~ s - α, - h
v

 τγ
ν
 ' 

V 
ou bien 

A -x v yv =) A-k -iy- U rx iv , kyv kv, 
ν 

où, au second membre, les variables .xr1, a·" sont partout remplacées 
par les fonctions ^(χ*1, .χΛ), ..., &,M). 

12. Nous allons démontrer que le changement de variables et les 
trois opérations, l'addition, la multiplication et la contraction sont 
intervertibles, c'est-à-dire que 

(3:>) A'+IV=(A + B )', 

(36) A\B'=(AB)', 

(37) L-A'-L - 1-A-L'. 

Pour démontrer (35) et (36), il suffit de remarquer que les coeffi-
cients transformés sont des formes homogènes et linéaires des coeffi-
cients anciens et que la multiplication est distributive. 

Pour démontrer (37), calculons séparément les deux membres. 
On a 

ΐΑ-ι;=ίΣ
Α;

ν""
=

'ΊΠ^ί Π>*. 

et 

| A'= aµ, yr= [A( u-uv -xy| uo=xµ | U (xµ , u, ) ea , euv; 

Mais, d'après (^3i) et (34), ces deux expressions sont identiques, ce 
qui démontre le théorème. 

15. DÉRIVATION ET CHANGEMENT DE VARIABLES. — THÉORÈME : Pour que 
la dérivation et le changement de variables soient intervertibles, il 
faut et il suffit que la transformation des paramètres de dérivation 

Journ. de Math., tome III. — Faso. I. 1924. 12 
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soît effectuée d'après ta règle 

( 38) <·!,,/, ~ l); ̂  + ~sttj t] y*
ir

. 

(3f)) ''î'/A — -3 ^7 -f- - ρ '/Ïr; · 

Nous avons à montrer que l'équation 

(<0)
 Μ^ΙΤΓ 

est une conséquence de (38) et (3q), et réciproquement. 
Il suffit de la faire voir pour les tenseurs homogènes, c'est-à-dire 

que nous avons à établir l'égalité 

(41) DA Dxm -kv -iv m µ U d xi tk u = DA' - u i- DEµ,; 

La forme explicite du premier membre s'écril 

-k u;d 

«») y-^- + A·,· ν»+ ·ν ' «»'
m
 Πν*.· 

V 

Celle du second est 

'-v. -

• r % ^ ^Λ- . ν ' Τ·.· . * » ' ■ Y·, - IYJ=TI .11 R
? dE * x, -|xi-r o x pµ xin y odx 

Si dans (42) nous remplaçons c'
0//

. et c"
0
y

A
. par leurs valeurs données 

par les équations (38) et (3q), les termes ne contenant pas les para-
mètres γ*3ν, γ'2τ s'écrivent 

dAv ^ ^ *. - ρ g A- ■ · Λ 1 - " "Π" v rp µ di n e o B t s 
à#»' ' -'ν · i'

?
=·-·) 's »i<)c* "V *? d.r'" J > JLJ. *αν >'■: 

A- kv m i y yv -ku dzap i y -ky-kv=s m i v cyu;, 
= ~à^r >11 7»

v

h,.+Λ· ^jrll %+ A- '·,- ' ^>11 \'/-v1 

■ „y. ^ 
car 

β y m i. dr«j (ÎTOt, 
b'jbw > 'a,

 â
çr ()>μ 
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et 
dt B dt y d 
/·?/'? i_ l_. 
"β k? <)x'" àx'" 

D'autre part, d'après la règle de la transformation des composantes 
tensorielles, 

DA -kb_ dA -ky m iv yuc -iv yv -ky zi p -kv - dtp m di ry,; 
f)lv- ' ()xm > 11 k*v '<··> f ' -/ν

 r

|ïa 11 %«v /·ν "1~ ' -'ν- dxm > 1-1 '*·< '·■' 
Ί ' (ί'ο) <Α'ο) 

= dA-ku d xm = m µ iv x, kv+ A-kv i j| i= dixc de rp e Eµ div av ty k 
ν (ί

?
| 

+ A -kv -iv -|le _ si dts dxm zµm c xb iv tkv ez, 
(*·») 

ce qui montre bien que dans l'équation (4'Ό transformée et dans (43) 
les termes en γ'

0/Α
, sont identiques. 

Les termes en γ dans l'expression (4^) transformée s'écrivent 

' ·ί,·|ί4=ί| Ci/οβγ IX va„Cv ^ t - A, - 7β CC/aoyC· |_1 lavCv A U e av ltyu kyid,+ ls rB 
ν ν 

, ·/..,· α ιτ Υ, , · /ι7-1 /.·, =Α· Ι α ογ„ τ χ ιν ϊν 

·"" ■ /V· ι.<1
 τ

α 7o*

f

ij. 1J ?

«

ν

C
v

 + 'V i.
t

- ' C 7αομ Μ τ

«

ν

C
v

 ' 

et en remplaçant τ«, respectivement /*, dans le produit II corres-
pondant, 

= A -di d U i zx, ty vk v o y x µ + (A -ku vU ) = e| yp = sux ou yop,; 
ν / Ια

&
=τ! \ V / 

ce qui démontre que l'identité (4i) est une conséquence des équa-
tions (38) et (3q). Réciproquement, si l'on écrit que l'équation (4i) 
est satisfaite pour les tenseurs du type A*e* et Α,-e1, on voit aisément 
que les équations(38) et (3q) doivent être satisfaites. Q. E. D. 

Remarquons que le même raisonnement, avec de légères modifi-
cations, s'applique aussi au cas d'une ligne tensorielle A;C'(/) définie 
le long d'une ligne x'(l) sans que le tenseur soit défini ailleurs. C'est· 
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à-dire que la dérivée de ία ligne tensorielle 

(191) DA-ku- dA-ky i- d + -kv dxm x A-kn|kx -s | dx m okp,; 
D/ dt y ·-'!. ris dt >ft"' 

définie le long de ht courbe considérée, se transforme d'après les 
règles tensoriell.es. 

11. TIIKOUÈME. — Si la contraction et la dérivation sont inlerver-
tibles dans un système, elles le sont aussi dans le système trans-
formé. C'est-à-dire, ^ràce aux relations (38) et (39), les équations 

(44) ya o By+ uox Boy=o: 

sont les conséquences des équations (a3). 
Comme les équations (38) et (39) sont résolues par rapport 

aux c'
0/A

., c*(k, nous prenons γ£,, pour les paramètres originaires. 
Etant donné que 

;ΐ γ dji _ Β ̂  _ _ àfj _i 
.1 a je: j (j ri> ()

%

y ' ρ 

les équations (38) et (39) nous donnent 

c'°·' '·■+ c% A· — ■ k ή Ί {y^v yj,a
0
v ) — °-

ce qui prouve la proposition. 

14. RESUME. — Dans ce qui précède, nous avons construit un cadre 
pour le Calcul tensoriel. Partis d'une représentation concrète des ten-
seurs, nous avons défini quatre opérations fondamentales : l'addition, 
la multiplication, la contraction et la dérivation. L'un des faits fon-
damentaux du Calcul est que les résultats de ces opérations ne 
dépendent pas du système des variables indépendantes dont on se 
sert dans le Calcul, pourvu qu'on détermine les nouveaux paramètres 
par les équations (38) et (3q). 

Pour avoir une idée plus précise de la structure de ce Calcul, nous 
remarquons que la dérivation ne correspond pas exactement à l'opé-
ration du même nom du Calcul différentiel ordinaire. En effet, la 
dérivation ordinaire concerne les fonctions qui sont déjà des opéra-
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tions sur des éléments (les nombres) et conduit à une autre opération. 
Dans le Calcul tensoriel, les éléments mêmes sont des groupes de 
fonctions, et la dérivation se range ainsi dans la classe des opérations 
primaires. 

D'autre part, les quatre opérations fondamentales sur les tenseurs 
nous donnent une idée suffisamment claire du passage d'un tenseur 
à un autre. La combinaison arbitraire de ces opérations, secondée par 
une notation simple, constitue une idée suffisamment claire de la fonc-
tion (opéralion) tensorielle. 

On pourrait se proposer d'étudier, par exemple, la fonction tenso-
rielle homogène et linéaire a(X), définie par la condition 

y.( \ ι- Y ) — α(\ ) ■+■ y.( V ), 

où X et Y sont des tenseurs quelconques d'une certaine classe tenso-
rielle. Les fonctions tensorielles 

'·(.<·' '■">*. I I· ^ 

sont des solutions de l'équation proposée. 
Considérons, enfin, l'accroissement α(Χ H) — a(X), où le ten-

seur H tend vers le tenseur O, et supposons qu'il existe une fonction 
tensorielle α'(Χ ) telle que 

«(X -+- II) — λ(Χ) — IIα'(X) — IIε(11), 

où ε (H) tend vers zéro avec II. L'opération tensorielle conduisant 
de a(X) à a'(X) correspond cette fois exactement à la dérivation 
ordinaire. Plus généralement, on peut définir la différentielle fonc-
tionnelle de a(X) par la limite 

lim x)o dx (X+eH dx); 

pourvu que cette limite existe. 

If. — Le déplacement des tenseurs. 

16. LA DÉFINITION DU DÉPLACEMENT TENSORIEL. — Le Calcul tensoriel 
développé dans le premier Chapitre est un Calcul local, c'est-à-dire 
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que les opérations (l'addition, la multiplication, la contraction et la 
dérivation) ne sont définies que pour les tenseurs attachés au même 
point et conduisent toujours à de tels tenseurs. L'objet de ce Chapitre 
est d'établir une relation entre les tenseurs attachés à des points diffé-
rents et d'étudier les propriétés des opérations fondamentales par rap-
port à une telle relation. 

Notre point de départ sera la notion si heureuse du parallélisme de 
M. Levi-Oivita, convenablement généralisée. Imaginons un tenseur 
Af.'{p0) au pointp

{)
(xl, ..., ·ν"

0
) et essayons de déterminer une ligne 

tensorielle le long d'une courbe donnée G : '·'"(/) par la condition que 
Ton ail 

Ι)Λ Λ 

(45) -Dr = " 

en chaque point ρ : xy(t) de la courbe. Les équations (45) forment un 
système d'équations différentielles ordinaires avec les fonctions in-
connues A;}y'. Comme le nombre des équations est égal à celui des 
inconnues, les valeurs initiales données A'.%.'(p0) déterminent un ten-
seur A/ipXp) en chaque point ρ de la courbe. Le tenseur A;':\ sera 
appelé «le tenseur A.*;;;(/>„) déplacé en ρ ». Nous le désignerons au 
besoin par le symbole A;*\"(C; p

0
\p). 

La forme plus explicite de ( 45) est 

(46) dA -ly- dt + cs o i m dx mdt A-ky ij|ip= A |ky-kz=si =o, 

où dans les fonctions cjj* on remplace les variables xr par les 
fonctions de Si donc nous changeons la courbe, les coeffi-
cients du système (comme fonctions de i) changeront aussi, c'est-à-dire 
qu'à chaque courbe appartient un système (45). Par conséquent, les 
composantes lensorielles déplacées sont des fonctions de lignes. 

17. Ll· DEPLACEMENT DES TENSEUKS CONTItEVAIUANTS l)'OP>bl\E EN. — Coiisi-
dérons le cas particulier 

(47) DAk Dl=o, 

Ce système se réduit à celui proposé par M. Levi-Civila si l'on pose 
— I j* i ^ '0 //.- — ί ' > ' 
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Comme ce. cas particulier exige l'introduction de la métrique tenso-
rielle, nous nous tiendrons au cas général où l'on ne fait aucune hypo-
thèse particulière sur les paramètres de dérivation, excepté les condi-
tions (23). 

Pour intégrer le système (47)» nous suivrons d'aussi près que pos-
sible la première démonstration de Cauchy du théorème d'existence. 
A cet effet, partageons l'intervalle (/„, /) en intervalles (*,·, /,·+,)> 
/ = ο, 1. ..., ν avec Λ,

+ ι
 = t, et posons 

_Em (k oxm dxm dt) , (li+ 1_li) = A c k o x, 
m 

f\ous aurons 
A7·' ( î{ ) = A7·' ( /0 ) -ι- Δ0 <. A*( i0 ). 

ou, plus généralement, 

A*( l*,·) = A*(*,) + Δ/c*..A«( l,). 

Nous Lrouvons de cette façon 

(48) Λ7 (/) ξ A*(/„)/,, /s ί.
η

 Γ) ζ= Α'··(/0) -+- Α«(/0) 

Χ j 2
 Λ
'^Σ ( Σ

 Δ/
^)

 Δ
'·
 c
k ■+■■ · · 

i=o i=1 tl=o 
v vi iµ _i_1 

- Σ Σ ν 
= -·1 /.,= (λ ·· 2 /'.,-ΐι 

Au co xv Ai co xv diA v_ co xz nxe Ack oxn, 

La limite de cette expression quand le maximum des valeurs |//+, — /,| 
lend vers zéro nous conduit à la série 

(49) A7·'(C ; />„ ) ρ) -- A7·' {p
0
 ) + Λ * (p

0
 ) 

X
U,

 λ
'»α( U <;)<«+··· 

+ f j '·· ί ^(7μ> ('M-·)· · ' 
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OÙ 

f ''<>=-f Σ i>' <')··· · - ·*" < ' ir '"· 
1 '< m 

18. Nous allons maintenant démontrer : i° que, sous certaines 
conditions générales, la série ainsi trouvée est convergente; 20 que, 
pour une courbe déterminée C, l'expression AA(C; p0lp) comme 
fonction de t satisfait aux équations (47)· 

Soit Mp la limite supérieure des fonctions IcJJ dans l'hypersphère 
de rayon p, le centre au point xr(l

0
), et soit 

(5o) L
(
/) = i/' |^Λ. 

I» = l' 

Comme 
ti 

2/ ='·<'>/ M ̂ =■'«>· 
//ι — ! rt " 

car L est une fonction positive croissante de son argument, on a 
ft 

| A*(C;-,ρ,ίρ) I < I 1 + 21
 Α

*
(

/'·
)

 I !
 LM

?
+

 (
LM

P)
!

 + · ·■! · 
α = ι 

Cela montre que la série (49) converge absolument et uniformément 
pour les courbes dans l'hypersphère de rayon ρ'<7ρ si le nombre L 

correspondant est inférieur «à — · 
ΛΙρ 

19. Pour démontrer que les quantités AA(C; pAp) définies par les 
séries convergentes (49) satisfont aux équations (47), posons 

<·") Κ""(V> = /"'··· Γ" . 
1 Λ. ' 

On a de cette façon 

(as) AA'(C:/vî/>) ~ Λ*ί/>„) A *{/>„) .ν£
α
 ( C ; /

0f
 t) 

avec 
* w 

(53) .vî
a

(C: /„. 0=2
 F

*(^· 
υ. — 1 
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Mais 

F k x (1) = Fx x dv k ok ,= _ (µ _1 Fe (z) ck o dx m(z)à dxm dv drin 

de sorte que 

(µ) dk k u (l) dt = (µ_l) Fx, x (l) ck n a, m(l) dv m dt, 

Par conséquent, 

(54) dsoc k dt, = dF'k a dt_ _E µ=o ck o x m(là dx m dt (µ_1 Fe (l) _c k o cm dx dt m E µ=2 x (xi) F' (i); 

parce que la série diflerenliée est aussi convergente (absolument et 
uniformément). Comme 

r/K'à /. dx'" 
HT ~ c'oa '" ~d7* 

nous voyons que les AA(C; p
0

 \ p), comme fonctions de /, satisfont 
réellement aux équations (47)· D'après le théorème d'existence de 
( iauchy, c'est l'unique solution de ce système. 

20. LE DEPLACEMENT DES TENSEURS D'ORDRE ET DE TYPE QUELCONQUE.— 

Le procédé précédent s'applique sans aucune modification au système 

DA< (o0) -nr =
 u

· 

On obtient ainsi la formule 

( M ) Λ ι (. C ; p
{
, f ρ ) = Λ ,·( p

0
 ) -4- A

a
(p

{
, ) s)'* 

avec 

(i-) .,»»= f dcf+ f ( f jrftf.(T)+... 
* 'o ^'o \'\ 

(57) s o xi = dc ex i + fi to dc o x a, dvoi (z) + ... 

Pour indiquer l'extension du procédé aiix tenseurs d'ordre supé-

Journ. de Math., tonic III. —- Fas·:. L ny*.». '3 
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rieur, nous remarquons que 

(58) ds l o x dt+ clom dxm dt+ ckoBm dxm dt sBxx=o, 

et 

(59) dsi dm dt+ ci om dx mdt+ coB i om dx m dt soa B=o, 

Et nous allons examiner le cas particulier 

(60) DA k1k2 Dt=o, 

c'est-à-dire 

(61) dAli la dt + Ael, cklom dxm dt +Al, x ck d dx m dt=o, 

On vérilie aisément que les fonctions de l 

(62) ΛΜ,=Τ ΑΜ·',( /;„) 4- -H Α/·,κ(/;
υ

).<;ά + AM(7,
n

) .y^s^ 

forment la solution de (61). On a, en effet, 

'fiT =
 ^ +α«»(

Λ

) + α»(?,)&*$, 

c'est-à-dire, grâce aux équations (58) et (5q), 

dA k1,k2 dt = Axk, (p= dxm dt (ck vom+ cok1 oi yum so y o) + A k1 s(po) dx mdt (cko xm+ cko m soi x),; 
dxm 
~Jf Α·α^ (/>·) I (c5i„, + ('.r!'

W
 Aia ) Λ'οβ + 5f,i ("+" c'di"> ·%) !· 

D'autre part, les deux derniers termes du premier membre de (61) 
s'écrivent 

dx '» 

~ <%„ -jjf (ay*'(/A>) + Α#χβ (/»«,) am; 4- Aïa(/J
0

) 5^ 4- A*P(p
0
)^; -^) 

H rm 

- Φ
(
,
η
 (Α*Ήρ<>) + Αα^(/>

0
) .4+ αμ(,)4 4- Ααβ(/;

0
).<· Λ·;{

ρ

). 

Par conséquent, les fonctions AM-', définies par (62), /cs co/ra-
posantes du tenseur AMs <?

A)
 déplacé de />,, en ρ le long de C. 
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21. On obtient de la même manière la solution du système 

(63) -
r

 = " 

sous la forme 

(6'I) A,V.,(C: />„»/>) - - Λ,,,.. (/>„) 4- ΑΒΙ·4 (p0) ή* 4- Λ,·,Α (/4) .*'JF -l- Α,Φ (/>„) 

Celle du système 

(65) DA o k i Dl=o, 

est donnée par l'expression 

(66) \ f ( C ; ; /> ) ~ Af(p,) 4- Α?Α (/?
N
 ) s!ï

x 4- A®*" (p
0
 ) s}* 4- AJ(ρ

ύ
) s«-a . 

On voit ainsi que la formule générale, c'est-à-dire la solution du 
système 

DAk: " 
,6"> -τïr=0 

s'écrit 

(68) A. ( C; p0]p) 

= A -kv -k, (po) + <=+ s<=w E A-kv - i-ijç| -ki B1= B1...kqi =B don= di pr=xir(po) soxci .. silov silon B1 d..sdsioB; 
r.s -0, I to 

ce qu'on peut d'ailleurs vérifier directement. 

22. OPÉRATIONS HT DÉPLACEMENT. — Nous allons maintenant étudier 
la relation entre les opérations tensorielles et le déplacement des ten-
seurs. Le résultat général qui se dégagera de cette étude est qu'o/ι peut 
intervertir le déplacement cl les opérations addition, multiplication 
et contraction. Quelques exemples feront voir ce que nous entendons 
par cela. 

On a, d'une part, 

(A* 4- BA") (C; p
0
\p) = (A/I'4- BQ (pQ) 4- (A«+ BA) (/>

0
)4« 

et 
ΑΛ'(0; Po\p) = A.^(/J0) 4- Aα(/)0)4α, 

(C; p*\p) = B*(p0) + Β»(/?,)«ok 
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d'autre part. Far conséquent, 

(69) (Λ*·-4- Β*·) (C; /'ο ν//) — :V*'(C; ρ9) ρ) p4l>)· 

Comme le second membre de (68) est linéaire et homogène par rap-
port aux composantes tensorielles en p

0
, la règle est générale : 

La somme de deux tenseurs déplacés est égale à leur somme 
déplacée. 

Considérons maintenant le produit de deux tenseurs. On a 

( A*'«B*'«) (C; Po\p) 

= (A*' W'-)(p
0

) + ( AαB*«) (ρ
Λ

) .<■ -h ( A/'· h*) (/'0) ·<ά + (Λα BP) (p0) ■*,& 

D'autre part, 

A*' (C; p4p) Β'·'» ( C ; p„p) ~ [A *>(p
0

) + Α*{ρ
0

) ] .«fc ] [B*q/;J 4- B!d (p
0

) 

ce qui montre bien que 

(70) ( ΑΛ< B*0 (C ; p
0
ïp ) = A'·'·(C; polp) B**(C ; p0 Jp). 

La règle est générale : Le produit de deux tenseurs déplacés est 
égal au produit déplacé. 

25. LES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONNELLES IJ
A

ETJJ
E

. — Avant de passer 
à la contraction, nous allons établir deux propriétés importantes des 
fonctionnelles s-A, sf

a
. L'une est exprimée par les équations 

(71) ·>'/*(C; po\p) 

= ΡοΡι) + (C; pLp) -4- .^*(C; p
()
iPi)(C; />,</;) 

et 

(72) 4a(C; polp) 

= c
x
(C; po\Pi) +-«oa(C;/>,(^) + .vP

x
(C;pé{p), 

ou /?, est un point de C entre p
0 et p. 

Comme l'équation 

(73) DAk Dt=o, 

détermine A* d'une manière univoque le long de la courbe C quand 
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les valeurs initiales A*(p
n
) sont données, on doit avoir identiquement 

■V' (G ; />„ ·. p) ~ A*'(G ; />„ i />, y />). 
Mais 

(;'G VqG; f>,
 :
 ρ ) — A/ ( p„ ) H- Aa(/^)4,(C; />„■/') 

Cl 

(.;·») Vk(G; ;■/.<) 

- V*"(C ; :■/?, ) -f- Λ ·* ( G ; />„:>,) .«$,( G: />,;/>) 

— A * ( /',» ) 4- A" ( />u ) .s'a ( G : p
{t

 : /;, ) 

+ [ V3(/>„)4- Aa(/>J.vf'
a

(G; /.>„. ).1 so«i(G; ρ
{
\ρ) 

G· (/>,1 M- \a (/',») | Λ'ό'α (G; /'
0, /->!) 4- fi'lixÇG; /?i ? /.> ) 

4- .sf
x
 (G; />„/>,) .9,^ ( G ; ρ, ; /?) |. 

Comme les seconds membres des équations (74) et (70) doivent 
être identiques pour n'importe quel tenseur À *(/?«), la condition(7i)esl 
nécessairement satisfaite. On établit de même la condition (72). On 
peut d'ailleurs les vérifier directement par la forme explicite des fonc-
tionnelles ί}α

 et 5/* . 
Cette propriété des fonctionnelles cinématiques fait voir d'une façon 

explicite que le déplacement des tenseurs est indépendant des arrêts 
intermédiaires. 

L'autre propriété de ces fonctionnelles est exprimée par l'équation 

( 7 fi ) *0/ 4- ή'' 4- .Vj,· .^α'1 — O. 

On le démontre sans peine en remarquant que, grace à l'équation (5q), 

<t{4i s';K 4-.G,· 4'') 
dt 

ri r'1' 
* * I | /)θ/< 1 . λΟλ' nO/fc ^ , L ï»//W ~ *Ό.ί/Μ Λ0i r ^/ll/ZI ~ K't\\m °.v 

4- (c£o'm 4~ i"^)So/4- sâ/l (coim 4- rj
4
.
/;t

.^
w

·) J — Ο 

en vertu des conditions (,23). Comme la valeur initiale de la fonction 
de t : s*· 4- sf 4- s%.9«' est zéro, cette fonction est nulle pour toute 
valeur de c'est-à-dire le long de C. 

2i. CONTRACTION ET DÉPLACEMENT. — Prenons maintenant un tenseur 
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mixte quelconque, par exemple AJ,,(^0). Sa valeur le long de C est 
déterminée par l'expression 

■MΛ'ϊ/0 
^\tt'j^P^) -'^o/y (/'«*) *vox + V17/ ( P*\) Λ'/α Vf/α (/V) ·ν/α ~r ( /Λ» ) s(l 

a 

A«
jS H- Λ* «, (/'„1 Ajîji.. (/'«)·4 .V?? *'}·'. 

La contraction par rapport aux indices k et / donne 

I V£,7 (C; /'«?/>) I 
A./ 

= Al o i l + Ax v i l s l o x + A lo vvo sa i + Ak o i x so n +lm Ask so^pv 

+ A x o i B s l o x s oB k + A lk o u x n o x so B d++ A dl ox so B sind 

=A l o i k+ A k o x ls so xi + A x o ik (s o , + sB sx sn k B+) A x o !B dl+ so c + s a o k + ynd+x so,'( 

c'est-à-dire par (76) 

- * 0,7 (C ; />o ν /») ~| — V*,
7
, (/7

0
 ϊ 7- \&* ( />0 ) Λ?* :r: ( Λ£

/7
, ϊ /)„ ( C ; />„ ! /> ) ; 

Α". / 

ce qui montre bien que déplacement et contraction sont inletver-
tibles. La règle s'étend sans peine au cas général. 

Une relation pareille entre déplacement et dérivation est impossible. 
En effet, le déplacement n'est pas défini pour des champs de tenseurs 
et ce sont les seuls qu'on peut différentier. Notre définition du dépla-
cement tensoriel ne s'applique qu'à un tenseur « numérique » A. · '. (/>„) 

attaché à un point et, en général, la méthode proposée dans ce travail 
(ni aucune autre méthode connue) ne s'étend pas à la définition par 
déplacement des champs de tenseurs à dimension 2, etc. 

D'autre part, la dérivation d'une ligne de tenseur créée parle dépla-
cement conduit toujours au tenseur zéro. Par conséquent, si l'on ima-

gine le tenseur initial A \p
0
) comme une valeur du champ tensoriel 

constamment égal à cette valeur, on peut dire que, dans ce sens, dépla-
cement et dérivation sont aussi intervertibles. 

25. LA DÉRIVATION GÉNÉRALISÉE. — Toutes les propriétés de la trans-
lation tensorielle établies dans ce qui précède s'étendent sans modifi-
cation au cas général où l'on remplace la définition (ιρ<) (§ 13) de la 
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dérivée tensorielle le long d'une courbe donnée par la définition plus 
générale 

• /,■, ■ ■ -
DA. /

v
. dÀ. ,-

y
. o.a - · k., ■ U\-.x\ 

177} ~ΰΓ = ~~3Γ" + f'· A■ '·' · ««·« + ■/VaΛ■ '· ■ 

où a et /Ja sont des fonctions arbitraires des variables 

xi, xi= dx' dt; di, x 

On vérifie aisément que la dérivation ainsi définie est intervertible 
avec l'addition et que 

D (ABà Dl= DA Dl D=B+A DB Dl; 

Gontraclion et dérivation sont intervertibles si et seulement si 

( 7^ ' J »·* /«''' — °* 

La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée tenso-
rielle (77) se transforme connue un tenseur de type A."'"'" est que les 

paramètres /7,a et /ΐ
α
 soient transformés d'après les règles 

(79) dzl dt+ f p o d= z = doni donp, 

ι ή - '^7 +/r<i = ?ô·'^· 

où φ ία eÎ ?/'a sont des paramètres pour les variables ξ1. Lorsque
 a

, 

/J* sont les polynômes en les conditions (78) seront rem-
plies pour toutes les courbes si les coefficients satisfont à (78). Les 
conditions (79) et (80) sont satisfaites pour toutes les courbes si l'on 

transforme les coefficients de xm comme les cj
 α

 et c°/
iû ni

 et si l'on 
transforme les autres coefficients comme des tenseurs Cl o , a m, m,.. 

et Co a, k ; m1, m21...., 

26. A TRANSLATION GKNERALISRE. — On vérifie aussi sans peine que la 
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solution du système d'équations différentielles 

DA' 
—rr— =. Ο Dt 

se réduisant à A*(/
0
) pour t = /

0
 est donnée par l'expression 

V· ( C ; />„ μ ) =λΑ (ρ
0
)~ Λα(p„ ) six{C ; />„ ί μ) 

avec 

*·>.*—2 f I f ^ο.'ά^τμ^τμ^ο.α ^T!A-')· · i µ di (ei d o d.., don dinjd mdzn don(zi) dzoinc 

La série est convergente pour toutes courbes C si les paramètres 
cinématiques restent bornés le long de C. On généralise de la même 
façon la translation des tenseurs covariantsdu premier ordre, de même 
que celui des tenseurs d'ordre et de type quelconque. 

Les propriétés fondamentales des fonctionnelles cinématiques s*
a
 et 

.s"α s'étendent aussi sans aucune modification à leurs formes généra-
lisées. Par conséquent les relations entre translation et les opérations 
d'addition, multiplication et contraction ne changent pas non plus. 

27. L' INTÉGRATION TEXsoRiELLE. — Le problème de résoudre l'équation 

<*"> d7=0 

correspond au problème de l'Analyse ordinaire où l'on propose de 
déterminer les fonctions à dérivée nulle. De la même manière, le pro-
blème de résoudre l'équation 

ο \ υ 
18.)

 "D7 — 

où ̂  indique la dérivation tensorielle généralisée ou non, correspond 

à l'intégration. Nous appellerons les solutions de (82) les primitives 
lensorielles de B. 

La méthode dont nous nous sommes servis pour résoudre (81) s'ap-
plique sans difficulté à l'équation plus générale (82). Par exemple 
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si Β = Bkek, nous aurons 

X*(C ;p,lp) 

= Ak(C\p
0
lp)-hSf f ··· f Β«μ-ΐί/τ

μ
/

ο

α^-2 </τ
μ
_,/£

αι
</τ·, 

µ=2 to 
OU 

DA* 

Di ~0, 

L expression 

, f B*dt f f ... Γ " B°V-I </Τ
Μ
/

O

E

;-« </Τ
Μ
_,.. ./*

Α
, RFR, 

to µ=1 

pourra être appelée Vintégrale tensorielle de B*. Les propriétés fon-
damentales 

(c) f ti to + (cç f l2 t1= (c) l2 to, 
et 

[oj" Bkdt-h
[0

J Ck dt — „/ (Ba'-h Ca ) dt, 

du moins pour un intervalle fini (i
0

, /,), résultent immédiatement 
du fait que l'intégrale est une solution d'un système d'équation de 
type (82). 

On obtient des résultats analogues pour les tenseurs d'ordre et de 
type quelconque. 

L'intégration tensorielle appliquée à un champ de tenseur 

Β^λ?1, ..., a;'1) 

conduit à un champ « fonctionnel » XA(C; ρύ\ρ) de tenseurs parce 
qu'on intègre des différentielles non exactes. C'est ainsi même dans le 
cas le plus simple où le champ de tenseurs s'évanouit complètement. 
La translation à la Levi-Civita correspond à ce dernier cas. 

28. LA DÉRIVATION TENSORIELLE PAR RAPPORT A UNE LIGNE. — D'après nos 
résultats précédents, un champ ponctuel de tenseurs n'est qu'un cas 
de dégénérescence. Le champ de tenseurs introduit par la translation 
dans toute considération géométrique et physique sur les tenseurs est 

Journ. de Mathtome III. — Fasc. I, 1924. '4 
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une notion beaucoup plus générale. On doit supposer qu'un tenseur 
est attaché à chaque élément d'une certaine classe de lignes. Il serait 
bien opportun d'étudier les fonctionnelles ainsi définies. 

On peut leur appliquer par exemple la dérivation globale ou locale 
par rapport à la ligne, c'est-à-dire calculer leur variation première 
quand on change la ligne globalement (') ou bien quand on ne le 
change qu'aux environs d'un point de la ligne (2). Pour en donner un 

DA* exemple ('), nous avons calculé la dérivée globale de AA'(C ;p0lp) 

par rapport àla ligne et nous sommes arrivé au résultat remarquable que, 
dans le cas des équations de M. Levi-Civita, cetle dérivée s'exprime au 
moyen du seul tenseur Riemann-Christoffel. 11 résulte en particulier 

DA* de notre formule que la dérivée locale de A*(C; pAp) Par rap-

port à la ligne au point p, est un simple champ de tenseur : celui du 
tenseur Riemann-Christofiél. 

Dans un travail prochain, nous nous servirons du Calcul tensoriel, 
amétrique, local et intégral, développé dans ce qui précède, pour 
étudier la Géométrie cinématique amétrique engendrée par le dépla-
cement tensoriel, de même que les conditions mathématiques de 
l'introduction de la métrique. 

(') P. LÉVY, Leçons d'Analyse fonctionnelle. Paris, Gauthier-Villars, 1922 
(collection de M. Borel), p. 48. 

(s) V. YOLTERRA, Fonctions de lignes. Paris, Gauthier-Villars, 1913 (col-
lection de M. Borel), p. 25. 

(') P. DIESES, Sur l'intégration des équations du déplacement parallèle de 
Ms Levi-Civita ( Rendiconti di Palermo, t. 47, 1923). 


