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REPARTITION DES MOLECULES D'UNE MASSE GAZEUSE, 403

Sur la répartition des molécules d’wne muasse gazeuse;

application @ la formule de Fan der Waals;

Par J. HAAG.

1. Considérons une masse gazeuse, comprenant N molécules sphé-
riques ct identiques, incluse dans un récipient de volume V; et pro-
posons-nous de calculer la probabilité P, pour qi’ily ait n molécules
dans un volume donné ¢, arbitraivement choisi dans V.

Lorsque les molécules sont infiniment petites, la question est trés

. e . Xt -
simple. La probabilité cherchée est e™ —, X étant la valeur probable

du nombre de molécules contenues dans ¢ ().

Je vais traiter, dans ce qui suit, le cas ot Lon tient compie des
dimensions des molécules. Chacune sera supposée entourée d’une
sphére protectrice, de volume e, & 'intéricur de laquelle le centre de
toute autre molécule ne saurait pénétrer. Par contre, en dchors des
sphéres protectrices, le centre d'une molécule quelconque peut occuper
n'importe quelle position, avec une probabilité que nous supposerons
uniforme. Cetle hypothése convient au cas ol les molécules sont des
sphéres ¢lastiques, n’exercant entre elles une action appréciable que
lorsqu’elles sont en contact. La sphére de protection a alors un rayon
double du rayon moléculaire et, par conséquent, un volume « huit fois
plus grand que celui de la molécule.

(V) Cf. BoreL, Introduction géométrique a quelques théories physiques,
Note V, et J. Hasg, Bulletin de la Société mathématique de France, 192}.
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I. — Probabilité pour qu’il y ait un centre de molécule
dans un volume infiniment  petit.

2. Nous commencevons par traiter le cas particulier ou le volume ¢
est infiniment petit. D’abord, il est évident qu'il ne peut contenir
plus d’un centre de molécule. Donc, P, = o, si n2 2. ll nous reste i
calculer P, et P,. Nous évaluerons directement I’,, que nous désigne-
- rons simplement par I”; I’, sera ensuite donné par la formule

Py=1—P.

Considérons une molécule déterminée parmi les N molécules de la
masse gazcuse et, pour faciliter le langage, imaginons qu'on lait
peinte en rouge, les N — 1 autres étant peintes en bleu. Pour que la
molécule rouge ait son centre dans ¢, il faut que ¢ ne se trouve dans la
sphére protecirice d’aucune molécule bleue; autrement dit, les molé-
cules bleues doivent avoir leurs centres en dehors de la sphéve S avant
pour centre un point () de ¢ el pour vavon le ravon R des sphéres de
protection. Soit @ la probabilité d'une telle répartition des molécules
bleues.

La condition précédente étant supposée remplic, la probabilité pour
que la molécule rouge soit dans ¢ (') est %, en appelant V' la partie
de V qui est extérieure aux sphéres protectrices des molécules blcues.
Si p est la probabilité de la répartition considérée des moldcules
bleues, quand on sait déja que celles-ci sont cxlérieures & 5, la pro-
habilité totale pour que la molécule rouge soit dans ¢ est

~ ¢ T
w© (L P\—,> TIEw (\—,>,

en désignant par le symbole Q la valeur probable de la quantité Q.
Pour que ¢ renferme une molécule quelconque, la probabilité est

(') Ou, plus exactement, ait son centre dans . C'est ce qui sera dorénavant
sous-entendu, quand nous dirons qu'une molécule se trouve dans un certain
volume,
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enfin

(1) P=Nwm¢ (%—,)»

puisqu’il y a N maniéres ditférentes de choisir la molécule rouge.

. En premiére approximation, nous pouvons prendre
X Ww
®=1-—(N—1) v

Vu la grandeur de N, on peut d'ailleurs vemplacer N —1 par N.
Nous poscrons, dans tout ce qui suit,

o
T—\‘-

celte quantité représentant, en somme, le rolume total des sphéres
de protection des molécules situées dans Cunité de volume. Nous
avons alors

() =1 3.

insuite,
3 v _ 1 1 i
Portant (2) et (3) dans (1), il vient
AYS
" v Ne
(&) P= N

A. Quand nous avons calculé la probabilité @, nous avons supposé
implicitement que le volume v était loin de la paroi du récipient. S'il
en est, au contraire, tvés rapproché, nos conclusions doivent dtre
modifices. Le centre de toute molécule ne peut approcher de la paroi
a une distance inférieure a g; autrement dit, il doit se trouver en
dehovs de la couche protectrice comprise entre la paroi et la surface

b A N 1 L . '{
paralléle & celle-ci, menée a la distance -
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Ceci ¢tant, si ¢ est dans la couche protectrice, la probabilité P est
évidemment nulle. .

Si v estd une distance de la pavoi comprise entre l: ct "—‘:—‘, la sphére S
a une certaine portion intéricure & la couche protectrice. Dans cetle
portion, aucune molécule bleue ne peut se trouver et la probabilit¢ @
correspondante est égale & 1. Appelons 0w le volume de la partie de 3
qui est extérieure & la couche protectrice. Clest exclusivement sur ce
volume que doit porter le calcul de @ ct, si I'on s'en tienl toujours A
la méme approximation, la formule (2) doit étre remplacée par

(5) wo=1-— Gz
Dés lors, (4) devient

AYY —9s N
(6) l)_—__——_‘}\.‘_ _l_l_—___%‘.:: —\T’:l'l+(l_g>:']‘

en négligeant les puissances de = supérieures & la premiére.

3. l"u!:'ul'pl'obabl(* du nombre de molécules contenues dans un
voleme donné. - - Partageons ce volume ¢ en volumes infintment
petits v, La valeur probable chevchée est

gt % // [ 11 0=y 2 ) e

ou

) _ N
(T} n :‘;:T“(I_E_;___ /Jr;)‘

en posant

) 2 /'9(1\_-.‘

O

[}

(

Pour un élément de volume situé a la distance a de la couche pro-
tectrice, on a

T;:(‘z‘ﬂ—l{)“(:zﬂ——.z‘)

(9) o= =3(+5) (=5

R3 N

stelletd=1,stixZR.
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St le volume ¢ est tout entier & une distance de la paroi supéricure

2 3]‘ * s . N
4= 0" est évidemment égal 2 un et

- \v

n== 5

Si 'on a, au contraire, aflaire & une pellicule inliniment mince en
contact avec la couche protectrice, on a

P - NV 3
Pt =~ et =14 =}
Q \ 2

Dauns le cas intermédiaive, coupons ¢ par une surface paralléle & la
paroi et situde & la distance @ de la couche protectrice. Soit A I'aire
de la section obtenue. On a

: O ;
(10) § _[ [ .-\-9(1.1‘+\-'l,
R

v

v .

) étant donnd par (y) et + désignant la partie de ¢ située & une
distance de la couche protectrice supérieure & R.
L4

Remarque. — Lorsque le volume v est éloigné de la parvoi, la
probabilité P et la valeur probable z sont les mémes que si les molé-
cules étaient des points, au second ordre prés en =

6. Dewvieme approximation. — Pour caleuler @ avec une
approximation plus grande, cousidérons le nombre probable m de
wolécules bleues contenues dans la sphére S, Si 'on appelle a; la
probabilité pour que N contienne ¢ molécules bleues, on a

m = AWyt 3Wy ..
Dautre part,

LIRS (UBES O PR ol O P R (L NN
d’on
(1) W=t M+ W+ 203+

Pour avoir la deuxi¢ine approximation, nous calculons m au second
ordre prés en s, au moyen de la formule (7) et nous négligeons
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@,,.... Nous avons d'abord

(12) ne sz \;‘ (- 3—93)205 4 (- 97) S
0 étant relatif au centre O de la sphérve S, soit

(13) ,/:%(I-':" %»(‘_%\'

st AZRet 0 =1, 514> R, en appelant % la distance de O & la
couche protectrice. Quant & 0, il est donné¢ par la formule (10),
appliquée & la partic de S qui est extérieure i la couche protectrice.
StAZ2R, 0 =1.
Si & < 2 R, nous appliquons la formule (10). D’abord,

V= /1 (SR — 2.
Puis,
A= —(r — )7
ste>h—RetA=o,siesh -1,
Des lors. deux cas sont & distinguer :
Sth <R, ona

AR n R
I IS
\Gde =5 [ R (h— )] (1 L K-j
[Psar=5 Memmon (o
~R 13
- 'T\ VR —/,1\—_,_1 \)
N} 9D N
d'ou
3 0= 9 !
1) 99 s e A - - S
(1) N A0 B 04 A
ho N
en posant ¢ = - Sih >R,

"“;\’ul‘r:;’- / " [lv—(/z ) |k|-._ ) \3 - T)dz

A A
=3 3! 13 r &
= (:1-——1)( +—'1-———1~—-q—t3+;—+—‘—
a4 3 10 0 30 6o,

i

mRY R a6 P "
:_,“(I"—:"TI"‘J’"'I—’—".‘ 5
N J 2



REPARTITION DES MOLECULES D' UNE MASSE GAZEUSE. 409

d’onl
» 3 g Iy
- , i D ¢ 3 ¢
() V= = P —
a5 4 32 3a0

Comme vérification, pour ¢ = 1, les formules (14) et (15) donnent

. . . , o1
la méme valeur pour 0’, & savoir )’ = v Pour /= 2, (15) donne

0" =1.

Il s’agit maintenant de calculer ®,.
Cherchons la probabilit¢ pour que deux malécules bleues déter-
mindes soient dans S. Sil'on sait que la premiére a son centre en un
pomt A de 5, la probabilité pour que la deuxi¢me soit aussi dans S

\\'
est v w’ désignant le volume de la partie de S qui est extérieure &

la couche protectrice et & la sphére S, de centre A et de rayon R. Or,
la probabilit¢ pour que le centre de la premiére molécule se trouve
dans un volume élémentaire v intérieur & S et extérieur & la couche

. fw Sses .
protectrice est (—\—‘ ("). La probabilité cherchée est donc

-\l,—a // , ‘n" dv,

le champ d'intégration étant la portion de S extérieure & la couche
protectrice.

(N —t)(N —2a Ne
L—)—(—— ou sensnblement— maniéres différentes

de choisir les deux molecules ci-dessus cons1dcrees on a

- N \?
(16) Wy = -a-v!jj .[ wdv = ml.

Si 2> R, c'est-a-dire si la sphére S est tout entiére extérieure &
la couche protectrice, le calcul de 'intégrale T est facile. Si » deswne
la distance OA, on a

27T r\2?/ r s
w=w— (R==) (2R + - l\l-——-—-)‘
b 2 2 13/

(") 1l est inutile de prendre une valeur plus exacte de cette probabilite, car
cela ne modifierait @, (ue d'une (uantité de 'ordre de 33.

Commeil y a

Journ. de Math., tome I — Fasc. IV, 1924, 5_’;
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Done

d ot

Si s < R, lecaleul est, au contraire, Lrés difficile et nous nele ferons
pas pour l'instant. Bornons-nous & obscrver que @, cst nécessairement
inférieur A la valeur ci-dessus et posons, d'une maniére générale,

wy o hE

k étantun coefficient numeérique, dont la valeur maximum est &

Si nous revenons maintenant i la formule (11), nous avons

('7) Rl (L Y QU (/\‘*!- /l"!'—ifl):f".

8. 1l nous faut, & présent, évaluer \'\)

Si les sphéres pl‘OIGGU‘iCGS des molécuies bleues n’ont aucune partie
commune deux & deux, V' == V(1 — z). Mais il peut arriver que cer-
taines de ces spheres empictent P'une sur Pauntre. Dans ce cas. il faut
ajouter & V(1 — 3) un certain volume :, mesurant les parties com-
munes retranchées en trop et dont nous allons calculer la valeur
probable.

Occupons-nous d’abord de la contribution que peut apporter I'em-
pietement des sphires protectrices de deux molécules bleues déter-
minces. La probabilité pom‘que ladistance de leurs centressoil comprise

: dmrdd
entre retr +dr est —-\~~ D’autre pact, leur volume commun est

r\2 . .
alors 22 Ll\ — .}\, (-.z R+ ) Il s’ensuit que la valeur probable de ce
volume est

O«l 7z
/ >
\

= RY gy o
K"“) ("‘*‘ F)edr= R EE =200

Si 'on ne spéciﬁe plus les deux molécules dont les sphéres protec-

N
tl‘u,osdowentcmplelu‘ cerdsultatdoil dtre mulhplwpm*( -—-»-—'—)(-— ,,)
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oty i N3 g - ! <
soit, pratiquement, —- La contribution totale ainsi apportéc & ¢ est

17 vr o
alors £ V22,
64

s

Nous devrions maintenant nous occuper des groupes comprenant
plus de deux moléculesct dont les sphéres de protection ont une partic
commune. Mais il est ¢vident que cela ne nous donnerait qu’une cor-
rection d’ordre supéricur par rapport & 5. Nous avons donc, au troi-
si¢tme ovdre prés en sz,

o
Py
Zisa
-
L
s

Par suite,

(18) N \'(l----:»}- :}' *).

\I 1
(4]

-
N

\

. / —.l_‘ 0
Reste i caleuler (\—, ) A cel effet, posons

V=V g== V- 2,
On a

Or, les écarls o ne peuvent provenir que des fluctuations de c. Sans
rien connaitre de la loi & laquclle obéissent ces dernictres, on peul
admellre que x* est au plus de 'ovdrede (E)‘-’,c’est-a‘l-direduquau‘iéme
ordre en s, Donc, au quatridéme ordre prés, on peut prendre

v 1 v/ i
(19) ﬁ(‘;)‘:—'”\-‘f:'\—v(l-%—f-l- (;—2;:‘)

P

0. Porlant (17) et (19) dans (1), nous avons la deuxiéme approxi-
maltion de la probabilit¢ cherchée:
Ne

P T PN

b
a0 00+ /c) ;ﬂ] .
64 :

Il est entendu que, dans cette formule, 0 doit étre remplacé par (13)
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et 00’ par (14) ou (15). Quant i &, il est donné par

Ao g AL L

. 17
Par exemple, si 4 > R, nous avons vu que A =

& En outre, 0 =1.

La formule (20) donne, dans ce cas,

A

Ne
P= NT‘ll — (1 -- 5"y 32

0" étant donné par (13), st i < 2R.

o , Ne V) . .
SihZ2R, 0 =1, P = v la probabilité 1'est pas aflectée par la

grosseur des molecules.

10. Caleul de k. — Ce caleul ne w’a paru praticable que dans le
cas particulier ot b est nul.

Appelons w”la partie de S qui est extévicure a la couche protectrice
et intérieure & S’. On a

w'z N w,
d’oll . )
/, [\\"({x‘:%z——/ ’ /'\\"d\‘:
(21) & _—i_-_/-l_/_:ﬁ.

Le sccond terme du second membre est évidemment indépendant
du rayon R. Pour simplifier, nous pouvons donc supposer R =1. La
formule (21) devient alors

(")‘)) /.:l .._._g.l_l

s 5 ?
8 3

"

Ve

en posant

Voo

V= / / /n"((t‘.

R S AN

Prenons troisaxes de coordonnées rectangulaires, ayanl pour origine
le point O et pour axe des z la normale & la couche protectrice.
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Soient 2, 0, 2 les coordonnées polaires du point A. On a

I'= /‘/ / w0t sinf dp df do.

»

Comme w" est indépendant de 3, on peut déji intégrer par rapport
a cette variable, ce qui donne
T U=arl,
¢t posaut

[JPRY

L= / W stsin0 dp 0.

La formule (22) devient
ol
107

() b=

S| -

et il nous reste & calculer intégrale 1.

On pourrait ¢valuer o en fonction de ¢ et 0. Mais les calculs sont
extrémement compliqués et il parait plus simple d’écrire ['sous la forme
d’une intégrale quintuple :

l:::] 0% sinfdo df da dy ds,

le champ d'intégration étant défini par les inégalités

= .
oLp <L, 0<0<.—!, e ) <1, 3> 0,
(& —osinf) ¥ (3-—pcosl)<.

IFaisons tourner les axes de angle 0 autour de Oy. Si X, Y, Z
désignent les nouvelles coordonnées, on a

1= j o*sin0dp 0 dX dY d.
avec le champ

o<<o<t, 0<9<§a N Y3 73 <r, Zocosf> Xsind,

Nt i (Z—p)i<.
Posons

\ = sinv cosd, \ = sinesint <0 Lo —)
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L'intégrale devient

=2 fp’ sin0sine cose dpdf dv dt d7.,
avec le champ )

s , .
o< p <, 0<0<—?~, |/.l<cosr. 17— o] < cosy,

7.
tang 0 cost < S 0, < t < 7.
siny

Intégrons d’abord par vapport & 0, /. Posons

. 7
A :[fsnnO(/G dit <0<0< » 0 <1 << T, tangl cost << ———>

21la

sin¢’
Une fois A calculé, nous aurons
(24) l= -.z/ Ap*sine cosvdp ded?,

™ B .
<o<.-<:, 0L <1, [/,|<cosv,|/;—p|<cosv>.

* Pour calculer A, nous intégrons d’abord par rapport a 0 :

"R

A=[ Ba
<y
en posant
. T 7
B-=={sin0dl o< = tangfcost < — .
. 2 siny

o ™ . [] L) 1 vav e . .
SitZ>oet !> =i la seconde inc¢galité est vériliée identiquement
et 'on intégre de o & =; donc B==1.
e r 7
St >0 el/ <= ona

cos ! sinyg
V72 + cos*tsine

P =1 —

Si Z < o, il faut que ¢ soit plus grand que E; et 'on a alors

Be costsing
C T V7T cositsinty
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Nous avons ensuite :

=13

{" sine cost dt
A=n— e
V72 - cos?isine

siZ>o;
- T
A / sing cost dt /‘2 sinp cost dt
T — = ——————————— )
Yo VT2 costtsinte Jy AT+ costtsinie
st 2. < o.
Posons
(25) 7. =sin¢colu (o<<u<m)
Ona
sine cost dt cos dt C e
P _/ e = arc sin(sinésine).
v /2 - cos? L sin?y \/
—sin¥¢
sin?u

‘n portant dans les formules ci-dessus, on voit que, quel que soit le
signe de 7, on a
A=r—u

Si nous portons ce résultat dans (24), en substituant « & Z par la
formule (23), il vient

. —u
(20) l=2 (£ —«) ) Tsinte co: ¢ dode du,
sin®u

[

avec le champ

(27) o<y, 0<v<§, o< u<n,

tange < |tangu|, |sinecotu— p| << cosv.

Intégrons par rapport & ¢. L’intervalle d’intégration est défini par
les inégalités

sinu ) sinw
t

Il nous faut comparer A et . 4 o et & 1. Pour plus de commodité,
_ligurons le champ d’intégration des variables wet ¢. D’aprés (27), c’est
le triangle rectangle isosctle OAB (OA ==). A lintérieur de ce
tnanOIe o< u, donc7\ < o0y ¢+ u<w,donc o.>o0.0naw =1, pour
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¢ + 2 u = 7, soit sur CD. Au point B, u = o. Donc, u est plus petit
que 1 dans le quadrilatére ABCD et plus grand que 1 dans le
triangle OCD.

v
of |
E \
0 E [ A w

Dans ce dernier, I'intervalle d’intégration de g est (0,1) ct I'inté-

l . hl M B 13 1
grale a pour valeur 5. Dans le quadrilatére, on doit intégrer de o & w3
3
I'intégrale vaut 2.
o
En définitive,

(28) |:§(|1+]1\)v‘

m—u .,
llzf/ —— sin?¢ cosv du dv,
Jogp SINU

g NS .
T u)sind(u 4 ¢) ,
IQ:/‘/ Lf———-)——&- + ) sindecos v de de.
. v

ind
ARDC sintu

Pour calculer I,, nous partageons le champ d'intégration suivant
les deux triangles ODE et CDE. Dans le premier triangle, on a

e ]

k3

X Rl 3 -

. T—u . 1 . . AT /3
I'= [ — du / sin®vcosedy = 3 [ (R—u)sineduy=— — Ye.
sinu 3 9 6

N}
v v v

Dans le deuxiéme triangle,

A2 u A TO—20
i« .
I =/ — du/ sinty cos ¢ ¢y
L Sinte )

13

Il

S r . ;
5 { (m—w)sinucos'udu =

T
3

(S ]

T 7\/3).
( ™ ru
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’ » 57T 3/3-
(29) he=le = =5

Pour I, nous intégrons d’abord par rapport & «. Nous avons

(r—w)sin® (1) , .

: N - ( Sl e = (R~ l\’--/l\’(lu
(30) sindu ( YR . )
en posnnt ¢

., sin*(w + ¢
N = / ————— i S )d _—[(cow -+ sin ¢ cotu)‘d(oolu)
, sind o
(cos e -- siny cotu)? sint (¢ -+ )
4 siny 4sinysintu

Puis,

" . l\[!
jl\’d(z =
A sie
en posant

2 ___/ 51""(ll+‘) du / (cosv =+ (sinv) dt

t =colu).
sint o l-i— ¢ ( - )

n inlégrant cette fraction vationnelle, on trouve

4

+ sinte -- 282 sin®e cose + Lsin?e (6 cos? ¢ — sin?y)
aJ

N
v, .
+=singe log (¢* 4~ 1) — cosf v ave cot t.

Portons les valeurs trouvées pour K’ et K” dans (30); il vient

P=Ksing =

(m—w)sint(u +¢ ) \in"p col* i - .
by -+ 2 s’ cos¢col u

sintu

=+ sin?¢ (6 cos?e — sine) cotwe —sing e log sinw — wcosfo.
Nous avons maintenant
. 1
(31) ly= -\;(.I-}—J’),
C

en posant

wla

T
2
/:.m'n‘(l’),T v, .l’:f sinae (P)F " de,
2 '3 K1Y
3

.
Journ, de Math., tome 111, — Fase. 1V, g2f. 55

by
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_ Calculons d’abord J'. On a
sinae(P)F = 4(r — ¢) (1 4 cos2¢)? sinay — g (r— cbs&v)
— —lgl—sin’zvcoszu‘ — (T —av)coshvsinay,
dont la primitive est

2 , T —ov .
— g(’r: — ) (14 cosae) —3 ¢ — i——(-,——cos'zv(l —+ asin?ay)
)
. sin )¢ 1.,
— -sin2¢ + = — — sindag,
2 12 18
On en déduit
(32) yo.oo S1E fov3.
h ST 5a 48

Nous avons maintenant

. . N . .o v
= Esindav - reostaesin2y —asintagcosay log <‘.! sin -)

/

sina e (PR
. 2 \
—+ usine cose 3 — cosy — fcosty .,

Le terme logarithmique s’intégre par parties, La partie intégrée est

nulle. La partie restant & intégrer s'ajoute aux autres termes de I'ex-
pression ci-dessus, qui devient

. ; . 316 .,
wsmPae 4 ccostuesin2e — —sin?ecosy

3
20 . 1 cosjv  sinZavcosay
+ SSsinetcosy — - 4 ——— - - .
3 6 6 6

La primitive est

T - ¢ sin2y sinay 16,
— - cosav(sinae - 2) — < cosPuy - 1-— - — —sindy
0 6 12 9

. 4 .. e sin gy . sinday
3 S Q- - —_
3 6 24 36

On en déduit

(33) ) 33w 13y3
T s A8

En portant (32) et (33) dans (31), on a

9 /'-T
. _ . 0\‘\)
(3',') ".‘ - “r, .

a2




REPARTITION DES MOLECULES I'l»UNE MASSE GAZEUSE,

-—
—
<

In portant (34) et (29) dans (28), on obtient

ct enfin la formule (23) nous donne

3
/\' IZ e

W7

LL. Application & Péquation de Van der Waals. — Quand on éta-
blit 'équation de Van der Waals par la méthode des chocs, on trouve
la formule suivante :

a

(D) Pt oo e R

v désignant la densité moléculaire au voisinage immédiat de la couche
protectrice. Cette densilé n'est autre que la probabilité 1> de la for-

2
)

. ep e 1 .
mule (20), ot P'on doit faire v = 1 et § = -+ D'aprés (14), 00" =5

| o2

Infin, A = = Donc

6

L~

\( 3 5
V= =1+ -+ 535 ).
\ 2 32 )

Portaiit dans (35), on obtient la deuxiéme approxvimation de la
Sormule de Van der Waals :

1 . - e 5 .
</» -+ \-ﬁ.) Voo NI <l+ o xj
e s . . . Nw 20
Si 'on introduit la constante habituelle b = —onas=-et
I’équation s'écrit

a ’ - 1 S M
(/)—i—\—,z)\ __Nl{l<|+v+§-\—;>-

(’est exactement I'équation ¢tablie par Boltzmann, par la méthode
du viriel |Bourananys Lecons sur la théorie des gas, traduction
Gallotti et Bénard, tome IF, page 147, équation (150)|.

On pourrait se proposer de calculer les approximations suivantes.
Mais, pour cela, il et été nécessaire d'évaluer le coefficient & pour une
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valeur quelconque de 4, ce qui nous a paru inextricable. Les calculs
velatifs & la deuxiéme approximation sont, du reste, comme on vient
de le voir, déja trés compliqués. Il ne parait pas possible pratiquement

d’aborder la troisi¢tme approximation, du moins par la méthode des
chocs.

Il. — Calcul de la probabilité I’, dans un volume fini.

t2. Numérotons nos N molécules et cherchons la probabilité I,
pour que les » premiéres se trouvent dans v

Occupons-nous d’abord de la premiére et, comme au n° 2,
supposous-la peinte en rouge, les \ — r autres étant peintes en bleu.
Considérons une répartition quelconque, de probabilité p, des molé-
cules bleues. Cette répartition étant supposée connue, la probabilité

N

. . 1% .
pour que la molécule rouge soit dans v est ¢-» en appelant +* et V' les
parties de ¢ et de V' qui sont extérieures aux sphéres de prolection des
molécules blenes. Sil'on considére maintenant toutes les répartitions
possibles des molécules bleues, la probabilité totale pour que la molé-

cule rouge soit dans v est
o (¥
-I) - == <—;) .
vV AT,

Giardant les notations du n® 8, nous avons

. '

“ [ “' ‘ a -t .
VT (:-—- o )i
d’oul

46) 3 v ) \_; :'
N — ]Iz el -
‘ (v)=%~

au troisiéme ordre preés en s,

Pour évaluer ', nous observouns d'abord qu'il y a lieu de distinguer
les molécules dont la sphére de protection empiéte seulement sur ¢.
La contribution qu’clles apportent a = —¢' est certainement inférieure a
2R S, en appelant S 'aire de la surface qui limite ¢. Nous supposerons

. . : 2RSS . .
les dimensions de ¢ assez grandes pour que le rapport —— soit négli-
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geable et nous n’avons alors & nous occuper que des molécules bleues
entiérement situées dans «.

'

» ) v . e ., .

Cela élant, le rapport - est évidemment indépendant de v; il ne
dépend que de la densité moléculaire uniforme et du volume «, ainsi
qu’on pourrait d’ailleurs le vérifier sur la formule (18). Dés lorsil est,

ticulier, égal | - Dot il résul
en particulier, e¢gal a .- Dou il resulte que

S
vV
gL v . v
L.a probabilité pour que la molécule n" v soit dans v est done

c'est-d-dire la mcéme que si les molécules étarent infiniment petites.

15. La molécule n° 1 étant supposée dans v, cherchons maintenant
la probabilité pour que la molécule n® 2 s’y trouve également. Nous
pouvons recommencer exactement le raisonnement précédent, avec
cette seule différence que nous devons en abstraire la molécule n® 1,
ce qui vevient & remplacer ¢ par ¢ — wret V par V' —~ w. La probabilité
l.es molécules 1 et 2 étant supposées dauns v, la probabilité pour que

cherchée est done

, . . . 4 — . .
la moléeule 3 y soit aussi est, de méme, ——; et ainsi de suite.

Les moléeules r, 2, ..., n élant supposées dans v, la probabilité

our que la molécule (2 -+ 1) ne s’y trouve pas est identique i la
t que

probabilité pour qu'elle se trouve dans V— 1. Elle est égale & T\—:—,-;

Les molécules 1, 2, ..., » élant supposées dans v et la moleé-
cule (72 + 1) dans V — v, la probabilité pour que la molécule (n + 2)

. "V o \ —e— L .

solt dan.b V-« es.t, de méme, y—- (T Tw et winsi de suite.
Appliquant maintenant le théoréme des probabilités composées, la

probabilité P, est égale au produit de toutes les probabilités précé-

dentes, soit

—_

\\\»’(t‘— wy (e—aw). [e~(n—1)w](V— \)l
| X (V—e—a)(V—¢—aw). .. [V—0o—(p—1)w]|
V(V—w@)(V—2a).. [V~ (N=1)w]

DL
Py=

en posant N — n = p.
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Au lieu d'exiger que ce soient les # premiéres molécules qui soient
dans v, on peut faire jouer ce role i une combinaison quelconque
des N molécules # & #. Chacune de ces combinaisons a pour probabi-
lité P,. Dés lors, la probabilité totale pour que v rcnferme n molé-
cules (quelconqjues est

CLA
TNV SO (V=au. ~l\‘-(\ ~Hw]’

(37) P,=01r
en posant

Azl — o) (v--an)., t
Nl (V= (Vs e ) (Ve e ) Ve (p— 1) ]

Cette formule w'est pas enticrement rigoureuse. D’abord la for-
mule (36), sur laquelle nous nous sommes appuyés, n’est exacte quau
troisi¢me ordre prés en 3. lin outre nous avons implicitement admis,
dans le vaisonnement qui précéde, que les molécules déja supposces
dans v ou dans V — ¢ n’empiétaient pas les unes sur les autres par
leurs sphéres protectrices. Si l'on voulait teniv compte de cet empiéle-
ment, il faudrait, conformément & la formule (18), remplacer par
exemple le facteur (v — ho) de A, par

T IR —-l.(/. 1)-

Ou a donc commis, sur chaque facteur du numérateur et du dénomi-
nateur, une erreur relative de I'ovdre de 2. I serait facile de Pabaisser
au troisitme ordre, en fasant la modthcauon indiquée ci-dessus. Mais
cela compliquerait les calculs et nous nous en tiendrons al'approxima-
tion de la formule (37). '

1 &. ll est intéressant de vérifier Pidentité

N
r Xl
(3%) ‘\_ P, .

noiw

qui n’est pas évidente, puisque I'expression de I, n’est pas enticre-
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ment cxacte. Elle s’écrit :
N
(39) N CrA, = V(V =) (Vo) [V = (N = 0)w].
n=y
Regardons-la comme une équation de degré N en v. 1l nous suffit de
vérilier qu’elle admet N + 1 racines, par exemple v = aw, a élant
égal & l'un quelconque des nombreso, 1, 2, ..., N. Or, siv =aw,
A\, = o pour n > a. Pour n < a,
A, mwala—1){a—2).

x [a—(n =) [(V—an)[V=(a -+ 1}o|.. fV—(a +-p—1)a].

On doit done avoir

ANIH al IV e eV TN e (r 1 e N Ve
\ (‘\__—_(a—-n)lnl(\ an) |\ (e -t-0)w]o ]V —(u4-p—1)w]

= V(V — ) fV—(N—1)n]

u, en divisant par

(V—aw)|V—(a+nn]...[V—=(N=1)n],

|

wy N

PR D
n=\

=V(V--w) .JJV—=(a—1)n].

A (V=N V—=(N + 1)} [V (N a0 — 1 — 1))

Ceci peut maintenant ¢tre regardé commme une équation de degré a
en Vet il nous suftit de vérifier qu'elle admet, par exemple, les @ + 1
racines

V=(N+b)w, b==o, 1.2, ..., a
Pour nia—0 — 1, la quantité sous le signe X est nulle. Pour

nZa—2>o, elle est égale &
oy Fo(L I CY @bl
0 (b —1). . .(b—a+n+1)=n Na—mi b a+n)

((

Deés lors, (/40) devient

\i o al b (N4 b
e  Ma =)0 —a+n)! T (N+b--a)!

new—b
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ou

o
(41) 3 ocserr=cton
n=a—b
Ceci doit avoir lien pour o>b>a et o= a2 N, Or, on aboutit & la
formule (}1), en égalant les cocflicients de .« dans les deux membres

de I'identité
(Ve =+ WY (=)

Finalement, I'identité (38) est bien vérifiée.

15, Une autre identité est suggérée en écrivant que la valeur pro-

. AES
bable du nombre de molécules contenues dans v est -\-‘

N
, O AYY
("9‘) z" pn:T
n-
ou
N
‘: '\I(‘ A= (V—uw)(V—2uw). . [V = (N =1)w].
niocy

n
En remplacant < C par C{_| et divisant parc. on constate que ceci

n’est autre que I'identité (o’g) ol I'on remplacerait # parn# — 1, \
par N — 1, v par e —wet\ par V — o,

16. Valeurs asvmptotiques. — Posons + = V — v, La formule (37)
peut s'écrire

' ) ( . ‘ (r=nw w [ 2w i (p—1In
R e (o e e

v, ] w\ 20 l {N— 1)\\‘]
1— — P— = Jore] b s ——
(=5) (=5 )=

Appelons Q, le facteur correctif, qui représente I'intluence de la

taille des molécules. On a

n—1 p—1 L N -1
log(),,_ \ lou ( — -/‘-:‘) -;-S‘ log (1-—- {i) \ log kl — l\_n-».
v il A% K

/&':l Aot K:I
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v W \ .
Or, =, et y sont trés petits. D’autre part, nous avons vu que le
REde ;
kw e
facteur 1 — —"_-, par exemple, est affecté d’une erreur de l'ordre
”'/\‘ 5\ 2 . . . .
de (-{‘—) . On peut donc, sans diminuer approximation, remplacer
‘ ;

. kw
son logarithme par — —- On a alors

won(n—1 w op(p—1 w N(N —1
IOL}‘Q”:‘—— ( )——-, ay; ) = ( );
s ¢ 2 g 2 \
d’on
. . e\n “, p W ‘N\N:m UL ._l"‘l)"!"‘_‘.——"l
("43) l)llz(.tf\"('\‘?) (T) eil‘ N ) * ].
17. Lot des écarts. — Supposons que n ait une valeur voisine

Ne . . a0 .
de <> qui a le maximum de probabilité, lorsque les molécules sont
infiniment petites. Posons

. o
%:a. l\-,:|3:|——oz, n=Nax-¢, p=NB—1t
et cherchons la loi de probabilité de I'écart .
. . . A SN
On sait que, st N est trés grand et si — garde une valeur finie, la
5 N B )

valeur asymptotique de C{x"3¢ est

VarNa3

D’autre part, I'exposant de (), devient

. o 3 —a)
- *:xl\'a33+ NaB + ]

On a donc la formule asymptotique

M+ su8—x 3.

P = ____l__e :NaB Nag +!‘
VarNa3

On peut d'ailleurs négliger le second terme de I'exposant vis-d-vis
Journ. de Math., tome 1II. — Fasc. 1V, 1924. 56
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des deux autres. Sil'on pose
w\aNax3
(44 o= D

T2 ——————y

Vid s

la probabilit¢ pour que « soit compris entre « et u + du est
1 )t "
— "‘:(:.‘::" e~ du
\/ﬂ \/l -+ 3
ou, en négligeant =%,
1
—= e~ du.
\Vr
On obtient la lot de Gauss, comme si les molécules étaient infiniment
petites. L’effet de leur grosseur est simplement de diviser I'écart
unitaive par V1 + 3 et, par conséquent, de diminuer les fluctuations
de densité, ce qui parait assez intuitif « priori.

18. Cas o le récipient est infini. — Reprenons maintenant la
formule (43) et supposons que N et V augmentent indéfiniment, leur
rapport g = -\—, vestant lixe, ainsi que le nombre » et le volume . Le
premier facteur teud vers

(p‘.)n
-

n!

e

conformément & la formule bien conunue rappelée au début de ce
travail. Quant & 'exposant de Q,, il est facile de voir que sa limite est

wl nin—u)
—_;lp(en—-pv)—— ——.———J,

1}

de sorte qu'on a la formule asymptetique

w
. g ) ;—‘(_cm:n-:cm-—n‘u—-l\_‘
Pn: ey (' |) e
. n:
Si Uon pose ge = X, cette formule devient

X*n :%ln—(n—xm

(43) Po=e 5

En particulier, pour # =o, on a la probabilité¢ pour qu’aucune
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molécule ne se trouve dans le volume ¢ :

. Sw
l)u = ch\ (l +§§- ),

Si n est trés grand et si Pon introduit U'écart » — X = ¢, supposé de

Uordre de grandeur de X, la valeur asymptotique du premicr facteur
de P, cst

e N

\Vaw

"

X
T\
Celle du second est, en négligeant ¢ devant 22,

2w
Al

FAR
0%,

On a donc, en posant sw = 3,

Si I'on pose entin
l_lV\/‘_z_K'»

R b
A\ U+ 3

la probabilité pour que « soit compris entre « et « + du est, ausecond
ordre prés en 3,
1 .
—_ T du.
\ ©
On retrouve toujours la loi de Gauss, avec un écart unitaire réduit

; 1 .
dans le rapport ——=: par la grosseur des molécules.

\.i 1+ 3

Y

Aoy L
n - ¢
0 ) &



