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TRANSFORMATIONS ET FONCTIONS ABELIENNES. Ï89 

Transformations et fonctions abéiiennes (premier Mémoire) : 

Sur les transformations des fonctions abéiiennes et sur 

les fonctions intermédiaires singulières ; 

PAR C.-E. TKAYNAKD. 

Le problème de la transformation des fonctions abéiiennes a été 
posé par Hermite (') et résolu par ce géomètre dans le cas des fonc-
tions abcliennes générales. G. Humbert (2) a étudié les transforma-
tions des fonctions abéiiennes singulières, c'est-à-dire des fonctions 
pour lesquelles les périodes sont liées par une relation singulière. Les 
deux problèmes sont d'ailleurs compris dans le même énoncé que je 
reproduis sous la forme donnée par G. Humbert : 

« Soit un premier système de fonctions abéiiennes à deux variables U 
et V admettant comme périodes normales (ι, ο), (ο, i), (G, H), 
(H, G'); soit de môme un second système analogue de variables u, ν 
et de périodes (r, ο), (ο, i), («·, Λ), (Λ, g'); trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que les fonctions abéiiennes du premier 
système s'expriment rationnellement à l'aide des fonctions abéiiennes 
du second et cela en établissant entre les variables des relations de 
la forme 

(l) U =: λ U -+- /JU', V — λ' U μ' (\ 

λ, α, λ', u' désignant des constantes. 

(') Comptes rendus, t. 40, 1855; Œuvres, t. 1, p. 444· 
(2) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5e série, t. (i, 1900. 
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« Sous forme géométrique, le problème s'énonce ainsi : 

« Soit S une surface hyperelliptique générale pour laquelle les 
coordonnées d'un point s'expriment en fonction abélienne des 
variables U, Y du premier système, soit de même s une surface 
analogue répondant aux variables M, Γ du second système; dans 
quel cas la correspondance (i) établie entre les points des deux sur-
faces, fait-elle à un point M, v de s répondre un et un seul point U, V 
de S? 

« Nous dirons que la transformation (i) fait passer des périodes G, 
II, G' aux périodes g, Λ, g' 011 des variables IJ, V aux variables u, v; 
ou de la surface S à la surface ,9. » 

G. Cotty dans sa Thèse (') a généralisé les résultats précédents 
dans le cas où la première période est divisée par un entier. 

Je me propose dans la première partie de ce travail de reprendre 
plus en détail certains des résultats de G. Cotty et de les compléter 
sur des points qu'il avait laissés de côté, s'élant plutôt tourné du coté 
des applications à la théorie des nombres. J'ai eu surtout en vue de 
préciser les définitions et les principes de la théorie et j'ai réservé les 
applications pour plus tard. 

Dans la seconde partie, je m'occupe des fonctions intermédiaire; 
ces fonctions ont été étudiées par G. Humbert dans le cas où les 
périodes sont (1, ο), (ο, 1), («·, Λ), (//., gf)\j'étudie en détail le cas 
où la première période est divisée par un entier et j'obtiens ainsi des 
résultats qui rejoignent ceux que j'ai exposés auparavant dans ma 
Thèse (2) sur les fonctions thêta relatives aux mêmes périodes. Là 
aussi j'ai laissé de côté toutes les applications. 

CHAPITRE I. 

TUANSFORMATIONS ORDINAIRES DES FONCTIONS ABÉLIBNNES. 

Je reprendrai très rapidement les principes d'après G. Cotty (;!). 

(') Thèse de la Faculté des Sciences de Paris. n° 1VÎ)2, 191 >. 
('-) Thèse de la Faculté des Sciences de Paris. n° 1257, 1907. 
(3) Thèse, p. 24. 
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Les variables U, V admettent le tableau de périodes 

1 ° G H 
T,N 

ο I II G' 

Lps variables κ, ν admettent le tableau de périodes 

— ο g h 
11 T„ 
ο ι h g' 

Je poserai U = 11,4-«IL, Y = Y4-f-/V2, et en général pour 
toutes les quantités telles que les variables et les périodes, je dési-
gnerai la par tie réelle et la partie imaginaire par la même lettre avec 
les indices r et 2. 

J'établis entre les variables la correspondance 

(1) υ = λ«4-μΓ, ν = λ'ίί + μ' ν 

de façon que, à tout couple de valeurs w,r, corresponde un seul couple 
de valeurs U, V. 

11 en résulte que si Ton augmente «, ν d'une période du tableau T„, 
U, Y doivent augmenter d'une période du tableau TN. Par consé-
quent, on a, conformément aux notations d'Hermite, les ah bh ch d

t 

étant des entiers qui seront désignés sous le nom d'entiers caraclè-
r is tiques de la transformation, 

— = —^■ -+- <7
:i
G -f- a* II, =r ax -+- a3

 II a.. G' ; 

μ — — -+- ^:jG -+■ b> II, μ1 — bx bA II é2G' 5 
(2) 

Ig + (i/i = ^ + ct-iG + djll, l'g-+- f h —d
x
-\- î/

3
 11 -+- G'; 

λ k -+- μ g' — -t- c
;
,G -ι· c

2
ll, λ'Λ -4- μ'g'— c

x
 4- c

3
 II 4- c

2
G'. 

En tirant λ, λ', u., p.' des quatre premières équations et portant 
dans les suivantes, on obtient g, h, g' en fonction de G, H, G' ou 
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inversement sous la forme suivante [en posant (αΰ),
Ί
 = a^bj - ctjbj] : 

^ _ (cd)
ai

->r (a 0)^/1 g -+■ [(be)
 ft2

 — n{ad)
 02

"jA 4- (rib) 
ai

p'-h (αϋ)ύίη(/ι* —gg') 
T ~~ {cd),,j 4- {ac)

i3
ng + [{be )

2:t
 — η { ad)

n
\A 4- {db)

i3
g'-h {aù)

n
n{/t* — »»')' 

/v_ (c^)
31

4- (ac)
:u

^A'· 4- [(Ae)
:

„ — //(^(/)
:ί

,]Λ -4- (db)^»'(^A)
:u

/<(A2 — .yy') 
" (tv/)

23
-h -4 [(Ae)

2;t
 — //(f/i/A 4- ('/A)

2:
,y'4- /» (Λ*— yy')' 

(3) 
__

 VJl
 __ (cd)

n3
-\- (^rc A'· 4- [( At- )

na
 — κ (flr/)„

:t

] A 4~ ((U>)„
:1
 y' 4- QA)„

:l
 //(A2— yy') 

U
 ~~ ( t'i/ )·.>.·{ 4- lrtc)

23
//y4- [(Ae)

s;
,— n{ad)

33
\/i -4 { tlb )

s:
, y' 4- (r/A ( A - — yy' ) ' 

|t _ (crf)u4- (flc)
12

/ty 4- [(Ac)ι«) /<(^/)ia]A -4 G/A)
l2

y'4- (AA)
12

( A- — yy·') 

~~ (vd)n-t- («<··)83«Ά'-+- U AC)
2
, - /i(M/)

2;1
]A 4- {db)

i3
g'+ [ah),

3
n(/ii— 

\ ΙΓ—GG'') — M)'""1" + 1 ( Ac\
u

— '*("</)„,] A 4- ((/A)„
1

^,+ (nrA)
rtl

 η ( A - — yy') 

' (CY/)
23

 4- («e)
23

rty4- [t At·)
2

.
t
 — η {mi)

i3
\h 4- (i/A)

23
y'4- (λΑ)

μ
«(A* — 

ng=( λΆ),ιι 4-• ( db):ii IS G 4- [ ( dh ),);t — Ν ( db ), ο] 11 4- ( <"ZA)u2 G 4- ( db )23 i\ ( 1I1 — GG' ) {ab )0| 4- ( ab )3ι Ν G 4- [( a b )0;{ — \ ( ab ),2 ] H 4- (ob )02 G' 4- ( oh ).>., iN ( 11 - — G G' ) 

g'= + (ac)3\ ^G [(fyç\,;{ — Ν (crc)l2] Il 4- (ffc),)2G' 4- ("c)2:iM( II- — GG') 

(4) 
! ( Ac)

01
 4- ( Ac)

;!1
 i\G 4- [ ( be )„3 — i\ ( Ac) ,

2
 ] 11 -4 ( Ac V> G 4- ( Ac)

2;t
 iS ( 11 - — G G ') 

( ο A )
0

| -4 ( a b )3 ι iNG 4- [( ob )
(3

 — i\ ( ο b 1
12

 111 4- {flb)
 02

 G 4- ( r/ A )
2;

, i\ (11· — G G ' ) 

j (o</),) \ 4- {ad)·,t
(
 iN'G 4- [ (ad)— IN (ad)

;
.. 111 4- f od)

{V
>G' -4 ( od).,

:
. i\( 11- — (.«G ) 

{ab)
[t

\ -4 {of>)3y iNG 4- [ ( ο b )
()l

 — - i\ {0 b) 1
2

 j II 4- ( ο b )„> G' -4 ( ο b )2:i ( 11 - — G G ' ) 

_ (tv/)
ol

 4- (<*/)„ NG + [(«/)„, - \(6V/),
2
_]H 4- (^/WV -41^)23 M M2- GG') _ 

"( ' î?» (crA)0, 4- («A)31 NG 4- | ('/A)oa—Ν {ob)Vi j II 4- (</A)02G' 4- {ab j2:1 S
1

 (II-—GG') 

En égalant les deux valeurs de h fournies par le système (/j), on 
obtient une relation linéaire et à coefficients entiers en NG, H, G', 
Ν (IT- — GG') qui est donc une relation singulière entre les périodes G, 
H, G'. 

Je supposerai d'abord que celte relation est identiquement nulle, 
me plaçant ainsi dans le cas des transformations ordinaires carac-
térisées par les relations suivantes entre les seize entiers caracté-
ristiques : 

n{ad\u 4- ( Ae),u— ο, η {ad).13-\- {Ac)23 —o. 

(I) W ("'0«>3 4- (/*?)„._= O, n{(td)M 4- ( Ac)
;il

 —ο, 

/i(w/)„:,4- ( Ac)
0:1
 = N[/j(m/),24- (ftc),2J == or·». 

J'appellerai (') transformation abélienne ordinaire de type (Ν, η) . 

(1 ) J'ai du préciser celte définition en raison des applications où interviennent 
des diviseurs Ν el η difierenls et changer celle qu'avait donnée G. Colty à la 
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toute transformation (T) dont les entiers caractéristiques satisfont 
aux relations (I) et je dirai que cette transformation fait passer du 
tableau T

N
 au tableau T

7l
 de périodes ou de la surface byperellip-

liquc S à la surface s. 
Le degré de la transformation est la valeur du déterminant 

a ο «ι a2 a3 

b0 bx b2 b3 ο — 
C Ο C | 6*2 C3 

d0 d{ cL_ d
:t 

Avant d'aller plus loin, je ferai deux remarques sur les nombres 
caractéristiques. 

Tout d'abord, X étant divisible par Ν et n, on peut, en appelant 0 
le plus grand commun diviseur de IX et /*, N' et n' leurs quotients par 
0 et κ un entier (dont le signe est celui de x), poser 

H = xOON',; 

On appelle κ l'ordre de la transformation. 
Ceci posé, le changement de signe simultané de «0, ct2i α3

, 6
0

, 
^'2» ^3» ο ne change pas le système d'équations (2) et change 
le signe de X. D'autre part, je montrerai, en appliquant la transfor-
mation définie par ces équations à une fonction Θ (U, Y), que, d'après 
les conditions de convergence de ces fonctions, G* et g

2 sont de même 
signe si χ est positif, et de signes contraires si χ est négatif. Pour 
rester dans les hypothèses habituelles^ on supposera X>o, c'est-
à-dire κ>ο, en changeant au besoin le signe des at et des 

Je voudrais maintenant examiner l'influence de.la division de tous les 
entiers caractéristiques par un même nombre ρ entier. Sans préciser, 
pour le moment, si ce nombre est ou non un diviseur commun des 
seize entiers, il est bien évident par la seule inspection des sys-

page il\ de sa Thèse. En fail, les façons de parler de Humbert el de Colly 
sont opposées eLj'ai suivi les notations de Humbert. D'ailleurs, dans les 
équations (1) comme dans tout changement de variable, les variables explici-
tées U, V sont les variables initiales. 

(l ) Hermile avait supposé implicitement que A, qui joue dans sa théorie le rôle 
de X, est >0 et l'hypothèse X > ο est également faite implicitement dans plu-
sieurs démonstrations de la Thèse de Cotty. 
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tèmes (ι) et (2) que lu division par p revient à remplacer λ, λ', p., p/, 
λ λ' μ μ' par —, c. et m, 0 par zî'= c? = pv\; autrement dit, la transfor-

mation T' qui conduit des variables U, V aux variables t//, c'est com-
posée de la transformation Τ et de la transformation 

//' »·' 
Il — — , Γ = — 

Ρ Ρ 

qu'on pourra convenir d'appeler la division (' ). 
Au point de vue des périodes, la division par ρ ne change rien à 

la valeur des périodes initiales ou finales; d'ailleurs les relations des 
systèmes (3) et (4) n'en sont pas alVectées, étant homogènes et de 
degré zéro par rapport aux entiers caractéristiques. 

Je reviens maintenant aux équations (1) ; elles peuvent recevoir 
l'interprétation suivante : soient Ρ,, IV, IV,, P.,, p

n Ρι-,ρ^ρ·, respec-
tivement les périodes des variables U, Y et u, e; les équations (2) 

expriment que si u, ν augmentent d'une période />,, p.,, p.,, p., 
U,V augmentent d'une combinaison correspondante de Ρ,, P2, Pa, P., 
et la correspondance est établie de la façon suivante : 

Pi = α01\ H- <7,IV 4- ο ο P., -4 «31V,, 

p2= V»V+VIV+-MV+-VIV 
P3 — d

0
 1 1 —T- V t'o 4- i/o l'y 4- j Pa, 

/>; — V IV ■+- Ci Ρ
2
 t'., IV 4- t'

3
 P

;i
. 

A la période ρ = x
()
p, -4- x

t
p.

2
 4- x.

2
p. 4- χ

Ά
ρ

Λ
 correspond la période 

Ρ = X
0
 P, 4- Χ, Ρ2 ■+■ XO P, -f- Χ.,,Ρ3, les X étant donnés par le sys-

tème 
X0=r i/,ι.r0 4- Vr, 4- c„.r24- d0.v3t 

X I — (71 Λ'ο 4- b\ .t", 4- t', ,i'.> 4- d\ U';t, 
(5) X.,— ^«^7"(i —i— b2xj-f- t'a.i'a-)- i/o.i'3, 

Xa — 4- b
3
X\ 4- C

3
A'

2 4- d
3
X

3
, 

où les x'î et les X, ont des valeurs entières. 

(') C'est la conclusion même des auteurs qui. comme Krozer (Lchrbuch der 
TkétafuncUonen)y considèrent des systèmes de seize nombres caractéristiques 
rationnels. Le seul avantage de tels systèmes est que toute transformation admet 
une transformation inverse et que, par suite, les transformations forment un 
groupe. 
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Celle substitution (S) appliquées des valeurs quelconques des X
t 

et des Λ?,· et non plus seulement à des valeurs entières, définit une 
correspondance entre les points X

0
, X,, X

2
, X

3
 de l'espace Ε et les 

poinls .r„, a?,, ,ιγ, .r
;l
 de l'espace c. Entre les droites de ces espaces, 

définies par leurs coordonnées pluckériennes, existent les relations 
suivantes ('): 

/'m il'ni + "! " 1 · 'al 4" \i ! («'») id 'ι α· 
/4:1 t* 11*01 IV', ~ί~ I\i2 ~l~ I -4- (.<*'/.)«.·» I'\u ~4 (Ci/)I-2 P,*· 

/',12 * ■·ρη·)
ηι

Ι>,„ 4-(</.") 2··ι I'is .i-("C)osl\,i -I- ("(··):,, P
a

, + («f)ia 1*12. Hi) 
/'il " :(/M)<ill\u +(''^')·2:ΐΙ>2;ί + ('^)η·>Ρθ·> "4 (^^)3|P:M + (<//')o3pO:i ~l·" I'li, 

—(rtOo,P oi + (^'OsilXi +(ί"'^)ο·>'>ο·> 4- (<Tfi"/)
;l
 11*31 4- (ff/),vil')u:i+ (r/i/) ,a 1 * ι ·>. 

/>,., — (HC)
{
\I P„, -L· (/><■')·>A PJA 4- (^'*)O2 PO-2 ~4 (^c):U P:II 4- (/Όοϊ Ρ „3 4- (^C)L2 Ρ,»'. 

Po. (<'<0â3/>0l 4 ("Osa/'î··! + ρ/Λ)ΐ3/'οί + ("0»a/'3! 4- (bc)
i3

p
93

 4- (iUl)^p
li% 

P-ja — (ef/)oι /'οι -Ktf/>W's3-K<M)oi/>oa-l·- («<·')«ι/'ai H- (/"·)„,/)
03

 4- (ad)
iH

 />,«. 
I>oS = («'rf):U/»lM 4- («/'):„/»sa 4-(rf'>)a,/»0â-H («<?):„/»3, + (Ai.')ai/·»,η+ («^Jai/'is, 

t:) P
:i

, —((·(/),,·./',„ 4- (rt/>)o2/»ia 4-(i//')o2/'0, 4-(<ÏC')„2/»:„ 4- (&R)OS/>03 4- (RTI/)os/»>s« 
1\,a =(<*/), 2/',», -i- (rt/')iî/'a34-(f/^),2/'«2-i- ("'·),j/i;,, 4- (/a.')is/>i»34-(ffr/),2/»,i. 
p 1 ·· -· (er/)

0
:S/>

0
, ~4 (Ch)

iK{
[>.

i:i "4 4- (^c)I>Ï/';H 4- (/>e)
ws

/>
0

·.» 4- (<*</)(,:·,/>,;· 

Les équations ((>) donnent en tenant compte des relations (I) 

(S) "/\,:4-/<,, ~ 'y (Λι Vi 4 P,
0

); 

autrement dit, les relations (1) expriment que la substitution (S) 
transforme le complexe 

Γχ : M\i:«4 P,2 — υ 

dans le complexe 
ï/l : »/',13 -4 />1-2 = 0. 

Les équations (7) donnent aussi 

H·') ^'\ta~4 Ρ, 2 "·■ - 1 (Ci/)
0

3 -4 N(ÎV/),2 |/>o, 4- |("M»
:t

-4 Ν ( '"/ ), ■» 1 /' 2:ι · · ·> 

(') Ce sont les systèmes It, et Ko donnes par C. Cottv (Thèse, p. i5 et 16) 
avec quelques modifications correspondant à celles de la définition de (T). 

Journ. de Maths, tome III. — l;'asc. II, igu',. -b 
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d'où par comparaison le syslètne de relations fondamentales 

(fi)03-h Np*i/),s —Ο. ("Λ)ο3 — 
(II) ((ΐϋ)

{η
— \(ίίΛ)

12
=0, ( (/<' \i;î 4- MtfC')iu 1), 

(i»f)o:i -4 N(M|J — /<| («ί/)„:ι 4" \ («</),·> | — ·Κ>, 

entièrement équivalent au système (l ) 
La comparaison des valeurs de donne 

ι (>c)o:{--z \n(ad)li. η(αά\νΛ— N(/H;)ia· 

L'équation {*/) s'écrit alors 

(\)) M\w 4- IV>— -Γ /V. ). 

Par conséquent les p
lk

 et les P,7>
 qui figurent dans les systèmes ((D 

et (-) ne sont pas les mêmes et diffèrent par un facteur de propor-
tionnalité. D'une façon plus précise, le système (7) donne l'équa-
tion (9); en résolvant le système (7) par rapport aux pik, on obtien-
drait le système (G) où les pik seraient multipliés par le facteur 7^ et 
qui donnerait l'équation 

1 ·Κ·> 
"/»03 4-/>,

â
— 7 y ( MVRR l\A 

d'où par comparaison 
•K4 

' ~ n77* 

La quantité 7^ n'est autre que o, comme on va le voir bientôt. 
La substitution (S) de type (N, n) conduit des variables X, aux 

variables r, par les équations (;V), et des coordonnées P,A aux coor-
données pik par les équations (7). Son degré est la valeur du déter-
minant 0. 

Le déterminant 
tl{> (T., (f;t 

/.·„ ht 0, (>.. 
6 — 

<'0 ï\ e
2

 <·* 
(/„ </, (/2 d:i 

jouit de propriétés remarquables. 
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Son déterminant adjoint est 

-γ (/:·. (f > ~ (i\ — γ 

.)b OC. OC, Ob 
M η x η 1 H 1 Ν η " 

N N2 n2_/*-+ 
_M 3 n _m n b2 _ dmb1 dn M eNn ; 

Ob lb 
γ It Λ — Ob α, -γ- <ί

0 

D'où 
,, ObW)

 Χ4
 O^

 ν
 OC,* 

Λ-Μ- V/J* Ν// 

Le choix du signe de la racine carrée est fait en prenant par exemple 
« = Λ = <7

0
 — />,== c

a
 = //

3
 = ι et les autres nombres caractéristiques 

nuls. 
Il résulte de la forme des termes du déterminant ad joint des carac-

tères de divisibilité qui ont été exposés en détail par G. Cotty. 
L'expression des termes du déterminant adjoint permet de démon-

trer directement l'équivalence des systèmes (I) et (II). Ln effet le 
système (I) seul permet d'obtenir les termes de l'adjoint et l'on en 
déduit 

"θ γ 'éj -t- "i d* ~ Oô if
{
 — α

Λ
 γ r/

0
 — o, 

(W|
e+

N(.,l),,= ï 
η 

et de même pour les autres relations du système (II). 
La comparaison des formules (3) et (4) d'une part, ((>) et (7) d'autre 

part, conduit à considérer les droites dont les coordonnées sont défi-
nies ainsi qu'il suit : 

/ ·, [_0Ι 1 3S_ ^_31 « rt:t _ ' -
κ y) ι — \(ΓΜ- (ÏG7! ™ G' " MO ~ "Π - - ΜΙ' 

i t \ Λη Ρη Ρ«ί Pu po.i /' iî 
V 1 ~ /*(/<* — g#') ~ V ~ η,·· ~~ ~h ~ — nï' 

Moyennant ces définitions, les équations (4) et (G) sont les mêmes 
ainsi que les équations (3) et (7). 
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La droite D
N appartient au complexe 

l Ν A l'ii.! ■+· I Y:— o. 

La droite d„ appartient au complexe 

y η · 11 Pvs ■+· /»12 —- °· 

Kl ainsi il revient au même de dire que la transformation (T) fait 
passer des périodes du tableau \\ aux périodes du tableau T„ ou de 
dire que la substitution (S) change la droite ΠΝ en la droite d,

r 

(L Cotty a étudié en détail les propriétés des substitutions (S) et 
de leurs adjointes (T/tôse, Chap. Ih; je rappellerai ici seulement que 
la transformation et la substitution adjointes sont formées avec les 
entiers caractéristiques : 

A0 Κ C
0
 l\ 

A, B, C, D, 

As Κ Ca D2 

A ,j K3 C8 \\ 

ou 

d2 N Nn c3 _ M dn b2 _ N da 

d2 H2 n2v2 _ H ub2 _M21; 

Λΐ, 9b 
— 9 b <Λ — c, ■ b\ 9v\ a ι η η 

9b . 9b . 9 b 
~~ Ν ή ~~ A // ÂY "Â 

Llles font passer des périodes du tableau T
/(
 aux périodes du 

tableau T
N ou de la droite d

n
 à la droite P

N
. Pour leur action sur les 

variables, il y a lieu de tenir compte du facteur (pie peuvent avoir en 
commun les mineurs pris pour entiers caractéristiques. 

Pour préciser la relation déjà établie entre la transformation (T) et 
la substitution ^S), je pose (') 

υ = ι.',-r iv,= + \:,α+\3ιι, 
(ίο) 

ν - V, / ν2 — \, -ι- \11 1- \ΛΪ': 

u1 + iu2 = xo +dnx21ddds 
00 

e ι-, 4- /V-> — α", -r >î'3/< -t-

(L) CJ\ BAIL LÊYY. Journal de Alathématiques pures et appliquées, 8° série, 
t. Ό 1931. 
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les Xj el les X, étanl des quantités réelles quelconques liées par les 
équalions(5). Les relalions(io) et(i i)établissentlareprésonlalion des 
variables U,Y et u, r respectivemenl dans les espaces Κ et c et, d'autre 
part, elles son! équivalentes à l'ensemble des équations (i) et (2). Par 
conséquent la transformation (T) et la substitution (S) ne sont pas 
distinctes au fond. 

Comme application de cette interprétation, je démontrerai deux 
propositions importantes. 

Je considère les déterminants fonctionnels suivants : 

i>(iV ν,. IV v
s

) . · m, r .... 
ΊΤΓ\7Γ\,7\Γνό '· ~·;!· 

e,, //s. v,) 1 ., , 

I>(.e
u

, ."r„ .rs,;'ea) 2 

DlX0, X„ X»i X:i) \ 
!)(.<·„. >C

2
, χ

Ά
) 

λ| μ, —λ, —μ. 

PcVii. r__ 
!>(//,. »·,. //,, ν,) λ, μ, λ, μ, 

μ'ο λ; μ', 

— ( λ ι μ'ι — λ , μ, — I, μ , - I- λί,μ,)-

-ϊ- (λ, μ', — /Λ μι — λ', μ, -+- λ,μ', )· — ,'>11*. 

D'où la relation 

(12) hμ,,Α·ό — OR2ο ^- ( 11 g - — tV
s

C.'
â
) = OR.4 χ4/Γ* (II· — <i

2
1 ). 

Par conséquent h'i—g., μ\, a le même signe que H*— G XL. La 
permanence de ce signe résultera également de la transformation des 
fonctions thêta ('). 

Je considère les points .-r, non congruents correspondant à un 
point X, ; ils sont en nombre égal au volume du parallélépipède corres-
pondant au parallélépipède unitaire des X,·; par conséquent ils sont 
au nombre de δ. Il en résulte que le nombre des points //,c correspon-
dant à un point IJ,V est égal à δ ("). 

(l) Cf. ΙΙΚΙΙΜΙΓΚ, Œuvres, t. î, p. /|Γ»-. 
(-) Cf. Ci. HUMBERT, premier Mémoire, n° 1 h'i. — IV. COTTY, Thèse, p. 33. 

>·'. μ\ ->·; 



200 C.-E. TRAYNAHD. 

CHAPITRE II. 

TRANSFORMATIONS ORDINAIRES 1»KS RELATIONS SINC.L!I.IÎÎRKS. 

On dit que les périodes G, H, G' vérifient, une relation singulière 
de diviseur Ν (1 ) si elles sont liées par la relation 

( 13 ) ΛΝ(ί 4- BU 4- CXV + 1)\ ( I Is - G G') H- .1·: o. 

Λ, B, C, D, Ε étant des entiers que l'on peut toujours supposer pre-
miers entre eux dans leur ensemble. 

l ine transformation de type (Ν, n) change la relation (i3) en une 
autre de même espèce et de diviseur comme on le voit en rempla-
çant NG, H, G', N(Ha—GG') par leurs valeurs fournies par les 
formules (3). 

Le résultat de celte substitution esl 

( ι ,'i ) y. | η g 4- β | h y | g' -(- f), η [ h - — gg ' ) -)- î (.υ 

en posant 

y. ( — Λ ( (((' ),\.j 4~ Β ( (1C C i | + 1) ( OC )„| l'< (</(').>,·{, 

y I - · ·-^ 0^' Vi "t~ B(<M)li -I- c ( i//C
0

| Κ ( cl h ).>3, 

o, -- A(<//Ç0,-t- l>(r/M:i4- C(r/A):ll4- Ι)06)„, ι- Ε {ab 

c ι ^— Λ ( ('(/)„·> H- I"» ('"'/) | ·> -|- ( t ( <v/);t ( 4- Π ( cd )„ | -f- K((Y/Ç
:i

, 

β ι —— Λ| {η | 4- B| (Ac)i·.—//(^<·/)ι·. | 

4- C| l h(')31—"('"Ο.ίΐ I 4- Π| ( bv)ol — » ( tt */)„, | 4- B|'(ftc)ia+ 

= A.\(AT!)w..-l· Β ·.».(,br)Xi — | -| · C(4- Π(bc\n 4- 9. Κ( 

·2/ι,\(ί?</)
01

— 1>|\>./ί(ί/Λ),> ~ j — ·>ην,{α(ί)
:η

— ·>.ηΧ){<Ηΐ)
η

 — ο./ίΚ(<td).
n

. 

Les coefficients α,, β
η
 γη ο,, ε, admettent un plus grand commun 

diviseur <0 et leurs quotients par ce plus grand commun diviseur 

(') .le dirai diviseur et non pas genre, comme G. Colt)', le genre ayant déjà 
beaucoup de significations en mathématiques. Ce terme de diviseur a été intro-
duit par Mi\i. Enriques et Severi. 
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sont «, /), r, r/, c, donnant la relation transformée 

( l ,| ) (l /I g H- b h H- ' ~H du ( /<" — gg' ) i~ '' — Ο · 

Posant 
II·'— \AG - -i NDK, 

Λ — //- — η a c — l\ η de, 

qu'on appelle les invariants des relations singulières (i3) et (i'i), 
on a 

;)îv-
( ι 5 ) âV2 A = V = κ2 nhi V 

ou, en introduisant le degré de la transformation ο = κ-ÎNV, 

(Β2Δ —ό £ν. ιΝ 

Sous la première forme on voit que le rapport ^ est carré parfait. 

Par les formules (/j) je transforme de même la relation (i/|) en 

( ι t> ) y.-ι \G H- β
2

11 ι- y., ( i' -\- o
2
 Ν( 112 — GG ' ) + î

2
 — o. 

11 est facile de voir que Ton a 

x, .3 2 y, §i ε2 

À ~ M" ~ G ~~ ï> ~~ Κ " °· 

Par la même opération, la relation (i4') aurait été transformée en 

aV[ ANG + BU -h G G'-F- DA (II2— GG') a- iq = ο 

et il résulte de la comparaison des deux transformées la relation fon-
damentale 

cotô'^- ό — y.s NV. 

lai valeur minimum de uxvV est Ν 'η' obtenue pour κ = ± ι ('). 
Si \ = n, on a V=/i' = i, d'où te = (fc/= ι et A = V; on dit 
alors que les deux relations singulières sont équivalentes. 

Les coefticients Β et h de deux relations équivalentes de diviseur Ν 

(l) On doit ici admettre îles valeurs positives et négatives de κ, le change-
ment de signe de g, h, g' entraînant des changements de signe dans les coefli-
cientsde la relation singulière. 
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sont liés par l'équation 
b — 2 Χ σ -ι- ε Ι » 

où σ est un entier et ε= db ι l'ordre de la transformation. 
En particulier étant donnée la relation singulière (i3) dont l'inva-

riant est 
V = B2 — 4 ΝΛ.0 - l\ Ν DIS, 

si l'on détermine un système de nombres 'i, γ par les équations 

.53 ~\~ X y — V, ε,'ϊ -- Β (mud ·>. Ν), ο
 = 15_Χ, 

la relation (ι J) est équivalente à la relation 

(I-) Mi + βΙΙ O 

et la transformation qui conduitde (i3) à (17) est d'ordre ε ( ' ). 
Le nombre β est appelé le type de la relation singulière. 
Toutes les relations singulières de même diviseur, de même inva-

riant et de même type forment une classe de relations équivalentes 
entre elles et qui comprend une relation réduite de la forme (17). 

I l sera commode, dans certaines applications, de considérer d'autres 
relations réduites, par exemple de la forme 

X y. 0 I- ji 11 — G ' < ». 

G. Colly (p. 5Γ>) a déterminé toutes les transformations (-) qui 
l'ont passer d'une relation singulière à sa relation réduite en utilisant 
11116 interprétation géométrique qui découle de celle qui a été intro-
duite pour les périodes. 

Je reprends ses définitions que j'ai dû légèrement modifier : j'ai 
introduit les droites D

N
 et d

n
 dont les coordonnées sont : 

(DN) NG P31 = H nsPoia = _NH P12 = G' Po2 = N -GG4 = 1 )__Poi1 

^ ^ η y _ h —nlt __ ti(/r—yy') ι 
/h\ ~ l'a3 _ Ρ12 /Λυ Pn />«.. 

(') Pour les développements, voir G. COTTV. These, Cliap. 111. 
(-) On doit remarquer que la deuxième équation (3i) de G. Cotty a son 

second nombre égal à -t- 1 et non pas à εη ; il en résulte quelques modifications 
sans grande importance dans la démonstration. 
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Ces définitions font correspondre à la relation singulière 

ANC. 4- m + CG'4- DN ( II2 - GG') ± G = Ο 

le complexe 
A Ρ 31 4~ BPoa 4- CP0» 4- GP23 4- I^Pyt O. 

Autrement dit, les droites D
N
 qui représentent les périodes du 

tableau T
v liées par la relation singulière (i3), appartiennent à deux 

complexes linéaires à coefficients entiers, savoir 

I X ! NPo:j4-P|2:— Ο 6t A L *3 χ 4- BP()3 + CP,)2 4- GP
2

3 4" GP
()
| 0. 

Elles appartiennent par suite aux complexes du faisceau 

/>'(AP3i4- BPo34- CP02 4- DP234- EP„,)+ /(P„ + NPOA) = Ο 

et forment une congruence linéaire. Les directrices de cette con-
gruence qui sont rencontrées par toutes les droites D

N
 ont pour 

coordonnées 
G 2 3—G, P

0
I — G, P„—C, P

02
 — A, 

n + sA „ _-B +
 n

/V 
I 1!— 5 > 'M— JTj 

Ce sont deux droites conjuguées par rapport à ΓΝ et à coordonnées 
rationnelles; elles constituent le couple 

Inversement si la droite D^, qui représente les périodes d'un 
tableau Tx, appartient à deux complexes à coefficients entiers, ces 
périodes sont liées par une relation singulière. 

Avec ces interprétations, le problème de la recherche des substitu-
tions (S) qui font passer d'un couple de droites ©N à un autre couple S

n 

comprend celui de la recherche des transformations (T) qui font 
passer d'une relation singulière de diviseur Ν à une autre de divi-
seur n. 

CHAPITRE III. 

TRANSFORMATIONS SINGULIÈRES. 

J'ai supposé (p. 192) que la relation en G, H, G'résultant de l'élimi-
nation de «·, A, «·', λ, ο, V, p/ entre les équations (2), disparaît identi-
quement; les transformations ainsi obtenues sont dites ordinaires par 
opposition avec les transformations singulières obtenues dans le cas où 

Journ. de Math., tome III.— Fasc. II, 1924. 27 
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cette relation en (i, H, (V n'est pas identiquement nulle; c'est une 
relation singulière entre les périodes initiales. D'après l'équivalence 
des systèmes (1) et (II) de relations entre les entiers d'une transfor-
mation ordinaire, la relation en g, Λ, g' résultant de l'élimination 
de G, H, G', λ, p., λ', p/ entre les équations (2) est, en même temps, 
identiquement nulle. Autrement dit, les périodes initiales et finales, 
liées par une transformation singulière, satisfont en même temps ou ne 
satisfont pas à des relations singulières. 

Soit 

(18) an g 4- b h 4- cg' 4- dn (h- — gg' ) 4- e — ο 

la seule relation (') singulière à laquelle satisfont les périodes g', //, g' ; 
par identification avec le résultat de l'élimination, on a les relations 

(tfc)03 4- N(tfc)iâ= «A-, (îM)03+ N(rf6)ls= ck, 

(III) (ab~)os + Ν(rt/>)|2—dA, ((v/)03 4-N(c.7)|o —e/«', 

( Ae)034- Ν ( bc) 1 ·> — /i[(rti/)o:, 4- Ν (f/7),,] = bk, 

a, b, d, e sont des entiers sans diviseur commun; /» est 1111 entier 
dont le signe est tel que le premier des trois nombres a, b, d qui n'est 
pas nul est positif. 

On pose, en outre, l = (ad)
{yi

 -t-N(ac?),
2

; / et k sont les indices de 
la transformation (T); S valeur du déterminant (7/,, b,·, c

h
 d,·) en est 

le degré. Si l'on a obtenu un système d'entiers satisfaisant aux équa-
tions (III), on en déduit les valeurs de λ, p., λ', p/, et par suite, G, II, G' 
en fonction de g', h, g' et inversement comme dans le cas de la trans-
formation ordinaire et par les mêmes formules. 

En remplaçant dans la relation (18) g, Λ, g', (Λ2 — g g') par leurs 
valeurs fournies par les équations (4), on obtient la relation singulière 
entre les périodes de T

N
 (-) 

A, NG 4- H» PI 4- C, G' -H D, Ν (112 — GG') 4- E, = o. 

(') Ce n'est que dans des cas particuliers que l'on a étudié les périodes liées 
par plusieurs relations singulières ou autres. 

(2) On ne peut plus ici parler de la transformée de la relation ( 18) par les 
équations (4), car si l'on emploie la troisième de ces équations au lieu de la qua-
trième qui est utilisée ici, le résultai n'est plus le même et diflère par un facteur 
de proportionnalité. 
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Les coefficients de cette relation ont les valeurs suivantes : 

Ai — b(cid)3ι + c(rtt')3[ + d(cd)zi 
Ci — a(dh)0i-1- b(ad)024- c(«c)024- d(cd)0i-+- e(ab)oî, 
D, ~ a(db)n + b(ad)u+ c(«c)23 4- d(cd)i3+ e(ab)V3, 
E, = a(db)in-h b(ad)di-\- c'(«c)0,4- d{cd)Ql-+- e(ab)0l, 
Bl~a[{db)0.i—N{db)n\ 4- b[(ad)os—^ (ad)n] + c[(ac)

fl3
 — N(ac),

2
'J 

4- Î/[(CÎ/)
03

 — JN (CY/)|., ] 4- Ο [( CIB)
OI

 ÏN ( OB)
VÎ

 |, 

qui se transforment en 

k\i = /[(i»C)13 + //.(rti/)u], 
/, C,— /[(/^)ί(,+ «(ar/)so], 
/. D,— /| (^c);t2+- /i(«rf)32], 
/.Έ,- l\(bc)u,-\- n(ad)l(l], 
/, !{,= ί[(^ί.·)30 4- /i(arf)30] — Ν/[(Λβ)„ + «(αίΟϊΐ]· 

En divisant A,, B,, Cn Dn E, par leur plus grand commun divi-
seur ιύ', on obtient la relation singulière initiale sous la forme cano-
nique 

(19) ANG 4- Bit 4- CG'h- Di\(H2— GG') + E = O, 

®' étant choisi d'un signe tel que le premier des trois coefficients 
A, B, D qui n'est pas nul soit positif. 

Les résultats précédents conduisent à poser 

(b<')w+ n{<td)y>— Ak, {bc)^-\- n(ad).
1{)

— CK, 
(IV) {bc)3î-h n(ad)3i— DK, (6A10 + 'i(ad),0— EK, 

(bc)i0-h n(ad)
30

— N[(ùe)
2

| -h n(ad),
l
] = BK, 

et la façon même dont ce système est obtenu montre qu'il est équiva-
lent au système (III). On posera également L = (ùc)03 4- n(ad)03. 

Comme dans le cas d'une transformation ordinaire, 011 a la rela-
tion 

(ia) ' A2-£2iA^lL^N(H2-G2G;), 

d'où la conclusion généralisant celle de G. Humbert que seules les 
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transformations de degré positif font passer d'un système de périodes 
normales à un autre système de périodes normales. 

Le nombre de points u, ν correspondant à un point U, V est égal 
à o. Enfin, comme dans le cas d'une transformation ordinaire, on 
peut changer simultanément les signes de a.,, «3, />„, bn 

h
a

, /Λ, ce qui entraîne, les périodes et la relation initiales étant 
données, le changement des signes de «, b, c, Λ, «-', /, Κ, L et 
par suite le changement de signe de bk-hnil·, or, ainsi qu'on le 
verra plus loin, la transformation (T) appliquée à une fonction thêta 
de périodes G, H, G' conduit à une fonction intermédiaire pour 
laquelle μ\, est positif comme G

a
 si bk -t- 'inl l'est aussi; inversement 

il en résulte que G, et sont de même signe si bk -t- 'inl est positif 
et de signes contraires si bk H- inl est négatif. 

En même temps que la transformation (T), je considérerai la trans-
formation associée (T,) dont le tableau d'entiers est 

η dt e:l
 — b, — u (7., 

Ν // d, Ne, - Ν h, — Ν η a. 

— Ν η — Ν e, Ν b ι Ν η α. 

— η e/0 — c0 b0 η α0 

Ce tableau peut être simplifié et les conséquences de la division de 
ses termes par un facteur commun sont celles qui ont été exposées 
pour les transformations singulières; en le prenant sans simplification, 
le degré de (T,) est N2^2o. 

Le produit des deux déterminants de (T) et (T,) (effectué ligne 
par colonne) est égal au déterminant 

ni —nke nke <> 
ko bk-\-nl υ —ke 

— [n l(bk η l) 4- η (ne 4- de) — kd ο bk-\-nl —ke 
ο η k d η k a ni 

d'où, en choisissant le signe, 

Ν η ο — nl( bk 4- ni) 4- η ( ae 4- de ) λ-2, 
(20 ) 4 ~S no = (·?. nibk)- — Δ/>2 [Δ=ύ2—4 n(ac-\-de)]. 

De même, en faisant le produit colonne par ligne, on obtient le 
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determinant 

L — NCK Λ IL Κ ο 

A Κ ΒΚ η- L ο — Κ Κ 
= [Β(ΒΚ + L) 4- Ν (AC 4- DIÏ)K2]», 

- 1)Κ ο ΒΚ + L - CK 
ο i\DK ÎS'AIv L 

d'où 
ι\ η ο = L (ΒΚ + L) -+- Ν( AC + DE) Κ2, 

(·>.ι) (\ Ν /ιό = ( a L + ΒΚ )2 —- V Κ2 [V= Β2-4 Ν (AC + DE)]. 

La transformation associée (Τ,) fait passer des périodes du 
tableau T„ aux périodes du tableau T^. 

En elTel, en changeant dans les équations du système (ΠΙ) η en N, 
a en A, h en B, c en G, d en I), e en Ε et en remplaçant les ah biy ch 
d,· par les quantités qui occupent la même place dans le tableau des 
entiers de T,, on obtient pour la première équation 

Nn [(bc)13 + n(ad)13]= AK', 

et de même pour les trois suivantes; par conséquent le deuxième 
indice de (T,) est Κ, = N/?Iv. 

On obtient pour la cinquième équation 

A'" I (Mao+ W[(ô<?)ai + «(CTrf)si] ! = RK-f 

D'autre part, l se transforme en ii*(ad)
03

 -h n(bc)
os

 et le premier 

indice est L, = N/ι mais le facteur ~ ne présente d'intérêt que pour 

la symétrie des formules, c'est pourquoi je ne l'ai pas conservé. 
Chaque transformation (T) peut être remplacée par une substitu-

tion (S) de la façon exposée pour une transformation ordinaire. 
Le système (III) exprime que la substitution (S) transforme, par 

les équations (7), le complexe 

NPea+Pll=o 

identiquement dans le complexe 

Ιψο3~+- C/V2+ dp-w-l·· <-'Pù\) -t- l( "/^03+ Pu) — °« 
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Le système (IV) exprime que la substitution (S) transforme, parles 
équations (7), le complexe 

lv( A.P31 -4- BP03 + CP02 BP
23

 ■+· LP
0l ) — —— ( ΝΙ'«3 Ρ|·>) — ο 

identiquement dans le complexe 

— ο (np
0 3

-ί- ρ
 12

) — o. 

L'invariant de chaque complexe se reproduit multiplié par le degré 
de la substitution, ce qui donne pour le premier 

Ν<5 = k-(cic + de) -+- l{bk + n/) 

et pour le deuxième 

K»(AC + DK) + ^(BK + L) = /ÎÔ. 

Ces relations ont été déjà établies par une autre voie. 
L'invariant simultané des deux complexes donne la relation 

( 22 ) I3I\ 4- 2 L = bk -l· 2 η l 

qu'il est facile de vérifier directement. 
La comparaison des équations (20), (21) et (22) donne 

A/.-3=TKs, 
(28) Λ" \/ Δ = s Iv \/V. 

Si ε = -t- 1, la substitution est dite droite; si ε= — ι, elle est dite 
gauche. Ce caractère dépend d'ailleurs essentiellement de la définition 
des signes de k et Κ (' ). 

La relation (23) montre aussi que, pour les transformations singu-

lières comme pour les transformations ordinaires, le rapport ^ est 
carré parfait. 

L'interprétation géométrique des transformations va permettre 
d'établir simplement les formules de composition de deux transfor-
mations. 

(') La définition est inverse pour G. Cotty qui a changé les signes des 
prerçiierg membres du système (IV], 
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Soit (S
t
) une transformation singulière conduisant des variables U, V, 

et des périodes du tableau TN liées par la relation singulière 

ANG 4- BIT + CG' 4- DN(ll°— GG') + Ε = ο d'invariant V 

aux variables M, P, et aux périodes du tableau T
Wi
 liées par la relation 

singulière 

y- n\(i 4- 4- y fi" 4- <S/î, (.*ÎC2— f,V) 4- ε = o crinvariant Δ,. 

Les indices de celte transformation sont /,, /·,, Ln Κ, ; son degré 
. ^ est ο,. 
Soit de même (S2) une transformation singulière conduisant des 

variables //,, e, et des périodes du tableau T
Wi
 aux variables M, v et aux 

périodes du tableau T„ liées par la relation singulière 

a η ρ 4- bh 4- c%''4- dn(h-— pp') c = o d'invariant Δ. 

Les indices de celle transforma lion sont /
2

, /»2, L2
, K2; son degré est o

2
. 

Soit enfin (S) la transformation composée conduisant des variables 
Ό, V et des périodes du tableau TN aux variables w, Γ et aux périodes 
du tableau T

n
. Il s'agit de calculer ses indices l, A, L, Κ et son degré δ 

en fonction des indices et des degrés des composantes. 
(S,) transforme le complexe 

_ + p|5) + κ,(ΑΡ,1+ΒΠ,,+ CP„ + DP„ + EP„) = o 

en 
0 I (/if C70;j 4- m 1 2 ) ο 

qui esl lui-même transformé par (S2) en 

— δ, [ l, (np
03

 4- pu) 4- k
t
 {ap

31
4- bp

03
 4- cp

0i
 4- dp

i3
 4- ep

0l
 )] = o. 

Par conséquent (S) transforme le complexe 

— BKH~L'(NP„,+ P,,) + K]( APji + BP„ + CP„ + i)P!;1+ EP„) = 0 

en 
— Oj [ /2 ( tip os 4- ρ ) 4- ki(apsi 4- bpo3 4- cpoi 4- dpi 3 4- cp01 )] — o. 
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La relation d'invariance donne 

fk* ( \C 4- DE) 4- ^ (BK, + L, )1 ô = ôf [/4 (ac 4- de) + /, ( bk, 4- /*/,)] 
on 

b=b1b2, 
ce qui était évident a priori. 

D'autre part, 011 a' 

- "~^!<NP« + P..) + K,(AI>„ + ...)' 

■=^[- "Κ

:

^" l,(M'„ + P
ll

) + KiAI'„ + ..·)] 

_ Bk+1 N_ K1 K BK +L N (NPnm+P12): 

el sous celle forme 011 voit que ce complexe est transformé par (S) en 

_K1 K b (nkô3 +p12)_ BK1+ L1 N _ K1 K BK +L N; 

X + Pli) + k(«Pn + bp
(Vi

 4- cpoîdpi:
t
 + ί'/Λη)] ~ o. 

On en déduit par comparaison 

(4)
 "hîK—

1

 ' = '' i\K = *· *-

De même (S,) transforme le complexe NP03 -+- P12
 = o en 

(^12 "+~ fil ^03 ) ^ I ( α 5*31 + β *"03 "t-" yw
0
, -h 0®23 4" £W,n ) O, 

qui s'écrit 

K K2, _ BK2 +L2 R1; (,1w2+w12)+K2xw2+Bw03+yw23+Wkfnçe+xwon':; 
/ . Λ, βΙ\.24-Β.2\ 
Ι1 k" /7,

 lO'i^os+SBa)-—O. 

Sous cette forme on voit que (S
2
) le transforme en 

k ι > , \ f ι ^ i β lÂ·» 4- L.A 
- jq 0. («/>„, H- Λ ■ ) -t- + κ; — ) 

X [ ( JLPO'.I 4~ /'12) + /••2(FF/>31+ bp,,3 4- C^0Â-|-^/'23"<-<7'0L)] =0. 

D'autre part, (S) transforme NP
03

 4- Pl2 = o en 

t( «/J03 + AV>) + /»"(«/»31 + bp„i) -h cp
oi

 -l· dp.
n

 4- ep
n

 ) = o. 
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d'où par comparaison 

(.5) i
 = i

,p
1 +
 _e__j, ,

=
__

0t+
p

1+
_L__p

1
. 

Ces équations (24) et (25) résolvent le problème posé. 

On déduit des équations (24) par élimination de L1K ,NK; 

K1 K B + lb = Jnk, 

de même on déduit des équations (25) 

'=-£4·+ί''· 
d'où en éliminant l 

(26) K1 K= K2 K k1 K2; 

Or on a 
Κy/V = ε/ι y/A, Κ, y/V = ε,Λ-! χ/Δχ, Κ2 \/At = ε2/.\> \/Δ, 

et l'on est ainsi conduit à la relation 

ε = ε,ε2. 

Donc le produit de deux transformations de même sens est une 
transformation droite, le produit de deux transformations de sens 
différents est une transformation gauche (' ). 

Pour transformer l'expression de /c, je rappelle la relation 

βΚ2+ 2L2~ 6/i2h- 1 nlt, 

qui donne, en portant dans la première équation (25) 

/,· - /, k, -t- ( β Ks + Ok, + 2 /» /, ), 2 l\.o îl j 

(27) 2 η
{
k — k.

x
 (β k

x
 -+- 2 /?j l

x
 ) + ε

2
 y/^ k

x
 ( bk* -+- 2 η h). 

(l) On remarquera qu'avec la définition donnée pour k' ou Κ par G. Cotlv, 
ε change de signe et l'énoncé actuel est remplacé par l'énoncé inverse moins 
naturel. 

Journ· de Math., tome HI. — Fasc. II, iga.j. 
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On a de même 

l= k1 K2 (2nl2+bk2 2-_ Ak322 +l1l2+k1l2 (BK2+L2 n1K2 4nn1 K2 

(28) 2Μ|·+· ί fit) — (jiλ"ι -4- 2/ij/j) (6/»'oH— 2/1 /0) -+- So y/ΛΔ) Â'j /ν, 

Les équations (27) et (28) donnent les expressions cherchées pour 
k et /. 

Cas particuliers. — Je suppose d'abord que (S,) soit ordinaire. On 
a dans ce cas 

•)ï. ----- {ùc)m -I- //(W)08= N[(for),2-+- «(flrrf)is] 
( £Όθ3 "+" ^ n L (î7<^)o3 +- Ν («</)„] 

et le degré de la transformation est 

0 — Ν Λ ■ 

Ceci s'accorde avec les notations d'une transformation singulière en 
posant 

Λ = #ι/=Ι„ *=K = o, d=Ç = ̂ . 

Par conséquent la transformation (S,) transforme 

Pla+NP03=o en /I(GT,s + «1%) = <> 

qui lui-même est transformé par (S
2
) en 

Λ [nP«z) ki(aP;n + fy'oa + ί'Λη) ] — °· 

On a donc pour les indices de (S^ 

/=/,/s, A· =*,/»·♦. 

C'est ce que donnent les équations générales quand on y fait /1, = o. 
Je suppose maintenant(S

2
) ordinaire et (S,) singulière. Le complexe 

_ £Κι+1.Λ,.ιι+ N|>t>) + Κ^ΑΡ,,η- BP.»-H CPm + l>P«+EP„,) = O 

est transformé par (S,) en 

— 0,(τσυ+ fi 1%) — Ο 
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qui est lui-même transformé par (Sa) en 

— a-+- n/>oa) = o. 

On a déjà vu que (S) transforme 

- "K'^ L'(1'|,+ iM'„) + Κ,(λΙ'
11+

 Ιϋ',,,Η- CP„ + DP„+ EP„) = o 

en 

-γ »</'!· +"!>»)-{■ Ν + κ"1') 

Χ I /(/>,·> + η ρο:, ) + /> ( α ρ η -+· bp^ + cp
oi 4- dpn + ('/>„, ) = ο ; 

d'où il résulte par comparaison 

- τ" ~ 1 —— + "κ h)1=- °< '«· \ Ν + "κL) '· = "· 

A* étant différent de zéro, ce système est équivalent au suivant 

e1 e A1 A k1 k b=b11l2 BK1+L1 N + K1 L K =o: 

La première équation se transforme facilement en la suivante 

2n1k=e A onA 2nk1l2,; 

qui n'est autre que la formule générale (27) où Ton a fait A\, = o. 
Pour transformer l'équation (28), je prends la formule générale 

4N/ÎÔ — (2/1/4-M)*—ΔΑ4, 
qui donne 

(a ni -1- M)' =T[/|(a «,/, + ?k,)! - Δ,if /; ± Λ, /. < /| |. 
"ï 

Le signe à choisir pour la racine carrée s'obtient en remarquant 
que le signe -1- donne le même résultat qu'en faisant A\> = o dans la 
formule générale ; par conséquent, on a 

2/11(2 ni 4- bk) — 2η 1%( β A, 4- 2 /,). 
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CHAPITRE IV. 

FONCTIONS INTERMÉDIAIRES SINGULIÈRES. 

Etant donné le tableau de périodes ( ' ) 

-- ο A' h /1. T. 
ο ι h g' 

avec if
a
>o,//* — oafTs^

0
» j^ppellc fonction intermédiaire singu-

lière toute fonction entière de M, Γ qui se reproduit multipliée par une 
exponentielle <?/Mf^v+v quand M, Γ sont augmentés d'une période. 

Après multiplication par un facteur exponentiel convenable, ces 
fonctions satisfont aux conditions 

q (u+1/n, v) = q(u,v); 

?(«, r + i) —o(<t, r)e'J", 

q(u+g, v+ g+h q= un uv)en, 
o(u -h Λ. e -\- g') --- ?(M, e) eY +µ diud;: 

Ces équations combinées deux à deux donnent les conditions de 
compatibilité 

Y Y' 
η '' /ι " " /t

 ->*.<. 

μ — Og - .Î //ι r. i, μ' — 0 h — ■.» /«' - /, λ It +·
 t
u "·' — λ' ■;·■ -h a' h — e <j ~ t\ 

ρ, <y, /, X*, /«, /w' étant des entiers. 
D'où la relation obtenue en éliminant λ, λ', p., υ.' et 0 

η kg — ( /< / — m' ) h — m g' -g ηp( h- — gg' ) -+- y — o. 

C'est une relation singulière à moins que 

k — ni — m'= m = ρ — q — o. 

(i) L'exposé des Gliapitres IV el Y suit celui de G. Humbert dans son 
premier Mémoire ( Journal de Math., 5e série, t. Y). Je n'ai pas reproduit cer-
taines démonstrations qui restent à peu près les mêmes. 
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En ce cas les fonctions φ (u, v) satisfont aux relations 

φ yii -h =o(u, i' + i) = ®(«, ρ), 

ο (it -t- g, <> -+- h ) — o ( ρ) e-2 _uydi,; 
p(u + Λ, t' -f·^··') = ç>(/î. {>) e~ -"/π'χ'+ν. 

Ce sont les fonctions thêta d'ordre ni que j'ai étudiées dans ma Thèse. 
Je suppose maintenant les périodes liées par une seule relation sin-

gulière de la forme réduite 

ng + β h — y g' — o, 
d'où en identifiant 

ni — ni' m ρ η 
ι — 'p y ο ο 

Les fonctions cp (Μ, Ρ) satisfont alors aux relations 

? (^1 ~+~ ro(«, r+lJr^K, (·), 

?(« + ,?, c-h/i) — O (il y e) ί>-2π/(Η/«+γ/.ν)+ν
> 

?( M -H Λ, p -t- "·') z:o(«, p) c~-7(u, p ) c_n r(nku+al+Bue+v): 

J'appelle δ le determinant des coefficients de ΛΜ, ρ dans les exponen-
tielles 

ô = / ( ni 4- β /, ) — y k'1 = « /2 -f- β/»7 — yA"-, 

en général il n'est pas nul, car o — o donne 

L — —β ± \Ζβ'~-+- 4 n y 
k 2 11 ' 

ce qui exige que β2 + 4 n γ soit carré parfait. 
Pour élucider ce cas particulier : 

B2 + 4ny = o2, l k _Bjiop;: ;,: 

je considère les deux combinaisons M-HXP qui n'admettent que 
deux périodes et qui sont obtenues pour 

Y= B_o 
a n 
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Le même raisonnement que celui de G. Humbert conduit au même 
résultat : 

Les fonctions intermédiaires sont des fonctions thêta elliptiques 
d'une seule variable. 

C'est pourquoi le cas où ο = ο est appelé le cas elliptique. 
Je reprends maintenant le cas général des fonctions intermédiaires 

d'indices l et k et je fais le changement de variables 

nàU — nlu y Ar, ndY = η Au 4- {ni -H (3A)e, 

d'où, o n'étant pas nul, 

u = («/ + (3 A) U -y AN , r — //(—Al! /V). 

ο (it, (-') devient 0 (U, V) qui satisfait aux relations 

o(v + -L
r
\ + X) = o([J + ï4", V + = Y). 

d'où 
ο "υ -ι- l(±n±, V -H â';) ^ nu, V). 

//o //o 

λ et u étant des nombres entiers. 
Pour les valeurs λ = ni 4- β/", u. = — /·, d'une part, λ = - ///*, u = />/, 

d'autre part, on a 

(■.<
9

) ^ΐ: + 4νΝ=0(1·,ν + .) = 0(Γ. V). 

En posant 

G= nlg+ykh no, H=nlh+ykl g' ,d= nkg +(nl+ Bk)h nb,; 

G'= nkh + (nl+Bk)g' nB; 

on a de même 
θ ( t : 4- Ο, V 4- M ) = 0 ( l;. Y ) e~ v, 

(•>9) 0(l:4 H, V 4-G) = 5(1;, V)e-î«''«3v+v·. 

La fonction 0 (U, V) est donc une fonction thêta d'ordre wo aux 
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périodes 

- O h g 
η T„ 
ο ι h g' 

car on peut en augmentant les variables de constantes convenables 
supposer 

v= 2tin b 2 G; v' = 2uin b2g'. 

Mais c'est une fonction thêta particulière qui satisfait aux relations 

(30) 0 (U+ l nB, V+ k ,i=oKu + ή·v + Ά = °{v + &v + ί±$ί):=0(υ·V)· 

Pour qu'une telle fonction existe, il faut que ses périodes remplis-
sent deux conditions : 

10 11· — (i a G;, < o ; or on a 

ιΐ2-οχ.',= -A/ii- g*gi), 
fit) - >"··-' 

ce qui donne, puisque h\ — g*g't <! o, 

q > o ou ni- β kl — y /ν- > ο ; 

2° G., et /ÎO de même signe, ce qui donne 

G2 > ο ou ηlg, -+- y kh2 > o. 

Ces inégalités se déduisent de celles qui ont été étudiées par 
G. Humbert en remplaçant l par /i/, γ par — γ et ot par n \ les conclu-
sions sont donc les mêmes : 

Le point k doit être dans l'angle des droites ni1 + $kl—γΡ = o 
qui comprend la partie positive de l'axe des /. 

On peut d'ailleurs remplacer ces inégalités par la suivante qui les 
entraine 

2 ni + βλ· > y/Δ j k\. 

Les fonctions thêta qui satisfont aux relations (29) sont fonction? 
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linéaires et homogènes de n$2 fondions (o</? < δ, o< q < no) 

0,^(1), \')=2 2 ^~·',"Ι>' + Ρδιυ+ "σδιγ] 
η τ 

— !«-(/>-H pî)5 C -t- 2ιι'ι> + pîi Uf + nTO) Il + (</4-/i<X$)'J C) 

Les conditions (3o) donnent en outre 

η lp + kq = λ η δ, /i y /,/> -t- ( η I Α- βλ*) </ ==: μ η δ, 

λ et ut, étant des entiers; d'où en résolvant 

m (ni + βλ)λ— kp, q — n[—y kl + 

Il est facile de voir que le nombre de solutions distinctes est δ. 
On a donc finalement le résultat suivant : 
Soit un tableau de périodes 

~ u .. Λ /t Τ» 
ο ι h ρ·' 

liées par la relation singulière 

" ο H- β/' — y Λ'"'—(> 

d'invariant Δ, où β et γ sont des entiers. Les parties imaginaires de ces 
période* satisfont aux inégalités 

h·* a ή'··ΐ ̂  e ! 

/ et k étant deux entiers tels que 

à = /i/2 + β kl — y k"· > o, 

il existe des fonctions intermédiaires singulières d'indices l et k 
vérifiant les relations 

φ(" + ̂ 'Γ) =?("> Γ + 0 = φ(«, «'), 

θ((Ι -+-gi e-H//) = ©(//, (·) ^-2-/(Η/«4-γ/.·«')+ν
? 

o{tt + h, (· + £<') — o(u, c) , 
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où v el v' sont des constantes données. Ces fonctions s'expriment en 
fonction linéaire et homogène de δ d'entre elles. 

Je me propose de déterminer le nombre des zéros communs à deux 
fonctions intermédiaires singulières; la question ne se pose que pour 
deux fonctions relatives au même tableau : soient les fonctions d'indices 
/, /· et /, k' relatives au tableau T„; ce sont aussi des fonctions 
d'indices ni, k et ni', k' relatives au tableau T, ; à ce point de vue, le 
nombre de leurs zéros communs est 

Ν(ni, /,·; ni', k') — 2 />'- W + η β(/,' I + kl') — 2 /1 ykk'. 

Mais si M, v est l'un de ces zéros, tous les zéros 

u 4- -- ? e ( ο λ < η ) 

au nombre de η comptent pour un seul relativement au tableau T„; 
par conséquent : 
Deux fonctions intermédiaires singulières d'indices /,/· et 
relatives au tableau T„, ont en commun un nombre de zéros égal à 

Ν ( /, k ; /', /, ') = 2 η II' -h (3 ( /,·' t -h kl' ) — 2 y kk'. 

Les transformations singulières établissent entre les fonctions 
tlicta et les fonctions intermédiaires singulières une correspondance 
que je vais préciser. 

Soit la transformation singulière 

(1) IJ λ it -h μι·', V λ'*/-l·-μ'«\ 

que j'applique à la fonction tlicta d'ordre wN relative au tableau Tx et 
vérifiant les relations 

o(W~,v)=G(U, ν+.) = Θ(Ιϊ, V), 

0(U-hG, V + H) =«(U, V)eiK/'">'l,+v, 
(·)( ϋ + H, V + G') = Θ( ϋ, V) e-in dNn +v' 

Par la transformation (ι), B(U, V) devient ψ(", t>) qui satisfait aux 

Journ. de Moth., tome III. — Ease. Il, 19·.^. 2i) 
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relations 

ψ(„
+

Ι,,) =«(lMÂv
+

>') 

~ Θ -f- -u r/3(i i- n2 II, \ ct\4- α·Λ II -ι- α., +a1+a3H +a2 G') 

(«) ^ p Y ) 6~' ;i 0 ■ '';Vi ' r(in>l. 
,}j ^ a g—iTCnnS <<ι

Λ
'ΐ.+ιι.,).')ιι 4· ιί ,υ. ί-iioJJ. ι·; l 1'niist. 

ψ(ί/, I'+|) = Ψ("> f) β
-2^«'Ν;·^>^/'·:λ>'·Η/..,μ.+Λ

2

α·:.·ΐ^,·«η,ι.
< 

ψ ( W -l· Γ -T-Λ) = ψ^Μ, (') β-2-'«··Ν."'..>· Η//Α ·« {\#@}/*-+ fkns 
ψ(Μ Η- Λ, (> Η- -') 1= ψ (Μ. Γ) Β-ΊΝ'",!Ί·"''"Λ 1 "+'«··,Υ-Η',Υ.·..·! 

En posant φ (Μ, Γ) =■ ψ(//, e)el>'"''\ Ρ (ιι, γ) étant un polynôme du 
second degré 

V(ti, r) — Λ -ι- 2 lî iiv -i- C r - -ι- 2 I) u -i- ·.» lût·. 
on a 

9 ( <1 + 1 > V ) ψ ( " H- ' ' r ) \ I! |, 

— ^ _ C " " " 
Ό {h, i") ψ(//, f ) 

• ?(", e + l) „ ψ(«, e-4- ■)riHII 
o(u,i') d»( c) 

Si l'on prend 

A . >15 
2 - = ·>.-ίηι Ν(c/

;{
Λ -ι- au A'), ---- ~ 2 7î//«i\(^3iy. i- "2p.')> 

·>. ( ; ~ 2 - //// \ (Λ;, tj. — /),
 (
U.'), 

et si l'on annule les constantes dans les exposants des deux premiers 
multiplicateurs, on obtient toutes réductions faites 

φ ^a -I- r) ^ φ (?/ , e), 

(30 
9(w, ι·+ ι) — 9(//, .·) e_2rmn;,:|`\^[]#{}]+/-:; 

. — 2~nr.n ■ ■ «Î/)
u;1

-I· N'UU/,. Ι- I/'</)„,-I- Ni/>il . -T .«/>·,,,-HX ««· ' +VOll«t 
©(// + ι· -i- h) =9(//, <·) e 

.... — 2~/ '·'//'-t- .\(ÎÎI':,.JÎÎ - ίι/'cjo.i + /'"'lia -1+ |
S
 hv ■ +cniis 

9(M -+- I.'·, C + g) = 9(M, «')E 1 

Si Λ, g' sont liées par la relation singulière réduite 

ng + β /' — */ Λ* ' — 
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les équations du système (III) permettent d'écrire les relations précé-
dentes sous la forme suivante : 

V ' '·) = ? ( «' ■+■ ' ) — ? ( ") V)l 

y (// + g. l'+A) =<»(//. c) t' ·>·ν*·,·| 
y (

M
 4- Λ, ,· -t- »·') = o(//. C) -Sîr//«|HA-« K«/H?A-)»i+.-oi.si.

t 

Par conséquent, une transformation singulière de type (Ν, n) et 
d'indices /, /.· transforme une fonction thêta d'ordre wN relative au 
tableau Ί\ en une fonction intermédiaire singulière d'indices ml, mk 

relative au tableau T
;l

. 
Si dans la fonction thêta m est positif, on a aussi H*— Ga

 g:<o, 
G

a
 > o. De même, dans la fonction s, à δ = ni- -+- βΧ7 — γ/'- > ocorres-

pond, comme on vient de le voir, h\ — g^g\ <C ο et à ίπΙ -f- β/· > \à |X | 
correspond g

2 >o. De l'identité qui vient d'être établie entre les 
indices de la transformation et ceux de la fonction transformée, résul-
tent les propriétés déjà énoncées antérieurement : 

Une transformation singulière de degré positif fait passer d'un sys-
tème de périodes pour lequel Ηϋ—G2Ciô est négatif à un autre sys-
tème pour lequel h'i — g.,g* est aussi négatif. 

Une transformation singulière pour laquelle nil^r$k est positif 
fait passer d'un système de périodes pour lequel G

a
 est positif à un 

autre système pour lequel est aussi positif. 
Si ο·, /<, g' ne sont liées par aucune relation, les équations du sys-

tème (11) permettent d'écrire les relations (3τ) sous la forme suivante : 

9 -l- =ΰ(«, Γ+ι) = ϋ(ιι,ι,)
ι 

9(u -l·· g, c -H h) ■= 9("5
 (') C f v

( 

9 (it -h//, i' -h A''') = o{u, r) ('--vim )ô»· 

Par conséquent une transformation ordinaire change une fonction 
thêta relative au tableau TN en une fonction thêta relative au tableau T„. 
De là résulte, en supposant i)ô > o, que H'i — G2

 G), et h* — g.*g\ 
d'une part, (U et g. d'antre part, conservent leurs signes. 



222 C.-E. TRAYNARD. 

CHAPITUL V. 

FONCTIONS INTERMÉDIAIRES SINGULIÈRES NORMALES. 

La fonction intermédiaire singulière la plus générale étant le pro-
duit d'une fonction οΛΑ. (//, ν) par une exponentielle ^ 

celles de ces fonctions qui sont paires ou impaires sont de la forme 

£''"κ/νφ//.(", »■) — F(^, c). 

On en déduit que F (î/, (-) satisfait aux relations 

(U + ~'n Γ) " A'F<"' =A 1 G(u,n 

F(i/, c + ι) = IL F( //, <')· 
F ( il + g, (' -f- h ) — A.,F(f/, ο) β-2π/(«/«-»-γ/.·ι,)

ί 

F(// h- Λ, c + g') — 13.,F(//, ν) ΐ"/·" ι-ί«/+βΛ·)»·ι
ι 

F(— u, — r) —± V(n, c). 

Par conséquent les fonctions intermédiaires paires ou impaires d'in-
dices l et k relatives au tableau T„ vérifient les relations 

F f « -f- rj = e
W7tt

'F(«, r). 

F (//,»' H- ι ) = eM ~' F( «, r), (32) 
F(// -h g, Γ + Λ) = e°"'

 <
>-2π/(«/«+ν/.·.·}-π/:;//

Α
'·Ηγ/,·Α;F(//, r), 

ρ ( u -j_ h
} t. 4- ο·') — (A'ni e—iKi\nku ι-ί/ι/+β/.·)ι·ΐ-πι|«/.·Λ-ι-ι«/+βΛ)Α'Ί F( r), 

où ω, ω', 0, 0' sont des nombres égaux à ο ou i. 
Plus généralement les fonctions qui satisfont à ces relations seront 

appelées fonctions intermédiaires normales. 

Le tableau est la caractéristique de la fonction F (c/, r). 

Pour trouver le développement en série de ces fonctions, je 
remarque que les équations (32) donnent 

F(// + i, r) = F(f/, ι·) — r) 
avec 

ω,= /ιω (mod 2). 
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Il en résulte que les développements cherchés sont compris dans les 
suivants : 

φ ^ ^ 2τ:/'(/' + "/Ρ) κ-1-2π» | 7+ Αγρ+ («/-+- βλ) j+ -T· |ι· π/(ρΟ HTO') 

Ρ σ . .. · ri (p +9+ np+ nkr + wi u +k dui+9B dlàdw' 
Χ c ' " 8 \ 

/(.Γ, γ) désignant la forme 

("•ο-ι·'1 4- 2ΐΙ0^7 -h C.'
0
j2 

avec 
r, __(/«/ + β A )# — Λ y // 
U"~' /4 0 

Ho= _n kg + nlg no= (nl Bk) jh _ ky gé gne 

, — η k h -1- η I » ' 
('»= lâ— 

Il suffit de remplacer l par ///, α par η et γ par — γ dans les déve-
loppements donnés par G. Humbert. 

Pour que la fonction Φ/w/(M, r) se reproduise multipliée par eMT:i 

quand on augmente u de «> il suffit que ρ soit divisible par/*; celte 

fonction est donc de la forme 

■y-^ yi ·>π//ί(/'4-/ρ-ι-Α·τ+^ )«-ι-·>π/L/ + A vp + («/+[î/. 'i-t-— Κ· TO(p'l4-iQ'\ 
Ρ 1 

π// //( /' + /ρ 4-λ σ-h -t- ) > ,/ + k γ ρ4-[n/-y [1 Α)σ ι-Xtf 

Le nombre de systèmes de nombres entiers ρ, q est égal à faire du 
parallélogramme construit sur les vecteurs 

l -\- 1 ky, λ- 4- / ( // / 4- β λ- ), 
c est-à-dire à o. 

Il y a donc δ fonctions intermédiaires normales linéairement dis-
tinctes d'indices / et k. 

Je vais étudier la parité de ces fonctions. 

I. Caractéristique nulle. — On ne change pas Φ/;ί/ en remplaçant ρ 

par ρ -h ελ 4- z'k et q par q 4- ελγ 4- ι'(ni 4- (3 A ), ε et ε' étant des 
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entiers; d'autre part, on a 

Φ/«/(— —<') = Φ-(')· 

Donc pour que Φ/Λ/ soit paire, il faut et il suffit que 

ρ ~ — ρ ε / 4- ζ' t/ξξζ — </ c/.-y -l· ζ'(/ιί-l· β/«) (mod?.), 

équations dans lesquelles on peut supposer que ε et ε' ont les valeurs ο 
ou ι ; elles s'écrivent 

ε ο ΞΞ ?.ρ(ηί + S /.) — ? <j/>', ε'ο .== — 2ρ /, y -f- ar// ( mod 2) 

et admettent toujours la solution ρ = q — ζ = ζ' = o. Pour les autres 
solutions, il faut distinguer plusieurs cas : 

ι0 δ impair; ε et ε' doivent être pris pairs, c'est-à-dire nuls. La 
fonction Φ

ϋ0
 est donc paire; d'autre part Φ/)(7(μ, <■') -l· Φ_,, r) est 

paire, tandis que Φr) — Φ_;,_ν(//, c) est impaire; il y a donc 

fonctions paires et 0 ^ ' fonctions impaires. 

2° δ pair; ce cas se subdivise en trois autres ; 

a — fi pair, / pair; ρ et q ont des valeurs entières pour les quatre 
systèmes (ο, ο), (ο, ι), (ι, ο), (ι, i) de valeurs de ε et ε'. 11 y a donc 
quatre fonctions Φηη paires, les δ — \ autres combinées deux à deux 
donnent autant de fonctions paires que de fonctions impaires; en tout 

il y a —fonctions paires et ——1 impaires. 

b — fi pair, l impair et par suite η pair; il faut prendre ε = ο et il y a 

deux fonctions Φρς qui sont paires; en tout il y a —— fonctions paires 

et 0 ^ ' fonctions impaires. 

c — k impair; γ et l(/if -h β/Q ont la même parité ; les équations 
peuvent s'écrire 

ο Ξ ε/-he', <> Ξ εγ + ε'(ni -h (3 k) ΞΞ (· / + ε') (ni β/>) (mod?). 

Quelle que soit la parité de ni -+- β A-, elles se réduisent à la première; 

par conséquent, il y a fonctions paires et° ' fonctions impaires. 
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II. Caractéristique quelconque. — Quand on change ρ en 
p-hil-hz'k et q eu q 4- ε/ιγ -h i'(nl -h β A· ), ε et ε' étant des 
entiers, ΦΛ/ se reproduit multipliée par !· d'autre part on a 

Φ/"/( *') Φ —1> (·), '/· (!)'("* ''). 

Donc pour que Ψ
/>7

 soit paire, il faut et il suffit qu'on puisse 
trouver ε et ε' égaux à ο ou ι et tels que 

P~ — ρ — ',) 4- il -h ï k, 7 ΙΞ3 — 7 — ω' 4- î/.-y 4- s'(ni 4- p/.) (mod. (moid 

La fonction sera paire ou impaire en même temps que εΟ + ε'Ο'. 
Les équations s'écrivent 

■_>. /> 4- r.) jsj. il 4- î' A" ( mod 2 ). 

•λ</ 4- ω'ε /y -f s' (/// 4- j3 /. ) ; 
• ο 4- ti)) {ni 4- βλ") — (27 4 (.)')/«' (mod 2), 

s ο == — {?· Ρ 4- w ) /> y (2 7 4" m ) /. 

ι" g impair; il n'y a qu'un système de solutions, par conséquent 

il y a 0 ' fonctions paires età ~ ' impaires ou inversement suivant 

(jue 
ίΟ + ε'Ο1 

Oil 
0 [ ω ( // / 4- 3 /. ) - μ' k ] 4- 0' [ - r.> k y 4- ω' / j 

est pair on impair. 
2" G pair; ce cas se subdivise en trois autres : 
a — k pair, l pair; si ω et ω' ne sont pas nuls à la fois, les équations 

n'ont pas de solutions; il y a donc fonctions paires et ^ impaires. 

Si ω = ω' = ο, on peut prendre les quatre systèmes de valeurs 
pour ε et ε'; les fonctions correspondantes sont de la parité des 
nombres ο, 0, 0', 0 4- 0/ par conséquent 0 et 0' n'étant pas nuls à la 

fois, deux d'entre eux sont pairs et deux impairs; il y a donc ^ fonc-
δ . tions paires et - impaires. 

h — k pair, l impair et par suite η pair. Les équations peuvent 
s'écrire 

ω ΞΞ s, Ο>'ΞΞΞΟ (mod2). 
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3 ^ Si ω'= ι, il y a - fonctions paires et - fonctions impaires. 

Si ω'= ο, ε est détermine et ε' arbitraire, ce qui donne deux fonc-
tions ayant la parité de εΟ ■+■ ε'Ο' = ωΟ -+- ε'Ο'; siO' = o, ces deux 

fonctions sont paires ou impaires et il y a au total —— fonctions 
Ο ^ paires et—^fonctions impaires ou inversement suivant que ωΟ est 

pair ou impair; si 0' = i, ces deux fonctions sont Tune paire et l'autre 

impaire et il y a au total - fonctions paires et - impaires. 

c — k impair; γ et /(/i/+(3/i) ont alors la même parité; les 
équations s'écrivent 

= G/ΞΞ εγ -4- ε' (ni +- β /,) == (ni + β/.) (ε I + ε1) (mod:?) 

et l'on en déduit 
ω' -4- ω ( ηI + β/ ) = ο ( mod ). 

Si cette condition n'est pas vérifiée, il y a ^ fonctions paires et 

^ impaires. Si la condition est vérifiée, les deux équations se réduisent 

à la première qui donne deux systèmes de solutions 

ε — ο, ε' = ω et ε — ι, ε' -- I -+- ω ; 

ces deux fonctions sont paires ou impaires en même temps que 

ε θ -+- ε' Q'= ε 0+0'(ω — s /) ΞΞ ε ( 0 — 10') + ο>0\ 

si 0 — /0' est impair la parité de ce. nombre change avec ε. Il y a au 
Ô Ô total - fonctions paires et-impaires; si 0 — 10' est pair, la parité de 

Ô 1 ο 
ce nombre est celle de ωΟ'; il y a donc au total -—- fonctions paires 

et . fonctions impaires ou inversement suivant que ωΟ' est pair ou 

impair. 
Le tableau suivant résume les résultats qui viennent d'être obtenus 
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Caractéristique nulle. 
Paires. Impaires. 

•v.. 0 + I <5 — I ... 
ο impair —-— —-— (I) 

.. <5 + 4 ο —4 I pair (11) 
2 2 

/.· pair 

/ impair (n pair) ^ 2 ^ 
<5 pair 

. · . <5+20 — 2. 
A 11 π p & 1Γ « —— (IV) 2 2 

Caractéristique non nulle, 

ο impair 
0 Γ οι ( η l -t- β Χ·) — ω' Λ Ί 

<5 + ι <5 — ι 
pair.... 

2 2 

+ Θ'[—ωγλ· + ωΊ] ο — ι <5 + ι 
impair.. 

2 2 

(V) 

l
P
air \ I (Vl) 

/,· pair 
/impair 
{/) pair) 

caractérist. 
ω ο 

θ ο 

Λ
 . <5+2 0 2 

ων pair.... 
2 2 

Λ . . Ô — 2 <5+2 ων impair.. 
2 2 

("VU) 

<5 pair δ 8 
autres caractéristiques.. - - (VIII) 

A impair 

caractéristiques 
ω' + ω ( til + β k) = ο 

θ + 10' Ξ ο 

. <5 + 2 δ — 2 
οι & pair. . . 

2 2 

Λ, · · <5 9. <5+2 ω&' impair. 
2 2 

(IX) 

8 8 
autres caractéristique? - — (Χ) 

Soit F( w, ρ) une fonction normale paire ou impaire de caractéristique 
nulle et d'indices l et k. Je pose, ε, ε', λ, λ' étant des entiers : 

1/2 =1 2 ne + 1/2 Yg + 1*2 Yf' P' 2 = I 2 +e' Yh +1/2+g'f 

La fonction 

ψ(//, <>) — [Γ ί
/(

 ]_
 ?

 + ί\ 

Journ. de Math., tome III. — Fasc. II, 1924. 3θ 
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est normale, d'indices / et /r, paire ou impaire, et de caractéristique 

ω= /λ + /. )/, ou'= kyl -+- (ni-h β/. )λ', 

θ = —fs — kys', 0'=—Α·ε — (ηΙ+{3/0 ε'· 

Inversement, si δ est impair, on déduit de ces équations des valeurs 
entières pour ε, ε', λ, λ'. Par conséquent, pour une caractéristique 

quelconque, les ^ 1 fonctions paires (ou impaires) correspondent 

aux —fonctions paires de caractéristique nulle par addition d'une 
Ô I demi-période et de merne l'autre groupe de —— fonctions impaires 

(ou paires) correspond aux —-— fonctions impaires de caractéristique 

nulle. 
Je suppose maintenant ο pair, k pair, 1 impair; la caractéristique 

de ψ (M, P) est 

ω ΞΞ λ, ω'Ξ ο, 0 — ε, θ'^ηο (mod 2); 

si l'on augmente κ, Ρ d'une demi -période, les ~~~ fonctions paires de 

caractéristique nulle se transforment en ^ ^ 2 fonctions paires (ou 

impaires) de caractéristique ^ ° et de môme pour l'autre groupe 

de -—- fonctions. 
2 

Enfin, je suppose δ pair, k impair; la caractéristique de ψ(ζζ, p) 
est 

ω ~ /λ -t- λ', ω'ΕΞ y λ -h (///-+- β) λ' 
(mod 2 ). 

Οέξ—U — yz', θ' ξξ — ε — (ni -f- β)ε 

Par conséquent elle satisfait aux conditions 

θ-\-ΙΘ'~ο, U'+(«/ + 3)M = O (mod 2). 

et c'est une des quatre caractéristiques spéciales 

ω == ο, ο, ι , ι 

w ο, ο, ni —(— ni —1_ β 
( mod 2). 

0 == ο, /, ο , / 
0'== ο, I, ο ι 
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De même que précédemment les groupes de —— fonctions paires (ou 
(5 2 · · Ί impaires) et de—— fonctions impaires (ou pàires) se déduisent des 

groupes analogues pour la caractéristique nulle par addition de cer-
taines demi-périodes au nombre de quatre pour chaque caractéris-
tique ('). 

En vue des applications géométriques, je vais maintenant déter-
miner les demi-périodes qui annulent les fonctions intermédiaires 
normales. 

Soient la demi-période 

P' 2 = e 2n + Y 2 g+Y' 2 h, P' 2= s'2 + Y 2 + h+Y' 2 g' 

et la fonction F(m, c) d'indices / et k ; on a 

pq u | ρ _| p'J — ρ) βπι(ΐω+ί'(ι)Ή ).0+λΌ') - 2π/[>.(« ht-i-y/a·) +/.'(« /.·«-)-« Λι-[ϊ/.·ι· | 
χ ^ - τ: /1 ), ( /; /^+γ/,/; ) +λ ( /ι /,/ι+ιι/-+-$/,·χ')\ 

d où en faisant 
_ _ Ρ _ F 

2 ' 2 ' 

ρ ^ — J ·— ̂  — Ι' ^ — , ^
 6

>π/(εω+ε'ΐΰ'·+λΟ+λΌ')
 c

niù.(/î+yAz') j->.'(/.î+///+[i/,î')| _ 

Par conséquent si le nombre entier 

Ν = εω Η-ε'ω'+λθ -+-λ'ό' + /(ελ + ns'V) + Λ (ys'X -ρ ελ'+ βε'λ') 

Ρ Ρ' est pair, les fonctions F(M, P) impaires sont nulles pour u — —, ç — — ; 

si 1\ est impair, ce sont les fonctions paires qui s'annulent pour ces 
valeurs. 

D'autre part, pour une demi-période donnée, la parité de Ν ne 
dépend que de la caractéristique et des indices l et k de la fonction ; il 
en résulte que : 

Toutes les fonctions intermédiaires normales de même caractéris-

(') On remarquera, au-sujet de l'addition d'une demi-période, que le tableau 
donné par G. Humbert au numéro 55 du premier Mémoire doit être corrigé par 
l'échange des valeurs de ε et ε'. 
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tique, de mêmes indices et de même parité s'annulent pour les mêmes 
demi-périodes. 

La question posée se ramène donc à étudier la parité de N. 

i° k pair. — La répartition des zéros reste la même pour toute 
valeur paire de k et en particulier pour la valeur nulle, c'est-à-dire 
pour les fonctions thêta d'ordre ni; j'en ai fait l'étude dans ma Thèse 
et elle donne les résultats suivants : 

CAS I. — Les 0 1 fonctions paires de caractéristique nulle s'an-

nulent pour six demi-périodes, les fonctions impaires s'annulent 

pour les dix autres. 

§ -t-f 

CAS 11. — Les—1 fonctions paires de caractéristique nulle ne 

s'annulent pour aucune demi-période, les ° 4 fonctions impaires 

s'annulent pour les seize demi-périodes. 

CAS III. — Les 0 2 fonctions paires de caractéristique nulle 
• » 0 - ^ « · · 

s'annulent pour quatre demi-périodes, les fonctions impaires 

s'annulent pour les douze autres. 

CAS V. — Les ——- fonctions paires (ou impaires) d'une caractéris-

tique non nulle s'annulent pour six demi-périodes, les ° 1 fonctions 

impaires (ou paires) de même caractéristique s'annulent pour les dix 
autres. 

CAS VI. — Les - fonctions paires d'une caractéristique non nulle s'an-

nulent pour huit demi-périodes, les - fonctions impaires de même 

caractéristique s'annulent pour les huit autres. 

CAS VU. — Les —fonctions paires (ou impaires) d'une caracté-

ristique de la forme ^ ° s'annulent pour quatre demi-périodes, les — 
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fonctions impaires (ou paires) de la môme caractéristique s'annulent 
pour les douze autres. 

CAS VIII. — Les - fonctions paires d'une caractéristique s'annulent 

pour huit demi-périodes, les ° fonctions impaires de la même caracté- . 

ristique s'annulent pour les huit autres. 

2° k impair. — On a, les congruences étant écrites suivant le 
module 2, 

X -£S0) 4- cV-l· 10 4- V0'+ /(ελ 4- «ε'λ') 4- (
ν

ε'λ 4-ελ' 4- βε'λ') 

( ο = u l~ —|- βΐ — y ), 

Χ ι- εω-t ε'ω'4-10 4- l'O'-h /(ελ 4- ηεΤ) 4- (ηί·4- β/ —όε'λ 4-ελ'4- βε'λ'). 

Λ. ο impair (cas 1 et V). — Il suffit d'étudier ce qui se passe pour 
la caractéristique nulle, puisque les fonctions de caractéristique nulle 
se transforment dans celles de caractéristique non nulle par addition 
de demi-périodes. 

Pour la caractéristique nulle, on a 

\ ^ /(2X + «:')/) 4. (71/ΐ+ β/μ'λ 4- β5'λ'4- ελ'4" 2'λ 

= (/// 4- βε'4- ε) (/λ 4- λ') 4- ε'λ. 

La congruence Ν == ι a six solutions qui sont : 

ε ιιί 4- β, ni 4- β - til 4- β 4— ι ·. til 4— β-t- 11 1 , ' 

ε' Ξ—ξ ι ι ι , ι , ο , ο 

λ ΓΞΞ 1 1 1 , Ο , I , Ο 

λ' ξ.- / '. / 4- ι , I , ι , ι , ι 

et la congruence ΝΞ=Ο en a dix. Par conséquent, les —fonctions 

paires (ou impaires) d'une caractéristique s'annulent pour six demi-

périodes, les fonctions impaires (ou paires) de la même caracté-

ristique s'annulent pour les dix autres. 

Β. 0pair : 
a. Caractéristiques spéciales (cas IV et IX). — Il suffit d'étudier 
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la caractéristique nulle pour laquelle on a 

\ Ξ 1{·1 + y* ε'λ') 4- /( ni-h (3)ε'λ 4- ε).'4- βε'λ* 

ξ («/-+- ,3ε'+ ε) (/λ 4- λ'). 

La congruence ΝΞΞΞΙ a quatre solutions qui sont : 

s Γ£Γ, ni 4- β 4- ι, ni 4- (3 4- ι, ι , ι 

î' -jîz ι . ι , ο , ο 

λ Ξ 1 . Ο , 1,0 

Λ' ̂  / 4- ι ι , / 4~ ι, ι 

Par conséquent, pour une caractéristique spéciale, les fonctions 
Ν 

paires (ou impaires) s'annulent pour quatre demi-périodes, les —J 

fonctions impaires (ou paires) s'annulent pour les douze autres. 

b. Caractéristiques non spéciales (cas X). — La caractéristique 
ne peut être nulle et l'on a 

Ν ξξ (/// + β?' + ι -f- θ') (/λ 4-~λ'4- ω) 4- λ(0 4- 10') 4- s'(ω' -h ni 4- β ω) 4- ωΟ'. 

On a donc pour annuler les fonctions paires une congruence de la forme 

xy 4- {rj 4- 10') S 4- (ω' 4- ni 4- ,5 ) t COO' 4- Ι. 

Par hypothèse, les coefficients de ; et l ne sont pas nuls à la fois; si 
par exemple on a G 4- /0' ~i, on peut se donner les valeurs de x, y, / 

et l'on obtient il y a ainsi huit systèmes de solutions. 
£ 

Par conséquent, les - fonctions paires d'une caractéristique non 

spéciale s'annulent pour huit demi-périodes, les - fonctions impaires 

de la même caractéristique s'annulent pour les huit autres. 
Le tableau suivant résume les résultats de celte étude : 



Nombre 
de fondions. 

Nombre 
de 

demi-périodes 
qui 

les annulent. 

δ impair : 

Q{/iî -+- β/.'ω — /.ω') --h 0'(— y/»-ω + /ω') 

pair 

à + ι . r —-— paires ο 

Λ 
Ο — I . 

impaires ίο 

impair 

δ — ι 
paires ro 

à -+- ι . /> 
impaires ο 

I pair 

caracléristique nulle 

à 4- 4 paires ο 

<5 — 4- · r —-— impaires iO 

caractéristique non nulle 

a . ο 
- paires ο 

Ô . ο 
- impaires ο 

/. pair 

l impair 

caractéristiques 
0) ο 

0 ο 

ωθ pair 

0 + 2 / 
paires 4 

δ — 2 . . 
impaires 12 

ci)0 impair 

δ — 2 
paires 12 

1 2 
I à -V" 2 . . f 

-impaires 4 

autres caractéristiques 

δ . s - paires ° 

•N 0 . . q - impaires « 

δ pair 

k impair 

caractéristiques spéciales 
ω' + ( ni + β k) ω Ξ ο 

9 ·+■ 19'= ο 

ωδ' pair 

δ + a , 
paires 4 

δ — 2 . 
impaires 12 

ωδ' impair 

' δ —2 . 
I —-— paires 12 

| δ -+- 2 . . 
—-— impaires 4 

autres caractéristiques 

· « - paires ο 

£ 
- impaires 8 



234 C.-E. TRAYNARD. 

Je vais, maintenant dresser le tableau complet des demi-périodes qui 
annulent les différentes fonctions intermédiaires; les fondions thêta 
seront comprises dans ce tableau, puisqu'elles correspondent à la 
valeur nulle de k. La nomenclature des fonctions intermédiaires étant 
maintenant complète, il importe, en vue des applications, de réunir 
les résultats épars pour éviter des recherches nouvelles. 

CAS I et V : 

i° /· pair. — Le groupe de ■ fonctions de caractéristique αα' 

s'annule pour les demi-périodes 

W) (*/) (αΟ (β a') (?«') («5«') (')· 

Ό (— I 
2° /,· impair. — Le groupe de —— fonctions s'annule pour les demi-

périodes suivantes : 
a. ni -h 3 pair, l pair, donc γ impair, 

il' (·'->') (3a'ï (34') (iO (-13') 
34' (a3') (-■',/) (30 (33') (/,.') (',',') 

*4' (a Ο (sa') 1·*0 (34Ί (40 (14') 
14' (·.>.!') (sa') (31 ') (33') (.',·.»') (.'|3') 
43' (ι3') (i.'O (3a') (33') (',·>') (4 V) 
33' ( 13 ' ) (.4') (3i') (34') (ii') (43') 
a3' (M') (>·>.') (3«') (34') (1Ό (44') 
i3' (u') (.*') (30 (33') (ΙΟ (13') 
4s' (is') 00 (sa') (a3') (43') (44') 
3a' (II') (i3') (ai') (a4') (13') (44') 
sa' (ta') (i',') (ai') (a4') (10 (4s') 
is' (n') (i3') (aa'ï (a3') (40 (4s') 
ii' (ia') (.3') («a') (a4') (33') (34') 
31 ' (u') (i4') (si') (a3') (33') (34') 
ai' («»') (i-l') (aa') (a4') (3.') (3a') 
n' (i-.O) (i3') (ai') (a 3') (3i') (3a') 

(·) Pour les définitions de ces symboles, voir G. HUMBERT, Théorie des sur-
faces hyperelliptiques ( Journal de Mathématiques, 4° série, t. IX, p. 55): Pre-
mier mémoire sur les fonctions abétiennes singulières (Journal de Malhéma-
tiques, 5e série, t. V, p. 288). Les voici résumées succinctement : étant donné 

le tableau 1 100 dont les colonnes sont numérotées de 1 à 4 à partir de la 1 ο 1 ο 
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h. ni β pair, l impair, donc γ impair, 

44' (a3') (a4') (32') (34') (40 (44') 
34' (23') (a4') (3i') (33') (4a') (43') 
a4' (ai') (22') (32') (34') (4a') (43') 
14' (21') (22') (3l') (33') (41 ') (44') 
43' (i3') (i4') (32') (33') (40 (43') 
33' (i3') (i4') (3i') (34') (42') (44') 
23' (lO (12') (30 (34') (40 (43') 
i3' (ii') (12') (32') (33') (42') (44') 
42' (12') (l4') (22') (23') (4l') (42') 
32' (il') (i3') (ai') (24') (4i#) (42') 
22' (12') (14') (ai') (24') (43') (44') 

(II') (I3') (22') (23') (43') (44') 
4l' (II') (i4') (21') (23') (30 (32') 
3l' (12') (l3'> (22') (24') (31 ') (32') 
21' (12') ( l3') (21') (23') (33') (34') 
II' (II') (l4'> (22') (24') (33') (34') 

c. /ιλ -h β impair, / pair, donc γ impair, 

44' (i4#) (23') (32') (42') (43') (44') 
34'· ( 14') (23') (30 (33') (34') (4 Ο 
24' (l4') (ai') (22') (24') (32') (40 
>4' (n') (12') (l3') (23') (32') (40 
43' (i3') (24') (3o/) (33') (34') (42') 
33' (.3') (24') (30 (40 (43') (44') 
23' (il') (12') (l4') (24') (31 ') (42') 
i3' (i3') (ai') (22') (23') (3i') (42') 
42' (12') (22') (23') (24') (34') (43') 
32' (11') (i3') (14') (ai') (34') (43') 

(12') (ai') (34') (4i') (42') (44') 
12' (12') (ai') (30 (32') (33') (43') 
4i' (12') (i3') (i/j') (22') (33') (44') 
3i' (11') (ai') (23') (24') (33') (44') 

(11') (22') (30 (32') (34') (44') 
(11') (22') (33') (40 (42') (43') 

gauche, la fonction de caractéristique ^ est désignée par le symbole obtenu 

en écrivant le numéro de la colonne ^ et le numéro accentué de la colonne ; la 

ρ P' 
demi-période — — est désignée par le symbole obtenu avec le tableau 

1 -t- λ 1+),' 

ι -H ε ι —1— ε' 
et mis entre parentheses. 

Journ. de Math , tome III.— l;asc. II, 1924. ^ 
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d. ni -h β impair, I impair, done γ pair, 

44' (Ο («3') (34') (-ii') (.',*') m 
34' (·4') («3') (31 ') (3·.»,') (33') (13') 
■»i' (.4') (*·') (·.»«') («.',') (34') (43') 

< R (n') (·«') ('3') (···'') CM') ( |3') 
43' (« 3') (-.v',') (33') (4 «') (ia') (43') 
33' (.3') (a.',') (31 ') (3·.»') (34') (4',') 
a.r (.3') (·.'·>') (·>··.'/) («3') (33') (44') 
.3' (n')'(i-0 (i.V) W) (33') (44') 
43' (.^') (■«') (:i3') (:ii') (3'·'.') (ii') 
3··>.' ('i') («3') (i',') ("■"') (3a') (41') 
·>■>/ (i-V) (·...!') (3·.') (',·>.') (43') (44') 
,y (1V) (.,,') (3.') (33') (34') (il') 
41' ("') (a.') (a3') (:«4') (31') (4·.'·') 
3.' (.y) (.3') (i_i') yy) (31') ci,') 
(il') ("-y) (31 ') Cil') 03') Cii') 
(M·') („') (3,') (334 (34') (4-y) 

L'examen de ces tableaux conduit aux remarques suivantes : 

Sous-cas a. — Les points de chaque groupe sont les six sommets 
non communs à deux tétraèdres de Gopel qui ont un sommet commun. 

Sous-cas h. — Les points de chaque groupe sont les six sommets non 
communs à un tétraèdre de Gopel et à un tétraèdre de Hosenhain qui 
ont un sommet commun. 

Sou.s-c.as <·.. Ce tableau se déduit du précédent en échangeant le 
premier et le deuxième caractère dans les symboles de la fonction 
et des périodes. 

Sous-cas d. — Les points de chaque groupe sont les six sommets 
non communs à deux télraèdics de Gopel qui ont un sommet commun. 
Ce type n'est pas identique au deuxième type de G. Humbert, car 
celui-ci comporte γ impair. 

CAS II et VI. — § pair, k pair, / pair : 
Le cas II est celui des fonctions de caractéristique nulle qui ne sont 

nulles pour aucune demi-période, lorsqu'elles sont paires, et nulles 
pour toutes lorsqu'elles sont impaires. 

Pour le cas VI les fonctions paires de chaque caractéristique non 
nulle s'annulent pour les demi-périodes suivantes : 
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 Λ BE I, I Ε Ν Ν Ε * . 2 D 

3',' (31') (3s') (33') (3'ι') (',,') (■',,/) (43') (44') 
*'·' (■■"') («') W) 0',') (',.') (is') (43') (44') 
'■V 1·ίΐ') (ss') (s.V) (■»',') (31') (3s') (33') (34') 
'ί·'' ('3') (33') (:!',') (43') (44) 
33' (./,') (S3') (s)') (31') (',■') (is') 
(<■')') (ι/.') (si·) (S·,') (33') (3',') (40 (is') 
'3' (ι3') (ι/,') (:>,,') (S·./) (3,') (3s') (',3') (44') 
is' (is'} (./,') (:>.s') (s',') (3s') <34') (is') (44') 
3s' (is') (■ i') (ss') (si') (3,') (33') (',■') (43') 
ss' (is/) (,',') (si') (s3') (3 s') (3',') ( 'ι ι ' ) (43') 
('s') (i 4') (si') ( >;!') (3i') (33') f(s') (44') 
i'' (is') ('■>') (ss') (s3') (3s') (33') ((s') (43') 
3>' (is') ( 13') (ss') (»3') (31 ') (3 4') (ii') (44') 
si' (IS') ( 13') (si') (si') (3s') (3/,') ((,') 
(is') (l3') (s,') (si') (31 ') (34') (is') (',3') 

Ces groupes sont des octaèdres de (iôpel. 

CAS III et VU. — ο pair, /,- pair, / impair, par suite « pair; carac-
térisliqucs spéciales (ω'= 0'= ο). 

Le groupe de —- tondions s'annule pour les demi-périodes sui-
vantes : 

il' Cii') (40 (43') 
34' (3.') (3V) (33') (3V) 
s-i (->■ 1 ') (·.>.·».') W) (·>/,') 

1 I ("') (.:»') (.3') (,/,') 

LAS Vlll. — ο pair, /· pair, / impair, par suite η pair; caractéris-
ti"|ues non spéciales. Les - fonctions paires de chaque caractéristique 
s annulent pour les demi-périodes suivantes : 

Ϋ], (,3) («Ί') (·■*') (···!') (33') (3i') (/,ι') (.'
|Ώ

') 
(,3') ('V) W) W) (30 (3a') (43') (/,/,') 
(,3') (·'·') (■»') (-vV) (33') {3.Y) (43') (/,/,') 
(i3') (ai') (o.V) (3i') (3a') ('„') (/,o') 
^ (««') M') LO (x\') (3e') (3V) (/,i') (.',3'j 
3a, (ia') W) (aa') (·ΧΥ) (3.') (33') (40 (/,.V) 
aa, (»*') (»4') (ai') (a3') (3 î>,') (3.L) (4*'j (',4') 
,a ('a') (ι 1') (ai') (a3') (3i') (33') (40 (/,3') 
'J1, (»a') (l3') (·>··>·') (a3') (3D (33') (il') (34') 
01 (12') (i3') (22') (23') (30 (34') (4a') (43') 
ai, (ia') 03') (21') (*',') (32') (33') (42') (43') 
11 (!«') 03') (ai') (a4') (3i') (34') (4i') (44') 
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CAS IV et IX. — δ pair, k impair; caractéristiques spéciales. 

Il y a quatre sous-cas à distinguer pour chacun desquels les ^ ^ 2 fonc-

tions s'annulent pour les demi-périodes suivantes : 

a. ni -+- β pair, / pair, 

4V 0*3') K,') (43') (4V) 
/,3' (ι3') (ι/,') (33') (3.',') 

«V ί* Ο (·->«') (il') tf*') 
*3' (n') (!«') (3.') (3·>/) 

b. ni 4- β impair, / pair, 

V.' (ι/ι') (33') (3/|') (',3') 
/13' (.3') (·>',') (33') (■',',') 
33' (.?.') (·>.!') (33') (/,.') 

ai' (n') (33') (31 ') (',«') 

c. ni -f β pair, / impair, 

4V (S3') (3;V) (il') (.',2') 
33' (.3') (i.4') (31 ') (33') 

3/,' (31') (33') (4 3' ) (44') 
i3' (n') (12') (33') (3/,') 

d. ni H- β impair, / impair, 

44' (i4') (23') (33') (.ii') 
33' (ι3') (V,') (3i') (.',3') 

22' (is') (31') (3',') (43') 
11' (n') (33') (33') (440 

Les groupes des sous-cas b et c sont des groupes de Rosenhain; les 
groupes des sous-cas a et d sont des groupes de G ο pel. 

CAS X. — Δ pair, /· impair; caractéristiques non spéciales. 

Les - fonctions paires s'annulent pour les demi-périodes suivantes : 
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a. nl-\- β pair, / pair, 

34' 03') 04') (3i') (3a') (33') (34') (40 (4a') 
i4' (ai') (aa') (3i') (3a') (33') (34') (43') (44') 
33' ( 13') («/,') (3i') (3a') (/, ι') (4a') (/,3') (44') 
i3' (i3') (i4') (ai') (aa') (a3') 04') (3i') (3a') 
4a' (12') ( 14') (aa') (a3') (3a') (34') (4a') (43') 
3a' (ia/) (i.4') (aa') (a3') (3i') (33') (40 (44') 
aa' (ia') 04') (ai') M') (3a') (34') (40 (44') 
12 '(ta') (i4') (ai') (a,4') (3i') (33') (4a') (43') 
41' (ta') ( i3') (aa') (a4') (3a') (33') (4a') (4 V) 
3.' (ta') ( i3') ('>.?/) (,3') (3 r ') (34') (4a') (43') 
12') (xa') (i3') (ai') (a3') (3a') (34') (4i') (43') 
II' (ia') ( i3') (ai') (a3') (3i') (34') (4a') (44') 

b. ni -t- β impair, l pair, 

34' (i4') (a3') (3i') (3a') (33') (40 (4a') (44') 
a4' 04') (ai') (aa') 04') (34') (4i') (4«') (44') 
.4' (14') (ai') (aa') (a4') (3i') (3a') (33') (43') 
33' ( 13') (a4') (3i ') (3a') (34') (40 (4a') (43') 
a3' ( 13') (ai') (aa') (a3') (33') (4i') (4a') (43') 
i3' (i3') (ai') (aa') (a3') (3i') (3a') (34') (44') 
4a' (ia') (aa') (a3') (a4') (3a') (4a') (43') (44') 
3a' (ι?/) (aa') (a3') 04') (3i') (33') (34') (4i') 
12') (xa') (i3') (ai') (a3') (3a') (34') (4i') (43') 
4i' 00 ( 13') (i4') (aa') (3a') (33') (34') (4a') 
3,' (ia') ( 13') (1.4') (aa') (3i') (4i#) (43') (44') 
n' (ia') (i3') 04') 00 03') 04' 3i') (4a') 

c. ni -f- β pair, l impair, 

34' 03') (a4') (31 ') (3a') (33') (34') (43') (44') 
i4' (ai') (aa') (3i') (3a') (33') (34') (4i') (4a') 
43' (13') (1.4') (33') (34') (4i') (4a') (43') 04') 
a3' (i3') 04') (ai') (aa') (a3') 04') (33') (34') 
4a' (ia') (i4') (aa') 0-3') (3a') (34') (40 (44') 
3a' 00 04') (aa') (a3') (31') (33') (4a') (43') 
aa' (i2') 04') (ai') 04') (3a') (34') (4a') (43') 
12' (12') 04') (a,') 04') (3i') (33') (40 (44') 
4i' ( ι Ό 03') 00 04') (32') (33') (40 (43') 
31 ' 00 ( 13') (aa') (a4') (3i') (34') (.42') (44') 

(12') (,3') (ai') 03') (3a') (33') (42') (44') 
n' (12') (i3') (ai') 03') (3i') (34') (40 (43') 



240 C.-E. TRAYNARD. — TRANSFORMATIONS ET FONCTIONS ABELIENNES. 

d. nl^r (3 impair, l impair, 

34' (i/,') (23') (3i ') (33') (34') (4?·') (43') (440 
«4' (N) (m') N') (a/,') (3a') (/,«') (43') (440 
i4' (i40 (aïO (aaO NO (3i') (33') (340 (40 
43' (.30 (a40 (3a0 (330 (340 (4 Ο (43') (440 
a3' (.3') (■.»') (««') (a3') (3a') (33') (34') (4*') 
.3' ( 13') (ai') (*«') (23') (3,') (4»') (43') (440 
4P.' (IPO NO (a3') (2.40 (340 (4»0 (4a0 (440 
3a' (ia') (PP.') (P3') («40 (310 (3a0 (33') (43') 
IP' (iaO (aïO (3i') (3«0 (33') (/, ι') (4P') (440 
4i' (ip-0 (i30 (1.40 N') (330 (410 (4*0 (430 
3i' (IP-0 (130 (140 (**0 (3i0 (3*0 (340 (440 
ai' (iaO (ι30 (i40 (*»0 N') (P40 (330 (440 

Dans le sous-cas a, il y a pour ohaque groupe six plans singuliers 
de la surface de Kuramer qui contiennent chacun quatre points de ce 
groupe. Pour chacun de ces plans, les quatre points du groupe qu'il 
ne contient pas et les deux points qu'il contient n'appartenant pas 
au groupe forment un groupe de six points du sous-cas d du 2° des 
cas I et V. 

Le sous-cas d présente la même disposition, et conduit à un groupe 
de six points du sous-cas « du 2° des cas l et V. 

Dans le sous-cas b, il y a deux plans singuliers de la surface de 
Kummer qui contiennent chacun cinq points d'un groupe; le sixième 
point de ce plan et les trois points du groupe non situés dans ce plan 
forment un groupe de quatre points du sous-cas c des cas IV et IX. 

Le sous-caS c présente la même disposition, et conduit à un groupe 
de quatre points du smi^e^^des cas IV et IX. 


