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TRANSFORMATIONS ET FONCTIONS ABELIENNES. 189

Transformations ct fonctions abéliennes (premier Mémoire) :
Sur les transformations des fonctions abéliennes et sur

les fonctions intermdédiaires singuliéres

Par C.-E. TRAYNARD.

[.e probléme de la transformation des fonctions abéliennes a été
pos¢ par Hermite (') et résolu par ce géomeétre dans le cas des fonc-
tions abéliennes générales. (. Humbert (*) a étudié les transforma-
tions des fonctions abéliennes singuliéres, c'est-a-dire des fonctions
pour lesquelles les périodes sont liées par une relation singuliére. Les
deux peoblemes sont d’ailleurs compris dans le méme énoncé que je
reproduis sous la forme donnée par G. Humbert :

« Soit un premier systéme de fonctions abéliennes & deux variables U
et V admettant comme périodes normales (1, o), (o, 1), (G, H),
(H, i'); soit de méme un second systéme analogue de variables u, ¢
el de périodes (1, 0), (o, 1), (g, %), (h, g'); trouver les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les fonctions abéliennes du premier
systéme s’expriment rationnellement a ’aide des fonctions abéliennes
du second et cela en ¢tablissant entre les variables des relations de
la forme

(1) U =%u—+ pe, V=Yu+p'e,

A, uy N, u’ désignant des constantes.

Y)Y Comptes rendus, . b0, 1835; OFuvres, t. 1, p. 444.
J

ournal de Mathémaiiques pures el appliquées, 5¢ série, t. 6, 1goo.

M
*)
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« Sous forme géométrique, le probléme s’énonce ainsi :

« Soil S une surface hyperelliptique générale pour laquelle les
coordonnées d’un point s'expriment en fonction abélienne des
variables U, V du premier systéme, soil de miéme s une surface
analogue répondant aux variables «, « du second systéme; dans
quel cas la correspondance (1) établie entre les points des deux sur-
faces, fait-elle & un point «, ¢ de s répondre un ct un seul point U, V
de S?

« Nous dirons que la transformation (1) fait passer des périodes G,
H, G" aux périodes g, &, ¢’ ou des variables U, V aux variables u, ¢:
ou de la surface S a la surface s. »

(. Cotty dans sa Thése (') a généralisé les résultats précédents
dans le cas ot la premiére période est divisée par un entier.

Je me propose dans la premiére partie de ce travail de reprendre
plus en détail certains des résultats de G. Cotty et de les compléter
sur des points qu'il avait laissés de c6té, s’étant plutot tourné da coteé
des applications a la théorie des nombres. J’ai eu surtout en vue de
préciser les définitions et les principes de la théorie et j’ai véservé les
applications pour plus tard.

Dans la seconde partie, je m'occupe des fonctions inlermédiaires;
ces fonctions ont été étudiées par (i. Humbert dans le cas ou les
périodes sont (1, 0), (0, 1), (g, k), (A, £’); j'étudie en détail le cas
ot la premiére période est divisée par un entier et j'obtiens ainsi des
résullats qui rejoignent ceux que j'ai exposés auparavant dans ma
Thése (?) sur les fonctions théta relatives aux mémes périodes. La
aussi }’al laissé de cOLé toutes les applications.

CHAPITRE 1.

TRANSFORMATIONS ORDINAIRES DES FONCTIONS ABELIBENNES,

Je reprendrai trés rapidement les principes d’aprés G. Cotty ().

(1) Thése de la Faculté des Sciences de Paris, n° 1492, 1g12.
(2) Thése de la Faculté des Scicnees de Paris, v 12357, 19o7.

8y Theése, p. 24.
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Les variables U, V admettent le tableau de périodes

T —,% o G H
N
o 1 H G

Les variables u, 0 admettent le tableau de périodes

Je poserai U=U,+iU,, V=V, 4+/V,, ..., et en général pour
toutes les quantilés telles que les variables et les périodes, je dési-
gnerai la partie réelle ct la partie imaginaire par la méme lettre avec
les indices 1 et 2.

J'établis entre les variables la correspondance

(1) U=2u+ ps, V=WNu+p'e

de facon que, & tout couple de valeurs u, ¢, corresponde un seul couple
de valeurs U, V.

lH en résulte que sil’on augmente «, ¢ d’une période du tableau T,
U1, V doivent augmenter d'une période du tableau Ty. Par consé-
quent, on a, conformément aux notations d’Hermite, les a;, b;, ¢;, d;
étant des eatiers qui seront désignés sous le nom d'enticrs caracté-
ristiques de la transformation,
. :%-f—az,G—kagl-l, %, = a,+ a;H 4- a,G';

by

w =R+ 0G+01l, = by + byl + 0,G';

n

(2) {

Ve ph = %0 FdGdyll,  Ng 4 p'h =dy -+ dyll - dyG;

C
l/z—}—pg’:Ng 4+ ¢;G -l Whap'g'=c +ctl +¢,G".
En tirant A, X', u, w' des quatrc premiéres équations et portant

dans les suivantes, on obtient g, £, g’ en fonction de (x, H, G’ ou



(3)

N(I1E—GG)=
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inversement sous la forme suivante [en posant (ab);; = a;b; - a; 0] :

(ed)os + (ac)gen @ + [(0)ga— n{ad)e, 1 + ((/[)).,, &' (ab)on (- oo’
(cd)yy4-{ac)ung ~+ [(0C)yy— n(ad)y [ i 4+ (d0)sy 8"+ (ab )ygn (h*— g’

) )
NG = )
G — (cd)y 4 (ac)yng +{ (b)Y — n(ad)y 1+ (db)gy "4 (ab)y n(ht — po')
<)

)

)

b

b

T(ed )y (@c)ang [ (0C)y— nad )y}t 4= (d6)sy &'+ (ab)syyn (Wt — 2o
(s~ (ac)oyn g+ [ (e Yoy — n(ad)y, 1o -+ (db)oy 2"+ (ab)yn (h2— o'
(et Yoz~ (AC)syn g+ | (De)yy— n(ad)sy |l = (db)ay g+ (ab)yn (12— go'
_(ed)n+(ac)ng 4+ [(be)e— n(ad)1h -+ (db) 8"+ (ab)un(ht— gg")
T (ed g+ (ac)sgng + LD )y, — n(ad)ay [t 4+ (db)sy g - (ab )y (N — gg')
(el Yo+ (ac)un g -+ [ (beay— nad)y Th -+ (db)g &'+ (ab)o n( 2 — o)
(cd)py + (@C)ysng 4+ [(0C)ss— niad)y |7+ (db)y g 4 (ab)yn(h*— ga'y

(b (Ah) NG = [(dhhy = N(D), 1 - (d1),s G () N(IL: — GG

— Nl =

y

b

= (@b)o, + ()3 NG -+ [ (ab)oy— N(ab), JH + (ah)o, G+ (ab)y, N(1F = GG'Y

o (ac)o + (ac)s NG 4 [(achyy— Neae) 4= (ae)y, G+ (ve)as N (112 — GG

& "—(ab)om— (a0)y NG 4+ [(ab)gy — N(a@b) [ 4= (@b)u G+ (@b )y N(IEZGG)
i — L)+ (he)u NG + [ be)az — N (b)Y 1 + (heVgy G+ (he)ay N (11— GG

(ab)gy -+ (@b)s NG 4+ [(@h)es — N(abiyy [W =+ (al)o, G+ (ab)y N(IE— GG’
_ (ad) Y =+ (@d)s NG + [(ad Yoy == N (el )y |1 4= (ad )y G' = (ad) o, N (12— GG
T ab)y (a0 NG A [ (@b)yy N (b)) [ 4= (a0)a G-+ (), N1 — G G')
(ed )+ (cd)yy NG + [(ed)us — N(ed )i ]+ (e ' -+ ul),‘\(ll GG’ ).
(ab)y, + (ab)y NG + | (0t )ea— N (@b ), [T (b )oa G’ + (b N (T2 GG )

n(h*—gg')=

En égalant les deux valeurs de % fournies par le systéme (4), on
obticnt une relation linéaire eb 4 cocfficients enticrs en NG, H, (v,
N(H? — G(') quiest donc une relation singuliére entreles périodes G,
H, G'.

Je supposerai d’abord que cette relation est identiquement nulle,
me placant ainsi dans le cas des transformations ordinaires carac-
térisces par les relations suivantes entre les scize enliers caracté-

ristiques :
n(ad)y + (be)y=o, n(ad),y+ (be)y =o.

(n n(ad)ys—+ (be)p =0, n(ad)s - (be)y =o,
n(ad)o+(be)yy = N[n(ad),+ (be)y,]= .

Jappellerai (') transformation abélienne ordinaire de type (N, »)

(M) J'ai du préciser cette définition en raison desapplicalions o interviennent
des divisenrs N el n dilférents et changer celle qu'avait donnée G. Cotty & la
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toute Lransformation (T) dont les entiers caractéristiques satisfont
aux relations (I) et je diral que cette transformation fait passer du
tableau Ty au tableau T, de périodes ou dc la surface hyperellip-
tique S a la surface s.

Le degré de la transformation est la valeur du déterminant

A, a, Ay Ay

o b() bl b? [)3

n_ .
Cy € €y €
dy d, ds d,

Avant d’aller plus loin, je ferai deux remarques sur les nombres
caracteéristiques.

Tout d’abord, )t étant divisible par N et n, on peut, en appelant §
le plus grand commun diviseur de N et z, N’ et »’ leurs quotients par
O et z un entier (dont le signe est celui dc 9%), poser

)6 — KON’ n’

On appelle % Pordre de la transformation.

Ceci posé, le changement de signe simultané de a,, a,, a,, a,, b,,
by, by, by, oy 1y g' ne change pas le systéme d’équations (2) et change
le signe de ov. D’autre part, je montrerai, en appliquant la transfor-
mation définie par ces ¢quations a une fonction 0 (U, V), que, d’apreés
les conditions de convergence de ces fonctions, G, et g, sont de mémnc
signe si )G est positif, et de signes contraires si 9t est négatif. Pour
rester dans les hypothéses habituelles. on supposera 96 > o, c’est-
a-dive 2> o, en changeant au besoin le signe des «; et des b; (').

Je voudraismaintenantexamincr I'influence deladivision de tousles
entiers caracléristiques par un méme nombre p entier. Sans préciser,
pour le moment, si ce nombre est ou non un diviseur commun des
seize entiers, il est bien évident par la seule inspection des sys-

page 24 de sa Thése. En fait, les facons de parler de Humbert et de Cotty
sont opposées el; j’ai suivi les notations de llumbert. D’ailleurs, dans les
équations (1) comme dans tout changement de variable, les variables explici-
tées U, V sont les variables initiales.

(') Hermite avait supposé implicitement (ue &, qui joue dans sa théorie le role
de 95, est > o0 et I'hypothé.e )& > o est également faite implicitement dans plu-
sieurs démonstrations de la Thése de Couy.
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témes (1) et (2) que la division par p revient & remplacer A, A', u, ¢/,
2N ! .
par = = 5, % et u, ¢ par «’'= pu, ¢’ = pv; autrement dit, la transfor-

mation T’ qui conduit des variables U, V aux variables «, ' est com-
posée de la transformation T et de la transformation

u' v
U= —> == —
P 14

qu’on pourra convenir d'appeler la division ().

Au point de vue des périodes, la division par p ne change rien &
la valeur des pcriodes initiales ou finales; d’ailleurs les relations des
systémes (3) el (4) n’en sont pas allectées, ¢tant homogeénes et de
degré zéro par rapporl aux enticrs caractéristiques.

Je reviens maintenant aux équations (1) ; elles peuvent recevoir
I'interprétation suivante : soient Iy, 'y, Py, Py pyy poy py, p, vespec-
tivement les périodes des variables U, V el «, ¢; les équations (2)
expriment que si «, ¢ augmentent d’une période p,, p,, p., p.,
U, V augmentent d’une combinaison corvespondante de I’,, I, Py, I,
etla correspondance est ¢tablie de la facon suivante:

D= a, ')+ a, Py 4+ a, P, -+ a, P,
P 1 11 al’s
e = Oy, 4+ 0, 1’5+ 0,1, 4 0, 1,
/ 1 3
Ps=dyPy+d Pot-d, P, + dy 1y,
pi=coPi4c Py P+ e3Py

Alapériode p = x,p, +a,p, + a,p, + a,p, correspond la période
P=XP + X, Py + X, + X, Py, les X étant donnés par le sys-
téme
No== ao &y + bgx; 4 ¢y s+ dy2y,

Ni= a2+ 0,0+ ¢y + d, 2y,
(%) No= ay o+ by cyvy+ dyay,
Xs= azvy+ b;,.l:l'—i— 325+ dyxy,

ou les x; et les X, ont des valeurs entiéres.

(*) C'est la conclusion méme des auteurs qui, comme Krazer (Lehrbuch der
Thétafunctionen), considérent des systémes de seize nombres caractéristiques
rationnels. Le seul avantage de lels systémes est que toute transformation admet
une transformation inverse el que, par suite, les translormations forment un
groupe.



TRANSFORMATIONS ET FONCTIONS ABELIENNES. 195

Celte substitution (S) appliquée & des valeurs quelconques des X;
et des a; et non plus seulement & des valcurs entitres, définit une
correspondance entre les points X, X, \,, X, dec I'espace E et les
points ., @,, r,, 2, de I'espace . Entre les droites de ces espaces,

deéfinies par leurs coordonnées pluckériennes, existent les relations
suivantes ('):

Por () Py 3= (@l g, Py = () )y Pua 1= (@) oy -t () o Vo == (@h) 12150
P ed)aloy -t (ed oy Pog - (edaa Pos ++ (0d) sy i+ (cd)og Pos -+ (ed) 12 Py
) Loz O Loy = (@) as Doz 3= (@€)aa Poa 1= (@) Poy = (@C)as Pya -t (@) 10 Py
P D) Py (D) a3 Pag (0002 as -+ (D)5, Py~ (d0)o3 Vo - (), 114,
oz =(@d)o Poy = (2ed) 2Py (e} Pos +(a@d) s Vg 4+ (aell) . Pga+ ()2 Py,
Pra = (00 Puy -+ (03 Py 4= (06) 02 Poa -+ (00)a1 Pay 4+ (00) 03 Poz + (06)12 Py

‘.I,ul s(ed)aapor - () sy prag = (D) gy Poa A+ (€€) gy Py + (DC) a3 Pos + (0elhay prss
Pay=(cdVoi por - (@0 prag = (d)ag por + (@C)ay Py =+ (D) poa =+ (add)o, P

(=) Pu=(ed)apa + ("M::I\I’ﬂs = (dh)zy oz - (@C)a1 Py + (D)3 pos + (ad)ay oy
‘ o = (ed)pa oy == (@0)ga pay = (dD)ax s - (C) g2 Pra + (O g2 Pos =+ (@ )oapias
Py = (ed)iapor -2 (@02 prag = (ddb) s paz-i= (@) 1o pray 4+ (he) 1o pus -+ {ad)y py

P (ed)s oy @0 Pas - {dDgs pos (@) g Pay = (D)5 P+ (@d )y s

L.es équations (6) donnent en tenant compte des relations (1)

Bl
‘\‘\\) NPt e 7 \'(\I‘ntc "“I)I:‘);

autrement dit, les relations (1) expriment que la substitution (8)
transforme le complexe

Uyt NP4 = o
dans le complexe

Vnoo MPaaE pPa=

Les équations (7) donnent aussi

(W) NPk Pz [(edas -t Ned) s 1oy 4 [ (@0Vas = N(ath) a1 pag- - -

(") Ce sout les systemes R, et R, donnés par G, Cotly (Thése, p. 15 et 16)
avec quelques modifications correspondant a celles de la délinition de (T).

Journ. de Math., tome 11l — Fasc. 1T, 1924, 20
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d’ou par comparaison le systéme de relations fondamentales

\ (ed)gs -+ N(ed)y =0, (th)og - N(etb)a =0,
(I S A{db)g = N{db) =0, (e Vg + N(ac), = o,
[ (bC)os = Nthe)yy = nf(ad)u+ N(ad),] = X,

enticrement équivalent au systeme (1)
La compataison des valeurs de » donne

ez Nagad)y,. n(ad)y= N(hc)s.
[.’équation (9') s’¢erit alors

. G
{0) NP+ Pl-::—'- I;_ (”["\:; Rl LI IR

P'ar conséquent les p;; et les Py qui ligurent dans les systémes (6)
el (7) ne sont pas les mémes et différent par un facteur de propor-
tionnalité. D'une facon plus précise, le svstéme (7) donne l'équa-
tion (9); en vésolvant le systéme (7) par rapport aux py, on oblien-
drait le systéme (6) ou les p;; seraient multipliés par le fucteur % et
(qui donnerait I'équation
%

N (NP -+ e,

Wpos +=Pr2= 35

d’on par comparaison

La quantité X n’esl autre que ¢, comme on va le voir bientot.

La substitution (3) de type (N, ») conduit des variables \; aux
variables .v; par les équations (), et des coordonnées P, aux coor-
données\pi,\. par les équations (7). DSon degré est la valeur du déter-
minant ¢.

Le déterminant
tay A a, oy
i by b b, by
Ca [ C: Cy

d, d, d, d,

6::

jouit de propriétés remarquables.
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Son déterminant adjoint est

ATeS . - JG H
_\_ A )6 ([_, — )G (I', bl —Q (/u I
: i
[ )G AT X W
—_ ~— s —_— ;. — -
i Nn ? n n Na ! AP
AT <, \I¢ 5, T\
[ — 1] —_—— 0, —— e {4
\ 3 n 2 1 t N n ) l
|
)G o RIS
—_——u — Iay G, < '
A .
b U
D’otl
NS 0 o DI S Ny
[ =Y 0% T2 Ty =X
Nin? \2p? Nn

Le choix du signe de la racine carrée est fait en prenant par exemple
n=N\=a,=b, =c,=d, =1 et les autres nombres caractéristiques
nuls.

Il résulte de la forme des termes du déterminant adjoint des carac-’
téres de divisibilité qui ont été exposés en détail par G. Cotty.

I’expression des termes du déterminant adjoint permet de démon-
trer directement I'équivalence des systémes (I) et (11). En effet le
systtme (1) seul permet d’obtenir les termes de P'adjoint et I'on en
déduit

X X

> - - BN “
oo Ay = @ W dy— w0, 2o dy— ay N dy =9,

N

(ad s+ N(ad )= 3:_’

el de méme pour les autres relations du systeme ().

La comparaison des formules (3) et (4) d’une part, (6) et (7) d’autre
part, conduit & considérer les droites dont les coordonnées sont défi-
nies ainsi qu’il suit :

(Dy) Po o Pu _ Pu Py Pu_ Py
: U N(IRE=GEY TG NG T TN
! P Pw  __Pe_ Pn P [
() 1 n(ft—gg") & ny h —nh

Moyennant ces définitions, les équations (4) et (6) sont les mémes
ainsi que les équations (3) et (7).
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La droite Dy appartient au complexe
Uy NP+ P==o.
La droile ¢, appartient au complexe
Ynos NPy Prasso.

IS ainsi il revient au méme de dire que la transformation (T) fait
passer des périodes du tableau Ty aux périodes du tableau T, ou de
dire que la substitution (S) change la droite I, en la droite d,.

(v, Cotty a étudié¢ en détail les propriéiés des substitutions (S) et
de leurs adjointes ( 7/ése, Chap. U1); je rappellerai ici sculement que
la transformation et la substitution adjointes sont formées avec les
enliers caractéristiques :

R i %, o
Pon s oy e by — g a
PN Na 't Nt N
~ i |
A B G Dy ' wd e %, S
- , M o, I — by — X
1 Ay BGD : T n G no t
. . ; ou ‘ . _
! :\3 H: (:.. l): - v}b N -
! . : e Nd, — ¢y -0, Xea,
PAL By G Dy : n n
RIS ! DG G / JG .
— T d = ¢ — b —~
\ a N " [ \ n o \, I\l :

lles font passer des périodes du tableau T, aux périodes du
tableau Ty ou de la droite d, & la droite Dy. Pour leur action sur les
variables, il y a lieu de tenir compte du facteur (ue peuvent avoir en
commun les mineurs pris pour entiers caracléristiques.

Pour préciser la velation déja établie entre la transformation (1) et
la substitution (8), je pose ()

\ . .
| U= Uy U= - = NG+ NG

(ll\) \
PA =V e iVe= Ny Noll o\, G
o \ Wiy AUy == %-!~.:'3;" RN /R

e = T e Y L e e R

(') Cf. Pavce Lvy, Journal de Hathématiques pures et appliquées, 8¢ série,
t. & 1931,
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les w; et les X; étant des quantités réclles quelcongues liées par les
¢quations (5). Les relations (10) et (11) établixsentlareprésentation des
variables U,V et «, ¢ vespectivement dans les espaces Fet e et, d’autre
part, clles sont équivalentes & I'ensemble des équations (1) et (2). Par
conséquent la transformation (T) ct la substitution (S) ne sont pas
distinctes au fond.

Comme application de cette interprétation, je démontrerai deux
propositionsimportantes.

Je cousidére les déterminants fonctionnels suivapts :

DU, VoL )
DN\ \ 1)
D (e, il |“2) ’
I)( Uiy Ly Vo, .l") n
D(Nao N Ny, \‘)
D(Can )y 2y 23)

-:'\,(111;:”-(*.._,(;'2)‘

o m ke —
DU, Vi, U Vo) 20 oy =3, =)
Dy, vy tovy) i e e N &

|l oWy N o

= (M A — R o A )?

-1- ()l“,"-/\ U-l—,|u ‘+“) U~ ) == DL
D’oil la relation

(12) I3 gy =R \'(l] = GG = e e (11— 6L G0,

Par conséquent 4} — g, &) a le méme signe que H;—G,G. La
permanence de ce signe résultera également de la (ransformation des
fonctions théta (').

Je considére les points «; non congruents correspondant & un
point X;; ils sont en nombre égal an volume du parallélépipéde corres-
pondant au parallélépipéde unitaire des \;; par conséquent ils sont
au nombre de 3. 1l en résulte que le nombre des points u,: correspon-
dant & un point U,V est égal i ¢ (3).

(') Cf. Herarrs, O avres, U4, p. 407,
(*) C/. i, Hunsert, premier Mémoive, n° 143, — G, Corry. Thése, p. 33.
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CHAPITRE 1.

TRANSFORMATIONS ORDINAIRES DES RERLATIONS SINGULIERES,

On dit que les périodes (v, H, G’ vérilient une relation singulicre
de diviseur N (') si elles sont liées par la relation

(13) ANG 4 BH - GG/ DN (12— GG - =0,

A, B, G, D, E étant des entiers que 'on peut toujours supposer pre-
miers entre eux dans leur ensemble.

Uine transformation de type (N, n) change la relation (13) en une
autre de méme espéce et de diviseur 7, comme on le voil en rempla-
cant NG, H, (', N(H*— GG') par leurs valeurs fournies par les
formules (3).

‘Le résultat de celte substitution est

(v.7) 2ng 4+ S h - E S —ge) L= o
en posant
272 A (ac)as 4 Bae)s <= Crae)y + D (ae)y 4+ E(ae)y,
Yot A (dDVy B(db)yy - Cldh)yy 4 D (dD)y - E(db)y,,
Oy 7= A (D Va-i- Blal) 4 Gab)y 4 D(ab)y, - F{ab)y,
g = AN ted ) Bled )y - Gloed)q + D(ed)y - E(ed)a,
3=  A(he—nadlyg ] - Bl (beYs— n(ad), |
- Gl b g —n (adyg | =D (heday— n(ad),] 5- B [(be)ay =+ niad)sy |

R
=a\(be)ys-- B l 2 (b, — \\ ‘ -G (e == 2 D (b 4 2 B(be)

i W .

==—2n A\ (ad), ,—-li[-.m(ud)“m N l — 20 Gradyy — 20 D (adyy, — an B (ad),,.
Vo N

Les coefficients 2,, 3,, v,, 9, ¢, admettent un plus grand commun

diviseur @ et leurs quotients par ce plus grand commun diviseur

(') Je dirai diviseur et non pas genre, comme G. Cotty. le genre ayant déja
beaucoup de significalions en mathématiques. Le terme de diviseur a été intro-
duit par MM. Enviques et Severi,
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sont a, b, ¢, d, ¢, donnant la relation transformée
(14 ang -0+ cg' 4 dn(h*-— 22"y 4- ¢ = o.

P()Sillll
= B2— 1 NAC — JNDE.
| |

v
A== —jnac —4nde,

qu’on appelle les invariants des relations singuliéres (13) et (14),
on a

X , NI X
(13) M2\ = _—\l—z—V—_—z?n"- '

. . 3 3 3 A) w3 ’

ou, cn introduisant le degréde la transformation 6 = »*N'n’,

aA gt
® .\_._ONV.

~ vy v . A ’ .
Sous la premicre forme on voit que le rapport v est carré parfail.
Par les formules (4) je transforme de méme la relation (14) en

(16) NG 4 3ol 4 G/ 4- 6 N (112 — GG') - 5y =0,

Il est facile de voir que l'on a

|2

. 35

3T

~2

9 62 . gy 6_

LI

|

-

.-

Par la méme opération, la relation (14") aurait été transformée en
.
WTANG + BUH + GG+ DN (12— GGy + Kl =0
et il résulte de la comparaison des deux transformées la relation fon-
damentale
QW =0 == 2*N'n',

[La valeur minimum de ®®’ est N'n' obtenue pour » = ==t (').
Si N=un, on a V'=nr=1, dott ®=®=1 cl A=V; on dit
alors que les deux relations singuliéres sont équivalentes.

Les coeflicients B et & de deux velations équivalentes de diviscur N

(') On doit ici admeltre des valeurs positives el négatives de ». le change-
ment de signe de g. /4, g’ entrainant des changements de signe dans les coefti-
cients de la relation singuliéve,
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sont liés par I'équation
b=aNog+ ¢l
ol & est un entier et ¢ = == 1 'ordre de la transformation.
En particulier étant donnée la relation singuliere (13) dont Vinva-

riant est
¥ == B2— 4NAC — 4 NDE,

si ’on détermine un systtme de nombres %, v par les équations
44Ny =T, e5 = B(mod 2Ny, o_p5=N,

la relation (17) est équivalente & la relation

(17) N“—%—lﬁll——y(‘;':o

et la transformalion qui conduitde (13) a (17) estd'ordrec ().

Le nombre § est appelé le type de la relation singulicre.

Toutes les relations singulitres de méme diviseur, de méme inva-
riant et de méme type forment une classe de relations équivalentes
entre elles et qui comprend une relation réduite de la forme (17).

Ilsera commode, dans certaines applications, de considéver d’autres
rclations réduites, par exemple de la forme

NG -{-:3“ — G o,

G. Cotty (p. 55) a déterminé toutes les transformations (*) «ui
font passer d’une relation singuliére & sa relation réduite en ultilisant
uné interprétation géométrique qui découle de celle quia été intro-
duite pour les périodes. '

Je reprends ses définitions que j'ai di légérement moditicr : j'ai
- introduit les droites D, et «, dout les coordonnées sont :

4 N NG 1 — NI Gf N(I2-- GG 1
(hx) D IV DV DU (P D
31 03 12 02 2% o1
(d) ng b —nh & oa(lP—gr)
" /):ll - /‘n:& - I)IZ o /)ﬂﬂ - ,)23' - I)ui

(') Pour les développements, voir G. Corry. These, Chap. 111

(*) On doit remarquer que la deuxitme équation (31) de G. Cotty a scn
second nombre égal & 41 et non pas a cn; il en résulte quelques modifications
sans grande importance dans la démonstration.
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Ces définitions font correspondre a la relation singuliére

ANG +BH + CG'+DN(I2— GG Y=L =0
le complexe
t\ P;“ -+ 13 1)03 -+ CPO-_! -+ DPM -+ El)m p—

Autrement dit, les droites Dy qui représentent les périodes du
tableau Ty, liées par la relation singuliére (13), appartiennent a deux
complexes linéaires & coeflicients entiers, savoir

Uy: NPy +Pa=o0 et AP, + BPy,+ CPy+ DP,, + EP,, = o.
Elles appartiennent par suite aux complexes du faisceau
Cp = F(AP3 4+ BPyy 4+ CPyy+ DPyy+- EPyy )+ {(Pry+ NPyy) =0

et forment une congruence linéaire. Les directrices de cette con-
gruence qui sont rencontrées par toutes les droites Dy ont pour

coordonndes
Pu=E  Py=D, Py=C, Pu=A,
B+:\/V — B+ e\V
VY DEVY

) J—
I 03—

2 aN

| Lt

Ce sont deux droites conjuguées par rapport a I'y et a coordonnées
ralionnelles; elles constituent le couple &y.

Inversement si la droite Dy, qui représente les périodes d'un
tableau Ty, appartient & deux complexes & coefficients entiers, ces
périades sont liées par une relation singuliére.

Avec ces interprétations, le probléme de la recherche des substitu-
tions (8) qui font passer d’un couple de droites &y & un autre couple g,
comprend celui de la recherche des transformations (T) qui font

passer d'une relation singuli¢re de diviseur N & une autre de divi-
seur »n. N

CHAPITRE TIL

TRANSFORMATIONS SINGULIERES.

Jaisupposé (p. 192) quelarelation en G, H, G’ résultant de I’élimi-
nation de g, 2, g', A, u, A, u’ entre les équations (2), disparait identi-
quement; les transformations ainsi obtenues sont dites ordinaires par
opposition avec les transformations singuliéres obtenues dans le cas ou

Journ. de Math., tome 11, — Fasc. 11, 1924. 27
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cette relation en (i, H, GG’ n’cst pas identiquement nulle; c’est une
relation singuliére entre les périodes initiales. D’aprés I'équivalence
des systémes (1) et (1) de relations entre les entiers d’une transfor-
mation ordinaire, la relation en g, 7, g’ résultant de I’élimination
de G, H, &, A, u, ), u’ entre les équations (2) est, en méme temps,
identiquement nulle. Autrement dit, les périodes initiales et finales,
liées par une transformation singuliére, satisfont en mc¢me temps ou ne
satisfont pas & des relations singulicres.
Soit
(18) ang + bl +cg' +dn(l*—gg')+e=o0

la seule relation (') singuliére & laquelle satisfout les périodes g, /i, g";
par identification avec le résultat de I’élimination, on a les relations

s (ac)ys + N(ac)a=ak, (dbYos + N(db)a=ck,
(ab)os+ N(ab),=dk, (edYgy +N(cd) =eh,

(1
( ()3 + N(be) o — n|(ad)y; + N(ad))y]| = 0k,

a, b, ¢, d, e sont des entiers sans diviscur commun; A est un entier
dont le signe est tel que le premier des trois nombres «, 6, d qui n’est
pas nul est positif.

On pose, en outre, I = (ad),, +N(ad),,; | et k sont les indices de
la transformation (T); & valeur du déterminant (@, by, ¢y o)) en est
le degré. Sil'on a obtenu un systéme d’cntiers satisfaisant aux ¢qua-
tions (I11), on en déduitles valeursde }, 1., 1, u', et par suite, G, H, ('
en fonction de g, %, g’ et inversement comme dans le cas de la trans-
formation ordinaire et par les mémes formules.

“n remplacant dans la relation (18) g, &, g/, (4* — 2¢”) par leurs
valeurs fournies par les équations (4), on obtient la relation singuliére
entre les périodes de T (*)

ANG+ B H+CG+DNI2P=GG) 4 E =o.

(') Ce n’est que dans des cas particuliers que I'on a étudié les périodes liées
par plusieurs relations singuliéres ou autres,

(?) On ne peut plus ici parler de la transformée de la relation (18) par les "
équations (4), car si 'on emploie la troisieme de ces équations au lieu de la qua-
triéme qui est utilisée ici, le résaltat n’est plus le méme et différe par un facteur
de proportionnalité.
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Les coeflicients de cette relation ont les valeurs suivantes :

Ay=a(db); + b(ad)y, 4 c(ac)s, + d(cd)s; + e(ad )y,

Ci=a(db)y,+ b(ad)es+ c(ac)e+ d(cd)y, + e(ab)y,

D)= a(db)ss + b(ad)y,+ c(ac)sy + d(cd)g; + e(ab oy,

Ej=a(db)y, + blad)y + c(ac)y + d(cd)g + e(ab)y,

Bi=za[(db)y— N(db),y]| + [ (ad)y;— N(ad)i2] + e[(ac)oy— N(ac):.]
A+ d[(ed)g; — N(cd), )+ e[(ab)y;— N(ab).],

qui se transforment en

kA= U (be)i+ nlad)yy], ‘

LGy =1 (be)ay+ n(ad)s],

Dy = 1) (be)ye + n(ad)s ],

ME = (be)y -+ n(ad), ],

LB =1[(b¢)g+ n(ad)y, ] — NI[(be)y+ n(ad)y, ).

En divisant A, By, C,, D,, E, par leur plus grand commun divi-
seur ', on obtient la relation singuli¢re initiale sous la forme cano-
nique

(19) ANG + Bl + GG/~ DN(H2 — GG') + E =o,

®' étant choisi d’un signe tel que le premier des trois coefficients
A, B, D qui n’est pas nul soit positif.
[Les résultats précédents conduisent & poser

{ (D)= n(ad),—= AN, (b¢)go+ n(ad), = CK,
(V) ¢ (be)y+ n(ad);; = DK, (b¢) o+ n(ad),, = EK,
(be)go=+ n(ad)sy— N[(be)a + n(ad)s] = BK,

et la facon mé¢me dont ce systéme est obtenu montre qu'il est équiva-
lent au systéme (11I). On posera également L =(bc),, + n(ad),,.

Comme dans le cas d’une transformation ordinaire, on a la rela-
tion

(12) ‘ /z‘;}—ggg"_,:alb?é%(Hf-;——G.zG;),

d’ol la conclusion généralisant celle de G. Humbert que seules les
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transformations de degré positif font passer d’un systéme de périodes
normales \ un autre sysiéme dc périodes normales.

Le nombre de points «, ¢ correspondant & un point U, V est égal
a o. Enfin, comme dans le cas d’une transformation ordinaire, on
peut changer simultanément lcs signes de «,, a,, a,, a,, b,, b,
b,, b, ce qui entraine, les périodes et la relation initiales élant
données, le changement des signes de «, b, ¢, 2, 1, 2/, I, K, L et
par suite le changement de signe de Ok + 2n/; or, ainsi qu'on le
verra plus loin, la transformation ('I') appliquée & une fonction théta
de périodes G, H, G’ conduit & unc fonction intermédiaire pour
laquelle g, est positif comme (i, si Ok + 2# P'est aussij inversement
il enrésulle que G, ct &, sont de méme signe si bk + 2nl est positif
ct de signes contraires si Ok + 2nl est négatif.

En méme temps que la transformation (T), je considérerai la trans-
formation associ¢e (T, ) dont le tablean d’entiers est

nd, Cy — b, — nay,
Nnd, News —Nb, —Nna,
—Nnd, —Ne¢, N#& Nna,
—nd, —¢y b, na,

Ce tableau peut étre simplifié et les conséquences de la division de
ses termes par un facteur commun sont celles qui ont élé exposées
pour les transformations singulic¢res; en le prenant sans simplification,
le degré de (T,) est Nz c.

Le produit des deux déterminants de (1) et (T,) (clfeclué ligne
par colonne) est ¢gal au déterminant

nl —nhce nhe o

ha bk +nl 0 — ke ) .
—hd o bl nl — fe =[al{bh--nly+ n(rne+ de) k22,

0 nkd nka nl

d’ou, en choisissant le signe,

Nnd=nl(bk + nl) + n(ac +dc) k2,
(20) AINnO=(2nl+ bAYP—AL? [A =0~ fn(ac+de)].

De méme, en faisant le produit colonne par ligne, on obtient le
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déterminant
L — NCK NERK o
AR BK + L 0 — EN .
’ = |L(BK +L N(AC + DE)YK27?,
DN o  BK4L —cCk | HABRAL) N ]
0 NDK NAK L
d’onl

Nnd=L(BK + L)+ N(AC + DE)K?,
(21) ANRG = (2L 4+ BK)2—YK:  [V=B— 4N(AC-+DE)].

La transformation associée (T,) fait passer des périodes du
tableau T, aux périodes du tableaun Ty.

En effet, en changeant dans les équations du systéme (1II) n en N,
aen A, enB,cenC,denl),cenE etenremplacant les a;, ; ¢,y
d; par les quantités qui occupent la méme place dans le tableau des
entiers de T',, on obtient pour la premicre équation

Nn|(he)y+ nad),, ] = AK,,

et de méme pour les trois suivanles; par conséquent le deuxiéme
indice de (T,) est K, =NznK.
On obtient pour la cinqui¢me équation

N (be)yy+ n(ad)yy— N[ (6¢)s+ n{ad)y ]| = BK,.

D’autree part, I sc transforme en 1.2(ad),, + n(bc),, etle premier

. g L . 1 , v A
indice est L, = Nn N mais le facteur § he présente d’intérét que pour

la symétrie des formules, c’est pourquoi je ne I'ai pas conservé.
Chaque transformation (T) peut étre remplacée par une substitu-
tion (S) de la facon exposée pour une transformation ordinaire.
Le systéme (IIl) exprime que la substitution (S) transforme, par
les équations (7, le complexe

NP+ Ph=o
identiquement dans le complexe

k(apsi—+ bpys+ cpoy =+ dpag—+ epy) + L(n pey—+ pi3) =0,
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Le systéme {IV) exprime (ue la substitution (S) transforine, parles
équations (7), le complexe

. . Bk + L
K(APg + BPyy+ CPoy 4 DPyy+ EPy) — \N+ (NPy+Py)=o

identiquement dans le complexe
—0(npos—+ prz)=o.

L’invariant de chacue complexe se reproduit multiplié par le degré
de la subslitution, ce qui donne pour le premier

No = A*(ac+de) + [(bh + nl)

et pour le dcuxiéme

K2(AC + DE) + < (BK + L) = n0.

L
N

Ces relations ont été déja établies par une autre voie.
L’invariant simultané des deux complexes donne la relation

(22) BN 2l =0bk+2nl

qu'il est facile de vérifier directement.
La comparaison des ¢qualions (20), (21) et (22) donne

ANR=VK,
(23) IVA =K y/V.

Sie= +1, la substitution est dite droite; si ¢ =—1, elle est dite
gauche. Ce cavactére dépend d’ailleurs essentiellement de la définition
des signes de k et K (*).

La relation (23) montre aussi que, pour les transformations singu-

. . . A
licres comme pour les transformations ordinaires, le rapporti_- esl
carré parfait. '

L’interprétation géométrique des transformations va permelire
d’établir simplement les formules de composition de deux transfor-
mations.

(') La définition est inverse pour G. Colty qui a changé les signes des
remiers membres du systéme (1V),
P : Y
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Soit (S,) une transformationsinguliére conduisant des variables U, V,
et des périodes du tableau Ty liées par la relation singuliére

ANG + BH+ CG' + DN(I1*—GG') + E=o0 d'invariant V

aux variables u, v, ct aux périodes du tablcau T, li¢es par la relation
singulicre ’

am G+ BI+yG +6n (C—(GG")+e=o0 d'invariant A,.

Les indices de cette transformation sont /,, 4, L, K,; son degré
est 3..

Soit de méme (8,) une transformation singuliére conduisant des
variables «,, ¢, et des périodes du tableau T, aux variablesu, ¢ et aux
périodes du tableau T, liées par la relation singuliére

ang + bl -+ ¢’ 4+ dn(h*— g2’y +e=o0 d’invariant A,

I.es indices de celle transformation sont l,, k,, L, K,; sondegré est c,.
Soit enfin (S) la transformation composée conduisant des variables
.U, Vet des périodes du tableau Ty aux variables u, ¢ et aux périodes
du tableau T,. 1l s’agit de calculer sesindices /, k, L, K et son degré ¢
en fonclion des indices et des degrés des composantes.
(S,) transforme le complexe

HN . .
— B b (R i) o (AP o BPg Gl DPy ot BPy ) = 0

en
— 9 (m®y+ @) =0

qui est lui-méme transformé par (S,) en
— o4 (npos -+ P1a) -+ ky(apy+ bpoy + cpos+ dpag+ epg)] = o.
Par conséquent (S) transforme le complexe

BK,+ L ) : i
- ——\-1—1\—-:——[(NP03 + P1a) 4+ K (AP + BPgy+ CPyy + DPyy + EPyy ) =0

en
—d,[ L{npe =+ p)+ /"a(apsl 4+ bpay—+ Cppa+ dpag+ cpy )] = o.
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La relation d’invariance donne

[I\";'(AC 4 DE)+ %\“ (BK, 4L, )] =822 (ac + de) -+ ly(bky+ nby)]
ou
3=10,3,,
ce qui était évident a priort.
D’autre part, on a'

BK, + [, :
"'J\“’ '(\'Po,—.—l’,o)+1\1(\l’3,+ )

K 3 )
::-l\\,—“'——I-l\—_*_—'(\l’u,—;-Pl,)-;—l\(AP”—l- )]

Bh,+1, K, m\+|) Y
"—<_T———"T\"T (NPus - Pa)

el sous celle forme on voit que ce complexe est transform¢é par (S) en

K, . , BR,+L, K, BK+ L
TR et ) = (T TR TR
X [L(npos -+ pr2) + k(aps, + bpys 4+ cpoaddpay + epy)] = o.

On en déduit par comparaison

: K,. LK-=—L l\,
(26) ROTTER !

1K — LK,
NK

= 111 '—_—'61/\'2.

De méme (S,) transforme le complexe NPy, + P,, = o en
[l(m'n—*- 111503) -+ /l‘| (e®y -+ ‘?)7303+‘ 7Ty awgg+ 5’554)[) =0,

qui s’écrit

W, n,

C ook B+ L,
- (ll—i‘ =L E)'—:"‘ ->(”1wox+mlﬂ)'~o-
K, n

L BK, -+ L,
1 -——(nlry(,g—'—- ) + Ry (awy + SO+ 7 e+ 08Ty, -+ £53,)

Sous cette forme on voit que (S, ) le transforme cn

K, n,
P [l,_(npl,,ﬂ- Pra) = bs(aps + bpos -+ cpos - dpyy -+ epoy ) ] =o.

k| by BN+ L,
— -o (/11)0;—1—;)1,)—%—(1,—}- ! ii)

D’autre part, (S) transforme NP,; + P,,=oen

1(’1/)03+ pl'l) -+ /.‘(ap;“ -+ bpu;} -+ Cpug—{“ dp23 -+ €120y ) =0,
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d’olt par comparaison

. /-‘[ 5]\2'{-[13 _ /‘.l ~ /'.l ‘3]\3—" ]"2)
(25) A_A2<1,+T\,—2 T) 1_—K;o,4-<1,+|\._2 )

Ces équations (24) et (25) résolvent le problétﬁe posé.

. . R LK —1K,
On déduit des équations (24) par élimination de —— 57—
l\’l ~ N /"2 A
'—lt()"{‘ [O|7\'——-—Ol[-_>,

de méme on déduit des équations (25)

_ k
[=—— r) 8._) -+ Z; l:,,

d’ott en éliminant [

, Ky ko hy
(26) T\.‘i pouns T m‘
Orona '
KyV=chyvd, K VV=ekVA, KiVA =¢ek VA4,
ct 'on est ainsi conduit a la relation
£ = 8|€go

Donc le produit de deux transformations de méme sens est une

transformation droite, le produit de deux transformations de sens
différents est une transformation gauche (').

Pour transformer 'expression de &, je rappelle la relation
BKy-+ 2L2:-.£ bky+ 2nl,,

qui donne, en portant dans la premiérs équation (25)

YA kiky \ .
=1l ky+ m(@l\ﬁ— bhy+2nly),
(27) amk =k (Bhki+2n.l)) + ¢ %/c,(b/.'g—%—znlg).

(1) On remarquera qﬁfavec la définition dounée pour A’ ou K par G. Cotty,

¢ change de signe et I'énoncé actuel est remplacé par I'énoncé inverse moins
naturel.

Journ. de Math., tome 1. — Fasc. II, 192}. 28
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On a de méme

_k (enly+ bR — AL
W, dnn,
(28) an (bk+2nl) =3k +2n ) (bho-201,) + &, VAX &, k.

/l.l [~1

ny

=

L+ SR (B, + Ly),

Les équations (27) et (28) donnent les expressions cherchées pour
ketl.

Cas particuliers. — Je suppose d’abord que (S,) soit ordinaire. On
a dans ce cas
o=z (bedyg - n(ad)g3 == N[ (be) 1+ n(ad),;s]
= (beYos+ N(be)y = n [ (ad)e + N(ad)y,)

et le degré de la transformation est

e

Nn

o
[ ¢ Jpemusny

Ceci s’accorde avec les notations d'une transformation singuliére en

posant
K=nl=1, A=Nk=o, 6:-’%:%%-
Par conséquent la transformation (S,) transforme
P+ NPy,=o0 en LB+ 1 ®yy) =0
qui lui-méme est transformé pav (S,) en
LGP+ apyg) + ky(apay+ bpoy + epoy+ dpy + epay) ] = o4
On a donc pour les indices de (8)
(=11, =14 k.

C’est ce que donnent les équations générales quand on y fait A, = o.
Jesuppose maintenant(S,)ovdinaire ct (S, ) singuliére. Le complexe

SN L ! , . ! .
— '——1\7———1,(]',34— NPy) + K (AP, + BP 4+ CPye+ DPy+ EPy ) =0

est transformé par (S,) en

—6l(wl2+"lmox)-_—'—(}
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qui est lui-méme transformé par (S,) en
— 0Ly, (Pra+- rpyy) = 0.

On a déja vu que (S) transforme

BK, + L,

N (Pra NPgy) + Ky (AP + BPy + CPoy + DPyy - EP ) =0

en

-

—_ II\T'ri(/),._,-}— nPos) — (M N |,>

N TR
X U(pya—t npay) + E(apgy -+ bpay= ¢pPos++ dpay + ¢py ) = 05

d’oli 1l résulte par comparaison

K,. /BK,+L, K, . Bh,+1L, K\,
—r()-(——N———{'—-K-L [_.—0!12. ‘--—"N -+-—i‘—l“ /t—()’

k étant différent de zéro, ce systéme est équivalent au suivaat

g Ak BK,+ L K
1 1 1 A__ o 1 1 1 —
'E\/I FoO=0l —g—+gl=e

La premiére éqoation se transforme {acilement en la suivante

:).n,/.‘:sg\/ Lankyd,

h

qui n’est autre que la formule générale (27) ot 'on a fait b, = o.
Pour transformer I'équation (28), je prends la formule générale

ANnd={2n!+ bk)*— AL*,
qui donne

nt 5 a9

(20l -+ b= -3 [(B(andi+ 302 — A KGN
1

Le signe & choisir pour la racine carvée s'obtient cn remarquant
que le signe + donne le méme résultat gu’en faisant k,=o0 dans la
formule générale ; par conséquent, on a

any(enl + bk)=2nly(5hki+2nly).



214 C.~E. TRAYNARD.

CHAPITRE 1V.

FONUTIONS INTERMEDIAIRES SINGULIERES.

Etant donné le tableau de périodes (')

i
to 1 ooy

avec 2,>0,h— g, <o, jappelle fonction intermédiaire singu-
liére toute fonction entiére de u, v qui sc reproduit multipliée par une
exponenticlle e’ "+ quand «, ¢ sont augmentés d'une période.

Aprés multiplication par un facteur exponentiel convenable, ces
fonctions satisfont aux conditions

I
o+ —y ¢ =o(u.v
(ugoe) =sleo,
olu, vy = ol 0,
C?(ll + o Il) — ?("‘ ‘.) c}.ll+gl'+‘l‘

o -+ hyv 4 2') = o (u, ¢) arr

Ces ¢équations combinées deux & deux donnent les conditions de
compatibilité

0 ~ ~t
. IS . 4 .
—=—apTi, — =l — == —2kRi,
n n 3
p="0g - amwl, o' =0h — 2w’z th +ug'=Vo+uh—2qri,

Dy ¢y L, &, my i Slant des enliers.
D’oti la relation obtenue en éliminant &, &, v, w ¢t

nhg--(nl—m'Yh —mg"+np(h*— 28"y + g =o.
(ﬂ) . . . s .
J'est une relation smguhexe a motns que

h=nl—m'=m=p=qg=o.

(1) Llexposé des Chapitres IV et V suit celui de G. Humbert dans son
premier Mémoire (Journal de Math., 5¢ série, t. V). Je n’ai pas reproduit cer-
taines démonstrations (qui restent & peu preés les mémes.



TRANSFORMATIONS ET FONCTIONS ABELIENNES. 215

En ce cas les fonctions 9 («, ¢) satisfont aux relations

1
<?<lt+;> v) =o(u, v +1)=o(u, ),
o+ g, v+ h)y=o(u, v)e-2:/min+y

(?(u —+ /l, 0 - .‘l:‘l) — Q(u’ p) e-~2lt/1!l'v’+‘l'.

Ce sont les fonctions théta d’ordre nf que j'ai étudicées dans ma Thése.
Je suppose maintenant les périodes liées par une seule relation sin-
guliére de la forme réduite

. . ”«:‘r_*_@h_?&g.l:o’
d’ot en identifiant

k__wl—m' _ m __p ¢

1 —_ ‘3 7 (6] 0

Les fonctions g («, ¢) satisfont alors aux relations

I
q)<u+,—l,v> =o(u, ¢ +1)=o0(u, ¢),
Q(u -+ oy [ /l) — Q("’ ‘y) e'--'.!‘lti(llllf—h}'/-"‘)-f-\l,
o+ h, v+ 2"y = o(u, ») cmrmitnkerale By,

Pappelle ¢ le déterminant des coellicients de nu, ¢ dansles exponen-

tielles
S=/(nl+Bk)—yhk*=nlt+ Bhi—yk*,

' N . . N
en général il n'est pas nul, car 6 = o donne

—BE VB +hny
2n

l._~
Ti.._..

ce qui exige que B° + 4 n v soil carré parfait,
Pour élucider ce cas particulier :

{
Brrbny=at,  p=i-T,

je considére les deux combinaisons u + A¢ qui n'admetient que
deux périodes et qui sont obtenues pour

Bxoe
.
2n

A=
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Le méme raisonnement que celui de G. Humbert conduil au méme
résultat :

Les fonctions intermédiaires sont des fonctions théta elliptiques
d’une seule variable.

C’est pourquoi le cas oli ¢ = o est appelé le cas elliptique.
Je reprends maintenant le cas général des fonctions intermédiaires
d’indices / et £ et je fais le changement de variables

noU=nlu~+yky, ndV=nhu-+(nl+Bh)ye,
d’ou, ¢ n’étant pas nul,
u=(nl+Br)U—yi\, e n(— AU+ 1V).
o (u,¢) devient ) (U, V) qui salisfait aux relations

. ! 3 RN . { 3k .
0<L1+ — V+%»:O<U LIS ;‘;a"—> = (U, V).

10 no
d'ou

;

) ‘;/ ’.. \. . \~ ‘4 ( / - : " ’
7 [U o f_;:,é’_/_/_, Vo ’/"'”E)"é\ Rk l == 5(U, V).

A et u. étant des nombres catiers.
Pour les valeurs A= nl+ B4, u.= — &, d'une part, A =-—nk, u=nl,
d’autre part, on a

(99) o<l:+)—‘1,\'>=0(l',\'+.):o(li.\').

Iin posant

G Peckgkh o nlhoe kel nkg o nla Bk
no o na - no
O — nhh 4+ (nl+3Mg'
- no ’

on a de méme

{ 60U+ G, V1) =61, V) erminitay,

(29) I 6(U a1, Vo G) = (U, V) gmiminivay,

La fonction 0 (U, V) est donc une fonction théta d’ordre né aux
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périodes

‘~

io 1t hog

car on peut en augmentant les variahles de constantes convenables
supposer

N N

.. . 0
v=arin-G, v':zmn;G’.

Mais c’est une fonction théta particuliére qui satisfait aux relations

(30) ’/<U v "LO> :0<U + % Vo M):ow, V).

no no

Pour qu’une telle fonction existe, il faut que ses périodes remplis-
sent deux conditions :

1° H:—G,G,<<ojorona

o 1 '
TG0 = (M — oy o,
3 — G, G, "O(/I_ )

SI-

ce qui donne, puisque A} — g,¢, <o,
d>0  ou Al Bhl—yk*>oa;

2° (i, et n3 de méme signe, ce qui donne
Gy>0 ou nlyy = yhhy> o,

Ces inégalités se dcéduisent de celles qui ont é&ié étudiées par
(. Humbert en remplacant / par n/, vy par — y et « par n; les conclu-
sions sont donc les mémes :

Le point /, & doit étre dans I'angle des droites nf* + BAl—<k* =0
qui comprend la partie positive de I'axe des /.

On peut d’ailleurs remplacer ces inégalités par la suivante cui les
entraine

anl +Bh>VA|K)|

Les fonctions théta qui satisfont aux relations (29) sont fonctions
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linéaires ct homogzénes de n3* fonclions (0Sp < 8,05 ¢ < nsd)

Olu/(U, \) :2 ? e‘m;"""+96‘U+if]+uo‘3)\')
s

n T

i s A N
NP D)2 G-k 2 - 5 (o 4+ 0BT W+ (o +nG312 6]
X e noé ! ppm !

Les conditions (30) donnent en outre
nlp + kg =1And, nylp 4 (nl3-Bk)q = pnd,
A et u. étant des entiers; d’oil en résolvant
p=(nl+Bkyh—kp,  qz=n[—ykk+Ip].

I est facile de voir que le nombre de solutions distinctes est .
On a donc finalement le résultat suivant :
Soit un tableau de périodes

Al
T,| 7

lides par la relation singuliére
ng +Bh—ya'=o

d’invariant A, ol 3 et y sont des entiers. Les parties imaginaires de ces
périodes satisfont aux inégalilés

hi— g0l <o, 2> 0}
l et k ¢tant deux entiers tels que
S=nl+ Bhl—yk> o,

il existe des fonctions intermédiaires singuliéres d'indices 7 ct 4
vérifiant les relations

ol +"—y ¢
! n

Q(“ -+ g’ 0 4 /,) — (? u, '»)U*".’ﬁi(ll/u-i—)’/.’(’)-i-‘l’

o(u, ¢ +1)=q(u, ),

(
Q(ll 4 /1‘ 0 _1_5’ — ('g((() ) 0«‘.‘.11'(11/.’144-/1/+ﬁw)+v-,



PRANSFORMATIONS ET FONCTIONS ABELIENNES. 219

ol v el v sont des constantes données. Ces fonclions s’expriment en
fonction lindaire et homogtne de ¢ d’entre elles.

Je me proposc de déterminer le nombre des zéros communs & deux
fonctions intermédiaires singuliéres; la question ne se pose que pour
deux fonctionsrelativesau méme tableau : soient les fonctions d’indices
L, ket £, £ relatives au tableau T,; ce sont aussi des fonctions
d'indices nl, £ et nl', k' relatives au tableau T3 & ce point de vue, le
nombre de leurs zéros communs est

N(ul, by nl!, Ky=2n2 !+ nB(A" L+ KU) —onykh'.

Mais si «, ¢ est 'un de ces zéros, tous les zéros

u+%,(' (ozh < n)

au nombre de n comptent pour un seul rvelativement au tableau T,;
par conséquent :

Deux fonctions intermédiaires singuli¢res d'indices [, k& et I, &',
relatives au tableau T,, ont en commun un nombre de zéros égal &

N AU Ry =00l - B(A L+ KUy — oy kK.

Les transformations singuli¢res établissent entre les fonctions
théta et les fonctions intermédiaires singuli¢res une correspondance
que je vais préciser,

Soit la transformation singulicre

(1) U=2u -+ ur, V=Vu-+ e,

que J'applique a la fonction théta d’ordre 72N relative au tableau Ty et
vérifiant les relations ‘

N 1
(0] <l_ 4+ N
O(U -+ G’ V 4+ ll) = (')(U, \) (,‘2m'm.\'l‘+‘la
(.)( U-+ ”\ V+ G,) — (')( U’ \) EATImMNN LY

,v> =0(U, V4+1)=0(U, V),

Par la transformation (1), O(U, V) devient ¥ (u, ¢) qui satisfait aux

Journ. de Math., tome 111, — Fasc. II, 924, 29
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relations

. s
'!¢<1/+L,v> :@(m. Vo >
n n n

a ,
=0 <U - I—\—,ﬂ +ayGoi-a, 1, N -ay - ay - (4._,('-’>

- (.)(l‘-‘ \ ) —aimN U L Vi eonst,

— ! . = AT N ey bt 1N 4 Wedety U5 Const,
=d(u.v) e
l!, ( "y v -+ |) — l;l(ll, (.) e—?ﬁi:u.\,luk Lhop bbb, ;n'l-t-l'nn\l.‘

'\!J(U -+ ;'p"s ¢ - /') — 'JH( u, ‘,) e—-:!‘.‘.u;;.\_«.l_m vl b v ord ) cun»("

"!J(ll =+ /I, (L .'4") = '\!4(((, ") =2 (b eyl b e, v eomst.

En posant 2 (u, ) = (u, ¢)e" ", P(u, ) élanl un polynome du
second degré

Plou, o) =Awrt-2B8uv - Ce2g- oD - a2 By

,
1 !

9 (II ~= (') l!J (Il -4 t‘\ \ n "
n n 2w 42

/

on a

e e e TTT e - - c n " n
o, +) ICIES
"?(u’ v+ l) — "p(ll, P 1) PRI
o, ) 0w ) '
Silon prend
| L w . , 23 L. ,
2 o= amlm N (ayd 4- a, A", = AREMN ety i- ey 'y,

rU=omim N(hyu — b,py,

et si I'on annule les constantes dans les exposants des deux premiers
multiplicateurs, on obtienl toutes réductions faites

<lt -+ ~—3‘> :'{’(“)“)y

‘ q;([/7 ¢ 4 l) — :.9(,,’ ,A) @~ ARinn by A-Nea by e

{

| wipiy Ve . . v ;
=R ad) gy e Ny hd )y NEDA LAl b N by e ! const,

’ o(u+ g, v e=g(u,0)e b ' ! o ‘ R ,

|

\

—erien g N = (e o iy - l+ Nuth)y~i- Nl he ' const. .
o(u+ g0+ g)=o(u,v)e \
Si g, A, g’ sont lices par la relation singuliére réduite

ng+8h—yy'=o,
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les équations du systéme (IL1) permettent d’écrive les relations précé-
dentes sous la forme suivante :

1
"J<ll+"')(‘> =q(u, ¢ +1)=9(u, v),

4
?([, + g+ /l) —_ f,D(ll. “) ¢ Wiminlupy ke i—vmlsl.,

'J(lt + /l, - _‘\,A') — ’)(l(. (.) o SArimnka v (ule—lel.')('l-o-const..

Par conséquent, une transformation singuliére de type (N, n) et
d’indices /, & transforme une fonction théta d’ordre mN relative au
tableau Ty en unc fonction intermédiairve singuliére d’indices ml, mk
relative au tableau T,.

Si dans la fonction théta m est positif, on a aussi H; — G, G, <o,
(i,>o0. De méme, danslafonction 3, 40 = nl*+ BAl — vh* > ocorres-
pond, comme on vient de le voir, A2 — g, g, < 0 et i 2nl + B> VA |4
correspond g, > o0. De l'identité qui vient d’¢tre établie entre les
indices de la transformation et ceux de la fonction transformée, résul-
tent les propriétés déja énoncées antérieurement :

Une transformation singuliére de degré positif fait passer d’un sys-
teme de périodes pour lequel Hi — G, G, est négatif & un autre sys-
\¢me pour lequel 43 — g, g\ est aussi négatif.

Une transformation singuliére pour laquelle 2nl + B4 est positif
fait passer d'un systéme de périodes pour lequel (i, est positif & un
autre systéme pour lequel g, est aussi positif.

Si g, h. g’ ne sont lices par aucune rvelation, les équations du sys-
teme (1) permettent d’écrire les relations (31) sous la forme suivante :

1
o<// - —-,v) =o(u, v+ 1\y==o(u, ),
! n ) ' : ! ’
?(ll gy /l) — ,‘?(”’ ‘.)(. -21!1'/::-)b(1-w~

G+ hov )= o(u, ¢)emtmimIben,

Par conséquent une transformation ordinaire change une fonction
théta velative au tableau Tyen une fonction théta relative au tableau T,
De la résulte, en supposant > o, que H: — G,G), et /}— g,g)
d’une part, (i, et ¢, d’antre part, conservent leurs signes.
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CHAPITRIE V.

FONCTIONS INTERMEDIAIRES SINGULIERES NORMALES.

L.a fonction intermédiaire singuliére la plus générale étant le pro-
duit d’une fonction ¢, (u, ¢) par une exponenltielle g +bu+erdut e
celles de ces fonctions (ui sont paires ou impaires sont de la forme

ey (uy vy == Fu, o).
On en déduit que 17 («, ¢) satisfait aux relations
YO X
o v = A F (e, (),
Flu, v+1) =B, I"(u, ¢).
Fludg, 0+ ) = A, F(u, o) e tmitrluyhe)

F+ hy o+ g') = B,F(u, ¢) e=2ritnkn rinl+Biye)

F(—-tw, — ) == F(u, v).

Par conséquent les fonctions intermédiaires paires ou impairves d’in-
dices [ ct & relatives au tableau T, vérifient les relations

A ; .
F (u + 1‘) ="M (u, ¢),
; .
(32) F(uy v—+1) = " ®F(u, ),
Flu+4g, v +h) = eImi AR Y =R R (g ),

D ( w -~ /,’ P 4 .4"’ — W prmitnkn et By 1Tk he - B0 l?( ", e,

ol w, ', 0, 0" sont des nombres égaux & o ou 1.

Plus généralement les fonctions qui satisfont & ces relations seront
appelées fonctions intermcdiaires normales.

!
Le tableau ‘ ('0”;, ‘ est la caractéristique de la fonction I («, +).
!

Pour trouver le développement en séric de ces fonclions, je
remarque que les équations (32) donnent
Fu—+1,0)=e"™F (0, ¢) = "™ (u, +)
avec

w,= nw (mod 2).
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Il en résulte que les développements chierchés sont compris dans les
suivants

ari( p+nlp--nk o+ !:-5 ) u-a-‘."r:il.:/+ln,“o+ (nl+ Bk a4 '-':-l| wi(p0 +aby
([)Iu/(u) “) :E Z N : ) R
¢ o

i J{(penlp4nk G Sy g4 hyp+nlvBha "—: )
e 2 i ¥

S (x, y) désignant la forme

Gy 42l ey -+ G} 2

avee
G B g — kyh
' no
T —nhg+nlh . (nl+ B/.A)h__/‘,yg.
T no - 7o >
G — —nhkh--nly
Il)’—' Ila

Il suffit de remplacer / pav nl, « par n et y par — v dans les déve-
loppements donnés par G. Humbert.

Pour que la fonction ®,,(u, v) se reproduise multipliée par e“™
r . . « e
(quand on augmente « de -, il suffit que p soit divisible par »; celte

fonction est donc de la forme
: (G B W'
N N 2T /'+lp+k6+.—’)u+’.”.'ti qHEYo+ i+ 3o+ — | migh+aly
tl)I"I(uy "):> s, ¢ & h l 2'| ¢

P .
ﬂi./'l n(p-rlo+hc+ 2:—): gAY+l BRa (%
xXe LN : :

Le nombre de systémes de nombres entiers p, g est égal & I'aive du
parallélogramme construit sur les vecleurs ’
' Liky, ka4 i(nl-+Bh),
c'est-d-dire 4 o.
Il y a donc ¢ fonctions intermédiaires normales linéairement dis-
tinctes d’'indices / et 4.
Je vais étudier la parité de ces fonctions.

L. Caractéristique nulle. — On ne change pas ®,, en remplacant p
par p+ A + ¢k et ¢ par ¢ +chy + </ (nl + 8L), c et ¢ étant des
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entiers; d’autre part, on a
D (—uy,—e)y=0_, _,(u.r).

Donc pour que @, soit paire, il faut ct il suffit que

Py

p=—ptcl+:h, g=—q+chy+(nl--5k) (mod 2),

équations dans lesquelles on peut supposer que ¢ ct <’ ont les valeurs o
ou 15 elles s’écrivent

go=ap(nl+ 3L —2qk, go=—ephy+aql (mod 2)
el admettent toujours la solution p = ¢ = : =<'=o0. Pour les autres
solutions, il faut distinguer plusieurs cas :

1° ¢ impair; ¢ et ¢ doivent itre pris pairs, c’est-ii-dire nuls. La
fonction ®,, est donc paire; d’aulre part @, (u, ) +®_, , (u, ) est
pauc, tandis que (I),,,,(u,\) ®_,_,(u,¢) est impaire; il y a done
9+

foncllons p:m‘es et —0—— fonclions i 1mpau‘es.
° & pair; ce cas se subdivise en trois autres :

a — k pair, / pair; p et ¢ ont des valeurs entiéres pour les (quatre
systéemes (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) de valeurs de c et ¢’. Il y a donc

quatre fonctions ®,, paires, les ¢ — 4 autres combinées deux & deux

donnenl fmtant de fonchons panes que de fonctions impaires; en tout
/
ily a2 foncuons paires et ? —;~- impaires.
b — /r pair, / impair et par suite » pair; il faut prendrec = o etilya

. . . C, 0+ . .
deux fonctions ®,, qui sont paires; en tout il y a —— fonctions paires
2
0— 2 . . .
et —— fonclions impaires. .

—k 1mpa1r' v et {(nl+51) ont la méme parité ; les équations
peuvent s’écrire

o=gel+¢, o=ey 4 (nl+Bh)= (sl +e)(nl+3F) (mod 2).

Quelle que soit la parn,e de nl+ Bk, elles se redmsent ala premicre;

par conséquent, il ya “=— fonctions paires et—— fonclxonsmlp'nres
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Il. Caractéristique quelconque. — Quand on change p en
prel+<h et g en g+chy+: (/1/—|—B/.), ¢ et ¢ dtant des

entiers, @, se teproduu muluphee par ¢* e el d’autrc part on a
P'I(— y —v) = -—p my g w (U ).

Donc pour que ®,, soit paire, il faut et il suffit qu'on puisse
trouver ¢ et ¢’ égaux a o ou 1 et tels que

p=—p—mn-+l+3k 4/:-—-7——&)-{- ky - (nl+310) (meod. »).

La fonction sera paire ou impaire en méme temps (ue )20,
(cs équations s’éerivent

‘>/>+(.)v_~1+ "k (mod 2).
) u/—}—m Trmghy A (nl+ B

Vs == (up+o)(nl+Bh)—- (294 o)k (mod 2).
| e o=—(2p+o0)hy -+ (29 +o)l

1" 8 impair; il n’y a <|n’un systémc de solulions, par conséquent

il y a 2% {onclions pai es ou inversement suivant

(que ,
/S
ou '
Dol +58)— ']+ 0[- why+o'l)
esl pair ou impair.
) p’lir' ce cas se subdivise en trois autres :
a — k pair, [ pair; sl w et o’ ne sont pas nuls a la f01s les équations

n’ont pas de solutions; il y a donc ~ fonctions paires et > 1mpalre<

Si w=w'=o0, on peut prendre les quatre systémes de valeurs
pour = et ¢'; les fonctions correspondantes sont de la parit¢ des
nombres o, 0, 0';0 + 0, par conséquent ) et 0" n’étant pas nuls a la

. . . . 0
fois, deux d’entre eux sont pairs et deux impairs; il y a donc 5 fonc-
. . 0. .
tions paires et — impaires.
2
b — k pair, [ impair et par suite n pair. Les équations peuvent

s'écrire
W=z, w'=0 (mod 2).
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. . ) . . 0 . . .
Stw'=1,ilya 5 fonctions paires et - fonclions impatres.

Si w'=o0, ¢ est déterminé et ¢ arbitraire, ce qui donne deux fonc-
tions ayant la parité de 0 + ¢'0'= w0+ ¢'0’; si 0’=o0, ces deux

. . Lo : 0-+2 :
fonctions sont paires ou impaires et il y a au total —— fonctions

. 0
paires et

: 2 fonctions impaires ou inversement suivant que w0 est
pair ou impair; si 0'=1, ces deux fonctions sont I'une paire ct l'aulre
impaire et il y a au total g fonctions paires et g impaires.

¢ — k impair; v et I(nl+ B4) ont alors la méme parité; les
¢quations s’écrivent

gloi g o=y (l+Bh)y=(nl+50)(el+¢") (mod 2)

[}

I

ct 'on en déduit
w4+ a(nl+Bhy=o (mod 2).

. .. L epe s ) . .
Si cette condition n’est pas vérifie, il y a - fonctions paires et

[eF]

impaires. Si la condition est vériliée, les deux éjuations se réduisent

a la premiére qui donne deux systémes de solutions

7

)

£ =o, =t et g1, = l+ oy

ces deux fonctions sont paires ou impaires en méme temps que
0+ =c0+0"(0—c)=c(1—10)+ b,
sif) — lO’ est impair la pamte de ce nombre change avecz. Il y aau

lolal he foncnons paires et— impaires; si 0— 0" est palr, la parité de

> fonctions paires

ce nombre est celle de w0'; il y a donc au total 2

et6

—2 . . , . . .
P fonctions impaires ou inversement suivant que wf)’ est pair ou
impair.

Le tableau suivant résume les résullats qui viennent d’étre obtenus
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Caractéristique nulle.

Caractéristique non nulle.

0[or(nl =+ BA)— o' k] pair.. ..

3 impair S + 0 [—wyh +o'l]

( impair, .

caractérist. s w8 pair....
w o

8 o

kopaie ¢

[ impair
(n pair)

wf impair. .

9 pair § autres caractéristiques. .

caractéristiques »6' pair. . .
w+a(nl+Bky=o0

k impair 6+ 10 =0 w6’ impair.

autres caracléristiques........ ...

N

S
+

[

(s3]
I
-

[CH N PR

[P
+

]

d—2

~

R -2

[«%]
+
N

227
Impaires.
0—1
=L
0—4 ‘
—1
0—2

- (1)
0—2

2 )
0—1

2 T
5o V)
3 .
s (VD)
) 22

2L vy
5+ 2

2

.0

S (VI
0—2

2

X (IX)
0+ 2

9

0 ,
Py (X)

Soit I (u,¢) une fonction normale paire ou impaire de caractéristique
nulle et d’indices [ et k. Je pose, ¢, ¢/, X, X" étant des entiers :

'
).’/t, E _

P 1€ 1
2 2

=- -+
2 2 n

hg+

SRR

1
2

LLa fonction

]

' 1
g4+ A+ -Ng
2 2

—_— D/
q.l(ll, ‘,) — e'm'[n(/),+1c/")u+(*(/.'7‘+ul+{$/.~h’)¢’l I <” 4 I_, ¢4+ _>
2 2

Journ. de Math., tome IlI. —- Fasc. 11, 1924.
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est normale, d'indices / et &, paire ou impaire, et de caracléristique

w= [+ ki, w'=kyl+(nl+ BN,
0 =—1c— kye, 0 =—hke—(nl+ph)e.

‘Inversement, si ¢ est impair, on déduit de ces équations des valeurs
entiéres pour g, ¢, A, X'. Par conséquent, pour une caractéristique

0+t . . . .
fonctions paires (ou impaires) correspondent
a9

quelconque, les

a

041

aux fonctions paires de caraciéristique nulle par addition d'une

. e A : 0—1 . . .
demi-période et de méme P'autre groupe de —— fonctions impaires

0—1 . . . ‘e
— fonclions impaires de caractéristique

(ou paires) correspond aux
nulle.
Je suppose maintenant ¢ pair, & pair, [ impair; la caractéristique

de (u, v)est
0= ], w' = o0, N =—¢, §'=o0 (mod 2);
M b . k) . L4 ()—I- 2 . .
silonaugmente «, ¢ d’une demi-période, les —— fonctions paires de
- 0 -2 . .
caractéristique nulle se transforment en —— fonclions paires (ou
. . P e 1o \ ]
impaires) de caraclérislique et de méme pour 'autre groupe
g0

2 .
de fonclions.

2 :
Enfin, je suppose & pair, £ impair; la caractéristique de { (, ¢)
cst

w=/l1+¥, o'=yh 3+ (nl+ B)¥ ]
§=— le—ys, 0 =—¢c¢—(nl+p5): (mod 2).
Par conséquent elle satisfait aux conditions
g+ (0 =o, o'+ (nl +B)w = (mod 2).
ct c’est une des (uatre caractéristiques spéciales
w= 0, O, T, 1
w'= o, o, nl+fB3, nl435 |
0= o, L o | / (mod 2).
0'= o, 1, o . 1
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\ - 0+ 2 . .
De méme que précédemment les groupes de —— fonctions paires (ou
. . 0—2 . . . L vy
impaires) et de —— fonctions impaires (ou paires) se déduisent des

groupes analogues pour la caractéristique nulle par addition de cer-
taines demi-périodes au nombre de quatre pour chaque caractéris-
tique (').

En vue des applications géométriques, je vais mainlenant déter-
miner les demi-périodes qui annulent les fonctions intermédiaires
normales. '

Soient la demi-période

ct la fonction I*(u, ¢) d'indices L et k; on a

F(u+P, o+ P)=F(u, ¢)emicorzoy W) = 2R LY o) 42 keweten {4 v |
< e—Tti1)‘(nlg+}'/.'/t)+)‘(u /.*/z+u/+B/.';:")]’
d’ol1 en faisant
P P’

U= — — = — —

2 2

| L i P P’ 0 , N e
r <__, ___> =0 (_ - — __> eTEO+S W N +HRD) (T (le+YhE) 1 ke nl+33))

R} 2 2

Par conséquent si lc nombre entier

N=zo 40 420 4- N0+ {(eh + ne'M) 4 h(y"h eV + Be'))

. . . . . - P P’
est pair, les fonctions I' («,¢) impaires sont nulles pour u = S0 =53
si N est impair, ce sont les fonctions paires qui s’annulent pour ces
valeurs.

D’autre part, pour une demi-période donnée, la parité de N ne
dépend que de la caractéristique et des indices / et & de la fonction; il

en résulte (ue :
Toutes les fonctions intermédiaires normales de méme caractéris-

(1) On remarquera, au sujel de I'addition d'une demi-période, que le tableau
donné par G. Humbert au numéro 55 du premier Mémoire doit étre corrigé par
I’échange des valeurs de ¢ et ¢/, '
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tique, de mémes indices et de méme parité s’annulent pour les m¢mes
demi-périodes.
La question posée se raméne donc & étudier la parité de N.

1° k pair. — La répartition des zéros reste la méme pour toute
valeur paire de £ ct en particulier pour la valeur nulle, c'est-a-dire
pour les fonctions théta d’ordre n/; j’en ai fait I’étude dans ma Thése
et elle donne les résultats suivants :

041 . . L e .
Cas I. — Les —— fonctions paires de caractéristique nulle s'an-

. ., 0—1 . . .
nulent pour six demi-périodes, les —— fonclions impaires s’annulent

pour les dix autres.

: 0+ . . Lo
Cas 11, — Les——z—' fonctions paires de caractéristique nulle ne

Y /7
. P Q — . . .
s'annulent pour aucune demi-période, les =—= fonctions impaires

]

s’annulent pour les seize demi-périodes.

< 0+ 2 . . y e .
Cas L. — Les — fonctions paires de caractéristique nulle

b} M . 6—2 . . .
s'annulent pour uatre demi-périodes, les —— fonctions impaires

s'annulent pour les douze autres.

S+ 1 . . . . . .
Cas V. — Les > fonctions paires (ou impaires) d’une caractéris-

. . . 0—1 .
tique non nulle s’annulent pour six demi-périodes, les —— fonctions

impaires (ou paires) de méme caractéristique s’annulent pour les dix
autres.

"

0 . . e
Cas VL. — Les _fonctions paires d’une caractéristique non nulles’an-

. e . ) . . . .
nulent pour huit demi-périodes, les 5 fonctions impaires de méme

caractéristique s’annulent pour les huit autres.

0+ 2 . . . . .
Cas VI — Les —,— fonctions paires (ou impaires) d'une caracté-

d—2a

ristique de la forme ] o0
(o]

by . .
5ol annulent pour quatre demi-périodes, les
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fonctions impaires (ou paires) de la méme caractéristique s’annulent
pour les douze autres. :

0 . . L e
Cas VIII. — Les - fonctions paires d’une caracléristique s’annulent

. . 4. . 0 . . . .
pour huit demi-périodes, les - fonctions impaires de la méme caracté- .

ristique s’annulent pour les huit autres.

2° k impair. — On a, les congruences étant écrites suivant le

module 2,
Nzzem + o - R0+ N0 4 L(eh + ne' V) + (7' h el -+ Be')
(0= nl+ Bl—7),
Nzt o'+ 2 4 MO 4 () + ne'N) + (B BL—d¢ A+ ek -+ B')).

A. ¢ impair (cas 1 et V). — Il suffit d’étudier ce qui sc passe pour
la caractéristique nulle, puisque les fonctions de caractéristique nulle
se transforment dans celles de caractéristique non nulle par addition
de demi-périodes.

Pour la caractéristique nulle, on a

Nz=l(ehne' V) + (nlr BN+ BV + el + 2
== (Ill + B+ S) (Ih+2")+ "2

La congruence N == a six solulions qui sont :

s onl+3, nl+3. nl+3+1, nl+B+1, 1o, 1
== o, T [ . 1 s o . o
) = T r, 1 . 0 N
Aoz L . [+, { . 1 , 1, 1
‘\+I

et la congruence N=o en a dix. Par conséquent, les —— fonctions
paires (ou impaires) d’une caractéristique s’annulent pour six demi-
périodes, les °~;—_-' fonctions impaires (ou paires) de la méme caracté-
ristique s’annulent pour les dix autres.

B. 3 pair :

a. Caractéristiques spéeiales (cas IV et IX). — 1l suffit d’étudier
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la caractéristique nulle pour laquelle on a

N={l(h+neN)y+(nl+B)e'h+ '+ BV
=(nl+ 3:'+:) (A4 1),

La congruence N==1 a quatre solutions qui sont :

e= ol +B+1, nl+B41. 1 1

g == I . 1 ) O

)

o 9

/= 1 . 0 s | B

PR [+ 1 . L+,

-

» R e 6 -+ 92 .
Par conséquent, pour une caractéristique spéciale, les —— fonctions

N
0— 2

paires (ou impaires) s’annulent pour quatre demi-périodes, les

2

fonctions impaires (ou paires) s'annulent pour les douze autres.

b. Caractéristiques non spéciales (cas X). — La caraclérislique
nc peut étre nulle et 'on a

N=(rl+3d+:4+6) (A1 +0)+ 20+ 10)+ (o + nl+ Bw)+ of.
On a donc pour annuler les fonctions paires une congruence de Ja forme
&y +(5+09) s+ (o' + nl+ 50 ) t = 0l +1.

Par hypothése, les coefficients de s et ¢ ne sont pas nuls 4 la fois; si
par exemple on a 6 + [’ =1, on peut se donner les valeurs de z, y, ¢
et 'on obtient =5 il y a ainsi huit systémes de solutions.

. d . . L e
Par conséquent, les ~ fonctions paires d’une caracléristique non
' s s . . 0 . . .
spéciale s’annulent pour huit demi-périodes, les ~ fonctions impaires

de la méme caractéristique s'annulent pour les huit autres.
Le tableau suivant résume les résultats de cette étude:



Ol + Bho — hw') + 0'(— v ko + o)

N .
o parwr

L pair o

& impair

Y

pair

¢ impair :

impair

caractéristique nulle
{ pair

caractérislique non nulle

of pair
caractéristiques
| & o]
9 o'

[ impair ¢ wf impair

autres caractéristiques

wd' pair
caractérisliqués spéciales
w'+(al+Bhlo=o0
b+ 10=o0
wf impair

aulres caractéristiques

—— I Al e ot T et e A ot TN Nttt e ot e Pt e et e et
(=23 B 4
(S & (S ~

Nombre

de
: demi-périodes
Nombre qui
de fonctions. les annulent.
o+1
S paires....... 6
0~ 1
- impaires..... 10
2
O0—1 .
paires ....... 10
o1, .
impaires. .... 6
0+ .
Apalres....... 0
o—4. .
t impaires..... 106
2
s . Q
— PAIreS.e.evernnn. S .
> P
— impaires........ 8
o+2 .
- paires....... 4
- 12

2. ..
——— impaires. .

S

Q— 2

-~

0+ 2

o .
= paires...... ..

impaires......

Vo w

0+ 2
2
0—2
2
0—2

paires. ...

8]

(=P

-+

2

N

N O

[SRE-"]

impaires, .

paires. ...

impaires. ..

impaires.......

paires.......

———~impaires.....
2

paires...........

12

oo

13
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Je vais maintenant dresser le tableau complet des demi-périodes qui
annulent les différentes fonclions intermédiaires; les fonctions théta
seront comprises dans ce tlablcau, puisqu’elles correspondent & la
valeur nulle de A. La nomenclature des fonctions intermédiaires étant
maintenant compléte, il importe, en vue des applications, de réunir
les résultats épars pour éviter des recherches nouvelles.

Cas1 e'tV :

. . 0+ 1 . e .
1° k pair. .— Le groupe de —— fonctions de caractéristique az’
s’annule pour les demi-périodes

(23 (=) (29) (3a) (7)) (32) (')
. . R . .
2° k impair. — Le groupe de —— fonctions s’annule pour les demi-
N 2
périodes suivantes :

«a. nl + 8 pair, [ pair, donc y impair,

!

A @3 (24 @) B (e (33
35 G (1) G @33 (1) (040
2y () (227 @32 3 (Y OO0
1) (217) (227 (3 (33 () (30
13 (3 (Y @Y 33 () )
33" a3 G4 3) G4 () (3
23’ () () 31 G G (4
3 () (e @32 @330 (Y (13)
Jof (") (1) 2 (230 (33 0o
3o (1Y (13 () Y)Y G3Y G
ey (2 ()Y (2 () ) (A
ey () (13 (a2 (230 (1) (12)
4r (2) (139 () (47 @330 (37
31 (L) G4 () (30 @33 (339
a1’ () (1Y) (2 ) 3y (32)
1’ (127 (13 (2t) (237 (317) (329)

(1) Pour les définitions de ces symboles. voir G. Huusert, Théorie des sur-
Jaces hyperelliptiques (Journal de Mathématiques, 4 série, t.1X, p. 33): Pre-
mier mémoire sur les fonctions abéliennes singulicres (Journal de dlathéma-
tiques, 5 série, 1. V, p. 288). Les voici résumées succinctement : étant donné

11 00 . . Y Y .
le tableau . dont les colonnes sont numérotées de 1 4 4 a partir de la
010
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nl + @ pair, { impair, donc v impair,

b.
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31

est désignée parle symbole obtenu

!

w ®
b 4
142
14 ¢

1+ A
1+

désignée par le symbole obtenu avec le tableau

— — est
2 2

l) l)l
Journ. de Math , tome 11, — Fasc. 11, 1924,

. s Y] , ,
en écrivant le numéro de la colonne 6 et e numéro accentué de la colonne

gauche, lafonction de caractéristique
et mis entre parenthéses.

demi-période
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d. nl+ §impair, [ impair, donc y pair,

G B3 GE) () () ()
34 ) (3 () B (33 (33)
! () () (o) (8) B (3
19 Gy () (3 (3 (38 (539
qy (37 (4 (33 (Y Gy (3h
33" (3 (@40 @) @) 61 (G0
L (3) () () @) G3) (4)
B ) () 04 @) B8 G
qo! (12)  (22]) (227 (1) B2 (G
30! () (3 () () @) ()
o) ) B () GG
o () () ) @3 G5) ()
! ()Y (Y (237 (4 @) (e
AN (o) (13 () (22) () (h2)
ar! () () ) () G3h g
i’ (') (22f) (32) (337 (%) (42"

L ’examen de ces tableaux conduit aux remarques suivantes :

Sous-cas a. — les points de chaque groupe sont les six sommels
non commuuns a deux tétracdres de Gopel quiont un sommet commun,

Sous-cas b. — Lies points de chaque groupe sont les six sommets non
communs a un tetracdre de Gapel et & un tétraédre de Rosenhain qui
onl un sommel commun,

Sous-cas ¢. -— Ce 1ableau se déduit du précédent en échangeant le
preinier et le deuxi¢me caractere dans les symboles de la fonction
et des périodes.

Sous-cas d. — Les points de chagne groupe sont les six sommels
non communs a deux tétra¢dres de Gopel qui ont un sommet commun,
Ce type n'est pas identique au deuxi¢me type de G. Humbert, car
celui-ci comporte ¥ impair.

Cas 1L et VL. -- & pair, 4 pair, / pair :

Le cas Il est celui des fonclions de caractéristique nulle qui ne sont
nulles pour aucune demi-période, lorsqu’elles sont paires, et nulles
pour toutes lorsqu’elles sont impaires.

Pour le cas VI les fonctions paires de chaque caractéristique non
nulle s’annulent pour les demi-périodes suivantes :
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Cas IV et IX. — & pair, 4 impair; caractéristiques spéciales.
; T 0+ 2
Il'y a quatre sous-cas& distinguer pour chacun desquels les —— fonc-

tions s’annulent pour les demi-périodes snivantes : .

a. nl—+ B pair, [ pair,

' (23 (24 (3 (A
43’ (13) (4 (33 (34)
o (21} (=) (1) (42)
23! (1) (2 () (32)
b. nl+ Bimpair, { pair,
( (A (237 G4 (33N
43’ (139 4 (33 G
a9’ (12 (") (32 (1Y)
21’ (1) (22 (W) (4)
¢. nl+ Bpair, Limpair,
4 (3 (1) () (1)
33’ (39 (14) (1) (3)
W ) ) (3 ()
13’ (1) (127) (33) (34
d. nl+ ¢impair, {impair,
M (14) (23" (32') (1)
33’ (13" (24 (31) (42"
oo (1)) (1) (BY) (43"
o’ (1) (22 (33) (449

Les groupes des sous-cas b et ¢ sont des groupes de Rosenhainj les
groupes des sous-cas a et d sont des groupes de Gopel.

Cas X. — ¢ pair, 4 impair; caractéristiques mnon spéciales.

) . . ., . .
Les 5 fonctions paires s'annulent pour les deml-penodes sulvantes :
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nl+ B pair, { pair,

a.
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d. nl/+ 8 impair, / impair,

34/ (14) (23) (r) (33") (34"} (42") (A3) (44"
24 (1) (=) (22') (28") (32) (42) (43") (44")
1’ (14) (20') (a2') (24") () (33) (34) (W)
43 (13 (4 (32) (337) (34) (1) (43) (44")
23’ (13 (21) (22) (23) (32 @33) 34" “»)
13! (13 (21) (22 (23 (B () (B3 ()
() (a) (3 () BY) ) ) G4
32’ (12/) (22') (23)) (24") B1') (32) (33) (43
12 (12') (2r) (31) (32) (33) (M) (4=) (44")
M o) (13) (4 () (33) () () ()
3’ (12') (13 (1) (22) (31) (329 B84 (44
21’ (12') (13) (1f') (21") (237) (24) (3) (34

Dans le sous-cas a, il y a pour chaque groupe six plans singuliers
de la surface de Kummer qui contiennent chacun quatre points de ce
groupe. Pour chacun de ces plans, les quatre points du groupe qu’il
ne contient pas et les deux poinls qu’il conlient w'appartenant pas
au groupe forment un groupe de six points du sous-cas d du 2° des
casfet V.

L.e sous-cas  présente la méme disposition, et conduit a un groupe
de six points du sous-cas @ du 2° des cas l et V.

Dans le sous-cas b, il y a deux plans singuliers de la surface de
Kummer qui contiennent chacun cinq points d’un groupe; le sixi¢me
point de ce plan et les trois points du groupe non situés dans ce plan
forment un groupe de quatre points du sous-cas ¢ des cas I'V et 1X.

Le sous-cas ¢ présenle la méme disposition, el conduit & un groupe

: des cas 1V et I1X.




