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A ———— spe_p . . d
Recherches Yur la sommabilité des séries ultrasphériques
spar la méhode des moyennes arithmétiques ;

1
Rl

Piz/Ervaxo KOGBETLIANTZ.
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INTRODUCTION.

L.a méthode de sommation des séries divergentes par les moyennes
arithmétiques des sommes partielles s,, s, 8., ..., 84, ..., — bref, la

méthode (C, 8) — consiste dans la formation de la suite s, s, ...,
A€

Sy ooy Ol‘l
n n(n—1)(n—2)...(n—Lk+1)
(""‘5)("'*‘5—1)...(n——/\~+6+1)”/~’

0) —
§0 = ""+E

k=1

(0>—1);

Py
0

s;” est la moyenne n™ d'ordre 8. Par .définition, la série
Uy + U, 4+ Uy + ...+ 1, + ... estditesommable (C, §) avec la sommes,
s'll existe lim &%

n

= .

n-=®

La convergence n’est qu’un cas particulier pour ¢ = o de la somma-
bilité (C, ) et la condition nécessaire lim «, = o de la convergence

n==x

d'une série Xu, n'est que le cas particulier (pour § = o) de la condi-
tion nécessaire

. u N
Im ~ =o (6> —1)
nz=ow ne
de la sommabilité (C, 6> —1).
Les deux Mémoires de M. L. Féjér sur la sommation (C, 1) des
séries trigonométriques (') et sur la sommation (C, 2) des séries de

(') Mathem. Annalen, t. 58, 1904, p. 51-69.

<

Journ. de Math., tome III. — Fasc. II, 1924. 1



108 ERVAND KOGBETLIANTZ.

Laplace (') ont provoqué toute une série de recherches dans la méme
direction et les résultats de M. L. [Féjér ont été beaucoup approfondis
dans les deux cas. M. L. IFéjér a démontré la sommabilité (C, 1) des
sérics trigonomeétriques et la sommabilité ((, 2) des séries de Laplace
en un point de continuité de la fonction développée et la différence
essentielle entre les valeurs de I'index ¢ de sommabilité ((}, ¢) dans
les deux cas n'a ¢été qu’approuvde par les résultats des recherches pos-
Lérieures.

A présent on sait (*) que la séric trigonométrique d'une fonction
partout continite est uniformément sommable (G, 8) pour chaque 8 > o
dans tout intervalle (0,2%). Au contraire, il y a des fonctions continucs
sur toule la sphére S les séries de Laplace desquelles ne sont pas som-

mables (C, 82-') (*). Sil'on sc rappelle encore que lasévie de Laplace
2
d’une fonction continue partout sur S est uniformément sommable
(€, 2) pour chaque & > %sm' toute la sphére S (') et que d'un autre
coté il existe des fonctions continues dans (o, 2%) dont les séries
trigonométriques divergent, c'est-i-dire ne sont pas sommables
(C, ¢ =0), on voit que pour la série de Laplace d'une fonction
continue l'index ¢ de sa sommabilité (C, &) dépasse celui de la séric
trigonomeétrique d’une fonction continue d'un demi. On retrouve la

A I 9 N . ta e
méme diflérence d’un~demi, en comparant les autres propriétés ana-
logues de la séric de laplace et des siries trigonométriques. On

' ye v f 1 v .
démontre, par excmple, que la sommabilité (C. 0= ;> de la série de

Laplace d’une fonction FF(0, 9) en un point (9,, 2,) nc dépend
que de lallure de (0, ¢) au voisinage de.ce point (0,. 3,),
s1 (0, o) nedevientinfinie au point (= — 0, = -+ 3,), diamétralement

.

oppos¢ au point (0,, %,) sur la sphére, que d’ovdre inférieur i

1D

Au contraire, lasommabilité { C, ¢ < i)) de la série de Laplace dépend
\ R

(Y) Mathem. Annalen, v, 67, 190g, p. 70-109.
2) M. Rigsz, Comptes rendus du 22 novembre 1gog, t. 149, p.g11. et Cuapnay,
, / 909 9 s
Proceed. L. Math. Soc., 2* série, L. O, p. 369.
(*) Groxwark, Hathem. Annalen, 175, 1914, p. 321-353.
(*) Groxwar, 2bid.
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de I'allure de la fonction développée sur toute la sphére, ainsi que
la sommabilité ((}, 2 < o) de la série trigonométrique en un point de
I'intervalle (o, 27) dépend de I'allure de la fonction développée dans
tout intervalle (o, 2%).

Bref, on peat dire qu’en général les moyennes arithmétiques
1 e . . A ce
d’ordre & + 5 de la série de Laplace jouissent des mémes propriétés
que celles de la sévie trigonométrique d’ordre ¢. Il est intéressant
d’expliquer ce fait.
. . , . v e s~ D

On trouve cette explication, en étudiant la sommabilité (C, o) des
scries ultrasphériques qui comprennent les séries trigonométriques
et les séries de Laplace comme cas particuliers.

Le systeme orthogonal des polynomes ultrasphériques

> 8 P

Pige), PEe), PE(e), o, PRe), o (A>0)
se réduit pour A = % au systéme des polynomes de Legendre.

On définitles polynomes P(.¢) par leur fonction génératrice :

x

[ \l
) (l— 203 ")' ZSI’I,}?J(“F)’
n=yu
etl'on a
‘,‘_1 . . '
\ / P ey P eYde =0 (n=tm),

’ l('—) l<i + ,) T(n - 22)
/ O LIS T RSO Gt

D’un autre coté le syst‘eme trigonométrique 1, cosl, cos26, ...,
cosnl), ..., orthogonal dans l'intervalle (o, =) n’est qu’un cas limite
pour A->o du systéme ultrasphérique, puisqu’on a

(3) ill’},iPm(cosj):%ws”@ (rZ1).

On verra dans la suite que la différence d'un demi entre les

- 1 \ . e
valeurs A = 5 et A =o du paramétre A du systéme ultrasphérique
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pour ces deux cas particuliers est la seule cause du fait, signalé plus
haut, que les moyennes d’ordre ¢ + -~ de la série de Laplace jouissent

en général des mémes propriétés que les moyennes d’ordre ¢ de la
série trigonométrique.

Il existe des développements ultrasphériques de trois espéces.

Les formules (2) conduisent au développement (')

- o' (e +0)F2) T(e+1)E(22)
Sy~ ‘\-‘l ' )\> l’<‘l) ERNCE=EY))
n 0 ( .

x P () f+ (1— z?)7'"”,/'(1) P (0)dt
Jo

. ’ . e ' o ! N
qui géncéralise la série de Legendre et se réduit a elle pour A = —- Iin

posant & = cosl) et en faisant tendre A vers zéro, nous réduisons (1)
au développement trigonométrique de la fonction /(cos0) dans l'in-
tervalle (o, =) en série des cosinus.

Dc méme que la série de Legendre est le cas particulier de la série
de Laplace, lc développement (I) n’est qu'un cas particulier du déve-
loppement ultrasphérique sur la sphére (*) suivant :

(1) I"(O,(p)m—l _\j(u_L))f/' P 005/)1‘ ):{O‘I‘ (3> o),

T/
27 ;=1
n=0 S[sin?fsin2(o — ')}

ot v est la distance sphérique des points (0, 9) et (07, '),
cosy = cos0 cosd' + sinfsin ' cos(o — o').

La scrie (II) généralise la série de Laplace et se réduit & elle

I A 1
pour A= —- D'un autre c6t¢, pour

F(9, o) = f(cosl) = f(x),

(') Cf. N. NigLsex, Théorie des fonctions métasphérigques, p. 198. Paris,
Gauthier-Villars, 1911.
(*) E. Kogseruiaxrz, Comptes rendus du 23 aveil 1917, t. 164, p. 626-628.
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la série (I1) se transforme en (1) grice a la relation

M — e / (sinwm ) ’l""((‘o~/)dw——l~ (—l”(:}:—l: l))))))P‘“(cos@)l",}"(cos?)
)T <2>

[cosy = coslcosh' + sinfsinf' cosm],

qui n’est qu’une simple conséquence du théoréme d’addition pour les
polynomes P (cosy) (').

Ilest facile de prouver qu'en supposant I'existence de la dérivée /(o)
et en dérivant terme & terme le développement (I), on retombe sur le
développement ultrasphérique de f“(2), pour lequel la valeur du
paramétre A est augmentée d’une unité. Cette remarque permet
d’étudier en méme temps la sommabilité (C, &) de la série (I) et de
toutes ses séries dérivées telles que

£

\ﬁ (n+1 _()_ l(ll—!—l)l()l)({/ l” z)[ H/(L)ﬁl’ (l)d(

iSR!
,./|< > l)) n—{—’l) J_y (1—1) .Y

(h=o0,1, ..., %)

quin’en different, sous la supposition de I'exislence des dérivées f*' (),
(ue par la valeur A + £ du paramétre A. On le démontre de proche
en proche en s'appuyant sur I'équation différentielle

P 1WA PIVA)
(1 — 22 )({ l“(l) (2% 4+ 1) d!(\'}( ) —l—n(n+°)\)l’“(z)~0
et sur la relation \
pIVA .
il"i;:ig'l') = 2) P ().

La série ultrasphérique de troisiéme espice

g r())l > - n -
(I11) ?f(9) I‘(l +)\> :0 pp f S(9) Pi[cos (8 — )] [sin? (9—@)]’(10
\ (02022m)

(') N. NieLsen, loc. cit., form. (6), p. 183.
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provient du développement en série de 'intégrale de M. Angelesco (')

Y 1My )= il A= i
(6) 10 (r, 0)= [<l_ s ) [1--0rcos(d — o)+ 2]

qui généralise I'intégrale de Poisson et se réduit & elle pour A -o.
La série (11I) se réduit a son tour & la série lrigonométrique, si I'on y
fait tendre A vers zéro.

On développe 'intégrale (6) en série (I[I), en utilisant la relation

l<.z)l() 7(1 r )f J(o)[sin2(0— o) *do

©

)\ —_? S
(1 —2 r((;osyl—i-) )kt ‘:2 (r = 2) r Pt (cosy)

n=0

qu'on déduit facilement de la formule (1).

Dans ce Mémoire nous étudions la série (II) au point de vue de sa
sommabilité¢ (C, &), en supposant ¢ > . Celte étude permet aussi
d’étudier la série (111) au méme point de vue; quant i la série (1) nos
résultats ne lui sont applicables que pour @ = == 1, parce que I'étude
divecte de la sommabilité (C, ¢) de la série (I) en points inté-
rieurs — 1< v < +1 permet d’obtenir des résultats beaucoup plus
précis (*).

Le probléme de la sommation (C, &) de laséric (T) fut posé¢ en 1911
par M. N. Nielsen dans la Préface a son Livre : Thdorie des fonctions
mélasphériques.

La convergence de (1) & l'intérieur de l'intervalle (—1, + 1) fut
élablic sous les conditions que la fonction développée f(i) satisfasse
aux conditions de Dirichlet & I'intériear de (—1, +1) et qu'elle
devienne infinie aux points frontiéres x = =1 d'ordres moindres

que Z_j;_l, en 1878, par M. G. Darboux (*), qui a aussi démontré que
la série (1) diverge partout a I'intérieur de (— 1, 4+ 1), si aux points

. . . . k1
\ L. . Ot o
frontiéres f(x) devient infinie d’ordres plus grands que ——. Clest le

(") Thése, p. f1-44. Paris, Gauthier-Villars, 1916.
(?) £. KogeerLiantz, Comples rendus du 14 mai 1917, t. 164, p. 778-780.
(*) Sur Uapproxzimation, etc. (Journal de Liouville, 3¢série, t. k),
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seul résultat général qui ait lieu pour chaque A > o} les autres résultats
connus ne se rapportent qu'aux cas particuliers A =o0 et A = -;:» cor-
respondant aux séries trigonométriques et aux séries de Laplace.

Dansle cas A = %, le récent résultat di a M. Gronwall ('), consiste

en ce que la série de Laplace d’une fonction absolument intégrable sur
la sphére S est sommable (C, 1) en tout point (0, ¢) de S, ol existe
la valeur moyenne de la fonction développée. M. Gronwall a étudié
aussi la sommabilité (C, 3 < 1) de la série de Laplace d'une fonction

absolument intégrable sur la sphére pour & > ; Il a établi () que la

sommabilité (C, ¢ < 1) de lasérie de Laplace en un point (0, ¢) dépend
de I'allure de la fonction développée au voisinage du point (= —1,
= + 7 ) diamétralement opposé sur la sphére au point considéré (0, o).

Les résultats de M. Gronwall relatifs au cas A = ;— sont basés sur

les propriétés suivantes des constantes de Lebesgue o d’ordre & de la

. . p o D 1 . I
série de Laplace : lim p® = + =, s1 6 -, mais pour ¢> - toutes ces

- 2

constantes sont bhornées : o << R®, quel que soit 2= o, 1, 2, ..., .
Dans la recherclie de la sommabilité (C, ¢ > 1) de la série (II), le

méme role est joué par les constantes de Lebesgue p** d’ordre ¢ de la

serie (11)

i . /. 1
\ Yt e t k/A —: ;) [ ]s','}""(cosy) | o’ ___f+l |ﬁf‘_"(1)l_(/i
Ry ¢ P T T o ' [ - 1,
) ) i*‘(\g) C(2) “Spsin?fsin(p — o) V70 (1— a?)? ’
(3>=1),

R

ot 57" () dénote la ™ moyenne arithmétique d’ordre & de la séric
ultrasphérique divergente

() > (n+1) Pl ().
. n=u

-
10)

Les constantes p,", cnvisagées par M. Gronwall, ne sont qu’un cas

(') Mathem. Annalen, t. ih, 1913, § 7, p. 2351,
(®) Mathem. Annalen, t. T8, 1914, p. 321-373.
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. . 1 S
particulier pour A = - des constantes g,

(; )
-~ O

) — !
~

O =0y,

et les résultats de M. Gronwall, concernant ces constantes p!, sont les

"

. . 1 , o
cas particuliers pour A = ~ de nosrésultats, qu’on peut formuler (§ 2)
ainsi : lim p}” = + % et par conséquent lim

n o n—»
mais toutes les constantes g sont bornées dans leur ensemble
pour &> ), c’est-a-dire

pr,?Al..< Re. ((} > ;)

8.
Al0,2
¥n

= + =% pour 834,

quel que soitn=o0, 1, 2, ..., c et A >0, 810 >A.

On démontre ces propriétés des p.>"', en s'appuyant sur les inéga-
lités fondamentales pour les moyennes si*' () de la série (g), qu’on
obtient (§ 1) par la méthode de Stieltjes. Ces inégalités nous per-
mettent aussi de résoudre facilement (§ 2) le probléme de la somma-

tion (C,8) de la série (g), dont les deux cas particuliers

I R
(9a) =+ €080+ cos2f +-cos30 4.+ cosnl +... (k> 0).

3 5 -
e -P,(2)+ ;P.,(x) + -éPx(.r) “+.o+ <n + ;) P.(x)+...

- =

sont bien connus. On obtient le résultat suivant: la série (g), essen-
tiellement divergente (lim s, = % ) pour . = —+ 1, n'est pas sommable

n=o

(90)

(SRl

(C,6=2) & Dlintéricur de l'intervalle (—1,+1) et n’est pas som-
mable (C,¢ = 2}) pour # = — 1, mais elle est sommable (C,é>})
& Dintérieur de (—1,+1) et I'est (C,6>2)) pour = —1; sa
somme est égale & zéro. La sommabilité (C,8 > 1) de la série (9) est
_uniforme pour |#|<1—¢(e>>0) et la sommabilité (C,8 > 2X) l'est
dans l'intervalle — 1< <1 — .

Ces propriétés de la série(g) se réduisent pour A —> 0 aux propriétés
bien connues de la série divergente(ga ), dont la sommabilité (C,8 > o)
pour2z >0 > o fut établie par M. Chapman (*). Quant a la série (90),

(*) Quarterly Journal, v. k3, 1912, p. 1-33.
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dont la sommabilité (C, 2) fut établie par M. F¢jér ('), sa somma-
1t, 0 1 . . ) . ot
bilité <C,3> 5) aux points intérieurs et (C,8 > 1) pour = —1 a été
démontrée aussi par M. Chapman (?).
En nous appuyant sur les propriétés des o>, nous pouvons énoncer
et démontrer (§ 4) le théoréme fondamental, (ue voici (*):
3 1
Tugorine: I. — Soit le produwit sin®0 sin?(o — /)] 2 '
Cneorime I Soit le produit |sin*0'sin*(o — )] * F(0,0)
absolument intégrable sur la sphére Sy s’il existe lavaleur moyenne
géndralisée 19 (0, o) de la f()/f\c//on F(0,9') aw point (0',2") alors
la série (I1) est sommable (C, 6 = 2X) en ce point (0, 9) et a pour
somme F(0,9); si la fouction Y (0, ") est continue dans un
domaineT surS, la sommabilité (C,20) avee la somme I (0,4) de

la séric (1) est uniforme dans Jhaque domaine A, compris tout
~entier a Uintérieur du domaine T de continuité de V (0, ).

Nous généralisons la valeur moyenne au point (, o), en la définis-

sanl alnsi :
WERUNA
U'(%x)
51 —2). AN ot
=< lim (sin ) (9, o) ds

==+ 2T _ . . !-~}.
i Y=sin20'sin2(0—o') |

(10)  1y(0, 9)=

(1.> o),

ou l'intégrale curviligne est étendue au cercle de centre (0, ) et de
rayon sphérique ¢, ds’ désignant |'élément d’arc de ce cercle. Pour

I P .t . 3 3
A=) F'(0, o) se réduit & la valear moyenne ordinaire. Le cas parti-

. ' \ 1 ’
culier de ce théoréme pour A= nous donnc le résultat de

M. Gronwall, relatif & la série de Laplace.
Désignons maintenant par s lordre d'infinitude de la fonc-
tion I (0, 2) au point (= —0,% + 2) diamétralement opposé sur la

(') Mathem. Annalen, v. 67, loc. cit., p. 76-100.
(2) Mathem. Annalen, v, 72, 1912, p. 211-227.
(3) Comptes ren lus du 23 aveil 1917, t. 164, p. 627, th, B.
Journ. de Math., tome 1T, — Fase, 1, 1)2). 106

\
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sphére au point (0,9), la fonction (p s f)s F (1, 9") étant holomorphe

pour yZm—e. La sommabilit¢ (C, & < 2%) de la série (IT) en un
poiut (0, ¢) dépend de s et nous avons le théoréme (§ 8) suivant :

Tueorine I, — Soit le produit
- 1
[ sin2f', sin2(cp——:‘;')]l' S U /)

absolument intégrable sur la sphére Sy la série (1) w'est pas som-
mable (C, 3) en un point (0, o) pour 83s—1, mais elle lest (C, 2)

pourchaqued >kysi s=h~+1,el Lest (C, 82> 5 — 1) pours >\ -+ 1;

sa somme est égale a TP (0, 9). La sommabilité (Cy3> 1), si
s_h—+1, ow la sommabilité (Cyo>s—1), si s>A-+1 est uni-
forme dans chaque domaine A, enticrement compris dans le
domaine T de continuité de F(U', o), pour lequel Uordre d'infini-
tude de F(V, ¢') aux différents points du domaine A, diamétra-
lement opposé sur la sphére S awe domaine A, ne dépasse pas s.

On démontre aussi (§ 3) le théoréme plus général suivant :

Tutorkne 1. — Soit le produit

[cosz-
2_

absolumentiniégrablesur S, alors la série (11) est sommable (C, 0 >h)
avee la somme FP(0, o). La sommabilité (C, ¢ > %) est uniforme
dans chague domaine A enticrement compris dans le domaine T de
continuité de F(V, "), si la condition d’intégrabilité absolue du
produit

8—2 . b
[sin®0" sin?(9 —o")]

1
T2

B0y 27)

eV . L
[wsé] [sin®{'sin? (o —@')] *F (0, %)
est remplic pour loutl point du domaine .

Le cas particulier A = E de ce théoréme compléte I’étude de la som-

mabilité (C, é< ¢ < 1) de la série de Laplace, restée jusqu'ici ina-

chavée. Il importe.de préciser le lien qui existe entre les ordres d’infi-
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nitude de la fonction I'(0’, ") en des points isolés de la sphére S et
Pintégrabilité absolue du produit

=1
2

[sin®0 sin?(o — o) 2R (H, o)

sur la sphére. Désignons une fois pour toutes par @ (¢) ce produit

\ 1
[sin®6sin2 (6 — 9")] " ¥|F(8',.9") | =O(9)
et supposons que F(', o) devient infinie au point (0,, ¢,) d’ordre s,
c’est-a-dire
F (4§, o'y = (sine)* (0, o) (0Zwse),

ol  désigne la distance sphérique de deux poinis (', o') et (0,, 9,),
et ou
lm (0" 0') =1 (0, 9,) = 1,2 0, 0.

=0

Pour la série de Laplace, c’est-a-dire pour A = é, O (9) ne dépend

pas de ¢ et par conséquent la condition d'intégrabilité de ® (¢) pour
une valeur donnée de ¢ est en méme temps la condition d'intégrabilité
de © (o) pour 9 quelconque.

D’un autre coté, si I'on peut développer F (0’,¢') en série de
Laplace sur le grand cercle K, de la sphére, composé de deux méri-
diens ¢ et 9 + =, on peut la développer sur toute la sphére.

Pour lié,les circonstances sont plus compliquées. Soit d’abord
7\>§- Envisageons le développement (II) sur le grand cercle K. Si

0, 0,7 et o, % 0, 0 + =, c’est-d-dire sile point (0,, p,) ne se trouve
pas sur K, il faut que s < 2, autrement, d'un c6t¢ © (o) ne sera pas
intégrable sur S et d’un autre coté les intégrales en (IT) n’auront pas
de sens.

Si 0,=o0ouf,==, c'est-a-dire si le point (0),, ,) se trouve au
pole, s peut dépasser 2, s>2, mais il faut que s< 2t +1 et de

A I 1§
méme pour ¢, = ¢ ou 4, =%+ . Donc, dans le cas A > -, le déve-
T 1 T T Y 2

loppement ultrasphérique de F (0, ¢) n’est possible sur toute la
sphére que si I'ordre d'infinitude de I (0, ) aux poles est inférieur
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a 2A + 1 et aux autres points inférieur & 2, auquel cas le produit
O (o) est intégrable sur S pour o quelconque. S'il y a sur la sphére S
(les poles exclus) au moins deux points, ot I¥(0, %) devient infinie
d’ordre 522 et qui sc lrouvent sur les différents grands cercles K, ou
si la fonction I¥(0, %) devient infinic en un point quelconque de S
d’ordre s Z2 A+ 1, le développement (1) n'existe nulle part sur la
sphére et @ (%) n'est pas intégrable sur S, quel que soit z. Enfin sila
fonction I* (0, 2) nedevient infinie d'ordre s, olt 2 A+ 1> 522, qu'aux
‘points du méme grand cercle K., la séric (I1) existe sur ce grand
cercle K, et n'existe nulle part hors de lui et d’un autre coté 0 (2)
n’est intégrable sur S que si le point (0, ) se trouve sur K,

o . . 1 N ,
Examinons maintenant le cas ->%>o0. Le développement (IT)

n’exisle nulle part el @(¢) n’est pasintégrable, s'il ya sur S des points
ou I'(0, %) devicnt intinie d'ordre sZ2. La série (I) existe sur
loule la sphére S el O(z) est intégrable qual que soitz, si tous les s
sont inférieurs & 2 A+ 1.

infin, §'il n’y a sur la sphére S des points singuliers qu’avee
2>sZ2Ah+1, on peut former la série (1I) partout et ©(3) est inté-
grable parlout, i 'exception des grands cercles K., qui portent sur
eux les points singuliers avec sZ24 + 1.

Quant & la sommabilité (C,2%) et (C,2>%) de la série (II), nous
voyons (u’elle suppose U'intégrabilité¢ du produit O(y) pour 2,539,
(059y,%,57%), si le domaine A de la sommabilité uniforme cst compris
entre les grands cercles K, et K, .

On voit que la série ML) d'une fonrtion continue surtoute lasphére
S est uniformément sommable (C, <) pour chaque 5>% sur toule la
sphere vers la  fonction déceloppée F(0,2). L'exemple du para-
graphe 3 complcle celte proposition en montrant que linéga-
lité ¢ > % ne peut pas y étre remplacée par I'égalité 2 =2.

Létude de la sommabilité (C,25%) de la série (I1) fera I'objet d’un
autre Mémoire ; quant aux moyennes d’ordres ¢>>22, celles d'ordres
¢ 21+ 2%sontparliculitrementintéressantes : on démontre (§6) que ces
moyennes restent loujours comprises, quels que solent 2=0,1,2,...,%
et le point (0,2), ot 'on considére la sommabilité (C,s21+2%) de
la série (1), entre les bornes inférieure et supérieure de la fonction
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développée sur la sphére. La preuve est basée sur le fait suivant:
les moyennes 5*'(.c) du méme ordre 621 -+2A de la série (9) ne

n

sont jamais négatives ('). Il faut observer que M. L. IFéjér, en consi-
dérantles cas particuliers A\=o et A= ; y c'est-4-dire les séries(ga) et
(90), a établi le méme fait pour les moyennes de ces sérics d’ordres
S=1-+2.0=1¢€t0=1 +2.;= 2 respectivement.

Le paragraphe 4 contient aussi la preuve d'un résultat de M. Ange-
lesco qui a démontré que l'intégrale (6), ou la fonction pério-
dique f(0) est bornée dans lintervalle (o,27), tend pour r—1

vers é /(D —0)+ f(H+ o)| partout ou celle expression existe. Il

n’est pas nécessaire de supposer f£(0) bornée dans (o0,2%) etil suffit
que le produit ¢ (u)

o(u) =" f(O—u) 4 f(64 w)! (sinu)

soit absolument intégrable dans l'intervalle (o0,=) pour qu’on ait

lim KW (r, 0) =

I
r=1—0 2

(S8 —0)+f(8+0)}

On le démontre en remarquant que

o

lim E U, r"=s,
r=1—0 g

0
@

. y o Wl i
si la série ‘,\,_‘u,, est soramable (C, 8) pour une valeur quelconque

[\
de (6> — 1) et a pour somme s-
Dans la suite, nous désignons partout par A le coefficient de "
de la série de Maclaurin de la fonction (1 — 5)~®+ " donc

T(n-+d+1)
T@+1)T(n+1)

o
18) —
f\n‘ =

La définition de la moyenne - arithmétique s‘,f’ d'ordre ¢ de la

(') Cf. la fin de notre Note aux Comptes rendus du 20 novembre 1916
(t. 163, p. 603). ’ ‘
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N ® . n

v e [ ~ ~
serie }_‘ u«, donne, en posant o} =2, Ao,

o nm=u

Uy

n 3

'
\.(?,n P <
no

ST

N .

. \ Ay —
Sy Ly trneem R )

A ‘II’ el A "
nm=u

Sil'on a la fonction génératrice

on oblient

1. Dans ce paragraphe, nous allons déduire les formules approxima-
tives pour la moyenne arithmétique s, ™ (cosy) d’ordre ¢ de la série
N - "
(9) o ¥ (n+2)Pi(eosy) (3> 0),

"o

qui diverge ct représente zéro, en ce sens que la méthode de somma-
tion par les moyennes arithmétiques ne peut lui attribuer que la
somme ¢gale & zéro pour =2 v > o, puisque I'on a pour y > o

Lr— 3%

. %l - Y . g
fim 2 (n+21)s" Py (cosy) = lim ——o— "l =0,
L - Q- =24 41
s3=1-0 s=1-0(1l— 230087 -4- 3?)

Nous employons, pour trouver les formules approximatives, la mé-
thode de Stieltjes (). En divisant (7) par (1 — )=+ ", ona

ACEND)

x
ol N gt (cosy) rn = -
(/) g ( /) (l__,.)f,(]_g,‘cos./+,.2)}.+1’

m=0

ou

m

? NS (s by P . A% 6B, 1 S
d: ,,,_/f( (S /~) A (COS /): Non Sy A(COS/)'
k=0

5l (00sy) =

(") Sur les polynomes de Legendre (Annales de Toulouse, 1** série, t. &,
1890, p. G.1-G.17).
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En posant r = - et en multipliant par z*~*, nous en déduisons

;.(, + z) SrHa+2)
(5 —1) (1—235cosy + &%)+

=q(3).

Z g;;: }‘)(C()S}/) gl —

m=0

Par conséquent

7.
©

(12) @ " (cosy) = -

W

[' (14 3) s ¥+l s f (5 ds:
'.u;(3—()6(1—-250)5‘/—1—:'-’)1"1_?‘I’t v

oti le chemin d’intégration C entoure tous les trois points singuliers
5, =¢7, 5, =1, 5, = ¢+ de la fonction intégrée et se réduit & trois
lacets consécutifs L,, I, et L, ayant leur entrée & 'origine et pour
centres de leurs cercles les points critiques.

L’intégration se commence au point 5= —zc sur l'axe réel
négatif, et les branches des fonctions multiformes (s—1)° et
[*= (1 —23cosy+ 5*)" sont définies par la condition que la fonction
sous le signe d’intégration devient réelle au point z =1 + ¢ (¢>0),
c’est-a-dire aprés le parcours d’un demi de C. Donc nous devons
commencer l'intégration avec la branche ¢**™ o (3). Nous supposons

de plus ~/>-l+« ~ ety <=. Soit d’abord X <1, ¢ étant quelconque,

mais ¢Zo. Pour calculer l'intégrale prise suivant le lacet I.,, nous
- employons l'identité

(13) [ ‘ B2 l ~| IX¢ _|__:.);n+(:6-2);
ds | (s ,)6+1,T). ) (s — ,)ET),H
) ghHo+2h N Sr+G+AL
=N+ h) = — ()
( )(;__,)o+1'[‘i~ ( )(5_1)04-21;.
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En intégrant cette identité, multlpllee prov1s01rement par e e
long du lacet L,, nous obtmons

e=it 23
1 . sl ): .. SHHO+2N o -

(14) — f@(;)d;:(n + l.)—l—":——c""“[ S
{

Tl " A RA (: —_— I)0+l T*

. e Bl o
. sinArw 7‘_“.[‘ g0+ gz
_(0+])——7r_c I Jo (:-—-1)5+~."1\7

(A< 1).

Pour calculer I'intégrale suivant le lacet L., nous envisageons
I'identits

. d 51O+ =n+G+20 41

(13) - —
ds | §(5 —1)8Th+! (5 — 13t Trl
n-+0-42A FURRZ SN 741 PYERARYES! SnrB2l
= N < —_— 3 - — -+ - _
0 (:—1)8v1‘/\+1 0 ;(-_l)u«x P42 7 (2 — )3 UThe2
On a .
1
Z_Eu o(s )d‘—Luﬂ(/)'*‘l'o”(/)

ol

G ~N+0+20 d-
(G, 21
L (/ f,-”f(q_,)apﬂ

Or, cn intégrant lidentité (15) le long du lacet I.,, on obtient

(16) ,'3:34—1,).)(7)_ i'__'__;ﬂ B n(/) — “Uo—l'“‘ 7) 4 [5§:f'}"+l)('/)]-

Il est facile de prouver qu’on a, pour — 1< ¢SretosySr,
M _\w—li

2424
(2 siu-/->
2

On voit que pouro < |3} < 1

(17) LaFm ()]s

182 ( gy = sin o /"l wn+0+2) gy .
: = -

(1—u)(1—2ucosy + u)r+t
Or

’ - 572 T
T=1—2ucosy +u*= l(l-——- u)cosg] -+ [(1—4—11)51'111‘
K 2 2

2(14+u)? sintZ ?‘,sin"-/-;
27 2
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e~ Wl - 31
. s - X - o ALY !
|l',;l» e (7) I . _/ |_~’l" or I ! (r w) it du == l n | .

e / o\ 2h2 o\ 202
" (sin £> oo (sm -/>

" 2
D’un autre ¢oté, pour s =octs=1,0na

)..‘V""A"/"”‘:

!'f.',“"‘(*/) =0 el l'},l')"(‘/) = ’ .

’ . ’ P " . N -
Par conséuent, U'indgalité {17) est établie pour — 1 <5 <.
DR ant sne (o) s dui . S<aetv .=
En s'appuvant sur (65), on en déduit pour r<otnetys g

Pinégalité R
’ R’ \ ‘o \:7‘” i ! I
(1377 [t”*"('/)l ',( B ) (7 = ")

N

I est claiv que (13') a lieu pour o o 2. Supposons qu'elle soit
satisfaite pour 0 ¢>N, o0 N=1(N) 2, el soit 8'=15 +1, ol
N —1< < Njdone N <3 ° N +1. Enappliquant (16), on voit que

ot : LN 2N ; > T
(17') est satisfaite aussi pour N <2\ + 1, puisque pout Rl

N 7 -
(n —rl;smﬁ_—-
27

Do LT -1 : - T P : N
Par conséquent, (17') a lieu quel que soit 5o, st v _ T s e qui
nous permet de conclure que l'on a aussi

Q ° (& :\‘a_' i 7
(r3) — - / o(3)ds |y i y o eeee =y 0 10
a27e f r -/‘)'-’/"*3 n—+1 2
sin -5

N Y P
t S L e g N an B
(r9) —= ’ o(s)yds={n-+1)- —

vt T Joo (z—a)er

e "Risintm

N [“ sh+
— N4+ 1) ——— e e
( ) ™ (3 - |)5-.~2'|‘/;

vo

(') Dans la suite nous désignons toutes les constantes positives, qui ne
dépendent pas de n, par ¢y, ¢;. 5. €3,

PN

Journ. de Math., tome I, — Fase, 1L 1924, 17
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Donc (12), (14) et (19) nous montrent que I'on a pour A <1

3.0 ‘25Il]lu \ ; a -IL+O+‘I) ds

(12") o (y) = R}e”‘ [(/t +7\)/ -—I)"'” =
-n+—:+l,/- ’ l
—(O+|)f -— - l\

. ! P - -
-+ r_‘.'.v(:?(u)dv.

Envisageons I'intégrale

-~ . - ;T
e T sin i /“' 2k of 5
(=

WG ) - .
Jn (/)“' P \ ( I)'”'T)‘

En posant z = (1 — «) ¢, nous avons

2

1
r e A . .
|:—l|"‘°~lll—‘( )—I-—;Cl:m:“il _12\/|.~(45|||é ‘1).(1-—11)sm-f
a © - 2 2

et
|I|~|~.~—e ad .-——c:l'—ul)ls|n/‘| we VT u(1— a)siny;
donc

I/m “( JE :m)r [11(‘)-(1—{()"‘7-"d({ . \,Z"’

——— e ————— 9

2\ 0t B 3 N
e <2 sin-f)on(sin-/))- (7 sin £> H(\in‘/)*

ce qui nous donne pour A<1,220ely2

=, eu égard a (18) :

P = n41n
3 AN 9 )—l =N
g |a°“(/)|§ T?‘T/m\t + ”ﬁ_gl;\ = ClAil 27 12
(20)' ('.z sin é) (siny)* (‘2 siué) (siny) (:! sin g>
/ <, 8 s i
\ <o<) 1,02 0"':/:n+12)

L’inégalité (20) a lieu aussi pour A =1 puisque alors (13) nous
permet de conclure que l'on a
’ 0+ 3 on
cos|ln+ — Y — =
2 2

1 " i 2
) ’”*‘)"*'““‘zn;:f,’?(*‘)‘“:—(’*+‘) (rn? s
" . 2sm; s
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‘n nous appuyant sur les inégalités

(21) AP<e(n+1r. (n+p<aAl (p>—1)
et
(n 4 1)sin 1) Yo
dont la derniéve cst la conséquence de la restriction YZI—— - .g

nous déduisons de I'inégalité (20) le corollaire

. \m c. AG—1
(siny)* |cr‘°" IR " AL

+
3 o\ A2
(22) <sm£> (sin -/2-> "

(rz>0miy2 2 Bozo).

n-+1 2
Pour <X + 1, l'inégalité (22) peut éire écrite ainsi :

\)I

8% ~ > >,> Y F
<5in/>cﬂ <I:)\>036:0’ﬂ:y=”+1 'l)’
2

(22,) (siny)H @M (]

puisque pour ¢ c<h+10na

‘ 7 Gatatd Ytl-B
‘('l+l)sin_/_\'+‘ 0;(.’.) +1 o;
2. 2

donc
¢5 AB-D ¢, (n +1 )).-H—G Ag-n ol AW
R K‘,—,—;\ — . VTS 5 < 5 /l« .
. ./ -2 ? +1—0 7 +1 . y O-+1
sint (/2+1)>m sin ) sin & .
2 Yy 2
. . ki3
Soit maintenant ;l—_':—~ —2yZo. Nous aurons besoin de 'inégalité
_ < A,{ .
(23) [P (cosy) | < /');l (A>o0,0Zy5m).

Pour la démontrer, sﬁpposons d’abord A <1 et appliquons la
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méthode de Stieltjes & (1). Nous oblenons
R \ v LRI Y \ o '
P (cosy) = . / o= e . /
w(cosy) ami ) (s eosy 3 T and ’ 2wl

T

f
Wi o P -
(""'}’--—I ( KRR T | o e 2T / Clanr2e [
. ! -1 .
[

‘.).SIHIIIJ f/m‘/' :u,:‘/‘.l,/:"..
- X \

Or, pour z=(1-—u)e 7, on a |T1Zu v —u)siny: done, pour

)\<],

. osin e ol R R 0 .\(). h A
|)v'-l s . 28N A.‘ _3 _ w1 l . "o . : \,
| Py (cosy)|: ﬁ(Sill‘/)"l/o w (=) du (sing ) (<

L’inégalité (23) a lieu aussi pour A =1, puisque

i eosy) = LEmCL el

siny siny si‘u'/.
Supposons maintenant que (23) a licu pour
Nz E(NY

et ot A =24+ 1,00 N—1 < AN, et N AWEN + 1.
On a

n
Py (eosy) = Py leosy) ‘—rl‘ Pt P (cosy).
nm=1u
Par conséquent, pour N <2/~ N 41, ona
! n n \

D . 1 ~ . ) - . 9 Wb
Pit(cos ) |5 WiPi(eosy) | T N agen L B
Ll Sy &SI g M iy

et 'on voit que (23) est ¢tablie pour & quelconque positif,
A l'aide de (23), on démontre 'inégalité

.. - ) . ‘ .
(.)“/') |‘\.\,;,.I.)((‘l)>‘/)l - [§ ((’:l“/l))/ (1). / TS 000 s — ).
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On a en effet

(siny )| oM (cosy)| = 2 AB, (m 4+ 1) (sing)-] PR (cosy) )

=0

\,)\ A ,’"+7 A=

nom
m=A0

n
= o 2 AL, A = b A,

m=u
d’ou découle l’inéO‘a] ( 4).

1
Pour y= ~—— ~ ,ona(n -+ )sm

, < 1 et 'inégalité précédente

nous donne

g AAG+-+D i A
] o\ A1 o\ O+1
(sin{) (n 4 1)e+! (siné)

<7&>o,6>—1,0§~/f ! E),

“n-4+1 2

(siny)|a®* (cosy)| <

. I .« . 1
ce qui prouve cue I'inégalité (22,) est valable aussi pour v< ——
qui p I galité (22,) a pour Y=
Iille est donc démontrée pour 05y<w, 050k + 1,0 <AZ1.

Pour lever la restriction AZ1, nous observons que P'on a

~ P 1 < \ ]
\ O“,:‘"“""(COS‘/) M—_ + e / +
- (=T T

- = 0

= (X +1) 20‘5,5"'(0057):” 2:" l",é"(cosy) \

-0 . [}

d’oll
n

gP N (cosy) = () + 1)2 g%l (cosy) Pk (cosy).

m=u

Par conséquent on obtient pour ¢Z2, en s'appuyant sur (22,)
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et (23),

(siny 1] @@ +1(cosy) |
S(h 1) ) D) :.m/lc‘,? L (cosy) | (siny)*| Py (cosy) |

=

2(2 e\t e Ay <)

R
X )V f\.’.'._','!.’__ 2 A= (022

G\ el T g G-+l - o\ 041
m—-n(\lll l> (sm /> <5in i>
9 2 2

ce qui prouve que (22,) a lieu pour A > 1 quelconque, si I'on suppose
qu’elle est valable pour 251, Or nous I'avons élablie pour o << A<
eto=s31. Donc (22,) est vraic pour A quelconque positif et 0Sg <1,

o__<_~"§ =. Mais on a aussi
x
-~ o N
L an a)f"”'“**“‘(cos*/)

U

A1 M+ 3) !
= 7\ (1_5)5'1‘).4—1 (I—J)T
7 [ 3 -
S e -; ;cos;—-cos&n+; 7
—_ ;\_ Z N 0-5’0, "'(COS‘/\ Z / L
0 0 2 8in . siny

7

ce ¢jui nous donne

-

7 3
COS - — Cos|n—um + — "/
5 ”

Bt 7\ 1 0
O'(,?'H""Q l'((‘l*%‘/) i +—- \ 6’?] ’)(cn\*w/) e \ B A
mA.~4l 2 NIII /QII) /
et, par conséquent, on obtient 'inégalité
s P g
(sin /)/ 41| gidert - U (cosy) | S —— \ (sin /); | 08 ¥ (cosy)|-

A sin ! A
=0
2

%upposons maintenant que I'on ail démontré (22,) pour o << ASN
et 0563x+ 1SN+ 1. Llinégalité précédente permet d’ elabhr
qu'alors (22,) est valable pour N<<ASN 1 ct 12350 +1EN +
Or (22,) est établie aussi pour 0=¢sr quel que soit A > o; donc (22,)
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est valable pour 0 S8SA + 12N + 2, si clle Pest pour
02052+ 1EN+1.

Mais plus haut Uinégalit é( 2,) ¢lait établie pour22 % + 1262 0; donc
elle a lien pour A —+1 ;3_30, quel que soit A >o0. On en dcdmt
Pinégalité

(230)  (siny)h|s "”((0\/)] o "+” (A>o0.2+120%0, 0lym).

';+|
(SIII />
2

. N N . . .
Passons maintenant au cas 2 > % + 1. La méme inégalité

(siny 41|53 14 (cosy) l+ - E (siny)*{ai3-2 (cosy)|

~7
~

1]

prouve que l'existence de (22) pour AL L et 6 > + 1 U'entraine aussi
pour L < kZvetd>A +1, ce qui démontre que (22) a lieu pour A
quelconque, pourvu que l'on ait

sy T
0> k-1 el v - PR

. . e ~ ! ™
On s'affranchit de la restriction yvZ —— =, en s’appuyant sur
n 412

inégalité (24), et définitivement on obtient pour ¢ > A + 1 l'inégalité

P /
(n—+1 ¢
(sin y)’ | IR (cosy)lz —»———)ﬁ» .

A IENEE
(242) (siué) l (It+l)<sill£>

(A>0,0>k+1,0271R)

ui, combinée avec (21,), donne
q ’ 1/

Cro(n -+ 1)k ¢
(sm/))le“‘ “(COS‘/)IEL_ L

(25) <sin%>a+l - -(;z-;—ﬂ_lﬁ)»A(sin §>)+°

(A\>o0,020,02y5m).

Dans le cas ¢ = A nous aurons besoin de I'expression explicite du
premier terme dans la formule approximative pour s (cosy). On le
déduit de (12).
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invisageons l'intégrale

KOGBETILIANTZ,

an »r’;+g+). (/-.

.’\'; u'u(/)

AR
)‘—l

Pour 2 <1 la substitution

o
at

5 et Tsinn
.wl,;-.uv.h(y): Lo /

——il(n+y‘+
¢

ENCER
(2 siny)® <-), sin /))

sndz
SR
B

ol

,( ;:____.;.)

7(7):(,’

2SNy

Désignons le dénominateur de la différentielle par W' («) :

W)= [' *""(:/{ }}

Ona

L
]|~-11.r(7)|-[ j—i—“- . -;‘_g;l_::
donc
l llr( ) ‘ > 9 ={UerG1)
| x_’ /‘”‘l’(u)(/u'
W) U0y~ Ut (u) |
ey =7
- pan L © ”U du
< t—w.7(y) I——u.r('> TP ()|
v, .2
Cowein [ B A nt
= 2¢ 2 siny N (/U<zsiny
R 2 31N o "

')BH (3 o (.l')')p.(: — e l\)l

2 =~¢ V(1 - u) nous fournit

-n-r') “P- b d-
l)fn l( 2 — cl] )p

[P
R

(L — @ s gy

T l 1 u.r(y»>
N ')' -

o
41

1 { .
_-Z—FS(,O 7

R
G-l

[r-—w.z ()™

_C :))“

[r— s () P

(

ol wz ).



SOMMABILITE DES SERIES ULTRASPIIERIQUES. 131

Or ¥ (o) =1; donc pour A <1

~‘i[ <n + 1 - fx Y ~— y.—.‘—a‘_—( 'tl
R e UM AR ] T U —0) D(n+0+m+2-1)
ARy = : - : ek S bal AR
(gsi“-\/)y«(gsinZ.)rH I U(n+0+p+2)
2
< b s P—1) U+ 0+ p 1 1)

T(n+4-0-Fp+3)

2

(2siny)w esin/> b
On a

l‘(),)r(l —‘)\): S—m (0<)\<l)

et

‘ L(n+a+5-+1) i ‘ i

Py Dln 5oy [ Seulnr 0t
donc
T . Bty B0+l
:\xr7~!l4.l|(7)__A“I}_“c '( *;u.—b‘ 3 )y 2 , < (fl,l(ll—l—l)).—:

. n N (‘; - \+

(206) (2siny)e <:). in <> +1 (siny)rt (sin :/;>o 1

(0>— 1,220, 0<<hT1; =0, 1,2, ..., ®).

Pour s’alfranchir de la restriction AS1 — pour A =1 l'inégalité (26)
a lieu, puisque alors son premier membre s’annule, — nous supposons
dans la suite

ce qui entraine:
(r -+ 1)siny (o -+ ')1':7" .
En intégrant I'identité
o ( UG P heg 2
dzl(z =111 (s — et (z —e 1)

:‘n-q-B-. Uephit- 1

(27)

- S 41 |U‘eiY ety ]
Xitn+1— -

I—1 F— el T —e iy

Journ. de Math., towme L. — Fasc. U, vy 18
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le long du lacet L,, nous obtenons la relation

PR AY o
(28)  APIN() =50 (n ) AR ()

— (0 =+ |):\‘Ii;-l-l‘!‘l‘.‘/1(7) —p e’y All;}.yA~..1‘).4(./) L

Supposons maintenant que (26) soit remplie pour ASL = (L),
alors (28) démontre qu’elle est remplie aussi pour L<<ASL + 1, %1

T Voo
"+ TR

donc (20) est remplie pour chaque A > o.
Pour u. =%, (26) se réduit &

o

. . [/
. Bl R A
A=, 2
ApThe

b

) 1 B2k of
(o) T
AT (3 —n)o+T VARE

(» biull.‘/)"‘(i! sin ;)

]

Cr(n 1)k

(»‘iln-/)7-+1 <sin §>a+l

7

et 'inégalité (29) esl valable pour

N ~ noT
L >0, 0>—1, ! -

AR

S

l.e méme raisonnement, fondé sur I'inégalité (27), ot I'on a change
les roles de u. et A enlre eux, s'applique aussi 4 I'intégrale prise suivant
le lacet L, et fournit, toujours sous I’hypothesc

™ ) n T
S RS
I'inégalité
: R LorG e T
. i By
I R A .'\"‘_”C - <
(30) - ‘/ as o e
2l (

3 — ) . R Ly Bt ’
, ) (-.».smy)*(fz sm/>

2

cry (1 1)

=~ AR
(siny )+ (sin /> B

R3

Mais en intégrant la fonction ;%o (z) le long des lacets L, el L; ct
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en employant l'identité (13), nous voyons que

I I
?‘n_'—l.u[(?(v)({z-i- 27_;7 /‘q)(\r)(,#
. ' SH o2 ] HAG-20 o] = l
- (/I _FA)?’T’( 'Ivs—l)(‘“l'+"7‘!f('-—-l)°"" |‘A§

O [ e [
ol (. a|»|/ 9L ( _,)owp)

d’otl, pour lg—y < ,-'—:— T, nous déduisons a I'aide de (29) et (30)
Pinégalité
sy S0+ Atd+1
oo o 2B AT Cos <u B b L
- // 9(3)ds -+ ‘».7:/"/ o3)ds — o . Y- Bt e
h s ("..\lll‘/)"(‘!.\‘lll _»;>
<,,(/1+|)' v

(xm/)’ -+t (\lll {-)6“

et enfin, eu égard a (18),

.. RSN » » »
(31) siM(cosy) = ?--5'——-.:(—/-»1 SS - / -+ (-i- / 9(s)ds

G v
Au 2T “\// L Y Y

. 3 0+1 A+
)71\,{‘ s V(n—l— + N T, T

T\ B
AP (2 siny))‘<2 sin f>o+
N 0“'"(/)(n+|)) 8- + 181 ()
o Bl avan’
(sm»/)/.+l(s|n /)> (n -+ l)(\lll l)
ou R
|0§f")"(*/)1<cw et |nnt)/) /)l<"!7
pour .
T_E_? L 0>—1 A>o0 el n=o, 1. : ®
3 PP )) s =0, I. 2, ...,
L.e cas particulier ¢ = A de (31) est plus simple :
- 27\sin[<n+3—)‘—_‘:—l—)/—7\/-| ' e(7)
(32) s (cosy) = — LR A
(2siny)* <zsn :—) (n-!—n)(sin%siny)
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ol
IE‘I:(/)|< Ciz
pOlllT
s noo
>0, ‘5—7,;;)» O ') el NZ=0, 1, 2 oo, D

L’inégalité (24,) sc réduit pour & = A & 'inégalité

Dt Cha )
) lst eosy) | << —— (ozyom, 2> o),

(\"()S :i >/‘

I} est trés instructif de comparer cette inégalité (24,) avec I'inégalité

(24) '(sin

0 i~

oy 2141 . .
(33) <sm ) | s‘,‘;"~~7~'(cos-/) | < a (0:y.-m h>0)

Y
que nous allons démontrer tout & ’heure. I.'influence du point y = =
sur la moyenne s'>* (cos y), & laquelle est due la présence du facteur
N n \ ) q
<cos g) dans le second membre de (24,), est complétement élimince

dans (33) grice & l'accroissement de l'ordre ¢ de la moyenne
si (cosy) de & = A jusqu’a & = 2.

Il est facile de déduire (33) pour v = ”—i'_——ﬁ de I'inégalité évidente

(34)  [sPH(eosy) [ <en(n 40P (A>0.0>—-1,027:7)
qui n’est que la conséquence de U'inégalité bien connue (')

IP (cos) [ A" (o y2m A>o0),

n N
. o AG ,
|8 (cosy) | = >_‘ i (1) Pl (cosy)
u

M=

n

= ;\_‘(lg—) ‘}: A',:",” A )‘) “\‘/.121)"—“
m=0
" ~ "
— _%_Z\_ 2 _m_i_)\_ Asc At < _’]l_\i:,*—“ << €y (” 4+ l)‘.’).-!-l.
Ag?\ - m + .2)\ Ne-m S m A 3;0\ 2

(") Gf. N. NigLsex, loc. cit., p. 194, formule (10), d’ott I'on déduil facilement
Pinégalité en question
g .
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T__ alors
n—+2A?

Cay [(n ~+ 1) sin ZJO-M

Siys

LAY

841
n-+1 T
C» Coa )
(Il _*_‘))\ > ..l< 22

donc
="

2 ‘ T

(36) ls"*"(cov)l—‘( i (== rem)

o I\

. . ,> ‘L-. < I <., % )
Soit maintenant y 2 P Supposons A= =7 el — 1< 852k +1.
‘n reprenant (12") et 'intégrale
e’7~7‘ sinAm gu+d+2h g

(an(/) - (:_[)6+1'|‘).’

v

nous avons pour s = e~V (1 — u)

|;—1|:‘25inz(1—u) et [T|= 11\/4(l—zl)sm-7+u--'

donc
Atﬁ).—l)

. 1
B sindm ' ,
I/W ))(/)[; . lt—?)‘(l—(t)”"*”')'""dll: —.
. 7 N G- . Y O+1
1‘(0 Slll;) 0 2 COSAT (2 sin 5)

Par conséquent (12’) nous donne, eu égard & (17) et & 18 :

(42D ARD (@0 AR e[ ARY |
A Cp\E P
(‘2 sin )> COS AT <2 sin > ) coshn (sm _>
2 5

/ 2

2 A ARY A8+ 1) APh

4(9\,",:/\ <> (95‘"96#(\/%)

\("“"](n + 2 d)1-8

¢i]
<sn 7) [(II -+ 2A)sin ng'Mw

. I T 1
puisque, pour o << AS 7 cos A2 cosy = —=

|72

._|_

&
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Or, pour'yin_:_r21 et2A-+128,0na

T 2)+1-0 '
l(n—i-fa)\)sin{l " o_>._fl,
donc

2] (2') . T
@) 17N o<t hy s — i),

< />6+1 A "ol
sm'—)

Il s’agit maintenant de lever larestriction accidentelle A< . Suppo-

L

sons que l'inégalité (35) soit établie pour A< %, o N = F (N). Nous

<N
allons démontrer qu’alors elle est remplie aussi pour < 1S +'

L’inégalité (35) est démontrée pour — 1< 821 et o <)\: 7o et l on
vérifie d’abord gu’elle est valable pour A quelconque positif, si 631,
en employant le raisonnement suivant. Soit A > 7: et posons

1
):?l—i—H,
oup >0.Onapour —1 <61
1
> 7(‘+3)
Forad iy = Mirs) o d 5
: (o =10 T TR

& 0

:47\%2 *"c( )(/);gv st I",}“(cos'/)%,
d’ou 1l vient

o.(on /)—~/)\2 e ,,,)(/) P, (cosy) < :'u+»/£¥>.

m=0

Mais |Pi¥'(cosy)|SAL*~" et, en appliquant (33), nous voyons que
I’on a pour A quelconque positif, pourvu que $<1:

n

. c \ 1k eag APH
|G§'0/)(.I)|;4)\____2_3_6_—H_E L\” )m ARp—l — [_3_;_'_7 (A>o0).
<Sill ’i) m=0 (Sill —/->
. 2 o2

Nous avons donc établi 'inégalité (35) poﬁr —1<0s1etA>o.
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Soient maintenant

on a
. n g1 A L1+ 3) 1
(36) }_‘:- o () =5 Ty (,__-)%11
Iy "1 o - 1
:'X':}.3"7~°”<7>§[2:"rf:)m‘,
Vo0 ( 0
en posant

S o) - .
RS («,):\/ . = .
o l—<\/1—2..cos*/+:- (1—3)* T

‘n appliquant la méthode de Stieltjes, nous obtenons la formule

! n C el =nd=
E/)(/)—'[ u ({u ‘*‘RI:If z ~l.
- T Vi— Yo e T

La substitution 5 = ¢7*Y(1 — «) nous fournit

I'l’%ir‘\/}; et lV==1]|2 sm—
doncon a
e T ~ it
R 1+ tf d < ‘./E f 1
T Jy \/- — 1T T 0

s —--‘——I (v—u) du = *——"—,
<51|17>- (sin )’)‘
2 2
: AL

ST . -1
l/ ut du - 1 1/ wr(t—u) Fdu i
T 0 \/ [tl' ( };>§ 0

T|sin >

EOINE (\/°+I)A( B

(1)

Supposons que %" (y) remplit I'inégalité (35), alors (36) nous

et enfin
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fournit, pour &' = ¢ + ;’ eLN = A+
2 4

2 N | ..
RO EE N ERAON (BN

K F J ).
EENLE U WY i | T

- n-=m m
- = .
.Y 2 0 sin
sin 2

2

et 'on voit que (35) est satisfaite pour &' = ¢ + ;—, N =%+ %, si elle
I'est pour les valeurs données ¢ et A.
Supposons maintenant que (35) a lieu pour

\J
o<1‘<h et —1<d22h 41, N=E(\).r1.

Alors (35) est remplie aussi pour

i N+ 1 R
7~<7..: - et —— <O 2k,
4 4 2

Or, plus haut, on a établi que (35) est valable pour A quelconque
positif, si 621, et que d’un autre coté (35) a lieu pour

0<7.;Z el — 1 <<d22h+1.

~ N 41
— 1o 241 et ..<)\:’_.._;_+_.__,
-+
si elle est remplie pour
ny N
— 1 <0622k 41 et o<<h- -
. d

Puisqu’elle est établie pour

—1<ozak+ 1 el o<k

>

LN -

on voit qu’elle a lieu pour A quelconque positif, pourva que I'on ait

I
w42

—1<< 02041 et Y=
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Ln divisant M (y) par A2’ on obtient, eu égard & (21), (34,)
et (35):

Cas(n +1)1-0

[
<5in£> N

? (0Zyamy k>0 n=0,1,2,...,0; —1<<8Z2A+1).

g |77 (cosy) 2
(37)

La restriction 6<2°A + 1 est essentielle comme on le voitsur 'exemple

. . - 1 . “ v N . ()
suivant: soient A = - et y = w; l'inégalité (37) se réduit a 'inégalité
2 /

Sl

e T

et nous allons démontrer qu’elle n’est plus valable, si o0=12+p(p>0).
H s’agit de prouver que la quantité

(n+ el Dy (>0

augmente indéfiniment pour n -+ =. Or

n (2—!—‘; ‘)

(22 3) LN e (r)

S = e LR "‘ (= Ao

" m=

(2 +¢3)

. . N N s G ey

et la question revient & démontrer que la quantité (%), ot

"1

5.3) -
E' 3 _2 (— )™ (m, -+ \’ Ao (p > 0),
tend vers I'tnfini pour n—%. On a

S N L+ s L
;\ o (1)—2(l-:)?+€4(l+3: :.2)'3? 2 (1— 31+ 3)?

(o>0),

et en appliquant la méthode de Darboux on a le droit de rejeter le
point singulier s =1 puisque son ordre 2 est plus petit que l'ordre
2+ 2(p> o) de 'autre point singulier z = — 1. Donc, pour trouver

S N
le premier membre de la formule approximative de cg " ’), il suffit

Journ. de Math., tome 111, — Fasc. 11, 1924 19
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de développer en série de Taylor la fonction auxiliaire

ot S,
D=5 oy = s
0
ce qui nous donne
1+p. ) ' ’
a,(,'h 2)(7:)::\$,' "r"'l é —l—s,,J (84 =0, n~ro2).
On voit que 'on a
avg ! :
AR LT S D (o>
"+ —Sl(:é+p)'l+ (1) (p=>0).

ce qui prouve notre assertion et montre clairement que la restric-
tion § 2% + 1 dans l'inégalité (37) est indispensable.
L’inégalité (37) se réduit pour ¢ = 2\ a l'inégalité (33).

2. Dans l'étude des constantes ultrasphériques de Lebesgue
N o]
d’ordre 6 > —1,
cacl !

(¥) ?-;'E,}.): / (r— .,,s)‘— 3 [ .\",‘:“ » (.r) l dr — / ,.\.”6,‘:.»(605./) | 5;,,e}../ n'-/,

v —1 t

il suffit de considérer I'tutervalle <524 + 1 de variation de s,
puisque, les moyennes s>*'(.w) un’étant jamais négatives pour

8ok +1 ('), on a pour 822k + ( toul simplement

e - -
IS

n
v . +1 gy r
0 G — / 5‘"’ (‘l ) ([‘Z_A ——L:' v (/’l —+ 7) \ la\m l \’”’<‘v) d‘L
_ AlD n— [

Wwi—

L (l__‘l.:) n m=u —1 (l——;],‘z)j:'__
1 1
F{=)0{ =42
e
=1 = ) .
[ ,
-1 (1 —a?)? (
D’un autre coté, I'inégalité
(38) o7 L man pEN (7> 9),

Nnr=n

(') Onle démontre dans le pavagraphe 6.
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rapprochée du résultat

(39) limph =4  (duzd>0),

n-—_—w

démontre immédiatement (u’on a pour chaque valeur de ¢S

(40) lim ps,al’:—{-oo (oS ).

n=w

Pour prouver (38), il suffit d’observer qu'on a, pour &’ > ¢,

- N\ >
o 1y) = N ABE BN (3> 0,

m=90
or
Chif ) — A8 (8.0 [ paay ) -
d a&l I'(/) - ‘\‘u)“gl ((’0“/)7
onc
"
) ¢ & G—1) G {0, % S -
AP (eosy) | S AT AT 857 (eos)
m=u
d’on
n n
EN PTG NN R NP R pggﬂ“m i '>A<°>—A<m max p@h.
= ld = m
O\m\n ll<m<n
"m=0 m=0

Le résultat (39) n’est que la conséquence de la formule approxima-
tive suivante :

. 1 '
p‘,,"*“:'[‘l)— +o(1)_| log(n + 1),
N LY -
ou bien v
0,0 [l)\
1 lim —£n 8% A .
(4n) "l_wlo (Il+l) e (420)

On démontre (41) a I'aide de (32), d’ott 'on déduit

T 341
sml </1 -+ ——-—>/— )r]
i 2

2

(4) |sih(cosy) | = T — + i (y)
<2 sin -;> (2siny)*
avec
0 (s : Cis L U R
[ ()< Cy L i
(n—i—x)ksm;—smy)

Vu que. -
,Sslo"‘)(cos)’) I < cgy(n+ ,)2)\4-1,
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|s§,)“>"(cosy) | si||3)-y dy=0 [

ainsi que

Ky
: f | sk (cosy)
1

n+1

k]

A laide de (42), on a aussi

I T
T n+41 ?2)

T 3h4-1
sin L(n + >-/ — 7.7r-|

ud

N
(” + l)?)ﬁ-\‘/ 7-3}. [[7] :O(l),
/o

| sin?y dy = 0(1).

(siny Y dy + O1),

= G\ A+l
A= 27‘<2 sin l)
n+1 2 2
puisque
. 1z
“Thv1 Y
[ sy
L =
EFTEY
LI
“Thaly o) ~ P .
¢ sinthy d- _ 1 o
<11—I:lf —/—*/.%:U n—+1 7 | =0m
T (sl si..~/> Yzt
n+1 2 2 n+) 2

D’ailleurs, en posanl pour abréger Q,

1 P - I
T 3 (cos L)
o

2
f | sin€, | ——=dy —
1% sin L

= (n M)y — Am,

sinQ, (—d‘
f, ] | 7

/

ny—asint

<1rf —7z—gdy<1t=0(1)
() .
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et
R 12 n+1 2 ’ % ln
| sin g, | 4 ~f [sin€, (cosz> dy
1\ ow 7 o 2/
n+l? E_Tz
A
ﬂl—(COS%)
<f 2L dy=0(1):
0 7
donc

™
‘o‘,fw)" :f ls},"-)"(cosy) | sinﬂ“/ dy =
13

On vérifie aisément que l'on a

iy

In4-3h+1

ainsi que
— A+

/'\ 204341

. 1

T—

1wy

n+1

donc

L1

.
D(‘A,‘m__ E_)_‘_/
e T

2%, 2w

An+3h+1

. 0 A T+ U
La substitationy = 2 — = ’

(he By —
pll ‘3)‘
2ty

f’”‘_|si..6|d9 —f
A o+ 0 A

et vu que

t
-1 .
. L,
f [sin€2, i_—/: log <~
. 20T 14 ’

—
An 3N A1

on+3 A1

7._1 " |sinf| df

1:__‘_ i
:‘7‘ ~ n+1 2 . N
—)/ |sn.sz,,“’_/ + 0@
MY /

n+1 2

|sin, li// =0(1);

3

]sinSZ,,lg;z + O(1).

transforme l’expression de p

ot + O(1),

"ﬂ_l sinG | df

T+ 0 + O,

).

I

n

en
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on trouve définitivement

n—

! htrnw . )
RIY IS'"GW Vo) = AW [sinf|dl
= zx . T+ O =52 i g oM
o Topzat AT

”ﬁ sinw du _ )\\: T 9 -
24 f aiis T =32 /’+“</*>] + 0
b= b=

) FRRTI S

H

. . 1 , . , .
Dans le cas particulier A =.> nous avons le résultat qui précise
celui de de M. Gronwall (')

GH_Ve
_ Pr —x

log(n +1)+ O(1).

En divisant la série (g) par 22X ct en faisant A lendre vers zéro, nous
obtenons la série

1
(9a) ;+cosy+c052y+c0537+...—}-cosny+...;

done

r | sin <n+jl;>“/|
dy f LA 2y,

i

2 sin &
9

u /)
e Inm = + cosmy
p m .,) /

et (41), divisée par 2, donne a la limite pour A =o:

e

v

2 SII]-—

oo(n 4+ 1) +O0(>1),

ce qui est le résultat de M. L. Féjér, concernant la constante de
Lebesgue g, d’ordre 6 = o de la série.trigonométrique de Fourier (*).

(") T. GronwaLr, Math. Annalen, t. 73, 1914, p. 345, form. (39).
(*) L. Fesen, Journal fiir Math., 1. 138, 1910, p. 22-53; T. GrozwarL, Math.
Annalen, t. 72, 1912, p. 244-261.
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[l est facile d’établir, qu’au contraire, toutes les constantes p'>* sont
bornées dans leur ensemble si § > A.
L’inégalité (34) donue, quel que soit § > — 1,
s

3
w1 nxl
/ |7 (cosy)|sinthy dy =0 [( n—+ l)"’“'f 72 dy] = 0q),
v 0 .

[}
ainsl que

/ [ 5187 (cosy) | siny dy = O(1).

- N v ™ s S C
Iin appliquant dans 'intervalle (”‘ sl 1> I'inégalité(24,),

valable pour ¢ZX + 1, on a, en supposant A + 120>\

n+1
/ | s ¥ (cosy) | sin?y dy

T — ——

¢ " osinky dy ‘ 1 Cdy .
.___i_’\_ —— = O -—_— —*/— == .
< (n+ l)o-)~f-. <siu '/>°+l Y+ |)°')‘f 7 ""Hi 0w

T ( 1z

Par conséquent, il vient pour A +12¢ > A

1

n+1

n-1

2

ot = [ |s&¥(cosy)| sin?y dy = 0 (1) <R =R(9, %).
0
[l est clair que (38) nous alfranchit de la restriction 6 SA 41, et il
est démontré que l'on a pour ¢ > A

(43) p‘,f:'}-’<l{:l{(8, 1) (6>A>0; n=o, 1,2, ..., ),

ol la constante R ne dépend pasde n =o, 1, 2,..., ».

1l est & observer que lesinégalités (25) et (37) résolvent le probléme
de la sommation (C, 8) de la série ultrasphérique

(9) 2(n+7\) P () (@ =cosy).

‘ 0

L'inégalité (37) nous montre qu'elle est sommable (C, > 21)
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pour 652X+ 1 — donc a fortiord pour chaque 8> 2A — et azéro
pour somme partout dans lintervalle (— 1, + 1), sauf le point
¢ =1(y=o0), la sommabilit¢ (C,d>2%) étant uniforme pour
—1SxS1—e(e>0). Siw= + 1, la série (9) devient essentielle-
ment divergente et ses sommes partielles s, tendent vers I'infini comme
n?* pour n - ». Pour x = — 1 son lerme général (4 A) PP (—1)
est égal & (— 1) (n-+ A)A*~""; donc en ce point &= — I
n'est pas remplie la condition nécessaire u, = o (n**) de lasommabilité
(C,.8 = 2}), ce qui prouve que l'ordre &> 2A de la sommabilité
(G, 3) dans — 1 <2 < 1 ne peut étre diminué jusqu’a ¢ = 2A. Mais, si
lon n’envisage que les points intérieurs |x| <1 de lintervalle
(=1, + 1), cet ordre ¢ peutl étre diminué jusqu'a ¢ >, puisque
Pinégalité (25) nous montre que la série (o) est sommable (G, 3>2)
pour chaque ¢ > X et a zéro pour somme dans (- 1, + 1), sauf les
points frontiéres x = =1, la sommabilité¢ (C, 3>)\) étanl uni-
forme pour |x|S1 — ¢(e>0). Enfin la formule approximative (32)
démontre que la série (g) n’est nulle partsommable (C, ¢ = ).

3. Le développement ultrasphérique (11) d’une fonction ¥(8, 3) conti-
nuc sur toute la sphére S étant uniformément sommable (C,3 > ),
sur S avec la somme IF(0,%), il est important de montrer sur un
" exemple particulier qu’ily a des fonctions continues sur toute la
sphére, dont le développement (1) néanmoins n’est pas sommable
(C, 8 =) en un point de S. Nous choisissons I'exemple suivant (') :
pour F (8, )= f(cos ) la série (1) se véduit a la série (1) qui s’écrit
ainsi pour ) = o :

(16) Sy~ el B i) [ fo0sy) P {cosy) siniy dy,

. (1
|\ <1> |\ <— + 1) n=0
2 2
et nous allons démontrer que pour la fonction particuliére

x

' 1 | Ry .
(A4 hl — . I c P f
(43) F(8, 0) = f(cosb) = E S Sin [(z +— ))——ARJ,

m=1

(") KoaserLianrz, Comptes rendus, 1g1y, t. 164, p. 627,
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la série [ n’est pas sommablé (C,3=2)en un point ) = o, quoique
cette fonction soit partout continue. lls’agit de montrer que la moyenne
avithmétique d’ordre ¢ = A delaséric (44),0u / (cosy) est définic par
(%)), ne peat tendre pour 7 — % versunelimite déterminée. Lin dési-
gnant celte moyennc par SIY', nous avons, grice & la convergence
dbsolue de la série (43),

L) Nt

= PN s 2 Spi v
l‘<;> l‘<—' -+ )\>m..lll

oli la moyenne S}/ est égale &

T
. 3%+ s c
P [ sIn [(u At ~>/—7; ls,.’~""(cosy)snn-7~~/ dy,
v - .
S**'(cosy) désignant comme toujours la moyennc arithmétique
d’ordre ¢ = A de la série () el m=u.(m) étant égal & 2™". Or on
¢tablit facilement, a Uaide des inégalités (34) et (32), que 'on a

a_ L T
‘/' ' ret 2 . . \)/ . . Wi 3) -+ -
bu e 5 / s (u —- ¥~--’;v- Sy —im sml( —-~~—-——)‘/ LT
1“-1—4;.‘: ) ) 4
110 Z>l
Nos—m = dy 4 O().
sin £

Ion décomposant le produit des sinus en une différence des cosinus, on
obtient

| Y
. “TrRFL N
(46) Szi‘.),.: ;’?'-I— / cos| (pr— r)y] <cns _/_> Ay 4 O(1),
s : 9 oY
= sind
re1 2 9
puisqu’on i
_ O\ P
‘ R (‘ °*£>
./‘pl.‘.),»-.: / cos| (r -t 43204 1)y —adkn] ST dy = O ().
. _l_.l_'): blll-:—

On le prouve, en décomposant I'intervalle d’intégration en ¢ +- 2
Journ. de Math., tome 111, — Fusc. II, 1924, 20



148 : ERVAND KOGBETLIANTZ.

intervalles partielles

on ar-1w
(F—;T? /n) (Yor 710 oves (Vg 13 Ya)s </qs Y ;>'

olt cos|(7r+ 1+ 3A+1)y—2An]| esl alternativement positif ou

. . N —1 , . )
négatif. La fonction <cus /> <sm /) est décroissante et par conse-

q—1
N\ .
quent la somme }_‘ plus le dernier terme dans le second membre de
ko
x ® . 1.z
. TR VYo '/'_;l R e P2
Jule= = f + ¥ / + /
= LT et R
. [E I

est inférieure en valeur absolue & son premier terme et il vient

Yo / 2] :
/] ‘/ *: ”;// =wlog ;("‘*"Wll-
1w - -

! (e
'TE o2
Or en posant
N 1w+ 32
e - l‘,(l —_ f’.)‘ 4+ - E——**))
28—
on a
Ah 4+=ne4-akh 4+ 7
Y= - S -
P - 3k -1 2
d’on
T B!
e Do < =(r )y,
r +(x—i 34 T
./—i—)c S(r—41)4- 1—{—.’)7. .
T S < 2D <h;
I+'L—1—J/~ll l+p+al
done

I/m | <mlogh = Of).

.o

‘n appliquant pour r 3£ u. le méme raisonnement a l'inlégrale

"f—,.%g (cos -/->I
i;;{',.:/ cos[(r—p‘-y]\——%—d’/ (rzp)y
. . siné.
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on établit que 1'on a pour

r—+1
:Ol
[r =] ()
00 I_I o "+—'~|:0
- R Py ©

Soit done

alors (46) nous fournit pour r £ 1.
SL=001)  (r#w.

Soit y. = r; alors, eu égard &

et

o3

Orp=n2

ct en posant r = 2" on voit que la condition

r+a=00r—p) pour r 2 u

est remplie; donc
o St ra) S,

g . YOy ¥ _ Si
r ' | \ m? 1 1 n?
- - - o= N r - :
r<2)l<2 *_))(:L?fll') l(’) (2 +’.)
Al(n) loga™ 4+ O (1)

=0 M) — :
<}1im-> q'l(_;)I,(_l) +)\) n*
loga T'(A +1) w401,

)
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c'est-d-dire

gh . loga V(A +1)
' 2"~l‘<1>l‘(l-+)‘)
2 2

Par conséquent, la suite %, 87, 87, L0 087 diverge.

(rn-+1)+00) (n==o0, 1,2

y vy

A. Envisageons la série (I11) en un point (0,2) de la sphére S et for-
mons la fonclion auxiliaire, définie par rapport a ce point (0,%) :

1 / I (7. @) oy’

= :’.ﬁ(ain'/)'-’)',,

\ R
. - S
T sin Y sin? (o — o) |
ol I'intégrale de ligne est ¢tendue & la circonférence du cercle Cy de
centre (0,4) et de rayon sphérique ¢gale &t v, s’ élant I'élément d’are
de ce cercle.

La moyenne arithmétique 1" (2, 0) de la série

1
C g s
St (o — o)

\ LR e P (cnsy) ol :
(th l“(’),'q)w')l_\’(n—km[[ (Feon il tensyir . (#>0)
R Jo. l

0

s'exprime maintenant ainsi :

P19, @) = ¥ * = / J() 822 (cosy)sin?hy dy,

o

(6. 7]

ol si*' (cosy) désigne, comme toujours, la moyenne de la série ().
lin transportant le pole de S au point (0,2), nous désignons les nou-
velles coordonnées sphériques par v et ), b ¢tant comptée a partir du
méridien o du point (0,%). Le triangle sphérique fournit la relation

sin0'sin(o - o'y =siny sind,

et, vu que ds’ = sinyd, on obtient

1 AT I;(Ol‘ ‘PI | W2 ,7( ., ! )(/L'J
J(7)= j,".;'/ ) ). dy= . / R
BN iy o (Si“‘-v)

Yoo (sinrg)r T

ott (1, y) est la fonction IF(0',5") exprimée cn nouvelles coordon-
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nées v, Y. Si (0, 9') est continue au point (0,9), on a

f(+0) — ____‘A_v.l‘_(_)\_)__._ﬁ F(O‘ Cp).

r<-'.) o(; 1)
2 2
Si la fonction F(0,9") éprouve au point (0,%) une discontinuité,

analogue & un saul fini de la fonction d’une seule variable, nous intro-
duisons la valeur moyenne générvalisce F\"'(0,9) de F(0,9) au

point (0,9):
1\ (!
(10) ) = 1R, g‘) — L<52Tl_(g;*j_)\>/(+ 0)
= lin l( ") [Tina,

. 1.
(sin*d)®

qui se réduil pour F(0,7) ne dépendant pas deo — 1°(0,9) ~=4(0) —
a la valeur moyenne ordinairei (0 +0)+ (0 —o)!.

Ceci posé nous admettons l'existence au point considéré (0,¢) de la
valeur moyenne FM, c'est-a-dire I'existence de f(+ o) et I'intégra-
bilité absolue sur S du produit

. . . -4
(0 o) [sin?f sin? (0 —9")] 3,
ce (qui entraine, en vertu de la définition de f(v), U'intégrabilité dans
Pintervalle (o,=) du produit | £(v)| sin®y.

Ayant établi au paragraphe € pour & >\ l'existence de la borne
supéricure R de toutes les constantes

g
o\ H —__—f LM (cosy)|sintty dy,
0

(5. %)

nous pouvons toujours choisir ¢ = <**(2)> o suffisamment petit
pour satisfaire & I'inégalité

(['7)‘ |f(’/)—f(+0)i<§aﬁ (voy=2),

ol « est fixe, mais aussi petit qu'on veut. Alors, en décompo-
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IO A

sanl I>Y pour § > A en somme des trois intégrales

FEF')“:fﬂf(}’)~‘5§‘7"(°°5}’)Si"”“/ dy Zfs-*- /‘ﬁ_s—vfﬂ =, +1+ 1,
0 [ 'z T2
nous avons, vu que ¢ > A,

1l|’, - (}—0)/ .k (cosy) sin /(//1< D P(/r‘)"<§ (6> 2).
Draillears

z f
f(—{—o)/ g (cosy) sintty dy — f(+ n)[ i de ((‘()s/)sll)‘)/l//l

U

(48)

<] f(-+o0)] / | s3-7 (cosy) Lsiny dy
et, en observant que I'on a, cu égard 4 (2),

ki1
S0y [ i (cosy) sinthy dy
: ores

=% f(+0) f siny dy = - ?

L 2 - fla- — [
-.”’u r(7) ‘/(-* O)_l 0!

on obtient pour chaque ¢ >, en appliquant & P'intégrale du second
membre dc (48), I'inégalité (25) :

) Y
|1 ls (n+ 2 b

i(ln) (5\

La méme inégalité (25) nous fournit pour chaque ¢ > A

(49) b — l"‘{< + Cys (0>2).

c,l,“S (/1+1)' 6 (n-1)!

AT 4+ M { /‘:| S [ sinthy dy.

) (o)

Donc, va que le produit f(y)sin*+y est supposé absolument inté-
grable dans (0,7), on obtient

i<,

c,, ‘(H—f—l)/ @ (/1-—1—1 ‘)

i) ()

(6> A

(50) el <o
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Il ne nous reste que l'intégrale 1. Soit d’abord & = 2 (2A > > o).
Alors nous pouvons appliquer a I'intégrale I I'inégalit¢ (33), et il
vient pour ¢ suffisamment petit

(3 i< »amh . / |q/'(~/)|5i||'~’"‘*/(/7<: (0 =11),
(sin “—c>-‘ Rz :

quelque petit que soil «, grice & lintégrabilité du produit
| /() Isin**y dans (o,=). Par conséquent, en choisissant ¢ assez
petit pour satisfaire en méme temps aux inégalités (47) et (51), et en
additionnant (49), (50) et (51), nous obtenons pour ¢ = 2A

. S I Y- Cag | BV 1 1
(D) ey < T s S e o e .
:

3 (sins)“‘"“‘(,l _Fl)sinlfl\" (n —5_‘)“":?

Soit maintenant 22 N, ot N = N(&,2) est suffisamment grand pour
assigner au second terme du second men:bre dans (52) une valeur

plus petite que T On voit (ue l'on a pour nZN
SR P oy (6==2%, n_N).

Donc nous avons démontré la convergence de la suite des moyennes
arithmétiques d’ordre ¢ = 2 de la série (IT) vers la valeur moyenne
généralisée 1I9'(0, 2) de la fonction diveloppée F(0), 5) en tout
point (0, o), ou existe celte valeur moyenne 17, sous la seule hypo-
these de 'intégrabilité absolue sur S de la fonction
Y.
0, 20,7, o") = sin?% sin* (9 — o' )| *1(7, 9")

pour la valeur donnée de 9. Supposons maintenant que (0", %) soit
continuc dans un domaine T sur S. Si la condition d’'intégrabilité
absolue de 0, est remplie pour toutes les valeurs de ¢, correspondant
aux points (0, ) d’un certain domaine D sur la sphére S, qui se trouve
enticrement & Uintérieur du domaine T, la sommabilité (C, ¢ = 22%)
de la série (II) est uniforme dans ce domaine D, c'est-a-dire qu'on a
uniformément dans D :

lim F2h2 (6, o) = F (9, o).

n=o
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Nous pouvons appliquer la méme méthode a la recherche de la som-
mabilité (C, d=2%) de la séric ultrasphérique (IlI), qu’on peut
meltre sous la forme

rQ) r(o) ~ -+ [T .
(1) : T-—— }d T—f o(u) P (cosn)sinu du,
1‘<") -+ 7) n==0 % e

9 r‘p(u):f(‘O — )+ S0+ u).

puisque f(0) est une fonction pcériodique. La moyenne arithmétique
d’ordre ¢ de la série (111') a la forme

rr(l)

' —- / o () s (cos) sinu du,
an ( 4 /> o
2

et loute 'analyse de ce paragraphe lui est applicable sous la seule sup-
position de Iexistence de

9(+0)=11/(6—0)+ f(I+0)!

et de I'intégrabilité absolue du produit 4 (u)sin* u dans (o, %), ce qui
revient  supposer U'intégrabilité de [sin*(0 — ¢)]*.| /(9)| dans (0,27).
On obtient ainsi le résultat :

La série (111) est sommable (C, ¢ = 2%) avec la somme
)
NS —0) + [0+ 0)

en lout point ), ot existe celle cxpression, si le produit
/(o) Isin® (8 — o)

est intégrable dans Uintercalle (o, 27).
x

eye .y ) y . W a
La sommabilité (C, &) d’une sencz u, avec la somme s entraine

0
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Pexistence de

©

lim 2 U,rt=s
r=1—¢
0

ct par conséquent nous avons aussi le corollaire suivant :

L'intégrale de M. Angelesco

A B
©6) 109(r 0)_»1(})1(“') _f J(@) [sin2 (0 — 9) ] do
} - 1‘<)\+ %> 2T J, [l—2l'005(0—(.0)+l"3]7“"|

lend pour r->1 vers é;_f(O —0)+f(0+0)! en tout point O, ot

celte expression existe, st le produit | f(9)|.[sin*(0—¢) | est inté-
grable dans (o, 2%) (").

(r<m

On voit que le résultat de M. Angelesco subsiste aussi quand f(0)
devient infinie dans (o, 27) pourvu que le produit
| £(0'Y].[sin?(0 — ') ]*
reste intégrable dans (o, 27).
Il est & observer que le développement (III) différe essentiellement

du développement (I1) de la fonction f,(0) = f(cosO) = f(x) dans
I'intervalle (— 1, + 1), suivant les polynomes ultrasphériques ortho-

gonaux P (). Par exemple, dans le cas particulier A = —;» (111") se
réduit au développement

1

(1, _1) f(.v)N;2<,z+é>/ Ve — T =)

—1
n=0
+flaet+Vi—=a2) (1= )] P () de,
qui n’a rien de commun, saufle cas || =1, avec la série de Legendre

S~ S (n+ é)l’u(x)f:lf(t) Pu(0)de.

n=q

(") E. KoeserLiantz, Sur Uintégrale de M. Angelesco (Comptes rendus,
t. 169, 1919, p. 226).

Journ. de Math., tome [Il. — Fasc. II, 1924. 21



156 . ERVAND KOGRETLIANTZ.

La série (IH’)_:&) est sommable (C, 1) avec la somme
S/ —0) + /(e +0)]

partout o1 cette expression existe, si | ()| est intégrable dans
(— 1, +1). Le méme raisonnement appliqué i la sévie

I Ne - r(7, o’)P '(cosy) dc
2_“\-(;1 + r)r [f

M=o [sin®0'sin? (cr,——o)
=1 /[ K e de
L3 N
[sin?¢' sin®*(o —o')]? "[l — 27 cosy 4 )k

nous fournit le corollaive suivant de la sommabilité (£, 2%) de la

série (11) :

. - e e .
Si e produit ¥ (', ") [sin* I sin® (5 - &'}
mtégrable sur la sphére S, on a quel que soit & > o

1

1
3

est absolument

12, o)= lim

r=I1—n

el
(1 ~-r?) [/ [sin? 0’:11\2(9——9’)]/‘ *F(0', o"Vdo
D *
(1—2arcosy + r*)++!
o0& cosy = cos ) cos 0" + sin 0 sin 0" cos (9 — '), et ' (0 <) est la
roor . = 14 3
valeur moyenne généralisée de I* (' ,2") au pornt (0, 2).

3. Dans le paragraphe précédent nous avons vu que des trois
intégrales I/, I’ et I, formant l'expression de la moyenne I (0, o)

FE (6, 0) =1+ 1y + ;';_[ / /

— f(/)c‘,?”(co\ )5111-77(//

0
les deux premiéres I’ et I' tendent pour chaque ¢ > A vers les limites
n n
déterminées, comme le montrent (49) et (50)

lm I, =FP (9, o) et liml,=o (6>12).

n== n=ax

etc'est la troisitme intégrale 1, qui peut empécher de diminuer 'ordre
= 2\ dans I’énoncé de théoréme démontré au paragraphe précédent.

Oy
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Nous avons vu que cette intégrale
(53) IEP-7"=f“ f(y)sﬁ,’?')"(cosy)sin”-*/dy
. T~

pour n - tend uniformément en (8, p) vers zéro, si ¢ = 2.

Dans ce paragraphe, nous allons préciser les conditions sous les-
quelles [* tend vers zéro pour 2 < ¢ < 2A et n—» . Ces conditions
sont en méme temps les conditions suffisantes de la sommabilité (G, 3)
de la série (11) pour A < ¢ < 2. L’exemple du paragraphc 3 montre
qu'iln’y a pas lieu de discuter la sommabilité (C, §< 1) puisqu'il existe
des [onctions partlout continues, pour lesquelles les séries (11) ne sont
pas sommables (C, ¢ S %) en des points isolés de la sphére S. L’étude
de lintégrale 1" montre que la sommabilité (C,8<22) de la
séric (1) d’une fonction I (0', ') en un point M (0, 2)de S dépend en
général de P'allure de 1 (0',2") autour du point W (= -—10,7 + 0),
diamétralement opposé au point M sur S. Nous supposons d’abord
qu’au point W I (8, 2') devient infinie d’ordre s <C 2\ + 1, C'est-a-
dire qu'clle est de la forme

- -8
(54) F (o', 9'):(cosg> F (0, 0) (m—e-y5im)
dans le voisinage de ce point W (yZw — 2), que de plus I, (0", 9")
est holomorphe pour t ZyZ = — ¢ et que

Fi(n—9, n+9¢)=Ay= 0.
[l est facile de démontrer que 1?7 - 0 avec n — pour chaque
&> X, si 'ordre s d'infinitude de F (0, ') an point W est plus petit

que A + 1. Soitdoncs = A 4+ 1 — &, ol € > 0; alors la définition de
JS(y) montre que, pour '

F(0', o) = O (siny):==1],
on a aussi

F) = O Gsing =11,

et par conséquent, en s'appuyant sur 'inégalité (23),

( T
1357*7":()\] [s‘f«“(cosy)[(siuy)”i"dyt:u(l) (0>1).
- )
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Par conséquent, pour s < A + 1 et & > A, on a toujours

limIPPh=0 (d>Xs<r+1)

nN=

Soit  maintenant s A + 1. Désignons i (s — A-——1) par
e=LE(s L --1), ce qui entraine s—c--1<<A+1I5--¢,
et substituons dans (34) le développement de la fonction
F,(x, ¥)=F, (I, ¢"), ot & et y sont les coordonnées de la projec-
tion («, y) du point (', 27), sur le plan de 'équatear, le pile étant
au point (0, ¢); donc

£ =siny cosy et  y=singsind,
En arrétant le développement au (¢ + 1) terme, nous avons

B, )= (cos ) TF(O, o)

5\ —$
= <vos §> Yo+ siny[a; cody + by sind ]

-+ sin®y| @, cos?Y + by sind cosd + ¢y sin?d]

“+ sinfyfa cosy .. 4 kysincd] ' F,(8,9"),

ol la fonction I, (0",5") ne devient infinie au point W(y = =) que
d’ordre s, plus petit que A -+ 155, << A + 1. Donc il vient, selon la
définition de la fonction f(v),

v O I\ N A sindy
fiy= et () R o)
AORERR) {)

k=1{COS =
2
T3 o\ A —s
—“L)—““EA/.‘<COSZ> +d/(7)’
0

\

ot ) (v) ne devient infinie au point y == que d’ordre s, plus petit
que A + 135§, << A + 1. Maintenant nous obtenons

U T o -8
(55) 180 = r@) 2 A,..f (cos Z>/
o

x 5',57“’“(cos~/) siu'f’-«/ a’-/ + “,f:“’",
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oul'ona

T
lim = Tlim [ 47 8P (eosy) sinydy =0 (3>1)

n=wo n=wJp_ ¢

pour chaque 3> puisque $(y)=O|(siny) '], r étant positif.
Pour étudier I'>*, il suffit de trouver la formule approximative,
représentant pour n — » l'intégrale

e [ (e

Or, pour > A, ona

IS .\

/‘—\ ~ s
) s?""’(cos?)sinﬂy dy.

~

lim / (u) )) 0)"(01\*‘/)Sill2}‘7d",’:() (6>1)

pmsque, pour 7, s (cosy)— o uniformément dans (¢, 7 — <),
<16 >A. Quant & I'intégrale de la méme différentielle, mais prise de
zéro jusqu’a g, clle n’est que l'intégrale I/, du paragraphe précédent’

AL
avec f(y)= (cosé) » donc nous avons pour chaque &>

r(~ (7). +>)

/.——c
limf Kco; »/—> '(co\y)sm?)/d/ i 10) -y

vu que dans ce cas f{o0) = 1. Par conséquent,

R LJI—
v
+

T y ks . , < ) r
y — A S IWA N n2h "
i, __H[ <cos ()) sih M (cosy) sin®y dy

‘() O(l))

et la question est ramenée a la recherche de la formule approximative
pour l'intégrale

(“I—— ﬂglo "(005/) Ql!l&'“/[{/ +1 O“,:;‘)“(— ll)(l’ll
Jn e 5
Ve cosf) V=l (t—u)* (1 — u?)?

Or, grice a la convergence uniforme de la série (7'), nous avons,
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en calculant la fonction génératrice ®(z) de la suite ji*, ..., J/¥, ...,

o '+1(|—u'~')}"~lg & ;
‘b(:-):zjgla);": Za‘/ Wa z s O'n"' - (— fl) dll
—1
ld o - .

N 1
N . n—
22 (1 +3) 7 (n—u?)  *du

(1—3)* J_, (=) (14 2us + PN

lsn employant la substitution 1 + © = 2% el en posant
ptoy

! -
A N It
x=x(3)= (I——-—_:)2’
nous calculons explicitement ®(z) :
o . R __.‘/.-~{,~x
B(z)= _,_)\(J:"—_") R Gl ) l-
(1 — z)oetire ) (1 — az)
.- O )0 tma)
224 3. (1 4 3) 2, 2 N N (N >
= e LA+, h k=2l —a, ),
(1 — z)d+an+e F(22+1—a) ( B

ou I est le signe de la fonction hypergéométrique.

[.a fonction ®(z) n'a que deux points singuliers z, =1 (x = x)
et 5,= — 1 (¥ = + 1) et les deux se trouvent sur la circonférence du-
cercle de convergence de la fonction @(=). En nous appuyant sur
les propriétés élémentaires de la fonction hypergéométrique, nous
obtenons les expressions suivantes de la fonction ¢(z) :

\

NV ATV e
s _2 ).,l(/~+2>l<A+2 1)(!—%:)(1—.(-) -
(=)= (22 +1—a) (1 )2 2ned

< N 1 N x
xl‘<).-—1, L+ — 2h+1— 2, )
2 L —1

e 22)“/~l‘<7.+ l) r<z+ - a>

(1— :.)E‘“ - l‘( 20, ——l—_a) )
"~ /! -
([+;)*‘*)~Fl7.—oc, TIPS S —a, %—)]
< . 2 (1+3)*

(1__;)?”-1 4
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]

xr(1+§)r(x+§-—a) ,
\ n/ 2 (v L _
YO ) b<7\ a, h+ 5 2 +1—a, 1)

o, (1) =

. N 1 .
puisque les parameétres @ = A—o, b=+ —ete= 2A + 1 — asatis-

font & la condition @ + b — ¢ < 0. De méme, on a

/s 1 1
‘.!"‘)xl <l\+;> F(Z—!—-{;—a) (l—i—:)(l—.‘l’)—:"?—a

P(s)— Th 1 —a) (l——s)")"*'“"“?'
x F<7\-—a, -+ %, 2A+1— o, :zr)
. 1\ .. 1
s _th(x-;- ;>1<)..+;—a>
TR U(2h+1—a)
(1—:.)‘-’1“-"'"5"’ I [7.—— 2, h—o + é, oA 4+1— 2, _Zl—[‘i"?—l
x (14 3)™ -
ol

r(i+a) r<x+l—a>
2 ; 2 .

of+1-22 l‘()()

0y (—1)=

Ces expressions facilitent 'application de la méthode de Darboux
et, cn suivant cette méthode, nous n’avons que développé en série
de Maclaurin la fonction auxiliaire

o (1) @y(—1)
(1—3)5+1 (14 3)%

pour obtenir la formule approximative cherchée.

Or
D(3)= D[N, 51 (1) + (= 1) AGE gy (—1)] 57,
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et il vient par conséquent

. N A t2a—1)
= AR 0,1 + (=1 g () 14 0 ()] o) |,

d’oti la formule cherchée pour 'intégrale i,

()

i,= _&,?_)./n — ) L+ o(1)
/ -
1‘(§>r(a+l)1‘(x+ il
= (—1)" —— . — ——— (1)t e o () [+ 0 (0).
> 1())1‘(' >

Enfin (55) nous fournit pour 1" le résultat suivant :

— 38

l‘(o+1)l<)\+

e 1‘<>‘+ é) 1<9)

Cette formule approximative nous fournit la condition nécessaire
et suffisante de la sommabilité (C, &) de la série (1) pour IR R
dans le cas considéré. On a le résultat

183 = (— 1)" Ag(n 4+ 1)1 =81 +0(1)] +o(1).

Hmb¢h—=—0 - st d>s5s—1,

n=x
>

mais 19" oscille sans tendre vers une limite déterminée, si ¢cSs—r1,
les bornes d’oscillation étant finies pour ¢ =s — 1 et infinies pour
¢ < s — 1. Donc le théoréme 1I, concernant la sommabilité (C, 2)

de la série (1) pour 1<% < 2% et énoncé dans l'introduction, se
trouve établi.

Pour étudier le cas général nous supposons que non seulement le
produit

-
[sin26’sin?*(o + 9')])‘ IF(9, 0N,

mais aussi le produit

-\ &-2% 51
<cas g> [#in?G’ sin’(cg——g’)]L HIF(0, 0],
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ou v désigne comme toujours la distance sphérique des points (8, ¢)
et (0, ¢') et ot ¢ a une valeur déterminée comprise entre A et
2A(A < 8 < 21), est intégrable sur S, ce qui assure I'intégrabilité du
premier produit. Sous I'hypothése faite, il est facile de démontrer la
sommabilit¢ (G, > 1) de la série (1) au point (0, ¢) considéré. Il
suffit d’étudier Pintégrale 1'%*, définie par (53) et dans laquelle
celte fois-ci la fonction f(v) est telle que le produit

S <sin %)2)\ <cos é)a

est absolument intégrable dans (o, ©).
“n effet on a

] T y s 7 2)
22"/‘ V()] (cosi> (sm ;—) dy
. »\ 8 S EIN 1_
1 n om | 5(7, l\b)l(c‘)sé)o (2 sin g) (sin?y)* )
- ;f f Ry dy dy
ATy == (sin®y sin?g)?

i B O o y d-21 ,
[ffl ( ,wl(cos;) da’
L =g.
2T Jg [sin?G’sin?(CP—CP/)];—)\ -

Nous avons donc

™

4
. n--1 [
6,0 — _— o "
Ipn= _'/ +f =+ e
T—2 T—E 14 1
2

”

En appliquant a 'intégrale /', I'inégalité (25), nous obtenons

n o1

., (” + l))__g 2 n+i . ' 1 -
=0 (——sjg'—»/,—r‘_s |/ (7) | siny dy +O[)z+l ( s)“*J

COs —~ Cos —
2

N

"HIf(“/) | (Si"%y[(n + 1) cos %]).—o <cos -Z-')i{y%q.() (n_-:-'f)

ﬂ—eéyén'—’g#’— et A< o< 2],

Journ. de Math., tome III. — Fasc. II, 1924, 22
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on a
[(h+|)c05] 5[("+')COS<§ ;'_r :_)Ya
— [(n + 1) sin G ——!T-—>‘|
ot i) =

donc on obtient

1

TICNCIR

o)

(

+O< )
Il+l

D'un autre cOté en nousappuyant sur 'inégalité (37), nous avons

1t - Ca (R | 22-8 T -
ilnl = B(Tr ) B.Hf l/(y)lsm.;.,/(/},
- 1

[‘“ [ /(7)1 <sinﬂ—;>2)‘ <cos %’))? [('1 +1) cosgjﬂ~a dy 2

Sysw et 2A> 0> 4,

‘[(n—i—-l)cos ]0) e [(n—*—l)cos(—'m}%n—_:r:—l)]ﬂ"6
[('l-'r- sm< "_I*_l>]2)‘—
[(n+1)4 n+‘]n_
=

0)—3
e
donc on obtient
LN 5\ 0 A
1,,_.O\f y).(sm—) <cos">ody(.
. * ’

11 vient, en additionnant les résultats acquis,

ol 7 L (an2)” (oo1) a0 )

on a

[

o7
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et la supposition de I'intégrabilité absolue du produit

f(y)(sin%)ﬂ (cos %)6

dansl'intervalle (o, =) assure que le premier terme du second membre
de cette inégalité puisse étre rendu aussi petit qu’on veut par le choix
convenable d’un assez petit ¢. Donc il est démontré que I'on a pour
la valeur déterminée de &, laquelle assure P'intégrabilité du produit

i (sin?)” (cosZY

dans l'intervalle (o, ©) :
R A R _'!)_z I 1
S 9 = Rl < 6 +O[(lt+l)7~]+0<lc+l>’

olt ¢ est assez petit pour satisfaire aux inégalités (47), (51) et &

I'inégalité
o [ 1 (a0t (et
T —c 2 2

1 o 1
+0(m) <6 o)

quelque petit que soit «. Maintenant, aprés avoir fixé ¢, nous pouvons
choisir un assez grand N = N (g, «) tel que l’on apour zZN

[FEH(0, 9) — FP | <.

Nous avons démontré le second théoréme, concernant la sommabi-
lit¢ (C, 2 <8< 2) de la série (II) et énoncé dans l'introduction, &
savoir lethéoréme :

Lasérie (11) d’une fonction F(V', ') est sommable (C, h < s < 2h)
en un point M de 8, ow existe la valeur moyenne F'\", st pour la
valeur considérée de ¢ le produit

y o2k . r—d )
<cos;> [sin?® sin®(¢c — 0")] *F(F, o)

est absolument intégrable sur S, v désignant la distance sphérigue

des points (8, 2") et M(0, 3).
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A laide de ce théoréme général, il est facile d’établir qu'il n’est
pas nécessaire de supposer dans le cas particulicr traité au commen-
cement de ce paragraphe la fonction

P, ¢') = (cos ,f) F(', ¢")

holomorphe dans le voisinage yZ= — < du point W (y==) sur S
! .
pour assurer la sommabilité <C, 0 ? ?__,> de la série (I1).

Soient en effet le produit
[sin®d sint(o— )] " F (S, o)
absolument intégrable sur S, et la fonction
Fi (6, o) = <cos—> F(9, o)
bornée pour y2 = —¢, ainsi que
Fy(m—0, m+9) =A,Zo.

On a pour & >s — 1

| F(&', @)]<cos§>o‘9)a’o
ff [sint0'sin(p — /)] " f 1[[

1 F(%, o) |ds’
_Oi f‘[[%m |9’5111’(: wa)]; "§+ ‘!f (sin? /smzdj)
=00)+0 (/‘;<cosE)bz)‘.s(sin«/)‘-’ld-/] N

-

2

[ F (0, 0 ) ((‘os />"—2'_ de’

=0(1)+0 (cosm)a‘-‘sinmde

S—
wlA

[ At
=0 +0 fl’,rsd(] O(l)_g_()[6 ([ 1)1 O(l) (0>s—1),

ce qui permet d’appliquer a la série (1I) le théoréme général, ou

0>s—1 (6>1).
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Néanmoins I'étude de I'intégrale ¢, faite au commencement de ce
paragraphe, n'est pas inutile : nous avons établi que la condition
8> s —1 est non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour la
sommabilité (C, § > 1) de la série (II') dans le cas particulier

RO, o) = PRI
1(0,9)_(c052) F (9, o),

ot la fonction I, (0", ¢’) est holomorphe pour y2= —¢, et 'on voit,
par conséquent, que 'on ne peut pas diminuer davantage la valeur
¢ > s — 1 dans I’énoncé du théoréme 1.

On remarque que la sommabilité (G, 3), ¢tablie dans le théoréme
général, est uniforme dans tout domaine A, qui est entiérement com-
pris dans le domaine T de continuité de F(0’, 2), si la condition de
Vintégrabilité absolue sur S du produit

A\ h—
(cos ;> [sin*d'sin?(0 —o')] "F(0, o")

-

est remplie pour tous les points de ce domaine A.
Le cas particulier A = % compléte la théorie de la sommabilité

<C, g > i) de la série de laplace. Envisageons le point M(0, o) sur

la sphére, ot existe la valeur moyenne de la fonction I' (', ")

L
F("'):: lim !

27
(0, o) ds' = lim — 20 ,
[=u ZﬂsillL£=lF(6’ @) ds _Yllg\l)?‘ﬁ\/o‘ F(y, Ll})dLTJ

On a le corollaire :

l.a série de Laplace d’'une fonction V', ') absolument inte-
~ I . .
grable surS est sommable <C, ¢ > 5) au point M sil’ordres (s < 2)
d’infinttude de la fonction déceloppée au point W, diamétralement
, . , 3 3 s
opposée sur'S au point M, ne dépasse pas 55 pour s>~ la série de
Laplace n'est sommable (C, 6 < 1) que pour 5>s —1. Si lon

8
o . SNE
~suppose Uintégrabilité ab;olw: sur'S du produit (cosé) L F 0,99,

alors la série de Laplace est sommable au point M <C, o> é) - La
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somme de la série est égale toujours a lavaleur moyenne de (1, 2"
au point M considéré.

Nous voyons que la série (1) d’une fonction contlinue sur toute la
sphére y est uniformément sommable (C., ¢) pour chaque ¢>% et a’
pour somme F(0), 2).

Dans le cas particulier

10, 9) =/ (cos 0) = f (),

la séric (I1) se réduit a la série (1), I'intégrabilité absolue du produit
: L
[sin®0 sin*(¢ —o")] *F(0', o)
3 1
-sur S n'est que 'intégrabilité dans (— 1, + 1) de (1 — )
et en placant le point (1, o) au péle de la sphére S, nous avons le cor-

v

rollaive suivant de nos théor¢mes généraux :

-

Le de'vcloppemcnl ultrasphérique

I'(n

M) flerm e N )

(i)’

2 2

d’une fonction f(x)est sommable (C,e = 2%) en un point fronticre

w=4+1|e=— 1] de lintervalle (— 1, +1) acec la somme
oo , |

S(1=0)[f(—1+0)],st le produit (1 — ) * f(x) est absolu-

ment intégrable dans (— 1, +1). Si la fonction f(x) en un point
)A + 1
<

nt O)l(2h) 0 ‘”f(y)l' (y)«/»
B (el “'“)/ *********

Sfronticre oppose w=—1|x=+1]|devient infinic d’ordre s <
|s <A + o en verlu de Uintégrabilité supposiée du pl'odlul

(r—a® )
mable (C, ¢ < 2X) pour chaque ¢ >k, mars pour s >

w-— 2

L], e s(/u'(l) pour L—+ll——-—l| esl som-

Loelle ne

N N .
Pest que pour 6 > 28 — 1, ses moyennes d’ordre 0= 2s — 1 oscillant
sans tendre vers une limite determinée pour n—=. En général,
Pintégrabilité du produit

(1—a2)"” (l+l’> lf(»’r
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.

dans Uintercalle (-- 1, + 1) est la condition suffisante de la som-
mabilité (C, 852) de la série (1) pour x = +1 et de méme Uinté-
grabilité¢ du produit

|f(.-1c)|(|--|-.‘1:))"”§(|-——ar)T pour x=-—1.

. . l , .
Le cas particulier 2. = - donne pour la série de Legendre le corro-

laire :

La séric de Legendre d’une fonction f(x) est sommable (G, 1)
en un point fronticre x =1 |r = — 1| avec la somme [f(1 —o0)]|
Lf(o=—1)], st f(x) est absolument intégrable dans (— 1, + 1).
Si le produit

~

6—1 & —1

(1) T LAY Lresp. (1 —2) T 1 f () |3

est intégrable dans (— 1, + 1), alors la série de Legendre est

s | . . 1
sommable (C, S i 1 > enunpoinl v =+1lxr=—r1].

Quant & la sommabilité (C, &) de la série (I) en points intérieurs
(x| << 1), I'étude directe de la série montre (') qu’elle est sommable
(C, ¢ =2%) en tout point intérieur x, ou existe la valeur moyenne

igf(:c—o)—*—f(w—ko) s

vers cette valeur moyenne sous la seule hypothése d’intégrabilité

absolue de (1 — x’)l_%f(x) dans (— 1, +1).

6. Les moyennes s (cosY) de la série () ne sont jamais négatives,

si¢Z2A + 1. M. L. Féjer 'adéja établi dans les cas particuliers A = %

et A—o, c’est-a-dire pour les séries (ga) el (9b). Dans lecas A =o
il a déduit ce résultat

n

n—m-1 N < <
+2—+—cosmo;o (n=o0,1,2, ...,0;05¢l2T)
n—+1 CE = :

w |

m=1

(') E. KoaBeTLiANTZ, Comptes rendus du 14 mai 1917, théoréme C.
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de I'inégalité évidente
te}

n
in{ o> — c o< <
sin Am+; ®Zo0 (n=o0,1,2 ...,0;050527).

m=0

Il est intéressant d’observer que ce résultat de M. Féjér, qui cons-
titue la base de toul son Mémoire célébre sur la sommabilité (C, 1)
des séries trigonométriques de IFourier, est trés facile & déduire des
raisonnements de d’Alembert, qai déja au milieu du xviu® siécle, a
rigoureusement démontré (') que la série

€OSP + €082 + €0$3 @ ... --COSNQ +. ..,

c’est-a-dire la s¢rie (9 @) sans son premier terme, est sommable (C, 1)
! .«
et a pour somme s = — .. Cependant d’Alembert n’a pas tiré toutes

les conséquences de ce fait.
Quant a la série (9 /), M. L. I°¢jér démontre d’abord que I'on a

1 S (L
(56 a) rn(g)(y)zEP,,,(“Z)(cosq))io (n=o0,1,2,...,%;0Zy%m)

m=0

et puis en déduit I'inégalite

1.2

(56 0) Gn(z,.;-)(cosy)zz(n—m+ N (n—m+ 2)<m N ;_) l’,,,(‘l’)(cosy);o.

m=0

En formant

o((;.’)\-H,))(cosy) — A%z).q-n._.__ 2 el 52214—1.)‘)(0057) =40} +1) cos’;,

on voit immédiatement qu’elles nc sont jamais négatives. Soil done
nZ2. Nous allons d’abord démontrer I'inégalité

(56) o@+1¥(cosy)2o0 (n =0,1,2, ...,0;03y%T,

;?\>o>

I
2

I o . .
our 0 < A < - et, dans ce but, nous subdivisons 'intervalle (o, =
P 5 o y

(') Opuscules mathém., t. &, p. 156,
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en trois intervalles partiels

. 1+4 = . 1+~A T I+A T

H=(0, ——=~}> e =y — ——— —
n-4-2Ak 2 N4-2h 2 n-4+a2h 2

i 1+A 7 z
T\ e 2

Soit d’abord y compris dans I'intervalle 7,

et

1A . I+ A T
— ~IyST— -
n—+2»ka=1% n—2k 2
Ona
- A1+ 2)
1) \’I+l/\ o R ISR
l }.40 CO%/) (,___z)'z).HT).-H’
0
oll
T=1—2zcosy+ s'==(1—ze¥)(1—3e7).
La fonction ©(z) n’a sur son cercle de convergence || =1 que les

trois points singuliers z, = ¢™, z,=1 ¢t 5, = € el cn appliquant la
méthode de Darboux, nous devons développer en série de Maclaurin
la fonction

| —i
D(:) =[o() = ¢/ (1= 2)] ——t -+ | —HE

(:):)———‘(,lf:) et U(s)= A1+ 3)

et T (l . :)2)\-;—1 (l___ = ei}'))»-i-l ’

-G

La faute commise dans 'application de la formule approximative,
déduite par la méthode de Darboux, est inféricurc au premier lerme
lclelc et 'on obtient, cn ne«*lmeant les plelmels termes, correspon-

dant aux points singulicrs ¥ et ¢=7, ctle second terme cou‘espondant
aupoint z,=1:

g (cosy) = Ao (1) + 0, A= o (1) ] + 29, AN | R[ L (e-) el ] |;

lestonctions 0, = 0,(y) et 0, = 0 (v) sont env1lcu[‘ absolue 1nfencures
a-l'unité.

Or
, o (1) = — — L(2) +1)

Lo\ 2hr2 242
<2 sm—> kz sm—>
2

Journ. de Math., tome IlI. — Fasc. 1I, rg24. 23
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et
2

)2 '
(;), si1\-§>g " (2siny)*

[R{g(e M) ™[z (M) e [ = | §(emi) | =

Par conséquent on a

X - 2 ) AEN (2 - ) A@- Al AP
a"l o "(cns /) = Nt ( o\ N 2)‘-;--:' .
<’sm/> (2 sin ’:) ('_).sin-./;> {2siny)h
2k \l'/\ ,A,‘ . Z(—q_)__j. )) _—“\“71 s

<>sn|/>)“ ' Bt ()""/)' \'o'\ .

Il s’ensuit que

0'},’17"”""’(0057) 0 POUE T—= YV Y

= M ea(d)
- l\ (n-i— )/)'
en posant
(74 22 AR
A+ K — 227y’

9.(3) =

puisque alors

(2 siny) . (:'!f/,>"}; <t/'12\)"1 Ang o))
T T AP (- — a2

ce qui entraine

M2k n_ A <
n2h (2 5;,,7)). A;Ie‘m =
Or on démontre aisément 'inégalité
(37) 7‘/%(7\_);3(14—7\) </z;z, 1<%>.

Posons

fuO) =log) 22— 5 1y <1+

1
n()) P 11+?.)\>

)\ 1
log{t—-————— ) +log(t— ——
+log N 201 S n+1+4+h—2a2)’
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d’ou
A — e 1 o 2).»—+— 2
Sa(d) = l(]"(l TaE '.>.7k> T (k) (n Ak )
nt . 1— 42 )
T (R0 (R4 oh 1) (4 kh—2h)(n41 4 A —akY)
Or
1 1
q log<l+ n+:>.)‘><n+9.)\’
onc

fi)<o (n?‘a,o;l;t%>,

puisque le second membre de Pinégalité précédente est négatil,

'R . 1
comme on le vérilie facilement. On a done, pour nZ2 et A <L o

. — .-?/H-l(o) — e ALY e — ~. 1
Jo (W) < fu(o) =log %(0»-)'- = log A= logi=uo noa d < 5 )
d’on
Qnt1 ()) Fuld)
Ll L = edath < (?".__ i,
, . ‘-,’n()‘)
c¢’'est-a-dire

Dt (1) < 0a(3) <2y (B) <o o< 0a(R) < 0a(R)e
- Or, pour A% '),

(2 - 2R AP
AP (2 + 2 —2h2)
(ceM)(at+h)
(14 20) |2+ A(1—22)]

0:(}) =

=[2(1-+2)] <[20(1+ N\

d’ou découle linégalité (57) et l'on voil que Pinégalité (36) est
démontrée dans I'intervalle 7,, c’est-a-dire pour

x—f_-_?g '
n-+22 2

L+ A
n+4 2k

SY=T—

LR}

Passons maintenant i I'intervalle ¢,, lequel cst défini par

L l-}‘)\ E
0:/"‘11—&—2)‘ 2
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L’identité '

- 1+ 3 1
——— == 4

(1 — -)e).ﬂv'lf‘}:ﬂx" Tra= (== cosy + %) (I_S)z)._'le’

qu'on peut transcrire
= ®
- N
2‘ 7,1 (cosy)sn

[t}

= »
N (el - N1 1—cos(n—+1)°
ZG‘&?"“‘"‘(COS‘/):”:l. .\,‘—) - __( S )/ -n

1-— cos
. /

D

ol 'on a pos¢

n
A Q- e N 2 — B 57
‘.‘u'. ((‘05/) - >.u \5(.‘/ m” 1)‘,:,‘(005 /)‘

m=q

nous fournit la relation

R N < O N
a1 (c057) =1 X pu- w(c057) = (cosy),

ad
=
\
ou
. 1o\ ¢?
S
p,,(COS/):; ——7——— Zuo (oiy_.my n=uo, 1,2, y 2)
\ sin ~
2

On voit qu'il suflit de démontrer 'inégaliré

(93) i (cosy)Zo
S 1A = 1+
oLy 0y = — ou n— 1Y =T
) = n4-2k 2 n—+2k 2

pour vérifier que I'inégalité (56) est aussi valable dans les intervalles
i, et Z,. lin appliquant la méthode de Stieltjes, nous avons 'expression
suivante de la fonction =" (cosy) :

e (cosp) = osir

2380t A

'\ . . S (1 — u)~* w1
-+ R c—:’]JH-:/.)\;»—al.m/ o
[}

N Y Y '.!i *
3 -y
P—ue )

N N !
/ (we N —eM (e

a1 Y
“u—\h-m(l — “)~—21.((u

(1 — 2wcosy + uyr

Mais
W AR

[ Y -0
kc e 2

-~ e Y
) o hare laur.'|-—- tang ,
J=(t—2ucosy + u*)e =

i
2

ct

tee AT ’ R )—. i‘l“:+art‘lnng [ﬂ l;ln;:‘(:li
(e —eM)r= (1 —2ucos2y +u*)*e ! I '
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Donc on obtient pour le second terme du second membre de l'ex-
pression précédeante de la fonction 7' (cosy) la forme suivante :

n

/‘ wn='+cos[Q(u, v)] du

2
<o (x—u))~(1—2ucosy+ui))‘(l——fzucosay—l-ul‘)i
on

1+ u Y
cos[Q2(u, y)]=cosQ=cos{(n-+2A)y —2din+ zl‘arctang[ 1+ langﬂ
I 11

<+ Aarclang — langy i’

donc le second terme — et avec lui la fonction 71" (cosy) — est

. . . ™ .
ositif, si cos Q2 0. PouroSv<-etoSu<ri, ona
9 = b

==

< 14 -T
oZarctang ; tangy ;;y

23
ainsi que

)

o |

“+u 71
tan"‘—/-‘;
—u

- {
ogﬁl‘clang[l g5

-~ 1 .
donc, en supposant A< -5 on obtient
4

—=x—2AnSQ(u, y)S(n+ 27\)7—).§

1+A ) - .
= et AZ, on a cosQZo, puisque
2 4 =

, . N ~ ’<
ct Pon voit que, pour 0Svy= -

s T . < .
alors [Q[S -, quels que soient oSwSt et n=o, 1, 2, ..., %. Soit

maintenanl ¥ == — 2. Siy est dans U'intervalle ¢, on a

~

. 1+h T
< 3 pour na.

™
0;9_ * 7
n -+ 2 4
Pourv =% -~ o,-on tr
vy =T -- 9,-0n Lrouve

Qu,)=2(u,m —9)

: Iy 1+e o\
:/11:—-[(1¢+27\)'.o+7\a1'clang(l utangga)-alarctang(l l‘col;>]~
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Il vient donc pour y = = — o, en posant
Q= (n—+2l)og

1+
+3are lang(

-+ u

—_— —u

u ! )
langq)——alarctang( cot —)> =(n+22)0+hw(v):
& 2 o

cosQ = (-—1)" cos L.
Or 1l est facile d’établir que, pour 0575 ——

dans l'intervalle <-— Az, %) Ona

>> (), est compris

R 140 9
w(9) == avc tang (——— tangy j —2arclang | ~ - —col - )}
' C\1l—u Y Y\1—u R

donc
dw 1 — u? 1 — ut -

—_— = -+ - 20 o u S
dv 1—2ucos209 + «} 1420 COSY - 0= (ozusn)

ct, par conséquent,

TIOR3 BRI

ol

T 1w 14 u 37
Y()=w (7 = arc tang ~ } — 2arc tany mn:_-——\-)-
N ! y 1

- u

Or, on a
4&(0):4/(])—_‘— T;.’

o) <o, ¥(1)>o0 et V(1) > o0, d’ou l'on déduit

S(u i'—‘:.

‘( )-‘ Q
“ . DRI R
Définitivement il vient, pouro S9S—— -,
T n+2Aa

B i

~ARE= (4 20)9 +he(0) S+ 1) S —2

w1

) . O > N e o . . ‘L
et l'on voit que cosQ,Zo, si 0593 — 3 Or, pour n pair

(n=2,4,6,...), cosQ =cosQ,; donc il est démontré que I'on a

. ~ . . 1 '
w¥(cosy)Zo dans l'intervalle 7, pour n =21, et A 5 Pour compléter
4
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-1 « . . .
le cas 0 <A< 7 il nous reste & étudier le signe de la fonction ¥ (cosy)
4
dans l'intervalle ¢, pour » impaire; n = 2n,+ 1. Ce dernier cas se
laisse traiter par unc méthode directe. La formule

(BN EE NEY) Te , VT — A ldY
PO (cosy) = 21‘2 )A,,,\. l E)?l) cos[(m+ 2T —dn)|d3
() (siny)

v (cosy — cos )+

permel de vamener la question & 1'étude du signe de la somme trigo-
nométrique

n
s LY [T U T - - . ~
2 () :2..‘“""'-'"" A2=Veos[(m+NF—2z]  (ySFin).

m=9
(IS S . . T . .
Pour =°y2Zwn— ——— = < varic aussi de @ — - = jusqu'a @
- n o+ 2k a n4-2ak a
. e Y N
et, en posanl 3 == — Y, ona 034 ———" " quand y se trouve dans
=TS p4-2h 2

Pintervalle 7,. Vu que

cos| (m—+ 1) (r—) —ir] = (—1)”cos{{m + )],
on a

n

. oM(F) =P ()= E (— )M AR AR cos | (m 4+ A)Y].

ne =90
Soit maintenant n =2r+1(r=1,2, ..., w);ona

24+ r 211

B =X=X+

m=0 m=0 r41

.|/ 1\ ,’ l“\ . . . 1
= 2sin l(/ + A+ -2-> {;J >_{(—- DRAD-DAD=D sin [(1 +5— I)l>L'(J

m=y
et 1l suffit d’étudier le signe de la somme
)
”
. 1
2 (=)™ AGYARTD | sin [(1 —m+ ;> L!J]
m=0 -

¢ 1+2 © <X g
pouroSds » 5y oun=2r+1. Or pour (r—+ ;)< d’un coté

T n420 2
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on a, quel que soit m<r,

. 1 < 1 T
sin [(; —m -+ -> Lb] Zsin [(r— m-— -) x};] (d/ S )
a 1

Y n
et de 'autre coté

AL} A @h—1) > A k=1) AR
-\m *\2r m4-\ :~~\m+l A

s e 3l
2r—-m O;""::’,0< :; *

PPar conséquent, le signe de la somme en question est celui de son
premier terme et I'on a pour =

™

Ar+1on
) Zoe (11:21‘—%—1\(»}'@; ;);

ce qui entraine l'inégalité

b (cosy) o

- 3 10 T ">
n=ar-+1, 0 W ——— - LYim
L0 A naakal=

ct ainst compléte I'étude du signe de cette fonction dans les inter-
. . -1
valles 7, et 7, pour o < A3
4
L'identité
1

EgT '—:‘ ! '2)
(1 — :)!I.'l‘h )

¢'est-a-dire I'identité

x

= I3 2
Y Y 3
N s (cosy) = [2, ot (o) |
o )

nous fournit la relation

."‘u‘ (C057) = Z “nlm (0057)7111- (C057)~

m=u

. - . 1 I .
et P'on voit que la restriction A<+ se trouve remplacée par la condi-
A

- -1 o oo ~ ) ’ ~ ’ N »
tion A - L'inégalité (58) est donc démontrée. Eu égard & (560), on

voit que linégalité (56) est établic en toute rigueur. Pour 'affranchiv
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de la restriction accidentelle 2.< < 5 nous envisageons l'identité

(1+ )(.+ 3)

= ,2_)\.:_*—.[ )‘(|+3) i
- 22 (1 — ;_)21»1'[‘)‘4.1 (l— 3)\/1‘

(1 — 3)h 1‘ ':'

. . . 1
qu"on peut transcrire ainsl, en posant y. = A+ 3"

>’rs:

Ly

E:ng\l:’ua\-l.un (‘0\ ‘ ?:_uo.-l-k-ll\(u)\/)',\ i)(COS‘/)§.
)~ = .
Klle nous fournit la relation

hgrtii(cosy) = p? g “(cm/)g,, ?,,(cosy) (H-_—')‘ -+ é)
m=u
‘n s’appuyant sur cette relation et sur les inégalités (50 a) et (56),
on démontre par 'induction compléte que P'inégalité (56) est valable
quel que soit A > 0. On a donc démontré pour ¢ = 2A + 1 le résultat

(d9) .v‘,?""(cosy):_;n (0Z2d+1,A>o03n=0,1,2,...,00;02737).

Ce résultat est a fortiori valable pour ¢ > 07\ -+ 1, puisqu'on a
pours’ >¢

n
a,s Wl A . ,
ai T (cosy) = M AT i (cosy)  (3>0).

m =0

Observons, pour compléter ce résultat, que la méthode de Darboux
nous fournit pour ¢ << 2 A + 1 l'expression suivante de la moyenne

.\.-“'3,).) (cosw) = .\"I'l;-)\) (—1).
c'est-d-dire, pour y = %,

< A 5
Z;"U(’?‘M(_—l):(1—;)6(1—5-5)27""' (0 <<ad—+1),

D(s)=2=8a Y (— 1) A"
o

Journ. de Math., tome III — Fasc. II, 1g24. : 2/
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d’ot
5. &G “/-—1) . Aeh
St ()= A = R = 270 (— 1) K—’(’—f; [1+o(1)],
n n

ce qui nous montre  que Uinégalit¢ (59) n'est pas salisfaite pour y = =
el n=2r+r1,si ¢ <2A+1. Par conséquent on ne peut pas dimi-
nuer Pordre = 2X + 1 de la moyennc s> (cosy) dans I'énoncé
du théoréme exprimé par linégalité (59), si on laisse y varier dans
tout intervalle (0,=). Au contraire, si 'on suppose que y reste com-
pris dans I'intervalle (¢, = — ¢), ou < est aussi petit qu'on veut mais
fixe (¢ > o0), on démontre, en employant la méthode de Davboux, que
Vinégalité s (cosy) o a lieu déja pour §> A + 1, si I'on a soin
de choisir n suffisamment grand, n > N (¢).

in nous appuyant sur le théoréme établi, nous allons démontrer
que les moyennes arithmétiques d’ordre ¢ 2 A + 1 de la série (1)

() F(9, 0) ~ ;‘— n+7)ff (', o) Py (009/2{_(_9'_1 (3>o0)

S[sin26’sin?(o — o) 2

reslenl toujours comprises, quels que soient n =o0, 1, 2, ..., w ct le
point (0,9) sur la sphére S, ol 'on considére ces moyennes, entre les
bornes supérieure et inférieure de la fonction développée surla sphére.
Soit donc ¢ Z 2 + 1 et désignons par M et m2 les bornes supérieure et
inférieure de la fonction I'(0,0) que nous supposons bornée sur la
sphére

milF(0, 0)SM (oz0Smy 0 0ian).

La moyenne arithmétique F'**(0,%) d’ordre & de la série (1) s’ex-
prime par l'intégrale

‘ 7y oG 7 - —
[«(0,/1(9 O)_ )ﬂ f/ r(67 ¢ )"‘n ! (COS/);{:‘;’

[sin®@' sin?(@ —0o')]?

d’ou, pour 2Z2h+ 1, I'on conclut en s’appuyant sur (59) :

«15.70 N '
’n___ff (COS/)d'J — ;[‘1”37\(/], :P)

Ssin?f sin?(o — o )]

(M__ff 5,22 (cosy) do’ .
3 ’.;_I‘

S[sin? sin?(9 ~— o')]?
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Or, en prenant I (0,2)==1, ce qui enlraine aussi F* (0, ¢)=1,

on a
/‘f s8¢ (cosy) da’ .
)
—A

$[sin?@' sin?(o — o )]

donc
m<F3H (0, 0)5M (0Zad41).

C’est cctle importante propriété qui distingue les moyennes d’ordre
8Z2A + 1 de la série (I1) des moyennes d’ordre & < 2A + 1.

Une aatre application du théoréme (59) de ce paragraphe est la
preuve du fait, que le systéme orthogonal ultrasphérique est complet.
Il s’agit de prouver que I'on a toujours

(60) m]z__/) L/ )] dx

2= 1=

n=0 —1 (]’_L )

(*>o0),

ol f" est le coefficient de IFourier dans le systéme ultrasphérique
normé, c'est-a-dire

1
;

\ 2 . sy
£()r(3=) _

(1 — t¥)?

(n=0,1,2,...).

Il est bien connu (') qu’il suffit de prouver (Go) pour les fonc-
tions f(w) continues. Soit done £ (&) continue dans (— 1, + 1).

La série, qui figure dans le premier membre de (6o), ne peut étre
que convergente ou essentiellement divergente. Donc, elle n’est som-
mable (C,8) quesi elle converge et ayant prouvé sa sommabilité (C, 8)
pour une valeur (uelconque de ¢ > — 1, nous établirons par la méme
sa convergence et trouverons la valeur de sa somme Appliquons a la
série (()o) la méthode de sommation (C, o) avec$Z2A +1j0na

r'd) l(ll+ll( )
[‘fm l<i)l(l+/)( +1) T'(n+ 22)
+1 ; ;
" FL0) f(9) PR (@) PR (0) da do
=< o
j f [(l—lt’)(l——(fz)]?

(') Stekrory, Sur la théorie de fermeture, etc. (Comm. de U Acad. des
Sciences @ Petrograd, 8¢ série, t. 30, 1911, théorémes V-VII)-
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et la moyenne s de la série (Go) se trouve exprimée par I'intégrale
double

)

1 /“f( @) f(v)Si37 (uw, o) dade
1

SYs [— ) (= o))

5) —
s\ =

ol S (u,v) dénote la moyenne arithmétique d’ordre & de la séric
ultrasphérique

_._.__,..L \ (n _*_7)1("‘*‘1)[ (2") PO () PO (),

1‘(1).l‘<1+7-.>,,~0 T(n+22)
2 2 )
En s’appuyant sur la relation (4)
T'(}) » (n—|—l)I‘( ) ; 1/"“ o ;
: p(/) h P‘,:,n 2y — . sing ./»ll)}l/.) COSA)({?’

2 2

ou
cosy == U ¢ + coso /(1 — u?) (1— ¢?),

on trouve

™
- 1 ) L
St (u, ) = f—rf (sing)* 152" (cosy) do,
Q

ol s (cosy) désigne comme toujours la moyenne de la série ().
Nous avons Ja conclusion

SEi(u, ¢) .o (—12u, 95413 120,1,2, ..., 030 22 +1)

pour G2 2 + 1, quels que soient # =o, 1, 2, ..., % et «, « dans l'in-
tervalle (—1, + 1), et puis, pour 2> 2k et u £,
(6v) lim S3M (u, v)=o (u =, 6> 21),
N=x
et (61) a lieu uniformément en # et ¢ pour |u — ¢[2e>o.
Eu égard 4 (61), on obtient pour 6 > 22

T J S ) Sy v) da
1 1 -
—t (I-—p")ia—)‘ g~z (l——‘ll."’)—'-’mh

lim % = lim
H=» n=x

Or, pour 22X +1 ct ¢ suflisamment petit, on a, quelque pelit que
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soit 7 (7> o),
" L)SEN (u, 0)d BN (1, 0)du TSBN (u, 0) du
f J(u) (u, (I) w — £ )/‘ (1ey 0) : <.n/‘ ( 1 —,

1
8 - -
— u? )2 (- u?)? U (— )

puisqu’on a, eu égard & (2),

f“ SEM (u, 0) du _ AL(R) f“ du .
1 ST r<'>r<l+1> -1 0yi™?
2

(1—u?)? - (1 — u?)

N N
Donc on trouve, pour s2A +1:

f“ [F(0))2de ["S@M (u, 0) du

lim s =1im

woow "o L—), J - ‘__/
TN (1— )2 VTR (t— )
— lim [*‘ L/(v)] do f SEM (uy v)du _ f*‘lf 0)Jde
- n=x l._‘ .l...‘, - l ).
: 1— ¢*)? e (—u?) U (1— et
( ) (

d’ot la conclusion cherchée

LA de
LS Siap
(r— )2

Pour conclure, appliquons les théorémes des paragraphes 4 et 5 a
w
_2 ¢> ; enladéveloppant

C. Q. F. D.

2 L/iH]E= llm Sp= hm s =
n-=

I'exemple particulier suivant : soit f(x) = (1
cn série (1), on obtient

9 ® it N . L
( 11— L> ~ Z i PR () <b) <1+ a) »
©

. 291 (%) n+x ot P (1) du
C._I.,mi: _ -
! r Ly, r i )] Al"‘ZL—”‘/—I (1 — w)® (1— u?)
r(z) i)
La relation (')

_l‘(?x) [ /‘“P;;“(u)d)(?)du: 21-2T(2)) f“(‘i["(['( C— )" +h- "Edu,
1 20—1) LY < 1 ur .
r <§) ATy (1 — w?)? ’ 2] (n—i—l-i— -2->

(') N. Niresen, loc. cit.. p. 102, formule (6).

—X

|vl~

—1
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nous fournit, eu égard a

d'f(1—u)y*] T(n+wn)
dut T Nw) (1—

(1)-—It-(v)’

et, en employant la substitution 21 =1 + «,

cf/;’-,“”,—_: 2.[‘(2)\)\ r({‘l “4- w) n—+ A f1 ~n+7~§(| N T))-—é—l" dr;
T<l+).) () l‘(ll—i—)\—k-l-)
2 ; 2

A 1 . . - 1
donc, grice & la restriction w <A -+ 5» on trouve

o 29T(0) 1‘() S w) .

N T o
>(n+)\)l‘(n (n+ )

(l—*-'l')")N /1N . nad . +27.+l——0))l)"””("v)'
l. (5)1 ({:)) 0

Lasérie (62) généralise le développementde la fonction 2°(1— x)
en série de Legendre, dont parle Stieltjes dans sa letire (*) a Hermite
el qu'on rencontre chez I'. Neumann (*). Ce cas particulier de la
série (62) pour A = ;a été envisagé aussi par M. L. Féjer (). Iin
posant dans (62) @ = cosy et en passant a la limite pour A =o, on
obtient un autre cas particulier

v\ 2l <——0)> ‘1 U(n 4 o) 1
(sin£,> ~N—_— - Z——— cosny <w<—,7\:o>.
\ 2 \ 2 I'(n+1—uw) 2
( >l(1
‘n posant dans (62) @ = — 1, on a la série
2")~f(?\)<7\+ i—m>
(63) 1V ‘_‘. 2
I‘(;)l‘(w)l‘(gk)
. < n ' Y(n+o)l'(n+22) ( R 1> .
XZ(—-I) n+,)r(ll+l+27\-—m)1(n—t-1) At )

(VY Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, t. 2, 1903, p. 46, lettre
n° 249, '
(?) Beitrdge sur Theorie der Kugelfunctionen, 1878, p. 133.

(%) Mathem. Annalen, . 67, 190g, p. 100-103, § 6.
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dont nous allons étudier la sommabilité (C, ¢) par une méthode
directe. Cette série peut étre transcrite ainsi :

29T (R) P (—u)du

ce qui donne, pour sa moyenne d'ordre 8 — s, 'expression
q ’ p "y

§(B —

22 1'(}) Lj‘+1 df M (— u)du
YO YIRS
2 2

Ornousavons établi au paragraphe 5 la formule approximative pour

Pintégrale /¥ du méme Lype et, enlappliquant, nous obtenons:

1
(r—w)” (1 —w*)?

o TO) e TO)

CrGGE Y (GG
2 2 2 2
I I
r <;>F (.‘, + A) Ao

ro) T e

Y
ANl
‘\IL

r (1 -+ m) r (). + L. w)
2 2
X

gf+t—20 ()\)

=

[r4+o(1)]+o(1) é,
c’est-a-dire

1‘<A+5-¢>r(a+,)

(65) =1+ (—1)r :
2T <— + x) T(o)

(r1)=E=1 1+ 0(1)] ~+ 0 (1).

La formule obtenue nous montre clairement que la série (63) n'est
pas sommable (C,8Z20--1) el lest (C,8>20—1) avec la

somme égale a lunité, quel que soit o < w <A +;—- Donc, pour
chaque o <\ + —;, ellc est sommable (C, 2), puisque 2w — 1 < 2],
et, pour wZA -I—é, la série (63) n’existe pas, puisque les intégrales

qui entrent dans ¢ n'ont plus de sens. Ce résultat illustre trés bien
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nos théorémes : Sur la sphére S,
2 I

f@m@ﬁzﬂx)z(,_xyﬁ=< T

sin —
2

devient infinic au podle nord ) =o0 de S d'ordre s =20 < 2A + 1;
donc, selon nos théorémes, son développement (II) au point § ==
doit étre sommable (C, 21) avec la somme f( — 1) = 1 quel que soit

~ o . 2
co<7\+;—, sommable (C,0 >s — 1 =20—1) si s=2w>—f—'ct
sommable (C, 2 >2) st s = 2(05——1;——!-- D’un autre co1¢, soil & fixe et
compris entre Aet 24 : A< < 2X. Ona

01
P

I
<A+ =5

0+1

2

s el lﬂ

donc nous pouvons loujours former la série (63) avec w2

. 2 \e A . .
fonction (———> = (sm;) nous fournit I’exemple d’une fonction

1] —
F(0,9) continue partoul sur S, sauf le pole nord de la sphére, pour
laquelle le produit

[sin®0' sin®(o — 0')]' ™ | F (9, ")|

estintégrabie sur Setdont le développement ultrasphérique (1) n’est
pas néanmoins sommable (C, ¢) pour la valeur indiquée de & < 2 en
un point § = = decontinuité de la fonction développée. Il est  observer
que notre théoréme ne permet de rien conclure sur la sommabilité

. . . A . , . .
(C, 62%) de lasérie (63), st o < ~—F, tandis que I'étude directe, qui
nous a fourni la formule (64), donne la conclusion précise : si
0 < A1

sommer (C, ¢) la série (63) et il n’est nullement nécessaire de le
supposer plus grand que A, comme on est forcé de faire, en appliquant
le théoréme démontré, qui ne concerne que la sommabilité (C,¢ > 2)
et laisse inétudiées les conditions de la sommabilite (C, ¢<%) des
séries ultrasphériques. Notre éiude directe de la sommabilité (C, ¢)

» il suffit de prendre ¢ plus grand que 2w — 1 pour pouvoir,

de la série (63) donne pour A = ; le corollaire suivant :
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La série de Stieltjes-Neumann

2 sz(n—w>2(n+‘> HeE®)_pa)  (w<y)

(1—z)» I'w) 2)l(n+2—w)

au point x = — 1 n'est pas sommable (C, dS2w — 1) et lest (C, &)
pour 6>20 — 1, quel que soit w < 13 donc pour = — 1 elle

. . 1 . I
diverge si o2 5» ¢l converge st © <
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