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d’équations aux dérivées partielles du premier ordre ;

Par Cu. RIQUIER,

Professeur & V'Université de Caen.

INTRODUCTION.

Le présent Travail, dont un bref résumé a été communiqué & 1'Aca-
démie des Sciences ('), a pour objet la généralisation des notions
classiques relatives aux intégrales complétes de I'équation aux déri-

' . ds Js - .., .
vées partielles — =f(a;, ¥y 3, -0-)-,> 11 est divisé en deux parties
ayant respectivement pour titres :

Premitre Pavtie, — Principes fondamentaux de la Théorie luyper-
géométrique des contacts; figures enveloppes. (Voir ci-dessous les

alinéas I, IT et I11.)

Devxiine Pannk. — Systémes complétement intégrables d'équa-
tions au dérivées partielles du premier ordre; figures intégrales
Jamilles complétes de figures intégrales; réduction des systémes
quelconques. (Voir ci-dessous les alinéas IV, V, VI et VIL)

I. Dans l'espace [[a,, ¥, ]], nous nommerons fig'ure un ensemble

!

(') Voir les Comptes rendus des »5 juin et 2 novembre 1g21.

Journ. de Math., tome 1l. — Fasc. U, 1923, 2()
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de points défini par un systéme d’équations reliant les n coordonnées,
réelles ou imaginaires, x, y, ...; point ordinaire d'une figure un
point tel, que, dans un voisinage suffisamment rapproché du point,
la figure puisse &tre définie & P'aide d'un systéme réduit d’équations
normalement résolubles. Nous bornant & la considération exclusive de
ce voisinage, et supposant tour a tour que le systéme réduit comprenne
1,2, 3, ... équations, nous dirons, suivant le cas, que la figure est
an—1,n—2,n-—23,...dimenstons.

Deux systémes réduits numériquement équivalents, el, par suite,
nécessairement composés d’'un méme nombre d’équations, définissent
deux figures identiques. .

Si, désignant par p et p’ deux entiers différents, on suppose que
deux systémes réduits, S et S’, comprenncnt respectivement p et p’
équations, et que le premier, S, soit une conséquence numérique du
second, 8', on a nécessairement p<p', ot n —p>n—p/, etla
figure & » — p’ dimensions que définit S’ sera dite située sur la figure
& n — p dimensions que définit S; inversement, la figure S sera dite
contenir la figure &',

Une figure & n — p dimensions, définie par un systéme réduit de
p équations, peut encore se représenter i I'aide d’un groupe de n for-
mules égalant les 7 coordonnées z, y, ... & n fonctions analytiques ct
réguliéres de n — p arbitraires, de telle facon que 2 — p de ces for-
mules, convenablement choisies, soient résolubles par rapport aux
arbitraires : de ces deux modes de représentation, le premier sera
qualitié de réduit, le second de paraméirique.

LI. Considérons deux figures ayant un point commun, ordinaire
pour chacune d’elles; désignons par 2 — p, » — r leurs nombres res-
pectifs de dimensions, et supposons z—pZn — r. Les deux figures
étant, dans le voisinage de ce point initial, représentées, la premiére
(celle & n — p dimensions), suivant le mode réduit, par le systéme
des p équations '

Jilz, v, ..)=o, fg(ar%y, L) =0, ...., Jolz, 3, ..) =0,

la seconde (celle & n— 7 dimensions), suivant le mode paramétrique,
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a I'aide des n formules
rx==E(s, ¢, ...), y==u(s ¢t ...), Ceny
les p fonctions composées

(ATEG o n (s b)y o],

(l) ‘f;’[a(sv ta "‘)a‘rl(sy [,---), '~']v

ont évidemment des valeurs initiales nulles. Cela posé, et en désignant
par g un entier positif ou nul, si les fonctions (1) et toutes leurs déri-
vées (relatives aux n — r paramétres s, ¢, ...) jusqu’a 'ordre g inclu-
sivement ont des valeurs initiales nulles, sans que toutes celles d’ordre
g +1 jouissent & la fois de cette propriété, les deux figures seront
dites avoir au point considéré un contact d’ordre g (').

II. Soientx,y,...etu, ¢, ... deux groupes de variables, en con-
tenant respectivement % ct 4 : si, dans ’espace a /i + & dimensions

.

[[:v, Yy eees Uy 9, . JL

deux figures a /% dimensions contiennent I'une et 'autre une méme
figure & A — ¢ dimensions (0S¢ </h), et si, en tout point de cette
derniére, elles ont I'une avec 'autre un contact proprement dit (c’est-
a-dire d’ordre supéricur a zéro), elles seront dites avoir I'une avec
I'autre, suivant cette dernicre, un raccordement de genre h — q.
’ ’ S
Supposons actuellement qu’une famille, §,, de figures & / dimen-
2 ny o]

(') Les deux figures peavent, d'une infinité de maniéres, étre représentées, la
premiére suivant le mode réduit, la deuxiéme suivant le mode paramétrique;
on peut d'ailleurs, dans 'hypothise p = r, permuter leurs roles respectifs, et
supposer tour & tour que la premiére figure, puis la deuxiéme, soit celle que
I'on représente suivant le mode réduit : or, le caractére formulé dans la défi-
nition est indépendant de ces diverses circonstances variables. Il Pest, en outre,
de toute trausformation ponctuelle opérée sur les coordonnées z, y, .. ..
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sions, dépendant des ¢ paramétres a,, a,, ..., a,, soit définie & l'aide
d’un systéme de k équations entre x, y, ..., U, vy ooy @y, Qay ooy @y
(et que ce systéme soit, comme de raison, résoluble par rapport i
quelque groupe de % coordonnées, u, ¢, ... par exemple). On peut se
proposer de rechercher s'il existe quelque figure fixe & & dimensions
avec laquelle chacune des figures 5, présente un raccordement de
genre /i — ¢ : ce probléme, qui dépend d'un systtme de k(g + 1)
équations finies i &k + ¢ fonctions inconnues, n’est pas toujours pos-

sible; en supposant qu'il le soit, la figure fixc obtenue sc nommera
V'enceloppe des figures 7.

1V. Supposons qu’un systéme d’équatlions aux dérivées partielles
du premier ordre, impliquant les & fonctions inconnues #, ¢, ... des
/. variables indépendantes x, y, ..., soit résolu par rapport i un
groupe de dérivées (premicres) de u, ¢, .... Pour disposer nettement
les équations d’un syst¢me de cette espéce, on peut les écrire dans les
cases d’un quadrillage rectangulaire dont les lignes correspondent aux
variables @, y, ... et les colonnes aux inconnues «, v, ..., en mettant
) . . . du .
Uéquation qui aurait, par cxemple, o pour premier membre, dans la
case qui appartient a la fois 4 la colonne (i) et ila ligne () : on
obtient ainsi unc sorte de damier ou les cases pleines el vides peuvent
offrir des dispositions relatives variées. Si, pour fixer les idées, on
considére un systéme du premier ordre, S, impliquant les deux fonc-
tions inconnues u, ¢ des quatre variables indépendantes «, y, z, s, et
résolu par rapport aux trois dérivées S—%, 3—",', 3-‘_‘, le damier dont il
It Y 3
s’agit contiendra trois cases pleines, correspondant i ces trois déri-

, . . e du
vées, et cing cascs vides, correspondant aux dérivées restantes -,

av (R I . . .
%, 0—;, %‘7 ;—;; quant aux seconds membres du sysi¢me, ils seront

fonctions de ces dernicres et de @, y, 3, s, u, 0.
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(1) (¢)

du
(J') ")—1_——-...

o _
o

(%)

Cela posé, nous dirons qu’une figure & 4 dimensions, définie, dans
Pespace & 4 + 2 dimensions [[x, ¥, s, s, u, ¢]], par un groupe réduit
de deux équations finies, est une figure intégrale du systtme S, si
ce groupe réduit est résoluble par rapport aux deux coordonnées u, «,
ct que, aprés résolution, il fournisse un groupe d’intégrales particu-
licves de S. La figure intégrale sera dite ordinaire, si 'on peut
assigner a (z, y, 3, s) quelque domaine de varialion tel, que non seu-
lement les intégrales dont il s’agit y soient analytiques et régulicres,
mais que, de plus, leurs valeurs, prises conjointement avec celles de
leurs dérivées premiéres et des variables z, y, 5, s, restent toujours
intérienres & quelque domaine o tous les seconds membres du sys-
téme S soient eux-mémes des fonctions analytiques et régulicres.

Une figure intégrale non ordinaire sera dite singuliére.

V. Supposons désormais que le systéme S soit complitement inté-
grable; que, d’ailleurs, il ne cesse pas de I'étre lorsqu’on y considére
les fonctions inconnues u, v comme dépendant, non seulement de x,
¥, 5, s, mais encore d’autres variables, en nombre quelconque, quine
figurent dans les équations du systéme, ni par elles-mémes, ni par
I'intermédiaire d’aucun symbole de dérivation. (C’est ce qui a lieu,
par exemple, pour un systéme orthonome passif.) Ajoutons alors au
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nombre des cases vides de son damier, figuré ci-dessus, celui des
fonctions inconnues que le systéme implique, ce qui donne le total 7;
puis, en méme temps que le systéme S, considérons les deux relations

§ F(x7 ¥ 5 8 u, vy a, 6: 7 o, 0, 4, I-’-):O,
PH(z, y,5, 8 u, 0,2, 8,7, 9,0, 1) =o,

(2)

ou figurent, avec «, y, z, s, u, v, les sept constantes arbitraires x«, 8,
15 8, 0, &, ». Les relations (2) étant supposées résolubles par rapport
a u, v, exécutons sur elles les diverses différentiations premiéres rela-
tives & x, y, 3, §, cn traitant u, ¢ comme des fonctions dec x, y, 3, s,
a, B, v, 8, 0, &, p; il vient ainsi

c0F  OF gu  OF dv oH ol gu  oH o
or Touor "o dr— " dz Tt O0uox "o g °
AF  OF du  OF d¢ oH  oJH du oJH g¢
; Iy*'d—u'a}—i—w-aj-f—.o, 5}—;:—5&-0—)4‘7}—;@_0,
(3) OF  OF gu  dF v ol Ol du  oH oo
mtouamTwaT" GTownTto T
dF JF ou  OF oo ol OH du 9l 9o
s Tonds To s T P T R T

Cela étant, les relations (2) seront diles définir une famille com-
pléte de figures intégrales ordinaires du systéme S, si les deux condi-
tions suivantes se trouvent a la fois satisfaites :

1° En méme temps que les relations (2) sont résolubles par rap-
port aux inconnues u, v, le systeme formd par les dix équations (2)
. . ; . .. Jdu du Ov

el est résoluble par rapport aur dix quantilés —, —, —
(3) est rés P pp q 0z Ty 0%

%, B, v, S 0, A, u (c'est-d-dire par rapport aux scpl constant bi
1 P9 Vs O Vs Ay A - P PPC P $ es arbi-
traives et aux trois dérivées premiéres qui correspondent respective-

ment aux trois cases pleines du damier).

2° Par Uatiribution & a, 3, v, ¢, 0, A, . de toutes valeurs numd-
riques, les relations (2) donnent des figures intégrales ordinaires

de S.

'

VI. Soit S un systéme complétement intégrable (V) du premier
ordre, ol se trouvent engagées des fonctions inconnues en nombre £,
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des variables indépe;ldante's en nombre %, et dont le damier (IV)
contient des cases vides, en nombre /, disposées d’une facon quel-
conque : toute famille complite (V) de figures intégrales ordinaires
du systtme S dépend alors dc k + / constantes arbitraires ou para-
métres. Soient p le plus petit des deux entiers 2, £ (d’ot résulte
k+ 10— pZk), eLj un entier auquel on attribuera tour a tour les
p + 1 valears vérifiant la double relation

k4 l—pijSh+L.

Cela posé, et une famille compléte de figures intégrales ordi-
naires du systéme S élant supposie connue, il suffit, pour avolr
sans aucune figure dtrangere toutes les figures intégrales ordi-
naires de ce systéeme, d’effectuer de toutes les maniéres possibles
Uopération consistant a remplacer, dans les relations qui définis-
sent la famille, j des k + ( paramétres que y figurent par autant
de fonctions arbitraires des k + | — ] paramétres restants, ct a
prendre, lorsqu’elles existent, les enveloppes des sous-familles ainsi
oblenues.

L'entier j recevant tour & tour p -+ 1 valeurs, on peut partager
en p + 1 groupes correspondants les figures intégrales ordinaires de S;
ces groupes wonl dewr @ dewr aucune figure communc.

.

VII. Ce résultat une fois acquis, il élait inléressant d’examiner si
un systéme différentiel (non impossible) de forme et d’ordre quel-
conques est Loujours réductible & un systéme complétementintégrable
d’ordre 1 (les mots « complétement intégrable » ¢tant pris dans le sens
¢largi que nous avons indiqué au début de I'alinéa V). De nos recher-
ches antérieures il résultait déja qu'on peut le ramener a une forme
orthonome passive ('), laquelle est généralement d’ordre supérieur
a1 : or, on peut rigourcusement établir que celle-ci se raméne, & son
tour, 4 une forme complétement intégrable d’ordre 1, o se trouvent
engagces, en méme temps que les inconnues du syst¢me primitif,
quelques-unes de leurs dérivées a titre d'Inconnues adjointes.

(M) Les systcmes d'équations awx dérivées partielles, Chap, XIV.
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En conséquence, la théorie des familles complétes de figures
intégrales d’un systéme complétement intégrable du premier ordre
trouce son application dans l'étude la plus générale des systémes
différentiels quelconques.

PREMIERE PARTIE.

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE NYPERGEOMETRIQUE
DES CONTACTS; FIGURES ENVELOPPES.

Théoréme général des fonctions implicites et propositions
s’y rattachant.

1. Soiend
Silwy oy oy, 9, 0)=0,
) S, 0y o @,y ) =0,

./‘/n(u9 LNREINEFI 3 S )=o
m équaltions simultanées entre les diverses vartables

Uy 9y ooy

Ly Yy venn

dont les premiéres, u, o, ..., sonten nombre m comme les équations.

Supposons que les premicrs membres f,, fy, ..., f, soient, & partr
des valeurs particuliéres

(2) Uy, Poy v ovy Loy Yoy oo

de u, vy ooy, ¥, o, tous développables en séries entiéres par rap-
port aux différences w— wy, © — 04y ooy X — Loy ¥ — Yy orn, eLqUils
* s'annulent pour les valeurs (2); supposons en outre que le détermi-
nant différentiel des premiers membres par rapport aux m va-
riables w, ¢, ..., ne s'annule pas pour ces mémes valeurs.

Cela élant :

1° Le systéme des m équations proposées (1) est identiquement
vérifié par la substitution a u, v, ... d’un certain groupe de fone-

-
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tionsde x, y, ...,
u=9(L, ), ... )

(3) C=0(& Y oo ),

déceloppables, a partir des valewrs x,, y,, ..., de x, y, ..., en séries
enticres par rapport aux différences x — wx,,y — y,. ..., et satisfai-
sant aux relations numdériques

Uy== 9 (g Yos « o )

o=@ (Zay Yoy + v )y

..... At i tieeres e

2 Le systéme (1), considéré dans un voisinage suffisamment
rapproché des valeurs (2), c'est-d-dire & lintérieur d’un domaine
ayant pour centre le point

(Uoy oy + vy 2y Xiy oes)

avec des rayons suffisamment petits (*), équivaut numériquement ae
systéme (3). :

On trouvera la démonstration de ce principe aux numéros 118, 119
et 120 de I'Ouvrage intitulé Les systémes d'équations aux dérivées
partielles.

Lorsque le systéme (1) satisfait & 'ensemble des conditions qui y
sont énoncées, nous dirons qu’il est résoluble par rapport aux
variables u, ¢, ... a partir des valeurs numériques (2), que nous qua-
lifierons de fondamentales.

De la démonstration a laquelle nous renvoyons le lecteur il résulte
que les dérivées de tous ordres des fonctions de x, y, ... obtenues
par cette résolution peuvent, par I'application répétée de 'algorithme
de Cramer, s’exprimer a l'aide de &, ), ... et des fonctions elles-
mémes.

Q. Désignant par p. un entier moindre que n, supposons :

(1) RiQuier, Les systémes d'équations aux dérivées partielles, n° 30.

Journ. de Math., tome II. — Fasc. 1JI, 1923. 30
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o , ol
1° Que les g + 1 fonctions

Fi(tla “.’? ey tn))
Fﬂ(‘h t'l) RS tn)a

(4)

( Fp(tl) t:t’ sy tu)
el
(5) . F(l” l‘:) ey tn.)

soient toutes développables (dans le sens indiqué au numéro précé-
dent) & partir de certaines valeurs numeriques, considérées comme
initiales, des n variables t,, t,, ..., {,; .

2° Que l'un au moins des déterminants différentiels des p. fonc-
tions (4) ait une valeur initiale différente de zéro;

3° Que les déterminants différentiels des w. +1 fonctions (4)
et (5) soient tous identiquement nuls.

Cela étant, la fonction (5) est composce des . fonctions (§) (*).

5. L’énoncé précédent suppose u < n; dans le cas ou p. = n, il doit
étre remplacé par le suivant :

St n fonctions de n variables sont développables a partir de cer-
laines valeurs numériques, considérées comme initiales, des
vartables dont il s'agit, et que leur déterminant différenticl ait une
valeur initiale différente de zéro, loute autre fonction développable
a partir des mémes valeurs initiales est composée des n premiéres (?).

Systémes réduits d’équations finies olotropes.

4. Dans I'exposé du principe général, formulé plus haut (n°1), des
fonctions implicites, on fait, comme nous l'avons vu, figurer au
nombre des hypothéses 1'existence d'une solution numérique a partir
de laquelle les premiers membres du systéme étudié (les seconds

(*) Loc. cit., n° 124, ‘
(2) Ibid., n° 123. ‘



PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE DES CONTACTS. 225

membres étant nuls) soient développables en séries entiéres par rap-
port aux accroissements de leurs variables, et les conclusions de
’énoncé ne se trouvent établies que dans un voisinage suffisamment
rapproché de cette solution numérique fondamentale. Une observa-
tion de ce genre sera, dans ce qui suit, constamment applicable ; toutes
les fois, par exemple, qu'il s’agira d’équivalence numérique entre deux
systémes d'équations finies olotropes, il faudra entendre que cette
propriété, soit qu’on en pose l'existence a titre d’hypothése, soit qu'il
s’agisse, au contraire, de I’établir a titre de conclusion, a lieu dans le
voisinage d’une solution numérique commune & partir de laquelle les
premiers membres des équations considérées sont tous developpables
de la maniére qui vient d’étre indiquée.

Cette observation générale étant faite une fois pour toutes, considé-
rons, entre des indéterminées, u, ¢, ..., en nombre quelconque, un
systéme d’¢quations dont les premiers membres soient développables
a partir des valeurs particuli¢res u,, ¢,, ... de ces indéterminées : nous
dirons que le systéme, considéré dans le voisinage des valeurs en
question, est réduit, si 'on peut, conformément au principe général
des fonctions implicites, le résoudre a partir de u,, v, ... par rapport
a un groupe d'indéterminées en nombre égal & celui des équations du
systeme.

Cette définition lmphque d’elle-méme : 1° que (z,, v, ...) est une
solution numérique du systéme (celle que nous qualifions de fonda-
mentale); 2° que le nombre total des indéterminées est au moins égal
a celui des équations du systéme; 3° que I'un au moins des détermi-
nants différentiels du systéme a une valéur fondamentale différente de
Zér0.

Les systémes réduits jouissent d’intéressantes propriétés, dont nous
rappelons ci-aprés les principales.

5. Tout systéme réduit, S, conséquence numérique d’ un systéme
réduit, S, se compose d’équations en nombre inférieur ou aw plus

égal (*).

(") Loc. cit., n° 129,
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6. Lorsque deux systemes réduils sont numcriquement équica-
lents :

1° Ils comprennent un méme nombre, m, d'équations (*);

2° Ils sont résolubles par rapport aux mémes groupes de m va-
riables (*);

3° St on les résout par rapport & un méme groupe de mvariables,
les formules de resolution obtenues de part et dautre ont leurs
seconds membres respectivement identiques (*).

7. Etant donné un systéme réduit composé des m équations
Fi=o, F,—o, ceey F,,=o,
expression générale des systémes réduits équicalents est

Ly Fie Ly Fabooib Ly Bp=o,
L‘l,l Fl+ L?,'.‘ F:’ —+...F Lz.'u Fm = 0.‘

- 5
L/n,l Fi+ Lot .+ L, wFu=o,

ot les fonctions L, développables a partir des valeurs fondamen-
tales des variables, sont arbitrairement choisies sous la seule res-
triction de former un délerminant & valeur fondamenlale non

nulle (*).

8. St dewx systémes réduits comprennent le méme nombre d'équa-
tions, et que le second soit conséquence numérique du premier,
ineersement, le premier est conséquence numérique du second, el
les deux systémes sont numériquement équicalents ().

9. Ftant donné un systéme réduit, S, composé des m équations

A

Fy=o, F.,=o, ) Fu=o0,

(*) Loc. cit., n° 130.

() 1bid., n° 133.

(3) Cette derniére partie de I'énoncé est évidente,
(%) Lec. cit., n° 132,

(8) 1bud., ne 131,
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les systémes réduits de m — p équations qui jouissent de la pro-
priété d'élre conséquences numériques de S (n° 3) ont pour expres-
sion génerale

L, P+, Fa4.o..+L, F,=o,

L,y Fi+Li, F+...+L,, F,=o,

DR P I I I e R R I I B R A R A R )

S ~ ~
Lm»-—p.l l‘ 1+ L/n—p.‘ll'2+ ot Lm—p.m l‘ m== 0,

ot tes fonctions L, déceloppables & partir des valeurs fondamen-
tales des variables, sont arbitrairement choisies sous la seule res-
wriction que les déterminants dordre m — p extrails de leur
Talleau Waient pas tous des valeurs fondamentales nulles ().

10. Etant donné un systéme réduit composé de m — p équations,
el ol se trouvent engagécs m variables au moins, considérons :

D une part, les divers systémes réduils de m équations qui ont
pour conséquence numcrique le proposeé;

D’autre part, les divers systémes réduits de m équations qi’il est
possible d’obtenir par Uadjonction de p équations concenablement
chotsies aux m — p équations du proposé (*).

Cela étant, tout systéme du second groupe figure aussi dans le
premier; inversement, tout systéme du premier groupe posséde
dans le sccond quelque équivalent numérique (*).

L1. Considérons deux systémes réduils, S et S', composés respec-
ticement de m et de m — p équations, ct dont le second sott consc-
quence numerique du premier (n° 3).

(") Loc. cit., n° 134,

(*) Si Pon désigne par F,==o, ¥,==0, ..., F,_,=o0 les m —p équations du
systéme proposé, et par I,_,,,=o, ..., F,=o0 les p équations a leur
adjoindre, ces derniéres peuvent étre choisies sous les seules conditions: 1° que
leurs premiers membres, F,,_,., ..., F,, développables a partir des valeurs
fondamentales des variables, aient des valeurs fondamentales nulles; 2° que les
divers déterminants différentiels des m fonctions Fy, Foy ooy Fopepy Fopty ooy oy
n’aient pas tous des valeurs fondamentales nulles.

(3) Loc. cit,, n° 136.



228 CH. RIQUIER.

Si le systéme S est résoluble par rapport a un groupe détermind
de m variables, le systéme S' lest nécessairement par rapport a
quelgue groupe de m — p variables extrait du précédent ().

Incersement, si le systéme S' est résoluble par rapport a un
groupe déterminé de m — p variables, il existe dans le systéme S
quelque groupe de m — p équations résoluble par rapport aur va-
riables dont vl s'agit, et Uon peut, par Uadjonction a ces m — p
variables de p autres convenablement chorsies, former un groupe
de m variables par rapport auquel le sysicme S soit résoluble (*).

42. Supposons qu’ un systéme réduit de h + k équations,
(l) F‘ZO, ey F/,:O, F/,.H:O, .oy F;,.M.: o,
soit résoluble par rapport @ un groupe déterminé de h + k variables,

(2) Uyo oy Upy Upgyy,  ooey Hpygs

supposons en méme temps qu'un groupe déterminé de /i équations
extrait de (1) soit résoluble par rapport & un groupe déterminé de

h variables ex.trait de (2), par exemple, que le groupe des h pre-
miéres équations (1),

(3) : F,=o, cey F,=o,
soit résoluble par rapport aux h premiéres variables (2),
Uy, ooy Uy

Cela étant : 1° St des b premiéres équations (1) on tire les valeurs
de u,, ..., uy et qu'on les porte dans les k dernicres
(3] h ’

Fra=o, R Frir=o,

le systéme des k équations résultantes est nécessairement résoluble
par rapport aux k variables

’ Upyry sevy Upaps

(M) Loc. cit., n° 135.
() 2bid., n° 137,
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2° Pour obtenir les formules de résolution correspondantes, il
suffit de résoudrele systéme (1) par rapport auz h + k variables (2),
et de retenir les Ik derniéres des h + k formules de résolution (*).

(') Résolvons, comme le dit I'énoncé ci-dessus, les h équations (3) par rap-
port & wy, ..., uy, et soient

s Uy = Vs (Upary o ony Blaky «oe ), !
(4) . ? ........... et ey
W =0p(Upiqy oovy Upky + o)

les /i formules de résolution : la substitution & «,; ..., w; des fonctions vy, ..., v,
dans les & derniéres équations (1) transforme celles-ci en un groupe de k équa-
tions,

Dpor (Upaty < ooy Uppy - ) =0,

O U ,

(DIH-/.' (u/t-l-l) ceey Upiky o v ) =0,

numériquement vérifiées pour les valeurs fondamentales des variables qui y
figurent, et ayant leurs premiers membres développables a partir de ces valeurs.
Il s’agit de prouver tout d’abord que le systéme (3) posséde, par rapport aux
k variables ;. ,, ..., tp4z, un déterminant a valeur fondamentale non nulle.

Or, si, ayant égard au sens des notations ®,..;, ..., ®,4;, ci-dessus définies,
on se reporte, dans I'Quvrage déja cité, a alinéa Il du n° 120, on a les identités

F/L-M — ( iy — Ul) )‘/H-l‘l +. ("/L_ U/L) )\/H-l,h -+ q)/1+l’

Frar = (13— vy) Mty o oo (=95 hpsrseon + Qi

ou les fonctions 4 sont développables a partir des valeurs fondamentales des
variables #. On a, d'autre part, a cause de I'équivalence des systémes réduits (3)
et (4) (n° 1),

N a
Uy — 9y = M1 l‘|+ e Ma.n l‘/“

Up—vp== [J'Ic.ll‘l'*‘- s Ban Fay

ol les  jouissent de la méme propriété que les X (n° 7). Il en résulte, évidemment,

@AH‘——'- @/p41,1 Fx R 0>/L+s,hF/;+ F/H-l!

P I R I R R R R I I R N R A NI ) oy

Qi =0pera Pt + 0pann o+ Fropy

ou les  jouissent de la méme propriété que les A et les w. Par ces derniéres
identités, on voit que le systéme des h+k éguations (3) et (5) se déduit du



230 CH. RIQUIER.

13. L’élimination d'un groupe de variables entre les équations
d'un systéme réduit donne un systéme également réduit (').

systéme (1) & 'aide de multiplicateurs dont le déterminant a pour valeur "unité :
il est donc en méme temps que réduit, numériquement équivalent & (1) [n° 7],
et peul, par suite, étre résolu, comme (1), par rapport au groupe des i + A va-
riables (2) (n° 8). 1l a dés lors, par rapport aux variables(2), un déterminant
difféventiel a valeur fondamentale non nulle, d'ou résulte que le systéme (5),
indépendant de uy, ..., u;, a lui-méme par rapport & .y, ..., #44s, COMmMe
nous Lavions annoncé, un déterminant différentiel & valeur fondamentale non
nulle. .

Ainsi se trouve établie la premiére partie (1°) de notre énoncé.

Passons a la deuxiéme partie (2°).

Je dis que, pour opérér la résolution du systéme (1) par rapport aux
variables (2), on peut procéder de la maniére suivante: tirer des A premiéres
équations (1) les valeurs de uy, ..., w,, les porter dans les 4 derniéres,
résoudre les & équations résultantes (5) par rapport aux 4 variables w; .y, ...,
)., et substituer, finalement, les & expressions ainsi obtenues dans celles qui
Iont été précédemment pour uy, ..., wy.

Considérons en effet le systéme des /i + & formules

( ty =y,
(6) e

? Uh—_—‘#h,

gy = 'ylm-h

LUk = '!J/H-/ra

auquel on parvient ainsi, et qui exprime les /& - A variables (2) a l'aide des
variables suivantes : il est manifeste que ce systeme est réduit et qu'il est une
conséquence numérique du systéme formé par les /o + £ équations (1) : il lui
¢quivaut donc numériquement (n° 8), et dés lors il est identique (n° @) au
systéme des %+ Lk formules que fournirait la résolution de (1). effectuée par
rapport a ces mémes variables (2).

Ainsi, le systéme [(6), (7)]. obtenu par le mécanisme décrit plus haut, est
bien celui des % + 4 formules de résolution du systéme (1) par rapport aux
variables (2) : les formules (7), provenant de la résolution du systéme (5) par
rapport & U4y, ..., Wpex, peuvent donc s’oblenir en résolvant le systéme (1)
par rapport aux variables (2) et retenant les & derniéres des formules de réso-
lution.

() Si I'on considére un systéme réduit, (1), de &+ k équations, il résulte
immédiatement de la théorie générale des déterminants que tout groupe de
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V4. Etant donnés deux systémes réduits numériquement équiva-
lents, si, dans Uun de ces systémes, on peut effectuer I'élimination
d’un groupe délerminé de variables, on le peut également dans
Cautre, et les deux systemes réduits (v° 153) obtenus de part et
d’autre sont numériquement équivalents (*).

h équations extrait de (1) forme un systéme également réduit; considérons, par
exemple, le groupe des /i premiéres, et supposons, pour fixer les idées, qu’il soit
résoluble par rapport & wy, ..., «; : je dis qu’en tirant de ces i équations les
valeurs de u,, ..., u, et les portant dans les k derniéres, le systéme des & equa-
tions resullantea eet nécessairement réduit,

Effectivement, il résulte de la propriété formulée au n° 14 que I'on peut, par
I'adjonction a «,, ..., u, de & autres variables convenablement choisies, former
un groupe de £+ £ variables par rapport auquel le systéme (1) soit résoluble;
puis, de la propriété formulée au n° 42, que le systéme des £ équations prove-
nant de P'opération ci-dessus spécifiée est nécessairement réduit.

On en déduit la remarque suivante, constamment utilisée :

Etant donné un systéme réduit composé de &+ & équations, on peut, pour
ainsi dire, en fragmenter la résolution. Si 'on prend en eftet & quelconques des
I~k équations, et qu'on choisisse convenablement / variables, on pourra deg
ces ht équations tirer les & variables dont il s'agit en fonctions des autres, puis
porter les expressions ainsi obtenues dans les & équations restantes. La résolu-
tion de ces derniéres, ainsi transformées, fournira alors & des variables restantes,
dont il ne restera plus qu’a substituer les valeurs dans les expressions obtenues
pourles /h premiéres,

(') Soient S et 8 les deux systémes réduits donnés, numériquement équiva-
lents, et m le nombre d’équations dont ils se composent I'un et 'autre (n° 6).
Supposons que du systéme S on puisse éliminer un groupe déterminé, G,,_,,
de ni — p variables : on pourra alors (n° 411), par I'adjonction & ces derniéres
de p autres convenablement choisies, dont nous désignerons le groupe par ¢,
former un groupe de m variables, ((,,—;, ), par rapport auquel le systéme S
soit résoluble. Par rapport & ce groupe ((,u_p, (p), le systéme S, numérique-
menl équivalent a S, sera, lui aussi, résoluble (n® 6), et contiendra dés lors
nécessairement quelque groupe de m - p équations résoluble par rapport
& (ju—p ¢ Pélimination des variables (j,,_, est donc possible dans le sysiéme S’

Je dis maintenant que si I'on effectue I'élimination des variables §,,.., tour a
tour dans le systéme S et dans le systéme §’, les deux systémes réduits (n° 13)
qui en résultent ne peuvent manquer d’étre numériquement équivalents.

Effectivement, partageons le systéme S en deux groupes, $,_p. $, dont le pre-
mier soit résoluble par rapport a ¢f,,_,; puis, de méme, le systéme S’ en deux
groupes, $, ., s', dont le premier soit résoluble par rapport a (,,_,; et

Journ. de Math., vome II. — Fasc. 1H, 1923 31
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En particulier si, dans un systéme réduit, on effectue de deux
maniéres différenies l'élimination d’un méme groupe déterminé de
variables, les deux systémes réduits oblenus de part et d’autre sont
numériquement équivalents.

15. Dans un systéme réduit de m équations,

(8) F, =o, I'y=o, SRR F.=o,

soient @, ¢’ les deux systémes auxquels conduit de part et d'autre 'élimination
des variables (j,,_, : ces deux systémes ne contiennent I'un et 'autre que les
vaviables restantes. En vertu de notre hypothése, les deux systémes (s, ,, )
et (sh_.p, §') sont équivalents entre eux; ils sont d'ailleurs, comme nous allons
établir, respectivement équivalents aux deux systémes (s,,._,, ) et (s, pr G
Considérons, par exemple, le systéme (s, s) : il a manifesiement pour consé-
quence numérique le systéme (s,,_p, ¢); ces deux systémes, composés d’un méme
nombre d’équations, sont d'ailleurs réduits, le premier par hvpothése, le second
parce que $,,_, est résoluble par rapport aux variables (/,_,, et que g, ou ne
figurent que les variables restantes, est, en vertu du n° 43, un systéme réduit;
cela étant, il résulte du n° 8 que, inversement, (5,_,, ¢) a pour conséquence
numérique (5,4, 5), et que, dés lors, les deux systémes sont numériquement
équivalents. Semblablement, il y a équivalence numérique entre les deux sys-
temes (5o, ') eL(s), p, o).
En résumé done, si P'on considére les quatre systémes

(SIII“'P, S)’ (sllll-[l) '\J))

o ’ !
('\Ill bt 21 6)! (SIII—P! g )7
(ue nous représenterons, pour simplilier Péeriture, par

!
A A
B, B,

’équivalence numérigne existe : 1° entre A et A'; 2° entre A et B; 30 entre A’
et B'. Elle existe donc aussi entre B ¢t B, 1l est facile d’en déduire ’équivalence
a démontrer, savoir celle entre o et o',

Effectivement, toute solution numérique du systéme o fournira, si on la com-
pléete a I'aide de s,,_,, une solution numérique du systéme (s,,_,, @), et, par
suite, du systéme équivalent (s),_,, @’); la solution numérique considérée de ¢
vérifie donc ¢’ : on en conclut que g’ est une conséquence numérique de g. Sem-
blablement, ¢ est une conséquence numérique de o/, Les deux sysiémes sont
douc numériquement équivalents,
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aux m + q variables

uy, ta, ceey Umtqs

la solution généerale peut s’obtenir -a Uaide d'un systéme de
m + q formules exprimant les variables dont il s'agit en fonctions
olotropes de q arbitraires, et telles que q de ces formules (convena-
blement choisies) soient resolubles par rapport aur arbitraires.

De plus, si, le systéme réduit (8) étant donné, on en suppose la
solution générale exprimée a Uaide d'un systéme de m + q for-
mules salisfaisant a cette condition,

Cwy =Sk oo b)),

(9) Uy :,/.m(ll‘ LR tr])«
"m-+l :‘fm—i-l([lv MRS ’l])‘

llIII+I/:jII)+q(tl) sy ‘q)v

1l faut et il suffit, pour que le systéme (8) soit résoluble par rap-
port a m variables u déterminées,” les m premiéres par ecemple,
que les g dernicres formules (g) soient résolubles par rapport awx
q arbitraires L.

Pour obtenir un systéme de m + ¢ formules remplissant la condi-
tion énoncée, on peut d’ailleurs procéder comme il suit :

En supposant, pour fixer les idées, que le systéme (8) soit résoluble
par rapport a &, ..., &,,, on posera

_ \ WUpppy = Jm+1 T L)y
(10) e e e ,
( "/n-e-q:fnm-r]([ls vy t'/)$

les seconds membres des ¢ formules (10) étant arbitrairement choisis
sous les seules conditions d'étre développables a partir de certaines
valeurs initiales des arbitraires ¢,, ..., {,, d’avoir pour valeurs initiales
celles que possédent, dans le systéme (8), les variables ., .., %y
et enfin d’avoir un déjerminant différentiel dont la valeur initiale ne
soit pas nulle, de telle fagon que le systeme (10) soit résoluble par rap-
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portas,, ..., ¢,. Les formules (10) étant posées, on résoudra le sys-
téme (8) par rapportd u,, ..., u,,

W =v (Umsr -y “m—i—q)a

(1) e ,

Un =Y {(Umaty oo um+4/)’

et, dans les seconds membres des formules de résolution (11), on rem-
placera u,., ..., ,,., par leurs valeurs tirées de (10), ce qui donnera

"y :U|(fm+l‘ -'me—f-'])!
(12)
Up =Y (fm+b cee ’fnm—q)-

Finalement, on groupera en un seul syst¢me les m + ¢ relations (10)
et (12) ('). : '

La proposition formulée au début du présent n° 13 doit étre com-
plétée par une.double remarque :

1° St, le systéme réduii (8) étant donné, on en suppose la solution
genérale exprimée a Uaide des m + q formules (g), dont q sont
résolubles par rapport aux q arbitraires (,, ..., t,, etsi, dans ces
m +gq formules, on effectue un changement des arbitraires, les
m + q formules résultantes, dont g soni résolubles par rapport
auzx q nouvelles arbitraires, expriment encore la solution générale
du systéme (8) (*). ) :

2° Réciproquement, si, le systéme réduii(8) étant donné,onen sup-
pose lasolution générale exprimée, de deux maniéres différentes, a
Paide d’un systéme de m + q formules dont q sotent résolubles par

(') Loc. cit., n° 138.

(2) U faat, naturellement, supposer que les ¢ formules définissant la transfor-
mation sont résolubles, conformément au principe général des fonctions impli-
cites (n° 1), tant par rapport aux ¢ arbitraires anciennes que par rapport aux
g nouvelles : en opérant leur résolution par rapport aux anciennes et transfor-
mant les m + ¢ formules (g), on déduit sans peine de la régle de multiplication
des déterminants que si un groupe de g formules extrajt de (g) est résoluble par
rapport aux anciennes arbitraires, le groupe correspondant qui s'en déduit par
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rapport aux q arbitratres quiy ﬁgurenl, on peul loujours, par une
transformation convenable des arbitracres, passer de Uun de ces
dewr groupes de formules a Uautre (*).

la transformation le sera nécessairement par rapport aux nouvelles. D'ailleurs,
pour les valeurs correspondantes des anciennes arbitraires et des nouvelles, les
m + q formules (g), d’'une part, et leurs transformées, d'autre part, fournissent
les mémes valeurs des m + ¢ variables « : les formules transformées expriment
donc la solution générale de (8), puisque, par hypothése, les formules (g)
jouissent elles-mémes de cette propriéte,

(1) Supposons, pour fixer les idées, que le systéme (8) soit résoluble par rap-
port aux m premiéres des m + ¢ variables « qui s’y thouvent engagées, et soient

v w, :fl(tl’ ‘g f,,)?

('3) Ly, :fm(tly IR ) lq),
U4 :frlz+l(£h AR t//)~

: ”m+l/:.fm+!](/h ey [,,);
Ty =8 (St ey Se)s
................... ,
(13) oy = gm (S s Sg)s
oy = Zma1(S1a -0y §y),
...................... ,
VU = mvq (81, » $¢)

les deux groupes de formules dont il s’agit : en vertu de la proposition énoncée
au début du u° 15, les ¢ derniéres formules du groupe (13) sont résolubles par
rapport & ¢y, ..., £y et les ¢ derniéres du groupe (14) le sont par rapport &
$yy v .oy 8. Or, puisque les groupes (13) et (14) expriment l'un et P'autre la
solution générale de (8), & un méme systeme de valeurs de w0y, ..oy Uiy
doit correspondre de part et d’autre un méme systeme de valeurs de wy, ..., «
si donc on pose

n

( j.m-i-l([n sy tf/),:g/n—f-l(sh BRI 31/);
(8 K et e e e e ,

fm+q(tl9 vy tq) :g/n—o-q(sh Ty S:/)y

qu’on résolve le systéme (15) par rapport a ¢,, ..., !, conformémentau principe



236 CH. RIQUIER.

16. Inversement, considérons un systéme de m + g formules éga-
lant les m + q variables u,, ..., u,., @ autant de fonctions olotropes
de q arbitraires, de telle facon que q d’entre ces formules soient
résolubles par rapport aux arbilraires. Cela étant, ’élimination
des g arbitraires entre les m + q formules fournit un sysiéme
réduil de m équations aux m + q variables u,, ..., U,., dont la
solution générale se lrouve exprimée par les m + q formules don-
nées ().

17. Enfin, si les m + ¢ formules (9), dont q sant supposées réso-
lubles par rapport aux arbitrairest,, ..., t,, vérifient constamment
le systéme réduit des m équations (8), auzr m +q variables
Uyy oeey Upagy clles ne peuvent manguer d’en fournir la solution
geénérale (*).

18. Toute transformation effectuée sur un systéme réduitdonne
un systéme également reduit (*).

général des fonctions implicites (n° 4), et qu’on porte les valeurs obtenues dans
les m premiéres formules (13), il est manifeste qu'on tombera identiquement
sur les m premiéres formules (14).

Ainsi, les formules (14) se déduisent de (13) par la simple substitution
at, ..., t, de leurs valeurs tirées des équations (r5). Pareillement, les for-
mules (13) se déduisent de (14) par la simple substitution a s, ..., s, de leurs
valeurs tirées des mémes équations,

(1) 1bid., n° 139.

(%) 1bid., n° 140.

(*) Dans un systéme réduil de m équations,

(16) Fi=o, Fy=o, ..., =0,

aux m —+ q variables w,, u,, ..., u,.,, eflectuons la transformation
L :q’l("'u Pav vvon Oy )y
U, :L}J?((’l, Cay v vy "m+q)a

(17)

um-!—q:d‘-‘m+q("n oy coes Pmtq)s

et supposons, comme de raison, qu'a partir des valeurs initiales de u,,
Uy, vy Upygy Prises conjointement avec certaines valeurs initiales des nouvelles
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19. Considérons un groupe de m+ ¢ formules exprimant, con-
formeément aux énoncés des n** 43 et 16, la solution générale d'un
systéme réduil de m équations & m + q variables w , Uy, ..., Upig
et supposons que dans ce dernieron introduise, aux lieu et place des
variables dont 1l s’agit, les m 4 q variables nouvelles v, 0,y ..., 0,.4q.
Cela étant, il suffit, pour exprimer semblablement la solution géné-
rale du systéme résultant, d'effectuer la méme transformation sur
les premiers membres des m + ¢ formules données, et de résoudre
le groupe ainsi transformeé par rapport @ v , ¢,y ooy €peg ().

Points ordinaires d’une figure.

20. Nous placant, indifféremment, soit dans le monde des quan-
tités réelles, soit dans le monde des quantités imaginaires, nous
nommerons point de U'espace [, y, ...]] association de n valeurs
numériques respectivement attribuées aux n coordonnées z, y, ...;

variables ¢, ¢y, ..., Py, le systéme (17) soit résoluble par rapport a ces
derniéres conformément au principe général des fonctions implicites. Le sys-
teme (16) étant indépendant des variables ¢, il résulte immédiatement de nos
hypothéses que le systéme des 2m + ¢ équations (16) et (17), ol se trouvent
engagées les 2/m + 2 vaviables u et v, posséde par vapport aux m + ¢ variables ¢
et & m convenablement choisies d’entre les variables «, un déterminant a valeur
fondamentale non nulle : il est dés lors réduil. Si d nc on remplace, dans (16),
les variables « par leurs valeurs tirées de (17), ou, en d’autres termes, si P'on
effectue entre les équations (16) et (17) 'élimination des variables u, le systéne
résultant est également réduil (n¢ 43).

(') Soit, en effet.

: Wy =0 (Leons ty),s
y  =u(ly, ..., Uy),

(18) '

e et v DI R |

WUy = Ym+g Ly ooy tq)a

un groupe de m—+ g formules exprimant la solution genérale du systéme
réduit (16), et telles que g d’entre elles soient résolubles par rapport aux arbi-
traives &, ..., 4. Si l'on applique au sysiéme (16) la transformation (17), il est
claiv que, pour avoir un groupe de m + g formules exprimant la solution géné-
rale du systéme résultant, il suffit d'effectuer d’abord la méme transformation
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figure un ensemble de points défini par un systéme d’équations reliant
ces coordonnées; point ordinaire d’une figure un point tel que, dans
un voisinage suffisamment rapproché du point [c’est-a-dire & l'inté-
rieur d’un domaine ayant ce point pour centre avec des rayons suffi-
samment petits (')], la figure puisse étre définie & I'aide d’un systéme
réduit (n° 4). Nous nous bornerons systématiquement a la considé-
ration exclusive d’un pareil voisinage. 1l va sans dire d’ailleurs que
tout point d’une figure suffisamment voisin d’un point ordinaire de
cette figure en est lui-méme un point ordinaire.

Supposant tour & tour que le systéme réduit a I'aide duquel est
définie la figure comprenne 1, 2, 3, ... équations, nous dirons, suivant
le cas, que la figure esth n — 1, n — 2, n—3, ... dimensions (*).

sur les formules (18), ce qui donne

( ‘P:("n Pay «vuy ‘,III-H[) =, (4, ...,‘l,/),

%("n Pasy ooy "m+tl) = s lyy . -+, l,,),

(19)
‘!’m—%—l/("h Yoy ooy Pipag) = Umag (b, ooy !:,)'
puis de résqudre le systéme (19) par rapporl i ¢, ¢4, ..., €y Soient

- K vy :(Pl(’lw ety tq)s
(20). ' 'y :cP‘.’(llw vty lq)a

" mrg = Qg (tls CECIORY ll[)

les formules de résolution @il reste & établiv que ¢ d’entre ces dernidres sont
résolubles par rapport a ¢, ..., 4,

Or, le systéme (19) contient, comme (18), ¢ formules résolubles par rapport
& fyy ...y tg; il est d’ailleurs réduit, puisqu’il est résoluble par rapport aux
variables ¢, et, comme il a évidemment pour conséquence numérique le groupe
(réduit) des g formules dont nous venons de parler, il est (n° 44) nécessaire-
ment résoluble par rapport & ¢, ..., £; et & i convenablement choisies des
variables ¢, Le systéme (20), numériquement équivalent a (19), sera done réso-
luble par rapport a ce groupe de m + g variables (n° 8), ce qui exige manifes-
tement que ¢ des équations (20) soient résolubles par rapport a ¢, ..., Ly

('Y Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n° 30.

(*) Si, comme cas extréme, le systéme réduil comprend n équations, la figure
esl a zéro dimension el se compose d'un point unique,
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Deux systémes réduits numériquement équivalents, et par suite
nécessairement composés d’'un méme nombre d’équations (n° 6), défi-
nissent deux figures identiques.

Si, désignant par p et p’. deux entiers inégaux, on suppose que
deux systémes réduits, S et S', aux indéterminées x, y, ..., com-
prennent respectivement p et p’ équations, et que le premier, S, soit
une conséquence numeérique du second, $’, on a nécessairement
p<p (n°8), d'ot'n— p>n —p', et la figure & n— p' dimensions
que définit 8 sera dite située sur la figure & n — p dimensions que
définit S;inversement, la figure S sera dite contenir la figure S'.

Dans ce dernier cas, comme aussi dans celui de l'identité, ci-dessus
défini, les deux figures considérées seront dites étre en sympiose.

De la propriété formulée au n° 7 il résulte que, dans le voisinage
d’un de ses points ordinaires, une figure a n— p dimensions est
représentable d’une infinité de maniéres a Uaide d’un systéme
réduit de p équations reliant les n coordonnées x,y, .... Ce mode
de représentation sera qualifié de réduit, par opposition a4 un autre
dont nous parlerons plus loin (n° 22).

Il importe d’observer que le caractére spécifié dans la définition
d’un point ordinaire d’une figure est indépendant de loule trans-
Sformation ponctuelle opérée sur les coordonnées x, y, ....

Effectivement, soient I une figure contenant le point (x,, ¥y, -..), et

x=oa(2',y, ...),

.y = B(.‘Z‘l, Vylv . °)1
les formules de transformation qui relient les anciennes coordonnées
x, ¥, ... aux nouvelles &', ', .., : on suppose que les valeurs xz,, y,, ...
de x,y, ..., prises conjointement avec certaines valeurs, x, v}, ...,

de «’, y/, ..., vérifient numériquement les formules de transformation,
et que, a partir de la solution numérique

(1'0\ Yor - ooy 1':), ;}:), .o .),

ces derniéres, résolues, en fait, par rapport a x, y, ..., sont, de plus,

résolubles par rapport & «’, ¥, ... conformément au principe général
des fonctions implicites. :

Journ. de Math., tome II. — Fasc. III, 1g23. 32
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Cela étant, il résulte de la proposition formulée au n® 18 qu'une
pareille transformation, opérée sur un systéme réduit, donne un sys-
téme également réduit, et que, dés lors, sile point (z,, ¥,, ...) est ordi-
naire pour la figure F, le point correspondant (), ¥, ...) l'est aussi
pour la figure, F’, que fournit la transformation.

Réciproquement, & cause de la réversibilité des formules de transfor-
mation, si le point (&, ¥, ...) est ordinaire pour la figure F’, le point
(@4, Yoo -..) 'est pour la figure F (*).

Il va sans dire, enfin, que la relation de symptose entre deux
figures est indépendante, elle aussi, de toute transformation ponc-
tuelle opérée sur les coordonnées x, y, ....

(') Dans I'espace a trois dimensions réelles ou imaginaires |[@, y, 5]], on
peut citer, comme figures ne contenant que des poinls ordinaires :

1° La figure définie par I'équation linéaire Az +~ By 4+ Cz+ D =o, ot les
constantes numériques A, B, G, D sont quelconques, sous la seule restriction
que les trois premiéres, A, B, G, ne soient pas nulles 4 la fois,

2° La figure définie par le couple linéaire

Ajx +Byy+Cis+Dy=o,
Az +Byy + G5+ Dy=o,

ou les constantes numériques A, B,, G,, D;, A,, B, C,, D, sont quelconques,
sous la seule restriction que les déterminants du second ordre extraits du

tableau
Aia Bla Ch

Als B?a C’.’
ne soienl pas tous nuls.
3° La figure définie par I’équation
(Ayz + B,y + Cy5 + Dy)?
+ (Apx+Byy+ Cos -+ D)2+ (Aye + By y + Gz + D)+ H=—o,

ou les constantes numériques A,, B, G, D,, A,, B,, C,, Dy, A, B;, Gy, D, H
sont quelconques, sous les seules restriclions que
Ay By G
A, B, G, et H
A, By G
soient différents de zéro.
Opérons en effet sur cette figure la transformation (toujours permise, d'aprés
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21. Soient F,, F,, ... des figures, en nombre (limité) quelconque,
qui toutes admettent un point ordinaire commun; n — p,, n — p,, ...
les nombres de dimensions respectifs de ces figures. Cela étant, on
peut, moyennant une simple transformation linéaire des n coor-
données @, y, ..., faire en sorle que les équations transformées
de F, soient indifféremment résolubles par rapport a tout groupe
de p, coordonnées; qu'en méme temps les équations transformées
de F, le soient, indifféremment, par rapport-a tout groupe de p,
coordonnées; et ainsi de suile.

I. Sur les équations définissant I'une des figures données, I,
& n — p dimensions, opérons la transformation linéaire (et homo-

ce qui a é1é vu)
Aje+Biy+Cis+D =2,
Arz + By y + Gz + Dy =,
A;;.'I/‘ <+ B;;J' -+ C3:n -+ D;,:z’-

Pour qu’un point de la figure ainsi obtenue ne fit pas ordinaire, il faudrait qu'il
vérifidt, en méme temps que I'équation 22+ y?+ z't+ H= o, les Lrois équa-
tions dériyées par rapport & 2’, y’, 5’ respectivement, c'est-a-dire 2'=o, y'=o,
5'=o0; il en résulterait, contrairement a Phypothése, H = o.

4° La figure définie par le couple d’équations

(Ajx+B,y+Cyz+D;)? .

+ (Agx 4+ By +Cys+ D)2+ (A + By +~Cy5 + Dy)*+H=o,
A (Aj2 + By +Cis+Dy)

+ M(Agx + By y 4+ Cyz 4+ Dy) + 23(Azz + By y + Cys+Dy) =o,

o A, B, G, D, Ay, B,, C,, Dy, A;, By, Gy, Dy, H ont les mémes significations
respectives que dans 'exemple précédent, et ou, de plus, les constantes numé-
riques Ay, Ay, Ag vérifient 'inégalité 22 4232 + A3 2 o.
Les équations de la figure deviennent en effet, par la méme transformation que
ci-dessus,
24 ¥4 4 H=o,
ha' +hy' 4 W35 =o.

Pour qu'un point de la figure ainsi obtenue ne fit pas ordinaire, il faudrait
qu'il vérifidt, en méme temps que les équations de la figure, celles qu'on obtient



242 CH. RIQUIER,
géne)
z=a ' +ayy +. ..,
y=bx'+byy +...,

ol x, ¥, ... désignent les anciennes coordonnées, ', 5, ... les nou-
velles, et les lettres a, b, ... affectées d’indices des coefficients provi-
soirement indéterminés dont nous désignerons le déterminant par D ;
ce déterminant est une certaine fonction entiére, non identiquement
nulle, de ses divers éléments, assimilés & autant de variables indépen-
dantes. |

Cela étant, si l'on considére les équations transformées de la
figure ¥, la valeur prise, au point ordinaire commun dont parle
l’énoncé, par le déterminant différentiel de leurs premiers membres
relatif & p quelconques des coordonnées nouvelles est un polynome

en égalant & zéro les trois déterminants du second ordre extraits du tableau

-

wlv ,,yl’ zly
. . )\17 )\29 )\31
c’est-a-dire
hy'=hs, M3’ =Mz, ho!=h y'.

es constantes ne pou étre nulles 3 is & cause de

Les constantes 4, Ay, A, vant étre nulles a la fo d
M+ + 23 Fo,

supposons, pour fixer les idées, A2 o : des deux derniéres relations on tire

A 2
[——’ 03 0
y )Txl o %x’
1 1

puis, par combinaison avec I'équation A, 2’ + X, '+ A35'= o,

x’(l,—i—%—}-?}\\—‘?) =o0 ou z' (A2 + A3 +-A3) =o;

on a donc, de toule nécessité, £’ = o, par suite y'=o0, s'=o0, et finalement, en
portant dans I'équation 2"+ y"2+ 52+ H=o,

H=o,

ce qui est contraire a 'hypothése.
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entier par rapport aux éléments de D et dont les coefficients numeé-
riques ne sont pas tous nuls.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq coordonnées, et
qu'il s’agisse d’une figure & trois dimensions définie par le systéme
réduit

Su(z, ¥, 5,8 t)=o,
Sa(z, ¥, 5,8, t)y=0o.

Si I'on opére sur ce dernier la transformation

r=ax + ayy 4 azs’ -+ a;s’—}— azt',
y=bi + by + byz' + bys' + byt
3 =¢ +co_y + C3 5% —}—cgs-i—c5
s =d ¥+ dyy +dys'+d,s +d5t’,
t =e &'+ ey +e;5 +e s et

le déterminant différentiel du systéme transformé par rapport a deux
quelconques des coordonnées nouvelles, par exemple z’ et y', a pour

valeur
9fi ()f ! 9/ 9y 9fy 9f df ! of, 0f !
Idx+blo +01 + d, % —+ & == it azd +bad “+c +ded “+e ’
afs ofe 0fz 0f2 df: ofs 0]2 df 2 afs df,
a,d +[1 +cl +dld ‘l)l zdx"l“bgdy +d, ()S+e2W

d’aprés la régle de multiplication des déterminants généralisée (')

(1) Considérons les deux tableaux rectangulaires

Qy, bly e by, %y, (jh sy )\H
Qy, b?v sy 127 Agy 523 sy }".h
et
tey esy  aeay asy tey ey veey ey,
ag, by ..., g g By ..er Mg,

qui contiennent chacun g lignes et g -+ r colonnes (¢ >0, 720). Si l'on pose

Riy=asaj+ bB;+...+ L (f=1,2,...,qet /=12, ...,9),
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appliquée aux deux tableaux

ay by, ¢y dy, ey, %ﬁ’-’ %—?3 gf;‘w %’é) (‘)‘)—/}a
et
Qas, bg, Cy, (lg, €y, % ‘zf_z 0/2 df! ofg

. dz’ 9y’ 95 o5’ o’
il a donc pour valeur

afi df aft dfi
a, b, % 57 . a; ¢ D; —?
dfz dfs . ()fz l)fg
A, [)i (—)_.LT (').—‘-: Ay €y }; 5—;—
ofy dfi afy dfi
a d. % :"‘-\‘- . ay, & ‘—,‘; *—JZ-

+ e :
ag dg d_j" ()_‘/}_ (lg 92 ()_/2 0.,.‘.’
dx s dx  d¢
afy Of; dfy 9f,
. b1 Cy 5; —d‘; . bl (ll dul‘ _ds
by o | |92 " by dy | |92 9
2o dy 0z 2 dy ds
. afy dfy . E’_/_\_ 0,/ !
. bioe | 15y Wt Rk “i 9 s
by e o O ey dy dfy I
PR | dy o¢ 2 Jds  Js
iy Ifs L en dfy
N Cc, €, —: W N d‘ ¢ —5; W
ot | T2 o
‘& 95 dt : G Js  Jt

Or, lorsqu’i]l s’agit du point ordinaire commun don! parle I'énoncé
) 8 P ’

le déterminant d’ordre ¢
Ry, R,y ... Ry,
Ry, Ry oo Ry

Rig Ry oo By,
est égal a la sqmme des produits que I'on obtient en multipliant les délermi-

nants d'ordre ¢ extraits du premier tableau par les déterminants homologues
extraits du second.
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les divers déterminants différentiels de £, et f, qui figurent dans cette
derniére expression doivent étre remplacés par des valeurs numériques
non a la fois nulles.

II. Revenons aux conditions imposées par notre énoncé géneéral.
Pour qu’elles se trouvent satisfaites, il faut et il suffit : -

Que, dans les équations transformées de E,, les divers déterminants
différentiels (d'ordre p,) relatifs aux coordonnées nouvelles soient
tous différents de zéro au point considéré;

Que, dans les équations transformées de 17,, les divers déterminants
différentiels (d’ordre p, ) relatifs aux coordonnées nouvelles jouissent
de cette méme propriété;

lte.s

Et enfin, que le déterminant D de la transformation soit lui-méme
différent de zéro. '

Il est donc nécessaire et suffisant, si I'on se reporte & l'alinéa I,
que certains polynomes, entiers par rapport aux coefficients indéter-
minés de la transformation, ct dont aucun n’est identiquement nul,
puisseat prendre des valenrs numériques a la fois différentes de zéro :
or, il est toujours possible de disposer des coefficients indéterminés de
la transformation de maniére que cette condition soit satisfaite.

Représentations diverses d’une figure dans le voisinage
d’un point ordinaire,

22. Nous avons déja eu l'occasion de constater, comme consé-
quence de la propriéLé formulée au n°® 7, que, dans le voisinage d'un
de ses poinls ordinaires, une figure peut, d’'une infinité de maniéres,
&tre représentée dans le mode réduit, c'est-a-dire A I'aide d'un sys-
téme réduit d'équations reliant les n coordonnées. En vertu de cette
propriété, si une figure & n— p dimensions, admettant comme point
ordinaire le poinl (o, ¥, ...), est définie, dans le voisinage de ce
point, a l'aide du systéme réduit

fl("r’yyﬂ‘):ov f*(w»}’,‘--)’:—o, tee fp(‘z’y:-'-)=°)

I'expression générale de tous les systémes réduits pouvant représenter
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cette méme figure dans le voisinage de ce méme point est

)‘I,lfl+)\l,2f2-‘*‘° o )\l,pfp: 0,
haaSit+dafat oo+ Mpfr=o,

dopSitdpafot. oo+ pfp=0,

ot les fonctions A, développables a partir des valeurs z,, y,, ..., sont
arbitrairement choisies sous la seule restriction de former un déter-
minant & valeur initiale non nulle.

Si, sur '’expression générale des systémes réduils représentant une
figure donnée, F, on opére une transformation ponctuelle des » coor-
données x, y, ..., on tombe sur 'expression générale des systémes
réduits représentant une nouvelle figure, F/ ('). Cette derniére sera
dite transformée de F. '

Les propriétés formulées aux n> 13, 16 et 19 entrainent, d’autre
part, les conséquences suivantes :

1° Dans le voisindge d'un de ses points ordinaires, une figure
@ n — p dimensions peut, d’une infinité de maniéres, se représenter
al'aide d’un groupe de n formules exprimant les n coordonnées
%, ¥, ... en fonctions olotropes de n— p arbitraires, et telles que
n—p de ces formules, convenablement chotsies, sotent résolubles
par rapport aux arbitraires.

Réciproquement, un pareil groupe de n formules étant donné, le
systéme rédutt en z,y, ... que fournit 'élimination des n — p arbi-
traires définit une figure @ n — p dimensions, représentable a
Laide des n formules donndes.

Ce nouveau mode de représentation sera qualifié¢ de paramétrique.

2° Considérons, sur une figure donnée a » — p dimensions, le voisi-
nage d'un point ordinaire donné. Pour qu’un groupe déterminé de p
coordonnées, celui des p premiéres par exemple, soit exprimable en
Jonctions olotropes des n— p coordonnées restantes, il faut et il suffit
quenreprésentant la figure suivant le mode paramétrique a ’aide
de n — p arbitraires, le groupe des n— p derniéres formules de
celle représentation soit résoluble par rapport aux arbiiraires.

(') On le voit sans peine, en se reportant, notamment, au n° 418.
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3°8i, dans une représentation paramétrique d’une figure an—p
dimensions, on opére une transformation des n— p arbitraires,
on obtient une nouvelle représentation paramétrique de la figure.

Inversement, deux représentations paramétriques d’une méme
Jigure peucent toujours se déduire Uune de Uautre par wune trans-
JSormation convenable des arbitraires.

4° Considérons, en méme temps qu’une ligure, I, la figure, I', qui
s’en déduit par une transformation opéréesurles n coordonnées, y, ....
St, sur une représentation paramétrique de ¥, on opére la trans-
Sformation dont il s’agit, les n formules résultantes, nécessairement
résolubles par rapport aur coordonnées noucelles x'y y', ..., four-
nissent wne représentation paramélrigue de F'.

25. D'une propriété formulée au n° 6 il résulte que les divers
systémes réduits & P'aide desquels on peut représenter une méme
figure & n-- p dimensions fournissent tous, si on les résout par
rapport a un méme groupe de p coordonnées, un méme systéme de
formules de résolution. Ce dernier systéme fournit un mode de repré-
sentation éminemment simple, que nous qualificrons d’explicite, et
qui, aux avantages du mode réduit, auquel il appartient, joint ceux du
mode paramétrique, auquel on le raméne immédiatement : si 'on
désigue en effet par x, ... un groupe de p coordonnées, et par y, ... le
groupe des n — p coordonnées restantes, le systéme des p équations

=N,

,.
.
.

-

ol 7, ... désignent # — p variables arbitraires (').

(1) Une figure & zéro dimension, formée, comme nous U'avons observé, d’un
point unique, (&g, ¥,. ...}, se trouve représentée, avec le maximum de simpli-
cité, a 'aide des n formules . = .y, ¥ = 1. ..., qui constituenl un cas extréme
du mode paramétrique et du mode explicite.

Journ. de Math., tome 11, — Fasc. 11, 1g23. 33
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Contacts d'ordres divers entre deux figures.

24%. Pour définir un contactd’ordre (uelconque entre deux figures,
il convient de distinguer deux cas, suivant que ces figures ont ou non
le méme nombre de dimensions.

Considérons d'abord, dans I'espace & n dimensions [ [z, y, ...] |, deux
figures & un méme nombre, n — p, de dimensions, ayant un point
commun, (&Ly, ¥y, ...), ordinaire (n° 20) pour chacune delles : les
deux figures étant, dans le voisinage de ce point initial, représentées,
I'une, suivant le mode réduit, par le systéme des p équations

(1) filxeyyy o )=0, failwe,y,...)=o, o Seleyy, o )=o,

I'autre, suivant le mode paramétrique, i I'aide des n formules

o
(2) z={(u, e, ...), r=mnlu, e, ...),

“ ey

les p fonclions composées

SilEQuoo, o0y a(e, e, L), L,
(3) ,f-z[i(ll,", om0,

JolEQu, ey o)y (e, e o000 ]

ont évidemment des valeurs initiales nulles. Cela posé, et en désignant
par k un entier positif ou aul, si les fonctions (3) et toutes leurs
dérivées (relatives aux n — p paramétres «, ¢, ...) jusqu'a P'ordre k
inclusivement ont des valeurs initiales nulles, sans que toutes celles
d’ordre k + 1 jouissent a la fois de cette propriété, les deux figures
seront dites avoir au point considéré un contact d’ordre (exactement)
égal a k. :

Cette définition nécessite diverses observations dont I'tmportance
est essentielle. Effectivement, les deux figures données peuvent, de
bien des maniéres, étre représentées, la premiére suivant le mode
réduit, la deuxiéme suivant le mode paramétrique; comme elles ont,
d’autre part, le méme nombre de dimensions, une permutation de
leurs roles respectifs est & envisager oi 'on supposera, a 'inverse de
ce qui précéde, que la deuxiéme figure est représentée suivant le mode
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réduit, la premiére snivant le mode paramétrique : or, nous allons
établir que la propriété spécifiée dans la définition est indépendante
de ces circonstances variables. Nous établirons, de plus, qu’elle
lest de toute transformation poncluelle opérée sur les coor-
données x, y....

Y A
I. Supposons que les deux systémes

4) Sl y, o )=0, fule, ¥, )=0, ..., Sylayr,.)=o0
el
(5) é"l(J«‘, .)’1 .--):0, é\.‘i(‘vi J‘y “'):0» cety g’p(.l‘, ) "'):O

constituent, dans le volsinage du point considére, (x,, y,, ...), deuzr
représentations de la premiére figure suicant le mode réduit, et les
Sormules (2) une représentation de la dewxieme figure suicant le
mode paramélrigue ; en appliquant le mécanisme indiqué dans la
définition ci-dessus, d'abord & (4) et (2), puis & (3) et (2), on forme
successivement le groupe des fonctions composées (3), puis le groupe
des fonctions composées

kg, Q7N N Y AT IR R
. KL BT SIS SN T X 720N DA T X
) s L3 )oa( ]

..............................

3 R TR CRS Y € TN RS T

Cela étant, si les fonctions composcées (3), acec toutes leurs
dérivées jusqu'a Uordre k inclusicement, s'annulent au point consi-
deré, sans que lowles leurs deérivées dordre k +1 s’y annulent
a la fors, les fonctions composées (0) jouissent de la méme pro-
Priete.

A. Les fonctions composées (6) et lears dérivées jusqu’a ordre &
inclusivement s’annulent au point considére.

Effectivement, les systémes réduits (4) et (5) représentant la méme
figure, leurs premiers membres (n° 22) satisfont, quels que soient
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Xy )y ..., & des identités de la forme

Si=Mifi+rdaforoo o+ d, [
S :)\E.l ./I +)“2.2,f2+ et )t'.’.pfp)

Sp=tpafi+dusfot RS

ou les fonctions 4, développables & partir des valeurs z,, y,, ...,
forment un déterminant & valeur initiale non nulle. Sidonc on désigne
a l'aide des notations f", g', X' ce que deviennent les fonctions f, g, A
lorsqu'on y remplace z, y, ... par leurs valeurs en u, ¢, ... lirées des

formules (2), on aura, quels que soient «, v, ...,

P T T iy
A I RS U

<r,

o

—~~
~1
S’

............................... .

go=Na L1+ NS+ X i

en sorte que, pour avoir les dérivées successives (relatives a u, ¢, ...)
des fonctions composées (6), il suffit de prendre les dérivées succes-
sives des divers produits de deux facteurs ligurant dans les seconds
membres de (7). Considérons, par exemple, une dérivée d’ordre / du
produit A  f; : il résulte immédiatement des régles ¢lémentaires de la
dérivation que cette dérivée est une somme de termes dont chacun
contient en facteur quelque dérivée des ordres o, 1, 2, ..., & de f,,
c’est-d-dire de la premiére des fonctions (3). Cette simple remarque,
rapprochée de nos hypothéses sar les fonctions (3), prouve que le
produit X, , f| etsesdérivées jusqu'a'ordre A inclusivement s’annulent
au point considéré, Il en est de méme pour les divers produits de
deux facteurs figurant dans les seconds membres de (7), pav suite
aussi pour les premiers membres, ¢’est-d-dirve pour les fonctions com-
posées (G).

B. Les dérivées d’ordre k+1 des fonctions composées (6) ne
s'annulent pas loutes au point considéré.

Effectivement, si la nullité initiale établie pour les fonctions (6) et
leurs dérivées jusqu’a lovdre k inclusivement s’étendail a toutes leurs
dérivées de l'ordre k + 1, elle s’étendrait, par le méme raisonnement
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fait en sens inverse, a toutes les dérivées d’ordre k + 1 des fonctions (3),
ce qui est contraire & ’hypothése.

L. Supposons que les forz}wles
(8) =0, ), y=alu e, )y
et les formules \ '
(9) e=w(U,V,...), y=pU,V...0),

constituent (dans le voisinage du point considéré) deux représenta-
tions de la deuxieme figure suivant le mode paramétrigue, et le
systéme (1) une représentation de la premiere figure suivant ie
mode réduit; en appliquant le mécanisme indiqué dans la définition,
d’abord a (1) et (8), puis a (1) et (g), on forme successivement le
groupe des fonctions composées (3), puis le groupe des fonctions

composées
AIS(U, Y, ), (U, VL L L
(t0) SIB(U V) p(UL VL,

.............................. »

JolmU, ¥, .0, (U Y, ), e

Cela étanl, siles fonctions composées (3), avec toutes leurs dérivées
Jusqu'a Uordre k inclusivement, s'annulent aw point consideré, sans
que loutes leurs dérivées d’ordre k+1 s’y annulent a la fors,
les fonctions composées (10) jouissent de la méme propriété.

. A. Les fonctions composées (10) et leurs dérivées jusqu'a I'ordre k
inclusivement s’annulent au point considéré.
Désignons en effet les fonclions (3) et (10) respectivement par les
notations abrégées

(11) Y Q7P L N N N 2O O Y € N S
et
(12) O (U, V, ...), ©(U,V,...), ..., ®(U,V,. .0

En vertu d’une propriété énoncée au n° 2 (3°), il suffit, pour passer
des formules (8) aux formules (g), d’effectuer dans les formules (8),
sur les 2 — p arbitraires u, ¢, ..., une certaine transformation : cette
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méme transformation permetira donc, évidemment, de passer des
fonctions (3) aux fonctions (10), c’est-d-dire des fonctions (11) aux
fonctions (12). Nous pouvons dés lors, pour calculer les dérivées
successives de ces derniéres, (12), opérer sur les premiéres, (11), a
condition d’y considérer «, ¢, ... comme fonctions de U, V, .... Or, il
résulte de la régle des fonctions composées qu’une dérivée d'ordre /
de ®,(U, V,...), ainsi calculée, est une somme de termes dont chacun
contient en facteur quelque dérivée des ordres o, 1,2, ...,k de Ja com-
posante ¢,(u, ¢, ...). Cette simple remarque, rapprochée de nos hypo-
théses sur les fonctions (3), c’est-a-dive sur les fonctions (11), prouve
que ®,(U, V, ...) et ses dérivées jusqu'a Pordre A inclusivement
s’annulent au point considéré. Il en est de méme pour

®,(U,V,...), ..., ®,(U,V, ...

Ainsi, les fonctions (12), c’est-a-dire les fonctions (10), ainsi que leurs
dérivées jusqu’a l'ordre k inclusivement, s’annylent bien au point

Jusq ’ u F
considéré.

B. Les dérivées d’ordre A + 1 des fonctions composces (10) ne
s'annulent pas toutes au point considéré.

Effectivement, si la nullité initiale établie pour les fonctions (10) et
leurs dérivées jusqu'a l'ordre £ inclusivement s'étendait a toutes leurs
dérivées de 'ordre & + 1, elle s'étendrait, par le méme raisonnement
fait en sens inverse, & toutes les dévivées d’ovdre b + 1 des fonctions(3),
ce qui est contraire a 'hypothése.

II1. 11 nous faut, avant de poursuivre, établic un lemme.

Considérons, comme dans notre ¢noncé général, deux figures
a n — p dimensions admettant le point commun (&, ), ...), ordinaire
pour chacune d’elles, et représentées, I'une, suivant le mode réduit,
par le systéme (1), 'autre, suivant le mode paramétrique, par les
formules (2); supposons, en outre, que les déricées premiéres des
Sfonctions composées (3) s’annulent, comme ces fonctions, au point
considéré. Cela étant, si, pour la figure (1), un certain groupe de
p coordonnées est exprimable par des fonctions olotropes des
n — p coordonnées restantes, ce méme groupe Uest aussi pour la
Jigure (2), et réciproguement.
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< L ) o o .

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq coordonnées,
%, ¥» 3, 8, {, que les figures considérées soient & trois dimensions,
et solent

(13) S, vz, 8, t) =o, Sa(e, ¥y 5, 5, 8) =0

le systéme réduit qui définit la premiére,

-

=n(w, ¢, v,
(14) Dx = 00,
( s = g n, vy,

bt = t(u, o, w)

'\ = 5w, e, w),

(2]

les formules paramétriques qui définissent la seconde. Supposons, en
outre, que les deux fonctions composées

§ SildCe, oy )y nu, o w), C(u, 0, w), g, ¢, w), 7(a, e, w)],

}_/'.3[5(1(, ¢y w0, oy w), S, e, w), g, e, w), T, oy w) ],

(13)

ainsi que leurs diverses dérivées premicres, s’annulent au point consi-
déré. Cela étant, il s’agit de prouver que si le couple de coor-
données (., y), par exemple, est exprimable, pour la premiére figure,
par des fonctions olotropes de z, s, ¢, il I'est aussi pour la seconde
figuve, et réciproquement; ou, en d’autres termes, que les deux déter-
minants différentiels

% %
> dy
(16) o of N
| 9z oy
oF dt ot
die dv dw
Jdos do Oo
(7 Ji do dw
koo o
Jdu dJde  ow

ont leurs valeurs initiales respectives & la fois nulles ou & la fois diffé-

rentes de zéro. '
Effectivement, supposons que le déterminant (16) ait une valeur

initiale ditférente de zéro. kin vertu de notre hypothése sur les fonc-
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tions (15), on a, au point considéré,

af, 9 dfl On _ Ofy ¢ N af, dg - af, ot _
(18) Joxr du dy du ' dz du ds” Ju ot du "
%()E afs dﬂ%_%dt ()fdcf_*_g/jg_f_~
oz ou " dy du 9z du T 05 0u T 0t ou — %
af. 0% af o0 afy % df, 0z of, v
(o) oz Ty o Tz o T osov T ot av =0

1 .

? Oy 0 Ofdn 0 0L 0f0z | ofidc _ .
Jdz dv dy de ds dv ds v Jt de
ofy ¢ dfi dn dfi 0L  dfi da  df, Ot

) ()_xm’+;ﬁ5‘_!.' )z dtx’+m7(}ri;+575l—v

20

( ofs d5  dfy On | 9Ofs JC  df, Iz dj, Jr
oz dw Oy dw " ds ow | Os Ow ot dw
d’ol l'on tire .
’ 0£ ! - da ,()T

ou =M d + B Ju ou’

o _ L pds o0

du " ou Jdu 0_1’

dE 7 . Jo , 0

dv =A'= l) ; + B (-)—‘ C 5;; )

un —_ I/d;ﬁ //() "

Jo =A ao + B Je +Cd‘

% RS , 0o , Ot

o du' ow +C Jw’

@ — Allic_ Br<° da NG Jt

dw T gw v ow’

Si donc le déterminant (17) avait une valeur initiale nulle, les divers

déterminants du troisiéme ordre extraits du tableau

o g 2
du’ o’ 0w’
dn on ou
ou’ 9o’ dw ’
&%
du’ ¢’ 9w’
g 95 0o
du' dv’ ow’
JT J= _(25
72 TR N
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auraient tous aussi des valears initiales nulles, ce qui est contraire

a ’hypothése.

Inversement, supposons que le déterminant (17) ait une valeur
initiale différente de zéro. Des formules (18), (19) et (20), groupées

comme il suit,

of, 98

ou
i 0F
dv

¢ 9¢

ow

dE
du

5’6
9
oz dw

Jdx

i
1z
&d_fz
-z

on tire

o, on
dy du
dfi dn

o, 0
dy ow
dfs dn
dy du
9fy dn
9y dv
afy dn

% o

9 _
95

9fi _

o5
()f‘

‘ df
Js
s

at

ds
I

o & o on op o
03 du ds du t du
LSO a0 oo
ds 9w Js oy dt
df, d{ df, do d_fl 21;
0z ow ' ds dw Jt ow
Y& Wos o o
0z du ds du J¢t due
Yk 000 o 0
03 dv Js (}v av
dfg dc dfz do dfg ot .
03 5@+T)§'%+ at Iw
1 ')fl 1 dfl
M" d{ —+ NII %fy!’
w f df -
=M oz + N 5)—:’
’ df‘-’ N/ ‘)f‘z
— e 9fe v O,
=M oz + N dy
" f ll/(_’lg
"oz + N dy

o

=o,

)

Si donc le déterminant (16) avait une valeur initiale nulle, les divers

déterminants du second ordre extraits du tablean

%, o dfl
ox’ oy’ 95’
of dfs Ofs
oz’ 9y’ 95’

o,

dfs,
ds

Joura. de Math., tome I1. — Fasc. 111, 1923,

afi
Jt’

o
dt
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auraient tous aussi des valeurs initiales nulles, ce qui est contraire

a I’hypothése.

1V. Supposons que, dans le voisinage du point considéré, le sys-
teme

(21} Az, y,...)=0, Sa(zy y, . V=0, ces Sfelz, ¥, ..)=0

et les formules
(22) 2=5(U.V, ...), y=H(U,V, ...,

constituent deux représentations de la premiére figure, l'une sui-
‘vant le mode réduit, I’ autre suivant le mode paramétrigue; suppo-
sons, pareillement, que le sysiéme

(23) Fy(zyy, ...)=0, Fo(@,p .0 ..oy  Fplzy...)=o

el les.formules
(24) x:{(u,vv, NN y=un(u, e, ...),

constituent deux représentations de la deuxiéme figure, Uunc sui-
vant le mode réduit, l'autre suivant le mode paramétrique. En
appliquant le mécanisme indiqué dans la définition, d'abord a (21)
et (24), puis & (22) et (23), on forme successivement les fonctions
composées (3 ), puis les fonctions composées

F[E(U,V, ..., KUY, .., .l
N 4 A -
(25) Fy[E(U,V, ...), H(U,V, ) o

‘ F,[2(U,V,...), HU.V, ... ...].

Cela étant, si les fonctions composées (3), avec toutes leurs
dérivées jusqu'a l'ordre k inclusivement, s'annulent au point consi-
déré, sans que toutes leurs dérivées d’ordre k + 1 s’y annulent a la
Jols, les fonctions composées (25) jouissent de la méme propriété.

Supposons ici encore, pour fixer les idées, qu’il y ait cinq coor-
données, z, y, s, s, ¢, et que les figures considérées, admettant le
point ordinaire commun (&, ¥4, 5oy Soy £y ), SOient & trois dimensions :
les formules (21), (22), (23), (24), (3), (25) deviennent respecti-
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vement .
(21 bis) Silz, ¥y 5,5, t)=0, Sa(x, ,;, 3,8 t)=o;
r=&(U,V, W),
g y=H(U,V, W),
(22 bis) (5 =2Z(U,V, W),
( s =3(U, V, W),
t =T(U, V, W);
(23 bis) Fi(z, y,5, 5 t)=o0, F.(x, v, 5,5, t) =o0;

v =E(u, v, w),
\ y =n(u, v, w),
(24 bis) is = (u, v, w),
’ s =a(u, ¢,w),
L =1 (u, 9, w);
( Sile(a, o, w0), 0y, o, w), L(u, v, w), a(u, ¢, w), t(u, v, w)l,
l Jalg(n, o, w), n(«, ¢, w), L(uw, v, w), a{u, v, w), t(u, v, w)];
FI[Z(U,V, W),r HU, V, W), Z(U, V, W), 3(U, V, W), T(U, V, W)],
[Z(U,V, W), I(U, V,W), Z(U, V, W), 3(U, V, W), T(U, V, W)].

(3 bis)
(25 bis)

Il s’agit de prouver que, si les fonctions composées (3 bis), avec toutes
leurs dérivées jusqu'a l'ordre % inclusivement, s’annulent au point
considéré, sans que toutes leurs dérivées d'ordre k + 15’y annulent
A la fois, les fonctions composées (25 bis) jouissent de la méme pro-
priété. '

A. Les fonctions composées (25 bis) et leurs dérivies jusqu’a
l'ordre & inclusivement s’annulent au point considéré.

Si U'entier & est nul, le point (x,, y,, 3,, S {,) étant, par hypo-
thése, commun aux deux figures, les fonctions composées (25 bis) ont,
comme les [onctions composées (3 bis), des valeurs initiales nulles.

Supposons maintenant que 'entier & soit supérieur 4 zéro, par suite
au moins égal & 1. En rapprochant de I'alinéa précédent IIl nos
hypothéses sur les fonctions composées (3 bis), on voit que, pour les
deux figures considérées, les mémes couples de coordonnées sont
exprimables en fonctions olotropes des trois coordonnées restantes, et
que dés lors les deux figures seront représentables, suivant le-mode
explicite (n° 23), par des couples de formules ayant respectivement
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les mémes premiers membres, par exemple
zr=g1(3, s, t), y=25(5,s¢)
pour la premiére figure,
xz=0Gy(3, s, t), y=0G,(ss,1)
pour la deuxiéme figure. Cela étant, nous allons, dans ce qui suit,
associer de diverses maniéres une représentation, réduite ou paramé-

trique, de la premiére figure, avec une représentation, paramétrique
'ou réduite, de la deuxiéme.

Premiére assocration :
Silz, ¥, 5,8, t) =0,
Sfelx, ¥, 5,8, ¢) =0,
| & =E&(u, ¢, w),
s y =n(u, ¢, w),
3 =C(u, v, w),

g

Deuxiéme association :

olu, v, w),

T{u, ¢, w);

§ x—g(s, s, t)=o,
! Y —&:(5,5,t)=o,
z=E(u, v, w),
S r=nun(u, v, w),
z ={(u, v, w),
s =o(u, v, w),
L ¢ =1(u, v, w);
Troisiéme association :
xr—g1(5,5.t) =o,
y—gg(z, s, t)=o,
x=G,(d,s', ),
¥y =Gy (5, ¢, 1),

’

S

F4

s s,
4 t

.o
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Quatrieme association :

=
?

‘T—Gl(z’ S, t):o,
g ¥y — Go(z, 5, t)=0;

Il

(s, s 1),
(', s/ 3 t,):
’

s’y

I3

u K 8
H I)

h

~ @
I

Cinquiéme associalion :

f xr— G (3,5, t)=o,
( ¥ —Gy(3, 5, ) =o0;
Stxiéme assoctation :

I' z=&(U, V, W),

‘y -H (U, V, W),
s =Z(U, V, W),

’ s =2(U, V, W),

e =T(U, V, W),

{ Fi(z, y, 5,5 t)=o,

? Fy(z, y, 3,5, t)=o0.

259

A ces six associations correspondent respectivement, par l'appli-

cation du mécanisme indiqué dans la définition du contact, six couples
de fonctions composées, savoir :

(a6) § S1LEC 0 @)y au, 0, @), Ly 0, @), 0w, 0, @), 2, 0, )],

(27

(fg[E(u, v, W), n(u; v, w), §(u, v, w), a(u, v, w), 7(u, v, w)];
) E(u’ Yy W) - gl[c(uy vy W)\ o'(u, Y, W)y T(u9 Y, W)]y
n(u, v, W)’—'gz[C(“) o, w), a(u, v, w), t(u, v, W)];

(28) Gy (s, s, t')— g, (5, 8, '),

G,y (5, s, ')y — g (&, s, t');
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et

(5, 8 1) — Gy, s Y,
) | rt o, 0y Guie .
(30) { 2(U, V,W)—G,[Z(U,V, W), X(U, Y, W), T(U, vV, W)],
[ H(U, V, W) = G,[Z(U, V, W), 3(U, V, W), T(U, V, W)];
(31) F,[E(U,V, W), H(U,V,W), Z(U,V,W), 3(U,V,W), T(U,V,W)],

F,[E(U, V,W), H(U,V, W), Z(U,V, W), (U, V, W), T(U, V, W)].

De ces six couples de fonctions composées, le premier,. (26), est iden-
tique a (3 bis), et le dernier, (31), identique & (25 bis).

Or, la propriété que poss¢dent, par hypothése, les fonctions (3 bis),
ou (26), d’avoir des valeurs initiales nulles ainsi que toutes leurs
"dérivées jusqu’a 'ordre k inclusivement, s’é¢tend tout d’abord de (26)
a (27), en vertu de l'alinéa I; puis de (27) & (28), en vertu de
I’alinéa II'; puis, évidemment, de (28) & (29), qui se compose de fonc-
tions respectivement identiques au signe prés; puis de (29) a (30), en
vertu de I’alinéa II; puis enfin de (30) & (31), c'est-a-dire & (25 bis),
en vertu de I’alinéa I. .

B. Les dérivées d’ordre & +  des fonctions composées (25 bis) ne
s'annulent pas toutes au point considéré.

Effectivement, si la nullité initiale établie pour les fonctions (25 bis)
et leurs dérivées jusqu'a Vordre & inclusivement s'étendait a toutes
leurs dérivées de 'ordre & -+ 1, elle s’étendrait, par le méme raisonne-
ment fait en sens inverse, & toutes les dérivées d’ordre & + 1 des fonc-
tions (3 bis), ce qui est contraire a 'hypothese.

V. De I'exposé qui précéde (alinéas I, 11 et V) il résulte que la
propriété spécifiée dans notre définition du contact d’ordre k est indé-
pendante des diverses circonstances variables mentionnées au début
du présent n° 24 : établissons maintenant qu'elle est indépendante
de toute transformation ponctuelle opérée sur les coordonnées
Ly Yy ennn

Soient donc

5 z=ua(z', ¥y, ...)
(32) ‘ y=p s ),

................
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les formules de transformation qui lient les anciennes coordonnées
&, ¥, ... aux nouvelles z', 3, ... : les anciennes coordonnées, Loy Yoy eers
du point ordinaire commun aux deux figures, prises conjointement
avec ses coordonnées nouvelles, 2/, ¥, ..., vérifient numériquement
les formules (32), et, & partir de la solution numérique

. Il
(Zor For + -y gy Yoy - D

les formules dont il s’agit, résolues, en fait, par rapport a x, y, ...,
sont, de plus, résolubles par rapport a z', y/, ... conformément au
principe général des fonclions implicites.

Par cetle transformalion, le systéme (1) et les formules (2) de-
viennent respectivement

Alala, y', .0, By, .., .. 1=0,

R
Sola(x'y 5, .00, @($'.y', s e =0
el .
a(z'. ¥ ) =E(u, 0, 00,
(34) ? Bla!y ¥, .o)y=un(u. o, ...),

Le systeme (33) fournit d’ailleurs une représentation, dans le mode
réduit, de la premiére figure transformée (n° 18), et les formules
déduites de (34) a I'aide d’une résolution par rapport & ', ', ... une
représentation, dans le mode paramétrique, de la deuxitme figure
transformée (n° 22). Or, si 'on porte dans les premiers membres
de (33) les valeurs de ', ', ... obtenues par cette résolution, les
fonctions composées qui en résultent sont respectivement identiques
a (3).

Alinst se trouve établi le point que nous avions en vue.

28. Définissons maintenant un contact d’ordre quelconque entre
deux figures dont les nombres respectifs de dimensions, n—p, n —r,
soient inégaux, et supposons n — p > n — r. Les deux figures étant,
dans le voisinage d'un poiut ordinaire commun, représentées, la pre-
miére (cclle & »—p dimensions), suivant le mode réduit, par le
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systéme des p équations '
(35) filz,y, ...)=o, Solz, y. . .) =0, ceny So(z, 3, ..) =0,

la seconde (celle & » — r dimensions), suivant le mode paramétrique,
a 'aide des n formules

(?;6) z=&(u, v, ...), y=mn(u, 9 ...) ces
les p fonctions composées

JilECu, o, .00), 0w, 0,000, 00,
(37) Ja[ECw, 0y o0 0w, ey l0l),y L],
Solé(uy 0y o00), (e, 0y o0, o0l

ont évidemment des valeurs initiales nulles. Cela posé, et en désignant
par k un entier positif ou nul, si les fonclions (37) et toutes leurs
dérivées (relatives aux n — r paramétres u, ¢, ...) jusqu’a 'ordre k
inclusivement ont des valeurs initiales nulles, sans que toutes celles
d’ordre k + 1 jouissent & la fois de cette propriété, les deux figures
seront dites avoir, au point considéré, un contact d’ordre (exactement)
égal a k.

Cette définition, comme celle du numéro précédent, nécessite
diverses observations essentielles. On n’a pas, il est vrai, dans le cas
actuel ot les deux figures n'ont pas le méme nombre de dimensions,
a envisager une permutation entre leurs réles respectifs; mais, ici
encore, elles peuvent, de bien des maniéres, étre représentées, la pre-
miére suivant le mode réduit, la deuxiéme suivant le mode paramé-
trique : or, la propriété spécifiée dans la définition est indépendante de
ces circonstances variables. Elle I'est, en outre, de toute transformation

- ponctuelle opérée sur les coordonnées x, y, .... C'est ce que mettent
en évidence des raisonnements tout semblables & ceux que nous venons
d’exposer dans les alinéas I, I et V du numéro précédent. ‘

26. 11 convient, enfin, de dire un mot du contact d’ordre infini
entre deux figures.

Deux figures a n — p dimensions, ayant un point commun, ordinaire
pour chacune d’elles, seront dites avoir en ce point un contactd’ordre
infini, si, 'une d’elles étant représentée dans le mode réduit par le
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systéme des p équations (1), et l'autre dans le mode paramétrique
a l'aide des » formules (2), les p fonctions composées (3) et leurs
dérivées de tous ordres ont des valeurs initiales nulles.

Considérons maintenant deux figures dont les nombres respectifs de
dimensions, n — p, n—r, soient inégaux, et supposons z — p >n—r:
en un point commun, ordinaire pour chacune d’elles, ces figures seront
dites avoir un contact d’ordre infini, si, la premiére (celle & »—p
dimensions) étant représentée dans le mode réduit par le systéme des
p équations (35), et la seconde (celle & » — r dimensions) étant repré-
sentée dans le mode paramétrique & l'aide des r formules (36), les
p fonctions composées (37) et leurs dérivées de tous ordres ont des
valeurs initiales nulles. :

De Pexposé qui précéde il résulte (ue les caractéres pris pour bases
respectives de ces deux définitions sont indépendants des diverses cir-
constances mentionnées au début des n°s 24 et 25.

Pour que deux figures, ayant, ou non, le méme nombre de
dimensions, et admettant le pornt commun (x,,y,. ...), ordinaire
pour chacune d’elles, sotent en symptose (n° 20), il faut et il suffit
qu’elles aient en ce point un contact d’ordre infini.

Effectivement, si les deux figures sont en symptose, les p fonctions
composées que donne I'application du mécanisme indiqué ci-dessus ne
peuvent manquer d’étre identiquement nulles; elles s’annulent donc
numériquement avec leurs dérivées de tous ordres au point
(Loy Vos +--) (1), c'est-a-dire que les deux figures ont en ce point un
contact d'ordre infini.

Réciproquement, si les deux figures ont au point (x,, y,, ...) un
contact d’ordre infini, les p fonctions composées dont il s'agit s’an-
nulent numériquement en ce point avec leurs dérivées de tous ordres ;
elles sont donc identiquement nulles (*), d'ou résulte que les deux
figures sont en symptose.

27. Si deux figures a n — p dimensions, ¥, G"-P, ont entre
elles un contact d’ordre au moins égal a k, toute figure & n — q di-

V) Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n° 56.

(
(2) Ibid., n° B7.
Jowrn. de Math., tome 1I. — Fasc. IH, 1g23. 35
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" mensions, J*-9, ayant avec la premicre, F"-P, un contact d’ordre
aw moins égal a k, a aussi avec la seconde, G"—P, un contact
d’ordre au moins égal a k.

(On suppose, indifféremmenl, 7 — p supérieur, égal ou inférieur
an—gq.)

I. Considérons d’abord les deux figures & n — p dimensions,
Li=n, M=~ définies par les syslémes respectifs

=X, (5,8 ... ) x=Xn(z 8 ...)
sy =Y (58 ..) y=Yu(s s, ...),
.............. o N,
qui, pour l'une et pour I'autre, expriment un méme groupe, (x,y, ...),
de p coordonnées en fonctions olotropes des # — p coordonnées res-
tantes z, s, ... : pour que, en un point ordinaire,

(Tos Yoy =+ +r By Sos -0 ),

commun & ces deux figures, il y ait entre celles-ciun contacl d’ordre g,
il faut et il suffit que les développements de x, y, ..., construits, pour
I'une et pour 'autre, a partiv de 3, $,, ..., €L qui sont enticrs par rap-
port aux différences = — 5, s — s,, . . ., soient respeclivcment iden-
liques de part et d’autre jusqu'aux termes de degré g inclusivement,
sans que l'identité dont il s’agit s’étende & ’ensemble des lermes de
degré g +1.

Pour s’en convaincre, on mettra les équations de la premiére figure
sous la forme

’ NXi (58 ...)—ax =0,

Y.(5, % ...)—y =o,

[ e,

on représentera la deuxiéme, suivant le mode paramétrique, a I'aide

des formules
x =Xy (& oy «0.)s

}‘iY]n(C, [~ ]S

(n° 23), et 'on appliquera notre définition du n°® 24,
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1. Revenons & notre ¢noncé. .

La définition d’un contact d’ordre quelconque entre deux figures
étanl, comme nous l'avons vu, indépendante de toute transformation
ponctuelle opérée sur les coordonnées, il est toujours permis, si P'on y
trouve quelque avantage, de recourir & une pareille transformation.
Or, en vertu d’une remarque exposée au n® 21, on peut, au besoin,
opérer sur les coordonnées une transformation linéaire telle, gu'un
méme groupe de p coordonnées devienne, pour les deux figures
[7e-p, G- exprimable en fonctions olotropes des #— p coordonnées
restantes. Supposant, dés lors, les équations de ces deux figures mises
respectivement sous les formes

xr=Xp(z, 5, ...), w::‘X(;(:, Sy o)
y=Ye(s 8 .00, r=Ye(s5 ..,

nous distinguerons dans la démonstration deux cas, suivant que I'on a
n—p_n—y ou n—p<n—q.

Premier cas. — On suppose n—pZn — q.
La figure J* étant représcntée, suivant le mode paramétrique,
a 'aide des » formules

on formera les deux groupes de fonctions composées

s Xe[Z(w, 0y o) S oo o)y o] —2(uy e, 000,
(38) Ye[Z(u, 0y .0)y S(uy 0, 000), oo ]J—H(w, ey 000,

et
Xel[Z(u,y oy o 00)
(39) B VAU

N .
( ...............................................
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'Du contact supposé entre F*~» et J* 9 il résulte que les fonctions
composées (38) ont des valeurs initiales nulles, ainsi que toutes leurs
dérivées jusqu’a 'ordrve & inclusivement. Si l'on compare- alors (38)
a (39), il résulte du contact supposé entre =7 et G2 et de
'alinéa I, combinés avec la régle des fonctions composées, que les
fonctions composées (39) jouissent de celte méme propriété : les
figures G, J~9 présentent donc, clles aussi, un contact d’ordre au
moins égal & k.

Deuriéme cas. — On suppose n —p < n — gq.
La figure J"— étant représentée, suivant le mode réduit, par le sys-
téme des ¢ équations ‘
‘ Jilxe, oy, o058 ) =0,
folx,yy ooy 5,8, ... )=o0.

e Sy oo 58, o) =0,
on [ormera les deux groupes de fonctions composées

SIXe(aosy oo Yes, 8, o0d)y coey 308, ooy
FoIXe(sys, o0l) Ye(s,s, o00), ooy 508, 0]y

(L/'O) ......................................... .
JolXe (s, s, o) Ye(s, 8 o) ooy 58, ]
et
JiING(5 8y o), Ya(se 8, von)y veey 398, onty
, gfg[x(;(:, Se o)y Ya(5, 8, i)y ey 508, 0l
(A1)

UJo(Xe(zy 80 o00) Ya(s, s, o00), ooy 58, 000

-

Du contact supposé entre F-» et J®=9 il résulte que les fonctions
composées (4o0) ont des valeurs initiales nulles, ainsi que toutes leurs
dérivées jusqu'a l'ordre k inclusivement. Si I'on compare alors (40)
& (41), il résulte du contact supposé entre F-» et G*~7 et de
alinéa I, combinés avec la rigle des fonctions composées, que les
fonctions composées (41) jouissent de cette méme propriété : les
tigures G"“~#), J"~9 présentent donc, elles aussi, un contact d’ordre au
moins égal a 4.
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28. Considérons les quatre figures

F(u-—p,\’ G(n—p),
Fo-o G2,

dont les deux premiéres sont & n — p dimensions, les deux derniéres
i n - ¢ dimensions. (On suppose, indifféremment, 2 — p supérieur,
égal, ou inférieur & n—¢.)
Cela étant, s’tl existe un contact d’ordre aw moins égal a k :
1° entre F¢ D et G P
2¢ eatre F@ 9 o0 GO0,
3° entre Fo n g Fo—,

iy a certainement aussi un contact d’ordre aw moins égal a k
entre GO=P ot G0,

Il résulte en effet du théoréme précédent (n° 27) que le contact
supposé de F¢P avec G~V et avec F“~? entraine, entre G*-# et I'*-0,
un contact d’ordre au moins égal & &; puis, (que le contact ainsi établi
de F*-# avec G"—7 et son contact supposé avec G~ entrainent,
entre G“-? et G” 7, un contact d’ordre au moins égal & £.

29. Lorsqu’il existe entre deux ligures un contact proprement dit,
c'est-i-dire d’ordre supérieur & zéro, une derniére remarcque est &
noter : nous distinguerons, dans ’énencé, deux cas, suivant que les
figuves offrent ou non le méme nombre de dimensions.

I. Sideux figures a n — p dimensions ont entre elles un contact
proprement dily et si, pour U'une d’elles, un certain groupe de
p coordonnées est, dans le voisinage du point de contact, cxpri-
mable par p fonctions olotropes des n — p coordonnées restantes, ce
méme groupe 'est ausst pour Cautre f gure.

Supposons, par exemple, qu'il y ait cinq coordonnées, «x, ¥, 5, s, (,
que les figures considérées, dont le contact est d'ordre supérieur
4 zéro, soient a trois dimensions, et (ue, pour l'une d’elles, le
coup]e (, )*) soit exprimable par des fonctions olotropes de 3, s, ¢ :
je dis que ce méme couple (x ) ne pourra manquer de I’étre aussi
pour I'autre figure.

Pour l’etabhr, il suffit de supposer la premiére figure définie par le
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systéme (13), la deuxiéme par les formules (14), d’observer que. les
fonctions composées (15), ainsi que leurs diverses dérivées premiéres,
s'annulent au point considéré, el de raisonner comme nous 'avons fait
a l'alinéa 111 du n° 24.

II. Considérons maintenant deux figures, F*-# T 7 dont les
nombres respectifs de dimensions, n — p, n — r, soient inégaux, tels
que l'on ait, par exemple, » — p >n —r, d'ot p < r, et supposons
que ces deux figures aient entre elles un contact proprement dil.
Cela étant :

1° Si, pour la figure F“=P, un certain groupe, ,, de p coor-
~données est, dans le voisinage du point de conlact, exprimable
par p fonctions ololropes des n - p restantes, U'un aw moins des
divers groupes de r coordonnées oblenus par Padjonction & ¢,
de 1 — p coordonnées est, pour la figurc ¥"="  cxprimable par
1 fonctions olotropes des n — 1 restantes. ‘

2° Inversement, si, pour la figure Y un cortain groupe, ¢,
de r coordonnées est cxprimable par r fonctions olotropes des
n — rrestantes, Uun au moins des divers groupes de p coordonnées
extraits de G, est, pour la figure F“=P exprimable par p fonctions
olotropes des n — p restantes.

Supposons, par exemple, (u’il y ait cin( coordonnces, .z, v, 3, s, (;
que les deux figures considérées soient, I'une & trois dimensions,
’autre & deux dimensions; et que ces deux ligures soient.respecti-
vement définies, la premiére, F”, suivant le mode réduit, par le
systéme

Sz, y, 5,8, 8) =0,  fal@,¥,3 8 () =o0.

la denxiéme, I, suivant le mode paramétricue, a Uaide des formules

r=I(a, ),
\J’ =wn(«, ¢),

t 5 == (u, 0),
'.\' =a(w. v),
= T(uoy).

Leur contact étant, par hypothése, d’ordre supérieur & zéro, les deux
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fonctions composées

VALECe, o), a(a, v), E(u, o), e, o), = (u, ¢),
i Lol 8, ) n(u, ¢), LQu, ¢), o(u, o), T(u, ¢)

ont des valeurs initiales nulles, ainsi que leurs diverses dérivées pre-
miéres. Cela élant :

1° Si, pour la figure K", le groupe (w, y) est exprimable en fonc-
tions olotropes des trois coordonnées restantes, I'un au moins des
divers groupes (,y, ), (v, v, s), («, y, {) sera, pour la ligure F,
exprimable en fonctions olotropes des deux coordonnées restantes. En
d’autres termes, st le déterminant

oy,
dr  Jy
72
Y e 3.
de  Jdy

a une valeur initiale diflérente de zéro, 'un au moins des trois déter-
minants du second ordre extraits du-tableau

e o

\a;z’ o’
(49) 0o, de,

Ju Jv

' o7 J=

\ e’ or

aura une valeur initiale différente de zéro.

2° Inversement, si, pour la figure I, le groupe (x, y, =) est expri-
mable en fonctions olotropes des deux coordonnées restantes, I’'un au
moins des divers groupes (z, y), (x, 3), (v, =) sera, pour la figure F",
exprimable en fonctions olotropes des trois coordonnées restantes. En
d’autres termes, si le déterminant

de s
’= ()l( d(‘
(43) Jdv ot

Jdu v
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s
a une valeur initiale différente de zéro, I'un au moins des trois déter-
minants du second ordre extraits du tableau

o A, o
0z’ Jdy’ Us

46

“o o o O
dr’ dy Js

aura unc valeur Initiale différente de zéro.
Effectivement :

1° Supposons que le déterminant différentiel (43) ait une valeur
initiale différente de zéro. En vertu de 'observation faite plus haut sur
les fonctions (42), on a, au point de contact,

(S0 dhom L& oo U0,
i) dr du " dy du ' ds du ' 0s du ' 0t Ju
47 . :

()_ 2 ()c: df dn d/g d\_ ()./2 ()0 ()fg or R
? -t;)-l—t—*—d\ 9w T oz 00 os ou T 0t du

(9fi 05 dfidn 9108 dfyda  df dT _
; \Gea v oo Tosa T o o T o a0 =

(%) f, 05 Ofsdn . 0fs 07 dfsda  Ofy O<

[ 9x a0 T Oy o T 9z o0 T os 90 T ot on

d'ou l'on tire
oz L\,() J_B,da L Js

T i Jdu ou’
:)Lf__A':})s ‘-g—f-i—C'i-,
T NE YR O

Si donc les déterminants du second ordre extraits de (44) avaient tous
des valeurs initiales nulles, les divers déterminants du second ordre



PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THEQRIE DES CONTACTS. 271

extraits du tableau

A
| du’ dv’
dn on
du’ o¢’
%
du’ o0’
do Jdo
ou’ o0’
o o
ou’ o

auraient tous aussi des valeurs initiales nulles, ce qui est contraire
a I’hypothése.
2° Supposons que le déterminant différentiel (45) ait une valeur
initiale différente de zéro. Des formules (47) et (48), groupées comme
1l suit, .
 of 00 Of) 0%
TR TR Rl Rk i
E)._/_.I_ 0f dfy dn afy ¢ dfy da a/, dr

dxdv Ty dv T9zdv T e Tt %
(9fy 05 AN dn  9f, 0% Ofs do  dfy dT _
de du " Oy du "0z du T 9s du T 9t du
0fs 05 0fs0n  dfy 05 dfs do  dfs 0T __
dzdv "oy v Tz a0 T os g T ot e

on tire

afl__,,ldfl ] dfl S/ 0./.1

~

()f|_ "{).fl Ilofl I/d.fl.
5= l%-e-N——--t-P 5

dy ds
(O w0 N0 Y,
Js . oy ds
g_’;‘l A ()fz " dfl Y4 df 2

Si donc les déterminants du second ordre extraits de (46) avaient
tous des valeurs initiales nulles, les divers déterminants du second

Journ. de Math., vome 11. — Fasc. I, 1923. ) - 36



252 CH. RIQUIER.

‘ordre extraits du tableau

o O o O
oz’ a9y’ 95’ 9 at’

e df df, dfs df
Jx P

Jz’ 9y’ 93’ ds’ ot
auraient tous aussi des valeurs initiales nulles, ce qui est contraire a

'hypothése.
Figures enveloppes.

- 30. Désignons actuellement par

Ty Yy ey

u, v,

deux groupes d’indéterminées, en contenant respectivement /£ et &, et
placons-nous dans ’espace

[[z, 7. ..oy, ]].

dont les & + £ dimensions sont supposées, indifféremment, soit réelles,
soit imaginairves. Si, dans cet espace, deux figures & A dimensions
sont l'une et Pautre en symptose (n° 20) avec une méme figure
4 b — ¢ dimensions (0S¢ S4), et si, en tout point de cette derniere,
elles ont I'une avec I'autre un contact proprement dit (n° 29), elles
secont dites avoir l'une avec l'autre, suivant cette dernmiére, un
raccordement de genre h — q.

Les deux cas extrémes d'un raccordement ainsi défini correspondent
respectivement aux deux hypothéses g == %, ¢ = o. Dans le premier,
fourni par l'hypothése ¢ ==/, la- figure de raccordement est &
zéro dimension et se réduit & un simple point : on a alors un raccor-
dement de genre zéro. L'autre cas extréme, fourni par I'hypo-
thése ¢ = o, est celui d’une figure a 2 dimensions, que l'on peut
considérer comme étant en symptose avec elle-méme; en vertu d'une
proposition formulée au n® 26, elle présente avec elle-méme en
chacun de ses points un contact d'ordre infini, et se raccorde avec
elle-méme dans toute son étendue : on a alors un raccordement de
genre h. ~
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Cela posé, considérons une famille, §,, de figures a4 & dimensions
dépendant des ¢ paramétres arbitraires a,, d,, ..., a,, et définie
4 l'aide d’un systéme de k équations entre les A+ k coordonnées
Ly Yy ey Uy 0y ... et les g paramétres a,, @,, ..., a,; ce systéme,

filu, oy oo @y, v @, Qs o, @) =0,

(1) e e e i e s

Julu, 00 co, 2 ¥, oo @, Qg ol @) =0,

est, comme de raison, supposé resoluble par rapport a quelque
groupe de k coordonndes, u, o, ... par exemple. On pent se proposer .
de rechercher s'il existe quelque figure fixe & A2 dimensions-avec
laquelle chacune des figures de la fawmille §, présente un raccordement
de genre s — ¢ : une pareille figure, si elle existe, se nommera
Venveloppe des figures de la famille §;, chacune de ces derniéres se
nommera elle-méme une enceloppée, et la figure de raccordement de
Ienveloppe avec une enveloppée se nommera la caractéristique de
cette enveloppée. ‘

Dans le cas trés particulier ot 'on suppose ¢ = o, la figure (1),
définie par un systéme d'équations olt ne figurent que u, ¢, ...,
&y ¥, ... & U'exclusion de tout parameétre, est une figure fixe; 'enve-
loppe cherchée existe manifestement et se confond avec cette figure
fixe, ainsi que les enveloppcées et les caractéristiques.

Dans le cas général ¢ > o, nous raisonnerons comme il suit.

A chaque figure particuliére de la famille §,, c’est-a-dire & chaque
systeme de valeurs particuliéres des paramétres a,, a., ..., a,, faisons
correspondre, suivant une loi provisoirement indélerminée, une figure
d b — q dimensions, f;_,, (ue nous représenterons, dans le mode para-
métrique, a Paide des formules

U = 7\(01» Aav ooy Qg gy Loy ooy t/l—l])ﬁ
\ V= [J.((l“ Aay ooy a«p tla t!a R A ~r[))

(2) ( .................................. R

X :‘EJ(al, Ayy o ooy Qg by c‘l‘ ey th—q)a

T
Y = 0)((11, @ay ooy at/» Ly lyy o\, tln—r])»

I I T O T Y A RN

puis, cherchons a déterminer cette loi, c'est-a-dire les fonctions
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[ VTI b, 0,...,0uU, V.., X, Y, ..., de telle sorte que le lien
de f,_, soit une figure & 4 dimensions se raccordant suivant f;_, avec
la détermination particuliére correspondante de la figure (1).

Observons a cet effet que la figure cherchée, si elle existe, est repré-
sentée par les formules (2), ol les a et les ¢ sont variables; et que,
d’autre part, une détermination particuliére de la figure variable ,
s'obtient en attribuant aux @, dans les velations (1), des valeurs
constantes. Il faudra donc, pour exprimer le contact que 'on a en

. vue, former (n°® 24) les fonctions composées

y considérer comme des constantes les @ qui y figurent explicitement
en dehors de U, V, ..., X, Y, ..., comme des variables les a et les ¢
qui y figurent implicitement par I'intermédiairede U, V, ..., X, Y, ...,
puis écrire que, dans cette hypothése, les fonctions dont il s’agit et
leurs dérivées premiéres sont nulles. Les relations résultantes,

{J(U, V, o XVY, i a a0, a) =0

(3) | (i=1,2, ..., k);
L 9f U 9f: oV ofs X 9fs Y .
md_a‘—i"a\—/"m_{—... dx—(-)—a-;—l—a-Y—()—a—l—f—..._O,
A 0U  Ofi 0V 90X afi oY
) U da, "oV aa, T X 0@ TOY day, T T
() b e ,
of; 0U  9f; oV of: 0X  df: JY _
oU 9z, " oV da, 7" T 9X da, T OY da, T 70
; (E=1,2, ..., k);
(iU ofs oV L OOX L 0f oY _
oUar, Tove, totoxon Tove, T
of; oU af; oV afi 9X of; oY _
) ()Ud—[; +d_\/(ﬁ; +.. ()X-d—t.z —*—d_Y()_t: ~+...==0,
df AU dfi oV of X dfi JY _
90 dtny "oV a6, T T oX o, T oY a6, =0
(t=1,2, ..., k),
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devront &tre vérifiées quels que soient les a et les £, Au systéme
[(3), (4), (5)] ainsi obtenu on peut d’ailleurs en substituer un plus
simple, qui lui équivaut au point de vue de la recherche des k + £ fonc-
tions U, V, ..., X, Y, ... : car, les relations dont il se compose devant
étre vérifiées quels que soient les a et les ¢, on tire de (3), par diffé-
rentiation,

ofi dU  dfi oV af; 0X  9fi oY ofi _
dUda, ToVaoa Tt X% toY o, T T 04, O
90U 9f, 0V ofi X 9f; OY o _
000z, Tovoa TN 0X0q TV om T 0, T @
ofi oU  df; oV df; 90X df: oY ofr
EU‘_)T’,+D*\70—5;+.+K0—%+-WZ)-&:++E—O
({==1,2, ..., k)
et
i df: dU af: oV of; 0X af; oY .
ma—t—l' +(-,-V*JZ: +...+--d—-x-(m W&; +...=o0,
af; 0U af: oV of; 0X of; oY _
;)—ﬁa_t; +d——Vd~Cg +”-+d"z\;1083 +5YW; +.. =—oO0,
df[oU of; oV dfe 9X  ofi dY _
U atp, TV A, T aX dta, T oY e, T T
(i=1,2, ..., k)

Au point de vue de la recherche des k -+ 4 fonctions U, V, ...,
X, Y, ..., les équations (5) sont donc de simples conséquences des
équations (3), et les équations (4) peuvent étre remplacées par

A _ 9fi Ui _

da, — 7 da, da,  °

(i=1,2,..., k).

= o, ey

L’application de notre théorie des contacls nous donne donc comme
conditions les £(g + 1) équations finies

Sfi(U, V,..o. X, Y, ... aha, ..., a,) =0,

of afi o _
( 5;:—0’ dag Zia—q—o

=o, N

(i=1,2, ..., k);
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ou, en remplacant les notations majuscules U, V, ..., X, Y, ..., intro-
duites pour la commodité du raisonnement, par les notations minus-
cules u, v, ..., 2, v, ...,

S Jiluy o, oo,y y, oo @, an ., a) =0,

of: afi _ ofi
dai——O, (7;2_0, “eay ()T“'/——O

(i=1, 2, ..., k).

(6)

31. Le nombre ¢ des paramétires a,, a,, ..., a, étanl supérieur

a zéro, et les k équations (1) ¢tant résolubles par rapport aux A coor-

- données u, v, ..., ainsi que nous I’avons supposé dans ce (ui précéde,

si, dans le systéme (6), on considére «, ¢, ..., a,, @, ..., a, comme

des fonctions inconnues des / variables x, y, ..., on peut formuler
I’énoncé suivant :

La recherche d’une enveloppe des figures de la famille g, sc
raméne a celle d'un groupe de k + q fonctions des I variables

Ly Yy vrey

g w = u(z, )y, ...),
(7) ? ¢o= @(xy ¥, o.0),
(al:al(‘z‘y.ya )a
®) O,
Ly =a, (2, ), )

assujetlies a la double condition : 1° que les g fonctions (8) aient,
par rapport a quelque groupe de q variables extrail du groupe
(z, ¥,y ...), un déterminant différentiel non identiquement nul;
2° que les k + g fonctions (7) et (8), prises conjointement, vérifient
identiquement les k(q + 1) équations (6).

De la démonstration ci-aprés il résultera d’ailleurs que, lorsqu’un
pareil groupe de fonctions existe, l’enveloppe et la caractéristique,
représentées, dans le mode réduit, 'une par le systéme (7), I'autre
par le systéme [(7), (8)], peuvent également se représenter, la pre-
miere par le systéme (1),' OU Qyy Agy <., Qg ONL ELE remplaces par les
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valeurs (8), la seconde par le systéme [(1), (8)] (ou a,, a,, ..., @,
sont considérés comme des constantes).

1. A tute enveloppe des figures §, correspond un groupe
de k+q fonctions, (7), (8), remplissant la double condition
énoncee. '

Si I'on se reporte en effet & notre raisonnement du n° 30, 'enve-
loppe d’existence supposée et la caractéristique se trouveront définies
al’aide d’un seul et méme systeme de k + % équations,

u == )\(al,.az, ce ey a,l, t1, te, vemy t/l_,,]),
(9) 0= (@ @y ooy @y Ly Loy ooy biy),
e et e eers
=@y Qg ooy Ay by by ooy Lisg),

(10) V=0, Ay ceuy Qg by Ly cony biy),

pour avoir la caractéristique, il suffira, dans les relations (g) et (10),
de considérer les @ comme des constantes en laissant les ¢ variables;
pour avoir I'enveloppe, on laissera variables & la fois les a et les ¢.
Comme I’enveloppe se raccorde avec chacune des enveloppées, et que,
pour chacune des enveloppées, les k coordonnées u, o, ... sbnt expri-
mables en fonctions olotropes de «, y, ..., la méme chose aura lieu
pour lenveloppe (n°29, 1), etil en résulte (n° 13) que les formules (10)
sont résolubles par rapport aux A (uantités '
() \ Ay, e, Qg
[ by by ooy Ly

apres celte résolution, les /o quantités (11) se trouveront exprimées
a l'aide des / variablesx, y, ..., et elles auront, par rapport a celles-ci,
un déterminant différentiel non identiquement nul : on en déduit, par
- Papplication des propriétés générales des déterminants, que les ¢ pre-
micres, @,, @, ..., a, auront elles-mémes, par rapport & quelque
groupe de ¢ variables extrait de (x,y, ...), un déterminant différentiel
non identiquement nul. 4 '

Observons maintenant que les & + 4 fonctions (g) et (10) vérifient
identiquément les équations (6), quels que soient les a et les ¢: si donc
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on opére sur (6) la transformation définie par (10), ce qui change les
h quantités (11), et, du méme coup, les k quantités u, o, ... définies
par (9), en autant de fonctions x, y, ..., savoir

u=u (z,y ...),
(71) ‘ 4 :(P (x,)’, ‘--)9

DR R A R A N N ) y

[ay=oy(z, ), ...),

(8/) a2:a2(‘r’y1 "‘)’
ag=0og(Z, ¥y ..4),

‘Ih =7 (x';}':;")a

(12) l2 =Tq (x,.)’, "'),

........ e s s aces ey

\ t/z-—r]:T/t-—q(x,y) NN

les relations résultantes sont identiquement vérifiées, quels que
soient x, ¥, .... Les k+ /4 fonctions (7'), (8'), (12) vérifient donc
identiquement les équations (6), et, comme ces derniéres ne con-
tiennent pas les £, on peut dire que les £ + ¢ fonctions {7'), (8) les
vérifient identiquement.

Finalement, observons que les k équations (1), étant, d’aprés cela,
des conséquences numériques du systéme [(7'), (8')], peuvent se
mettre sous la forme

Male—uv) 4+ (0 — @) 4o g (@ — o) + pyo(@g— o) +.. .+ Prgla, —a,)=o,
(12 bis) hog(e —v) + 7\9.2(""9’) oot Py (@ —a) Py a(@s—o) +. ..+ Moy (@, —ag) =0,

.............................................................................

ou les A et les . désignent des fonctions convenalement choisies de
Uy ¥y ooy Xy Yy eens @y Gy ..., Qs

observons en outre que les A, en nombre k?, forment certainement un
déterminant différent de zéro, puisque les k équations (1) sont
supposées résolubles par rapport aux k quantités «, o, .... Cela posé,
Penveloppe, représentée, dans le mode paramétrique, par le systéme
[(9), (10)], ot les @ et les  sont variables, le sera tout aussi bien par
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le systéme numériquement équivalent [(7°), (8'), (12)] (aprés résolu-
tion convenable de celui-ci) : elle le sera donc, dans le mode réduit,
par les & formules (), ou, ce (qui revient au méme cn vertu de U'obser-
vation précédente, par les A formules (1), od I'on aura tenu compte
de (8'). De méme, la caractéristicque, représentée, dans le mode para-
métrique, par le systéme [(9), (10)], olt les @ sont considérés comme
des constantes et les  comme des variables, le sera tout aussi bien par
le systeme [(7'), (8"), (12)] : elle le sera done, dans le mode réduit,
par les k + ¢ formules (7") et (8'), ou, ce qui revient au méme, par les
k + ¢ formules (1) et (8").

L. Réciproquement, & tout groupe de I + ¢ fonclions, (7), (8),
remplissant la double condition énoncée, correspond une ensveloppe
des figures 3,.

Supposons en effet que les & 4 ¢ fonctions (7) et (8), prises con-
jointement, vérifient identiquement le systéme (6), quels que soient
Z,¥, ..., et que les ¢ fonctions (8)aient, par rapporta quelque groupe
de ¢ variables extrait de («,y, ...), un déterminant différentiel non
identiquement nul.

Les & équations (1), qui font partie du systéme (6), étant identi-
quement vérifiées par les fonctions (7) et (8), peuvent, en vertu du
raisonnement fait plus haut, se mettre sous la forme (12 bis), ol les A
forment un déterminant différent de zéro, et, dés lors, le systéme
[ (1), (8)] équivaut numériquement au systéme [(7), (8)].

Les équations (8) étant, d’autre part, supposces résolubles par
rapport & «uelque groupe de ¢ variables extrait de (i, y, ...), consi-
dérons les & — ¢ variables restantes du groupe (i, ¥, ...), et aux ¢ équa-
tions (8) adjoignons les /. — ¢ formules

(13) Hh—=..., L=..., RN Loy == o\

¢galant aux /» — ¢ variables dont il s'agit autant de nouvelles indéter-
minées, ¢,, ly, ..., 4., ¢ du systtme (13) on peut alors tirer ces
A — ¢ variables en fonctions des. /, et, du systéeme [(3), (13)], les
A variables &, y, ... en fonctions des « et des ¢; les /i formules de
résolution de ce dernier systéme ont d’ailleurs, par rapport aux « et
aux ¢, un déterminant différentiel non identiquement nul.

Journ. de Math., tome 1l. — Fasc. LI, 1923, "57



280 cH. RIQUIER. — PRINCIPES DE TLA THEORIE DES CONTACTS.

‘n conséquence, si, dans les &+ / formules (7), (8), (13), on
attribue aux @ des valeurs particulicres déterminées en laissant
les ¢ variables, on aura, aprés résolution par rapport & «, ¢, ...,
#, ¥, ..., une représentation, dans le mode paramétrique, d’une
certaine ligure & £ — ¢ dimensions, laquelle se trouvera représentée,
dans le mode réduit, par les & 4 ¢ équations (7), (8) (telles qu’elles
sont écrites), ou, cc qui revient au méme, par les k + ¢ équa-
tions (1), (8).

Et si, dans ces mémes formules (7), (8), (13), on laisse variables
a la fois les @ et les ¢, on aura, aprés résolution par rapporta «, ¢, ...,
@y, ¥, ..., une représentation, dans le mode paramétrique, d’une
certaine figure & & dimensions, laquelle se trouvera représentée, dans
le mode réduit, par les & équations (7) (telles (u’clles sont écrites),
ou, ce qui revient au méme, par les & ¢quations (1), ou ’on aura rem-
placé a,, a,, ..., a, par les valeurs (8).

Cela posé, il résulte de notre hypothése que les équations (6), ol ne
figurent pas les ¢, sont identiquement vérifiées, quels que soient
Ly Y, ..., parles k + /i fonctions (7), (8), (13) : si donc on opére sur
ces équations la transformation définie par [(8), (13)], (ui change
les & quantités iz, y, ..., et, du méme coup, les &k quantités «, ¢, ...
définies par (7), en autant de fonctions des « et des 7, les relations
résultantes sont identiquement véritiées quels que soient les a et les ¢.
Cette conséquence, rapprochée des remarques précédentes et du rai-
sonnement exposé au n° 30, achéve notre démonstration.

32. 1l convient de noter que, lorsqu’on suppose k =1, le nombre
des fonctions (7), (8) est précisément égal au nombre des équa-
tions du systéme (G), car tous deux ont pour valeur 1+ ¢ : la possi-
bilité du probléme de I’enveloppe est alors le cas géncral, et son impos-
sibilité le cas exceptionnel. C’est le contraire qui a lieu lorsqu’on

suppose k> 1.

(A suivre.)



