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PIlINCI^ÉT^TFopthVMENTAUX DE LA THEORIE DES CONTACTS. 2l5 

Sur les jndruipfi^fiondanieiitaux de la théorie des contacts 

dans Τ Hyper géométrie réelle ou imaginaire et sur les 

familles complètes de figures intégrales d'un système 

d'équations aux dérivées partielles du premier ordre ; 

PAU CH. RIQUIER, 
Professeur îi VUniversilé de Caen. 

I INTRODUCTION. 

Le présent Travail, dont un bref résumé a été communiqué à Γ Aca-
démie des Sciences ('), a pour objet la généralisation des notions 
classiques relatives aux intégrales complètes de l'équation aux déri-

vées partielles ~ = f(^x, y, ζ, · 11 est divisé en deux parties 

ayant respectivement pour titres : 

PREMIÈRE PARTIE. — Principes fondamentaux de la Théorie hyper-
géométrique des contacts ; figures enveloppes. (Voir ci-dessous les 
alinéas I, II et III.) 

DEUXIÈME PARTIE. — Systèmes complètement inlêgrables d'équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre ; figures intégrales ; 
familles complètes de figures intégrales; réduction des systèmes 
quelconques. (Voir ci-dessous les alinéas IV, V, VI et VII.) 

I. Dans l'espace [[#, y, nous nommerons figure un ensemble 

(') Voir les Comptes rendus des ·>.- juin et 9, novembre 19m . 

Journ. cle Math., tome II. — Fuse. Ill, 1920. 2() 
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de points défini par un système d'équations reliant les η coordonnées, 
réelles ou imaginaires, χ, y} ... ; point ordinaire d'une figure un 
point tel, que, dans un voisinage suffisamment rapproché du point, 
la figure puisse être définie à l'aide d'un système réduit d'équations 
normalement résolubles. Nous bornant à la considération exclusive de 
ce voisinage, et supposant tour à tour que le système réduit comprenne 
i, 2, 3, ... équations, nous dirons, suivant le cas, que la figure est 
k η — ι, η — 2, τι — 3, ... dimensions. 

Deux systèmes réduits numériquement équivalents, et, par suite, 
nécessairement composés d'un même nombre d'équations, définissent 
deux figures identiques. 

Si, désignant par ρ et p' deux entiers différents, on suppose que 
deux systèmes réduits, S et S', comprennent respectivement ρ et ρ' 
équations, et que le premier, S, soit une conséquence numérique du 
second, S', on a nécessairement /><//, d'où η — p^>n — p', et la 
figure à η — ρ' dimensions que définit S' sera dite située sur la figure 
à η — ρ dimensions que définit S; inversement, la figure S sera dite 
contenir la figure S'. 

Une figure à η — ρ dimensions, définie par un système réduit de 
ρ équations, peut encore se représenter à l'aide d'un groupe de η for-
mules égalant les η coordonnées a?, y, ... kn fonctions analytiques et 
régulières de η — ρ arbitraires, de telle façon que η — ρ de ces for-
mules, convenablement choisies, soient résolubles par rapport aux 
arbitraires : de ces deux modes de représentation, le premier sera 
qualifié de réduit, le second de paramétrique. 

II. Considérons deux figures ayant un point commun, ordinaire 
pour chacune d'elles; désignons par η — />, n — /· leurs nombres res-
pectifs de dimensions, et supposons « — p*n — r. Les deux figures 
étant, dans le voisinage de ce point initial, représentées, la première 
(celle à η — ρ dimensions), suivant le mode réduit, par le système 
des ρ équations 

f1 (x,r> · · ·)~ο, /,(#, y, .. .)=o, _ fp(x, y,...) = 0, 

la seconde (celle à η — r dimensions), suivant le mode paramétrique, 
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à l'aide des η formules 

# = £(.«, t, ...), y — -(\ (s, 1, ...), 

les ρ fonctions composées 

(0 

f\ [s (·*"> Λ · · ·)» "*J (^» Λ · · · )ι · · ·]> 
/2[ξ(ά·, Ί, . ..), YI(S, /, ...),.....] 
······«· · · · » î 

fi> [ξ Ο, τη (ί, /, · ·.), ·. ·] 

ont évidemment des valeurs initiales nulles. Cela posé, et en désignant 
par g un entier positif ou nul, si les fonctions (1) et toutes leurs déri-
vées (relatives aux 11 — r paramètres s, £, ... ) jusqu'à l'ordre g inclu-
sivement ont des valeurs initiales nulles, sans que toutes celles d'ordre 
g -f- ι jouissent à la fois de cette propriété, les deux figures seront 
dites avoir au point considéré un contact d'ordre g {1 ). 

III. Soient oc,y, ... et u, c, ... deux groupes de variables, en con-
tenant respectivement h et k : si, dans l'espace à h -+■ k dimensions 

|J>\ y, v, .. .]], 

deux figures à h dimensions contiennent l'une et l'autre une même 
figure à h — q dimensions (o<qSh), et si, en tout point de cette 
dernière, elles ont l'une avec l'autre un contact proprement dit (c'est-
à-dire d'ordre supérieur à zéro), elles seront dites avoir l'une avec 
l'autre, suivant cette dernière, un raccordement de genre h — q. 

Supposons actuellement qu'une famille, §fn de figures à h dimen-

(1) Les deux figures peuvent, d'une infinité de manières, être représentées, la 
première suivant le mode réduit, la deuxième suivant le mode paramétrique; 
on peut d'ailleurs, dans l'hjpotlièse p~r, permuter leurs rôles respectifs, et 
supposer tour à tour que la première figure, puis la deuxième, soit celle que 
l'on représente suivant le mode réduit : or, le caractère formulé dans la défi-
nition est indépendant de ces diverses circonstances variables. Il l'est, en outre, 
de toute transformation ponctuelle opérée sur les coordonnées x, y, .... 
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sions, dépendant des q paramètres a,, a.
î%
 ..., αφ soit définie ù l'aide 

d'un système de A équations entre x, y, ..κ) ν, ..., a
>f 

(et que ce système soit, comme de raison, résoluble par rapport à 
quelque groupe de k coordonnées, M, C, ... par exemple). On peut se 
proposer de rechercher s'il existe quelque figure, fixe à h dimensions 
avec laquelle chacune des figures 3h présente un raccordement de 
genre h — q : ce problème, qui dépend d'un système de k(q -+- i) 
équations finies à A -+- q fonctions inconnues, n'est pas toujours pos-
sible; en supposant qu'il le soit, la figure fixe obtenue se nommera 
Yenvcloppe des figures itA, 

IV. Supposons qu'un système d'équations aux dérivées partielles 
du premier ordre, impliquant les A fonctions inconnues M, c, ... des 
h variables indépendantes χ, y, ..., soit résolu par rapport à un 
groupe de dérivées (premières) de M, Γ, Pour disposer nettement 
les équations d'un système de cette espèce, on peut les écrire dans les 
cases d'un quadrillage rectangulaire dont les lignes correspondent aux 
variables a?, y, ... et les colonnes aux inconnues u, c, ..., en mettant 

l'équation qui aurait, par exemple, — pour premier membre, dans la 

case qui appartient à la fois à la colonne (u) et à la ligne (x) : on 
obtient ainsi une sorte de damier où les cases pleines et vides peuvent 
offrir des dispositions relatives variées. Si, pour fixer les idées, on 
considère un système du premier ordre, S, impliquant les deux fonc-
tions inconnues u, ν des quatre variables indépendantes x,y, s, s, et 

résolu par rapport aux trois dérivées 5J·' 5^' damier dont il 

s'agit contiendra trois cases pleines, correspondant à ces trois déri-

vées, et cinq cases vides, corresponcjant aux dérivées restantes^» 

57' 57' 5^' 57' quant aux seconds membres du système, ils seront 

fonctions de ces dernières et de x, y, z
}
 s, u, v. 
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Gela posé, nous dirons qu'une figure à 4 dimensions, définie, dans 
l'espace à 4 + 2 dimensions [[a;,y, s, s, w, c]], par un groupe réduit 
de deux équations finies, est une figure intégrale du système S, si 
ce groupe réduit est résoluble par rapport aux deux coordonnées M, Γ, . 

et que, après résolution, il fournisse un groupe d'intégrales particu-
lières de S. La figure intégrale sera dite ordinaire, si l'on peut 
assigner à (x, y, z, s) quelque domaine de variation tel, que non seu-
lement les intégrales dont il s'agit y soient analytiques et régulières, 
mais que, de plus, leurs valeurs, prises conjointement avec celles de 
leurs dérivées premières et des variables x, y, s, s, restent toujours 
intérieures à quelque domaine où tous les seconds membres du sys-
tème S soient eux-mêmes des fonctions analytiques et régulières. 

Une figure intégrale non ordinaire sera dite singulière. 

Y. Supposons désormais que le système S soit complètement inté-
grable; que, d'ailleurs, il ne cesse pas de l'être lorsqu'on y considère 
les fonctions inconnues w, ο comme dépendant, non seulement de a?, 
y, z, s, mais encore d'autres variables, en nombre quelconque, qui ne 
figurent dans les équations du système, ni par elles-mêmes, ni par 
l'intermédiaire d'aucun symbole de dérivation. (C'est ce qui a lieu, 
par exemple, pour un système orthonome passif.) Ajoutons alors au 
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nombre des cases vides de son damier, liguré ci-dessus, celui des 
fonctions inconnues que le système implique, ce qui donne le total η ; 
puis, en même temps que le système S, considérons les deux relations 

(a) 
^ l· {x^ y y s, u, c, se, {3, y, <5, Ο, λ, p.) — ο, 
} H (a?, /, 5, 5, u, ι-, a, β, y, o, λ, ρ) = ο, 

où figurent, avec a?, y, s, s, «, r, les sept constantes arbitraires α, S, 
γ, δ, Ο, λ, p.. Les relations (2) étant supposées résolubles par rapport 
à M, r, exécutons sur elles les diverses differentiations premières rela-
tives à x,y, 5, s, en traitant m, ρ comme des fonctions de y

) 3, 5, 
α, β, γ, δ, Ο, λ, p.; il vient ainsi 

(3) 

àx du dx dv dx °' dx du dx de dx °' 

dy + du dy dv dy ~ °' dy r du dy + dv dy °' 

de du dz + dv de °' dz du de + dv de= 0 

ds du ds dv ds °' Os du ds dv ds= 0 

Cela étant, les relations (2) seront dites définir une famille com-
plèle de figures intégrales ordinaires du système S, si les deux condi-
tions suivantes se trouvent à la fois satisfaites : 

i° En même temps que les relations (2) sont résolubles par rap-
port aux inconnues u, P, le système formé par les dix équations (2) 

et (3) est résoluble par rapport aux dix quantitésdu / dx du / dy ; dv / dz 

α, β, γ, ο, Ο, λ, p. (c'est-à-dire par rapport aux sept constantes arbi-
traires et aux trois dérivées premières qui correspondent respective-
ment aux trois cases pleines du damier). 

20 Par Vattribution à α, β, γ, δ, Ο, λ, p. de toutes valeurs numé-
riques, les relations (2) donnent des figures intégrales ordinaires 
de S. 

VI. Soit S un système complètement intégrable (V) du premier 
ordre, où se trouvent engagées des fonctions inconnues en nombre /1, 
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des variables indépendantes en nombre Λ, et dont le damier (IV) 
contient des cases vides, en nombre /, disposées d'une façon quel-
conque : toute famille complète (V) de figures intégrales ordinaires 
du système S dépend alors de k 4- f constantes arbitraires ou para-
mètres. Soient ρ le plus petit des deux entiers h, / (d'où résulte 
k + l — p>k), et j un entier auquel on attribuera tour à tour les 
ρ 4- ι valeurs vérifiant la double relation 

k +· / — ρ . j < k 4-t. 

Cela posé, el une famille complète cle figures intégrales ordi-
naires du système S étant supposée connue, il suffit, pour avoir 
sans aucune figure étrangère toutes les figures intégrales ordi-
naires de ce système, d'effectuer de toutes les manières possibles 
l'opération consistant à remplacer, dans les relations qui définis-
sent la famille, / des k 4- l paramètres qui y figurent par autant 
de fonctions arbitraires des k 4- l — j paramètres restants, et à 
prendre, lorsqu'elles existent, les enveloppes des sous-familles ainsi 
obtenues. 

L'entier y recevant tour à tour p-h ι valeurs, on peut partager 
en ρ 4- ι groupes correspondants les figures intégrales ordinaires de S ; 
ces groupes n'ont deux à deux aucune figure commune. 

Vil. Ce résultat une fois acquis, il était intéressant d'examiner si 
un système différentiel (non impossible) de forme et d'ordre quel-
conques est toujours réductible à un système complètement intégrable 
d'ordre ι (les mots « complètement intégrable » étant pris dans le sens 
élargi que nous avons indiqué au début de l'alinéa V). De nos recher-
ches antérieures il résultait déjà qu'on peut le ramener à une forme 
ortlionome passive ('), laquelle est généralement d'ordre supérieur 
à ι : or, on peut rigoureusement établir que celle-ci se ramène, à son 
tour, à une forme complètement intégrable d'ordre i, où se trouvent 
engagées, en même temps que les inconnues du système primitif, 
quelques-unes de leurs dérivées à titre d'inconnues adjointes. 

(') Les systèmes iVéquations aux dérivées partielles, Cliap. XIV. 
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En conséquence, la théorie des familles complètes de figures 
intégrales d'un système complètement inlégrable du premier ordre 
trouve son application dans Vélude la plus générale des systèmes 
différentiels quelconques. 

PREMIÈRE PARTIE. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE IIYPEIIGÉOMÉTRIQUE 

DES CONTACTS; FIGURES ENVELOPPES. 

Théorème général des fonctions implicites et propositions 
s'y rattachant. 

1. Soient 
f1 (u, v, ...., x, y,....) = 0 
ft(u, e, . .j, . . .) = °, 

(1) . 

/»»(", χ, y, ...) = o 

m équations simultanées entre les diverses variables 

«, c, ..., 
a:, y, .... 

dont les premières, w, ρ, ..., sont en nombre m comme les équations. 
Supposons que les premiers membres/, ,/2, ..., f

th
 soient, à partir 

des valeurs particulières 

(a) "o> ''ο: · · ·> ^o> .Eu? · · · 

de M, r, ..., .r, v, ..., fows dèveloppables en séries entières par rap-
port aux différences u — u

0
, ν — <>

0
, ..., χ — xQ,y — y{)i..., et qu'ils 

s'annulent pour les valeurs (2); supposons en outre que le détermi-
nant différentiel des premiers membres par rapport aux m va-
riables u, c, ..., ne s'annule pas pour ces mêmes valeurs. 

Cela: étant : 

i° Le système des m équations proposées ( 1 ) est identiquement 
vérifié par la substitution à //, r, ... d'un certain groupe de fonc-
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(ions de χ, y, ..., 
( « = υ(α·, y, ...), 

(3) Ρ = ο(Λ,^. ...), 

ν * 

cléveloppables, à partir des valeurs .r0,y0, ..., de x, y, ..., en séries 
entières par rapport aux différences χ — ,x'

0
,y —y

0
, ..., et satisfai-

sant aux relations numériques 

«ο—j · · · )> 
<V— ? (>*'o> · · · )i 

2° Le système (i), considéré dans un voisinage suffisamment 
rapproché des valeurs (2), c'est-à-dire à l'intérieur d'un domaine 
ayant pour centre le point 

(«0» ''θι · · · ? A'o, · « · ) 

avec des rayons suffisamment petits ('), équivaut numériquement au 
système (3). 

On trouvera la démonstration de ce principe aux numéros 118, 119 
et 120 de l'Ouvrage intitulé Les systèmes dy équations aux dérivées 
partielles. 

Lorsque le système (1) satisfait à l'ensemble des conditions qui y 
sont énoncées, nous dirons qu'il est résoluble par rapport aux 
variables u, p, ... à partir des valeurs numériques (2), que nous qua-
lifierons de fondamentales. 

De la démonstration à laquelle nous renvoyons le lecteur il résulte 
que les dérivées de tous ordres dés fonctions de χ, y, ... obtenues 
par cette résolution peuvent, par l'application répétée de l'algorithme 
de Cramer, s'exprimer à l'aide de u·, y, ... et des fonctions elles-
mêmes. 

2. Désignant par p. un entier moindre que n
}
 supposotis : 

(l) Kiquikr, Les systèmes d^équations aux dérivées partiel tes, n° 30. 

Journ. de iïfathtortie II.— Fasc. III, uj:»3. 3θ 
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I° Que les IA + I fondions 

F1 (t1, t2 , ...., tn) 
( 4 )F,(/I, I-X) · · · 5 IN)I 

( ^μ(il) ixt · · · ι in) 
et 

( 5 ) l· ( t j, u, ..., i
n

 ) 

soient toutes dêveloppables (dans le sens indiqué au numéro précé-
dent) à partir de certaines valeurs numériques, considérées comme 
initiales, des η variables tn t.., t

n
\ 

2° Que l'un au moins des déterminants différentiels des μ fonc-
tions (4) ait une valeur initiale différente de zéro; 

3° Que les déterminants différentiels des μ-t-ι fonctions (4). 
et (5) soient tous identiquement nuls. 

Cela étant, la fonction (5) est composée des μ fonctions (4) ('). 

5. L'énoncé précédent suppose μ < w; dans le cas où μ = η, il doit 
être remplacé par le suivant : 

Si. η fondions de η variables sont dêveloppables à partir de cer-
taines valeurs numériques, considérées comme initiales, des 
variables dont il s''agit, et que leur déterminant différentiel ait une 
valeur initiale différente de zéro, toute autre fonction développablc 
à partir des mêmes valeurs initiales est composée des η premières (2). 

Systèmes réduits d'équations finies olotropes. 

4. Dans l'exposé du principe général, formulé plus haut (n° 1), des 
fonctions implicites, on fait, comme nous l'avons vu, figurer au 
nombre des hypothèses l'existence d'une solution numérique à partir 
de laquelle les premiers membres du système étudié (les seconds 

(*) Loc. cil , n° 12k. 
(2) Ibid., n° 123. 
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membres étant nuls) soient développables en séries entières par rap-
port aux accroissements de leurs variables, et les conclusions de 
l'énoncé ne se trouvent établies que dans un voisinage suffisamment 
rapproché de cette solution numérique fondamentale. Une observa-
tion de ce genre sera, dans ce qui suit, constamment applicable; toutes 
les fois, par exemple, qu'il s'agira d'équivalence numérique entre deux 
systèmes d'équations finies olotropes, il faudra entendre que cette 
propriété, soit qu'on en pose l'existence à titre d'hypothèse, soit qu'il 
s'agisse, au contraire, de l'établir à titre de conclusion, a lieu dans le 
voisinage d'une solution numérique commune à partir de laquelle les 
premiers membres des équations considérées sont tous développables 
de la manière qui vient d'être indiquée. 

Cette observation générale étant faite une fois pour toutes, considé-
rons, entre des indéterminées, M, E, ..., en nombre quelconque, un 
système d'équations dont les premiers membres soient développables 
à partir des valeurs particulières w

0
, ç>

0
,... de ces indéterminées : nous 

dirons que le système, considéré dans le voisinage des valeurs en 
question, est rècluit, si l'on peut, conformément au principe général 
des fonctions implicites, le résoudre à partir de u

0
, r

0
, ... par rapport 

à un groupe d'indéterminées en nombre égal à celui des équations du 
système. 

Cette définition implique d'elle-même : i° que (?*
0

, c
0>
 ...jest une 

solution numérique du système (celle que nous qualifions de fonda-
mentale); 2° que le nombre total des indéterminées est au moins égal 
à celui des équations du système; 3° que l'un au moins des détermi-
nants différentiels du système a une valéur fondamentale différente de 
zéro. 

Les systèmes réduits jouissent d'intéressantes propriétés, dont nous 
rappelons ci-après les principales. 

5. Tout système réduit, S', conséquence numérique d'un système 
réduit, S, se compose d'équations en nombre inférieur ou au plus 
égal ('). 

(') Loc. cit., n° 129. 
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6. Lorsque deux systèmes réduits sont numériquement équiva-
lents : 

i° Ils comprennent un même nombre, m, d'équations (' ); 
2° Ils sont résolubles par rapport aux mêmes groupes de m va-

riables (2 ) ; 
3° Si on les résout par rapport à un même groupe de invariables, 

les formules de résolution obtenues de part et d'autre ont leurs 
seconds membres respectivement identiques (3). 

7. Étant donné un système réduit composé des m équations 

F ι — O j l· g — Ο » · · · ι F m — 01 

l'expression générale des systèmes réduits équivalents est 

Li,i I'i-H-L),» -4-·.·-+- l"i,m F
/K—0, 

ï-%1 1' 1 "t- Ι"*2.2 F 2 -+·. . . "H Ι-<2. m F
w

~0, 

LmF ι -H L
/(

j ο F ο -+· . . . + L,,, _,
n
 F/κ — O, 

où les fonctions L, dèveloppables à partir des valeurs fondamen-
tales des variables, sont arbitrairement choisies sous la seule res-
triction de former un déterminant à valeur fondamentale non 
nulle (*). 

8. Si deux systèmes réduits comprennent le même nombre déqua-
tions, et que le second soit conséquence numérique du premier, 
inversement, le premier est conséquence numérique du second, et 
les deux systèmes sont numériquement équivalents (:i). 

0. Etant donné un système réduit, S, composé des m équations 

1" j '— ο, 1% — o, .. ., F
 H

, — ο, 

(*) Loc. cit., n° 130. 
(3) Ibid., D0 133. 
(3) Cette dernière partie de l'énoncé est évidente. 
(4) t.cc. cit.., n° 132. 
(6) tùùt., 13 t. 
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les systèmes réduits de m — ρ équations qui jouissent de la pro-
priété d'être conséquences numériques de S ( n° o) ont pour expres-
sion générale Ο 

'"1,1 ιΗ-'·Ί,2 '*2+ ··.-+- Ll,m ''«t— °i 

'"2,1 l"1 l —f— l1 2 + · · · 1"2./«Fm = 0 
• 

Ï-VH—ρ. I '1 l ~t~ L/ll — ρ, 2 2 · ' · ~Ί"~ '-'//ι—ρ, III '* HI ® ' 

où les fonctions L, développables à partir des valeurs fondamen-
tales des variables, sont arbitrairement choisies sous la seule res-
triction que les déterminants d'ordre m—ρ extraits de leur 
Tableau. rC aient pas tous des valeurs fondamentales nulles ( '). 

10. Etant donné un système réduit composé de m — ρ équations, 
et où se trouvent engagées m variables au moins, considérons : 

D'une part, les divers systèmes r éduits de m équations qui ont 
pour conséquence numérique le proposé; 

D'autre part, les divers systèmes réduits de m équations quil est 
possible d'obtenir par l'adjonction de ρ équations convenablement 
choisies aux m — ρ équations du pr oposé (2). 

Cela étant, tout système du second groupe figure aussi dans le 
premier; inversement, tout système du premier groupe possède 
dans le second quelque équivalent numérique (3). 

11. Considérons deux systèmes réduits, S et S', composés respec-
tivement de m et de m — ρ équations, et dont le second soit consé-
quence numérique du premier (n° o). 

(') Loc. cit., n° 134. 
(M Si Ton désigne par F,i^o, F2 —o, . . Y

m
.p=.o les m—ρ érjnations du 

système proposé, et par — o, F,
/t
 = o les ρ équations à leur 

adjoindre, ces dernières peuvent être choisies sous les seules conditions : i° que 
leurs premiers membres, F,„, développables à partir des valeurs 
fondamentales des variables, aient des valeurs fondamentales nulles; 20 que les 
divers déterminants différentiels des m fonctions Fj, F», ..., F,,,..^, F,

w
__/;+i, . ., F,„ 

n'aient pas tous des valeurs fondamentales nulles. 
(3) Loc. citn° 136. 
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Si le système S est résoluble par rapport à un groupe déterminé 
de m variables, le système S' l'est nécessairement par rapport à 
quelque groupe de m — ρ variables extrait du précédent ('). 

Inversement, si le système S' est résoluble par rapport à un 
groupe déterminé de m — ρ variables, il existe dans le système S 
quelque groupe de m — ρ équations résoluble par rapport aux va-
luables dont il s'agit, et Von peut, par Vadjonction à ces m — ρ 
variables de ρ autres convenablement choisies, former un groupe 
de m variables par rapport auquel le système S soit résoluble (2). 

12. Supposons qu'un système réduit de h 4- k équations, 

(0 1" j — Ο, ' · · ι F// — Ο, \< /
ι+

ι — O, ' · · f l· /z+7. 0. 

soit résoluble par rapport à un groupe déterminé de h, -f- k variables, 

(a) "ι> · · ·> "/o Όί-t-i) · · ·, "Λ+/.·Ϊ 

supposons en même temps qu'un groupe déterminé de h équations 
extrait de (i) soit résoluble par rapport à un groupe déterminé de 
Λ variables extrait de (2), par exemple, que le groupe des h pre-
mières équations (1), 

(3) l· ι — 0, .. ., F/
t
 — ο, 

soit insoluble par rapport aux h premières variables (2), 

a„ uh. 

Cela étant : i° Si des II premières équations (1) on tire les valeurs 
de M,, ..., uh et qu'on les porte dans les k dernières, 

1' /t+i — o, . ,., F/Z-ha.· — o, 

le système des k équations résultantes est nécessairement résoluble 
par rapport aux k variables 

f U/i+t » ···> M/j+A·· 

(l) Loc. cit.y n° 135. 
(«) Ibid., n° 137. 
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2° Pour obtenir les formules de résolution correspondantes, il 
suffit de résoudre le système (1)par rapport aux h ■+· h variables (2), 

et de retenir les k dernières des h -+- h formules de résolution ('). 

(') Résolvons, comme le dit l'énoncé ci-dessus, les h équations (3) par rap-
port à uu . .., uh) et soient 

1 "1 — "Jt ( M/ι+ΐ ι · · · 1 M/i+ki · · · ) s ' 
(4) 

( U/, — , U/t+/n . . . ) 

les h formules de résolution : la substitution à ul f ..., Uf
t
 des fonctions ylt ..., υΛ 

dans les k dernières équations (1) transforme celles-ci en un groupe de k équa-
tions, 

On+1 (un+1, ...., un+ k, .....) = 0 
(5) .......................................... 

Φ/Ί-!-/. ( U/i+1> · · · > U/i+ki ' · · ) — O» 

numériquement vérifiées pour les valeurs fondamentales des variables qui y 
figurent, et ayant leurs premiers membres développables à partir de ces valeurs. 
Il s'agit de prouver tout d'abord que le système (5) possède, par rapport aux. 
k variables u^, un déterminant à valeur fondamentale non nulle. 

Or, si, ayant égard au sens des notations Φ/Η-ι> · · · ι Φ/η-/·ι ci-dessus définies, 
on se reporte, dans l'Ouvrage déjà cité, à l'alinéa II du n° 120, on a les identités 

B/I+L — ( "1 — Υ1 ) ^/m-1,1 "+" · · · + (LFH— WT) ^A+1,A "+~ Φ/Η-Ι5 
·····«······· ) 

F/m-/.· — ( «1 — 'JJ ) ï-/i+-k,l ( W/î— 'J/i) \/i+kJt "H Φα+/.·ι 

où les fonctions λ sont développables à partir des valeurs fondamentales des 
variables u. Ona, d'autre part, à cause de l'équivalence dessystèmes réduits(3) 
et (4) (n° 1), 

«1 — b , 4-, . .4- [J-Ui b/
t
, 

y 
ll/t — ~ [J-h, 1 1 + ... + p-Λ,/ί l" /(, 

où les ρ jouissent de la môme propriété que les λ (n° 7). Il en résulte, évidemment, 

Φα+1 == . .4- b/H-M 

Φ /»+/.· ̂  ω/n-A-
1
 ! Fi +·.., + ω/Η-Α·,/ί1'Λ.4- F/

<+
^., 

où les ω jouissent de la même propriété que les λ et les p. Par ces dernières 
identités, on voit que le système des Λ + k équations (3) et (5) se déduit du 
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13. JSélimination d'un groupe de variables entre les équations 
d'un système j'éduit donne un système également réduit (1 ). 

système (i) à l'aide de multiplicateurs dont le déterminant a pour valeur l'unité : 
il est donc en même temps que réduit, numériquement équivalent à (i) [n° 7], 
et peut, par suite, être résolu, comme (i), par rapport au groupe des h 4- /. va-
riables (a) (n°6). Il a dès lors, par rapport aux. variables ( 2), un déterminant 
différentiel à valeur fondamentale non nulle, d'où résulte que le système (5), 
indépendant de ux «/„ a lui-même par rapport à M/

t+1
, . .«/,+/, comme 

nous bavions annoncé, un déterminant différentiel à valeur fondamentale non 
nulle. 

Ainsi se trouve établie la première partie (i°) de notre énoncé. 
Passons à la deuxième partie (20). 

Je dis que, pour opérér la résolution du système (1) par rapport aux 
variables (2), on peut procéder de la manière suivante : tirer des h premières 
équations (1) les valeurs de itu ..., 11 Jti les porter dans les k dernières, 
résoudre les k équations résultantes (5) par rapport aux k variables 
Uk+κ-ι et substituer, finalement, les k expressions ainsi obtenues dans celles qui 
l'ont été précédemment pour , uh. 

Considérons en effet le système des h 4- k formules 

ί Μ|=ψ|> 
(6) j , 

I "// + 1 = ψ/ι-Μι 

(~) j ' 

auquel on parvient ainsi, et qui exprime les h 4- k variables (2) à l'aide des 
variables suivantes : il est manifeste que ce système est réduit et qu'il est une 
conséquence numérique du système formé par les Λ 4- />' équations (1) : il lui 
équivaut donc numériquement (n° 8), et dès lors il est identique (n° 6) au 
système des h 4- k formules que fournirait la résolution de (1). effectuée par 
rapport à ces mêmes variables (2). 

Ainsi, le système [(6), (7)], obtenu par le mécanisme décrit plus haut, est 
bien celui des h 4- k formules de résolution du système (1) par rapport aux 
valuables (2) : les formules (7), provenant de la résolution du système (5) par 
rapport à u/

l+l
, «/,+*, peuvent donc s'obtenir en résolvant le système (1) 

par rapport aux variables (2) et retenant les k dernières des formules de réso-
lution. 

(*) Si Ton considère un système réduit, (1), de h 4- £ équations, il résulte 
immédiatement de la théorie générale des déterminants que tout groupe de 
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14. Étant donnés deux systèmes réduits numériquement équiva-
lents, si, dans Vun de ces systèmes, on peut effectuer 1!élimination 
d^un groupe déterminé de variables, on le peut également dans 
Vautre, et les deux systèmes réduits (n° 15) obtenus de part et 
d'autre sont numériquement équivalents ('). 

h équations extrait de (i) forme un système également réduit; considérons, par 
exemple, le groupe des h premières, et supposons, pour fixer les idées, qu'il soit 
résoluble par rapport à u„ . . ., uh : je dis qu'en tirant de ces h équations les 
valeurs de uH . .., U/, et les portant dans les k dernières, le système des k équa-
tions résultantes eet nécessairement réduit. 

Effectivement, il résulte de la propriété formulée au n° 11 que l'on peut, par 
l'adjonction à /«,, ..., u/, de k autres variables convenablement choisies, former 
un groupe de h -+- k variables par rapport auquel le système (i) soit résoluble; 
puis, de la propriété formulée au n° 12, que le système des k équations prove-
nant de l'opération ci-dessus spécifiée est nécessairement réduit. 

On en déduit la remarque suivante, constamment utilisée : 
Etant donné un système réduit composé de h -+- k équations, on peut, pour 

ainsi dire, en fragmenter la résolution. Si l'on prend en ellet h quelconques des 
h -4- k équations, et qu'on choisisse convenablement h variables, on pourra de^ 
ces h équations tirer les h variables dont il s'agit en fonctions des autres, puis 
porter les expressions ainsi obtenues dans les k équations restantes. La résolu-
tion de ces dernières, ainsi transformées, fournira alors k des variables restantes, 
dont il ne restera plus qu'à substituer les valeurs dans les expressions obtenues 
pourles //premières. 

(') Soient S et S' les deux systèmes réduits donnés, numériquement équiva-
lents, et m le nombre d'équations dont ils se composent l'un et l'autre (n° 6). 
Supposons que du système S on puisse éliminer un groupe déterminé, Qm—in 

de /// — ρ variables : on pourra alors (n° 11), par l'adjonction à ces dernières 
de ρ autres convenablement choisies, dont nous désignerons le groupe par Cjn, 
former un groupe de m variables, (Cj^, (j,,), par rapport auquel le système S 
soit résoluble. Far rapport à ce groupe tj1,,), le système S', numérique-
ment équivalent à S, sera, lui aussi, résoluble (n° 6), et contiendra dès lors 
nécessairement quelque groupe de m—ρ équations résoluble par rapport 
à {\m-p l'élimination des variables est donc possible dans le système S'. 

Je dis maintenant que si l'on effectue l'élimination des variables Q
m

~j> tour à 
tour dans le système S et dans le système S', les deux systèmes réduits (n° 13) 
qui en résultent ne peuvent manquer d'être numériquement équivalents. 

Effectivement, partageons le système S en deux groupes, .v, dont le pre-
mier soit résoluble par rapport à é)puis, de mêtne, le système S' en deux 
groupes, s'

m Ί„ s', dont le premier soit résoluble par rapport à (J
m

_p ·, et 

Joum. de Math., tome II. — Fasc. III, 1928 3l 
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En particulier si, clans un système réduit, on effectue de deux 
manières différentes Γ élimination cVun même groupe déterminé de 
variables, les deux systèmes réduits obtenus de paît et d'autre sont 
numériquemenl équwalents. 

15. Dans un système réduit de m équations, 

(8) F, — O, l7

3=o, . .., F,„ =r o, 

soient σ, g' les deux systèmes auxquels conduit de part et d'autre l'élimination 
des variables ^,n—p '· ces deux systèmes ne contiennent l'un et l'autre que les 
variables restantes. En vertu de notre hypothèse, les deux systèmes (s„, _ t>, s) 
et -

7
,, s') sont équivalents entre eux; ils sont d'ailleurs, comme nous allons 

l'établir, respectivement équivalents aux deux systèmes σ) et (s1,,, (n σ'). 
Considérons, par exemple, le système (.çOT_/M s) : il a manifestement pour consé-
quence numérique le système (s,

n
_p, σ); ces deux systèmes, composés d'un même 

nombre d'équations, sont d'ailleurs réduits, le premier par hypothèse, le second 
parce que s

m
^p est résoluble par rapport aux variables et que g, où ne 

figurent que les variables restantes, est, en vertu du n° 13, un système réduit ; 
cela étant, il résulte du n° 8 que, inversement, σ) a pour conséquence 
numérique («,,,-ρ, s), et que, dès lors, les deux systèmes sont numériquement 
équivalents. Semblablement, il y a équivalence numérique entre les deux svs-
tèmes s') el(s',„ f>, g1). 

En résumé donc, si l'on considère les quatre systèmes 

(Sm - p1S ) 1 (,<f «(-/>! ,S' )> 

( 8III — 0"), (·'III -ρ: G )> 

que nous représenterons, pour simplifier l'écriture, par 

A, A', 
13, ir. 

l'équivalence numériqne existe : i° entre A et A'; 2° entre A et B; 3° entre A' 
et B'. Elle existe donc aussi entre Β et Β'. 11 est facile d'en déduire l'équivalence 
à démontrer, savoir celle entre σ et σ\ 

Effectivement, toute solution numérique du système σ fournira, si on la com-
plète à l'aide de ί,,,-ρ, une solution numérique du système g), et, par 
suite, du système équivalent (s',,,-,,, σ'); la solution numérique considérée de g 
vérifie doue σ' : on en conclut que σ' est une conséquence uumérique de a. Sem-
blablement, σ est une conséquence numérique de σ'. Les deux systèmes sont 
doue numériquement équivalents. 
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aux m -+- q variables 

«I, "2» · · · 1 U/n+i7) 

la solution générale peut s'obtenir à l'aide d'un système de 
m -f- q formules exprimant les variables dont il s'agit en fonctions 
olotropes de q arbitraires, et telles que q de ces formules (convena-
blement choisies) soient résolubles par rapport aux arbitraires. 

De plus, si, le système réduit (8) étant donné, on en suppose la 
solution générale exprimée à l'aide d'un système de m q for-
mules satisfaisant à cette condition^ 

(9) 

U1 — J \ ^ 1. · · · t tq) , 

U ni — J /II (t I , .... tq) , 

"/)( + I — J m + I {t I ) ···»'</)·> 

eιη+η—J/n+</(.t\, ·..> ^(/)> 

il faut et il suffit, poiw que le système (8) soit résoluble par rap-
port à m variables u déterminées, les m premières par exemple, 
çr^<? /es q dernières formules (9) soient résolubles par rapport aux 
q arbitraires t. 

Pour obtenir un système de m ·+■ q formules remplissant la condi-
tion énoncée, on peut d'ailleurs procéder comme il suit : 

En supposant, pour fixer les idées, que le système (8) soit résoluble 
par rapport àu

n
 u

m
, on posera 

(10) 

U/ti+i—fm+iCb» ···> ^'/)i 

U>n + <i—fin+q{t li ···> ^/)> 

les seconds membres des q formules (10) étant arbitrairement choisis 
sous les seules conditions d'être développables à partir de certaines 
valeurs initiales des arbitraires t

n
 d'avoir pour valeurs initiales 

celles que possèdent, dans le système (8), les variables u
m+i

, ...,um+ q 
et enfin d'avoir un déterminant différentiel dont la valeur initiale ne 
soit pas nulle, de telle façon que le système (10) soit résoluble par rap-
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port à/,, ...,tq. Les formules (10) étant posées, on résoudra le sys-
tème (8) par rapport à ut, um, 

00 

Il j —^|(μ/κ+ι· ···, "wi-i-y)) 

* 

U/n— m ( Um+\? · · ·<ul + q), 

et, dans les seconds membres des formules de résolution (i t), on rem-
placera u

m+i
, ..., u

m
+q par leurs valeurs tirées de (10), ce qui donnera 

(12) 

" ! ·— 'J1 ( f m- f m-l·-7 ) 1 
• · · - y 

M m ·—J/11 (fm+· 1» · · · 1 fι>ιΛ-η )· 

Finalement, on groupera en un seul système lesmy-q relations (10) 
et (12) ('). 

La proposition formulée au début du présent n° i«î doit être com-
plétée par une.double remarque : 

i° Si, le système réduit (8) étant donné, on en suppose la solution 
générale exprimée à l'aide des m -1- q formules (9), dont q sont 
résolubles par ràpport aux q arbitraires t,, ..., tq, et si, dans ces 
m -h q formules, on effectue un changement des arbitraires, les 
m -l· q formules résultantes, dont q sont résolubles par rapport 
aux q nouvelles arbitraires, expriment encore la solution générale 
du système ( 8 ) ( - ). 

20 Réciproquement, si, le système réduit (8 ) étant donné, on en sup-
pose la solution générale exprimée, de deux manières différentes, à 
l'aide d'un système de m -+- q formules dont q soient résolubles par 

(1 ) Loc. cit., n° 138. 
(2) 11 faut, naturellement, supposer que le* q formules définissant la transfor-

mation sont résolubles, conformément au principe général des fonctions impli-
cites (n° 1), tant par rapport aux q arbitraires anciennes que par rapport aux 
q nouvelles : en opérant leur résolution par rapport aux anciennes et transfor-
mant les m-l· q formules (9), on déduit sans peine de la règle de multiplication 
des déterminants que si un groupe de q formules extrait de (9) est résoluble par 
rapport aux anciennes arbitraires, le groupe correspondant qui s'en déduit par 

·% 
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rapport aux q arbitraires qui, y figurent, on peut toujours, par une 
transformation convenable des arbitraires, passer de l'un de ces 
deux groupes de formules à l'autre ( '). 

la transformation le sera nécessairement par rapport aux nouvelles. D'ailleurs, 
pour les valeurs correspondantes des anciennes arbitraires et des nouvelles, les 
ni ■+· q formules (g), d'une part, et leurs transformées, d'autre part, fournissent 
les mêmes valeurs des ni q variables u : les formules transformées expriment 
donc la solution générale de (8), puisque, par hypothèse, les formules (9) 
jouissent elles-mêmes de cette propriété. 

(') Supposons, pour fixer les idées, que le système (8) soit résoluble par rap-
port aux ni premières des m -+· q variables a qui s'y trouvent engagées, et soient 

"1 = /l(*H · · ·ι h), 

(10) ' U
 /l{

 — f 
m

 ( 11, . . . , I ,f), 
um + 1 = f m m + 1 (t1, ...., tq) 

' lt m-hq—· ■ · ; f'/ ) i 

/ "1 = C?|('S-1. · · · , *ν)> 

( 1 -J ) 11 ni · · · ■>Sq), 
u m + 1 = gm + 1 (s, ....., sq) 

i U
/ll+

y — g ,
n

+q (i'| , . . . , Sq ) 

les deux groupes de formules dont il s'agit : en vertu de la proposition énoncée 
au début du u° 15, les q dernières formules du groupe ( 13) sont résolubles par 
rapport à .. .. et les q dernières du groupe (i4) le sont par rapport à 
i·,, Or, puisque les groupes (i3) et (i4) expriment l'un et l'autre la 
solution générale de (8), à un même système de valeurs de u..., um+9 

doit correspondre de part et d'autre un même système de valeurs de uly ..., u,
n

 : 
si donc on pose 

fm + 1i ( '15 · · · ] tq \ — g
 M

_(. j ( Λ'ι, . . . , S,/ ) , 

(15) .......................... 
f\i ···! tq) —···»·*</)> 

qu'on résolve le système (iô) par rapport à .. ., 1Ί conformément au principe 
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16. Inversement, considérons un système de m q formules éga-
lant les m -f- q variables un

 ..., u
m+q

 à autant de fonctions olotropes 
de q arbitraires, de telle façon que q d'entre ces formules soient 
résolubles par rapport aux arbitraires. Cela étant, Vélimination 
des q arbitraires entre les m q formules fournit un système 
réduit de m équations aux m -+- q variables u,, ..., u

m+q
, dont la 

solution générale se trouve exprimée par les m -h q formules don-
nées ('). 

17. Enfin, si les m -h q formules (9), dont q sont supposées réso-
lubles par rapport aux arbitraires / tq, vérifient constamment 
le système réduit des m équations (8), aux m -t- q variables 
u
t

, ..., u
m+q

, elles ne peuvent manquer d'en fournir la solution 
générale (-). 

18. Toute transformation effectuée sur un système réduit donne 
un système également réduit (3). 

général des fonctions implicites (n° 1), et qu'on porte les valeurs obtenues dans 
les m premières formules (i3), il est manifeste qu'on tombera identiquement 
sur les m premières formules (i4)· 

Ainsi, les formules (i4) se déduisent de (i3) par la simple substitution 
à tx, de leurs valeurs tirées des équations ( r5). Pareillement, les for-
mules (i3) se déduisent de (i4) par la simple substitution à s,, .. ., sq de leurs 
valeurs tirées des mêmes équations. 

H Ibid., η" 139. 
(2) Ibid., n° liO.

 v 

(3) Dans un système réduit de m équations, 

(16) F | — 0, 2 — 01 · · · ι CM — Ο , 

aux m H- q variables </,, u2, ..7, effectuons la transformation 

(17) 

u, =ψ,(ρ„ <\ ί',,,+γ), 
U.2 — t's, · · ., ν,,,+η), 

Uni+q—— ψ/«·+q{^l ) ···· ^m+q)i 

et supposons, comme de raison, qu'à partir des valeurs initiales deu1 
a2, ..., u

nl
+q, prises conjointement avec certaines valeurs initiales des nouvelles 
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19. Considérons lin groupe de m q formules exprimant, con-
fon nément aux énoncés des nos l5et 16, la solution générale d'un 
système réduit de. m équations à m -h q variables M,, «2, ..., u

m+q
, 

et supposons que dans ce dernier on introduise, aux lieu et place des 
variables dont il s'agit, les m -4- q variables nouvelles ν,, P.

2
,.. -, ν 

M+Q
. 

Gela étant, il suffit, pour exprimer semblablemeni la solution géné-
rale du système résultant, d'effectuer la même transformation sur 
les premiers membres des m -h q formules données, et de résoudre 
le groupe ainsi transformé par rapport à P., V.,, ..., v

m+q
 (1 ). 

Points ordinaires d'une figure. 

20. Nous plaçant, indifféremment, soit dans le monde des quan-
tités réelles, soit dans le monde des quantités imaginaires, nous 
nommerons point de Y espace [[ x,y, ... J] l'association de η valeurs 
numériques respectivement attribuées aux η coordonnées x, y, ...; 

variables <>,, c2, ..., ν,
ηΛ

.η, le système ( 17) soit résoluble par rapport à ces 
dernières conformément au principe général des fonctions implicites. Le sys-
tème (16) étant indépendant des variables v, il résulte immédiatement de nos 
hypothèses que le système des 2mq équations (16) et (17), où se trouvent 
engagées les un-f- 2 q variables // et v, possède par rapport aux m + q variables ν 
et à m convenablement choisies d'entre les variables u, un déterminant à valeur 
fondamentale non nulle : il est dès lors réduit. Si d ne on remplace, dans (16), 
les variables u par leurs valeurs tirées de (17), ou, en d'autres termes, si l'on 
effectue entre les équations (16) et (17) l'élimination des variables «, le système 
résultant est également réduit (n° 13). 

(*) Soit, en effet. 
f U\ . . . , £,y), 

(ι») ] =mi tq), 

\ u
m+

,f— (q, ..., tf, 

un groupe de m-\-q formules exprimant la solution générale du système 
réduit (16), et telles que q d'entre elles soient résolubles par rapport aux arbi-
traires tit ..., tq. Si l'on applique au système (j6) la transformation (17), il est 
clair que, pour avoir un groupe de m-\-q formules exprimant la solution géné-
rale du système résultant, il suffit d'effectuer d'abord la même transformation 
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figure un ensemble de points défini par un système d'équations reliant 
ces coordonnées; point ordinaire d'une figure un point tel que, dans 
un voisinage suffisamment rapproché du point [c'est-à-dire à l'inté-
rieur d'un domaine ayant ce point pour centre avec des rayons suffi-
samment petits (1 )], la figure puisse être définie à l'aide d'un système 
réduit (n° 4). Nous nous bornerons systématiquement à la considé-
ration exclusive d'un pareil voisinage. 11 va sans dire d'ailleurs que 
tout point d'une figure suffisamment voisin d'un point ordinaire de 
cette figure en est lui-même un point ordinaire. 

Supposant tour à tour que le système réduit à l'aide duquel est 
définie la figure comprenne i, 2, 3, ... équations, nous dirons, suivant 
le cas, que la figure est à η - ι, η — 2, η — 3, ... dimensions (-). 

sur les formules (18), ce qui donne 

(19) 

y 1 ( » ^21 * · · 1 Vm-1-7 ) — ^ l » · · · Î A/ ) 1 

Ψ2 ( ''i, r-2, . . . , ) — ^2! 11, . · · , tq ), 
) 

ψΜ-Η·/(νΐ) Co, ·»., V/n-i'/) — ···> L/)i 

puis de résoudre le système (19) par rapport à e,, c2, ..., vm+t/. Soient 

(20)· 

<'i = φι(Λ, · · ·, /9), 
r.2 = cp, (/,, . . ., /

f/
), 

* · · > 
C/M + i/ 9/H+-I7 (/,, · · « , ) 

les formules de résolution : il reste à établir que <] d'entre ces dernières sont 
résolubles par rapport à ..., t.,r 

Or, le système (19) contient, comme (18), q formules résolubles par rapport 
à tit il est d'ailleurs réduit, puisqu'il est résoluble par rapport aux 
variables e, et, comme il a évidemment pour conséquence numérique le groupe 
(réduit) des q formules dont nous venons de parler, il est (n° 11) nécessaire-
ment résoluble par rapport à tx, ...,^et à m convenablement choisies des 
variables <>. Le système (20), numériquement équivalent à (19), sera donc réso-
luble par rapport à ce groupe de m -t-q variables (n° 6), ce qui exige manifes-
tement que q des équations (20) soient résolubles par rapport à /t, . . ., l

(j
. 

( 1 ) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 30. 
(2) Si, comme cas extrême, le système réduit comprend η équations, la figure 

est à zéro dimension et se compose d'un point unique. 
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Deux systèmes réduits numériquement équivalents, et par suite 
nécessairement composés d'un même nombre d'équations (n° 6), défi-
nissent deux figures identiques. 

Si, désignant par ρ et ρ'. deux entiers inégaux, on suppose que 
deux systèmes réduits, S et S', aux indéterminées x, y, ..., com-
prennent respectivement ρ et p' équations, et que le premier, S, soit 
une conséquence numérique du second, S', on a nécessairement 
/></*'( n® «S ), d'où η — ρ > η — p'

t
 et la figure à η — ρ' dimension s 

que définit S' sera dite située sur la figure à η — ρ dimensions que 
définit S ; inversement, la figure S sera dite contenir la figure S'. 

Dans ce dernier cas, comme aussi dans celui de l'identité, ci-dessus 
défini, les deux figures considérées seront dites être en sympiose. 

De la propriété formulée au n° 7 il résulte que, dans le voisinage 
d'un de ses points ordinaires, une figure à η — ρ dimensions est 
représentable d'une infinité de manières à l'aide d'un système 
réduit de ρ équations reliant les η coordonnées x,y, Ce mode 
de représentation sera qualifié de réduit, par opposition à un autre 
dont nous parlerons plus loin (n° 22). 

Il importe d'observer que le caractère spécifié dans la définition 
d'un point ordinaire d'une figure est indépendant de toute trans-
formation ponctuelle opérée sur les coordonnées x, y, 

Effectivement, soient F une figure contenant le point (x
0

, y
Q

, ...), et 

X=Z(X{X', /, . ..), 

y = £(#', y'y . · .), 

les formules de transformation qui relient les anciennes coordonnées 
x, y, ... aux nouvelles χ', y', .., : on suppose que les valeurs λ?

0
, y

0
,... 

de x, y, ..., prises conjointement avec certaines valeurs, x'0,y'0, ···, 
de x\y\ ..., vérifient numériquement les formules de transformation, 
et que, à partir de la solution numérique 

(•^«p y<p · · ·» ^o» y a* · ' ·)' 

ces dernières, résolues, en fait, par rapport à x,y, ..., sont, de plus, 
résolubles par rapport à x\y\ ... conformément au principe général 
des fonctions implicites. 

Journ. de Mathtomejl. — Fasc. III, 1923. ^2 
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Gela étant, il résulte de la proposition formulée au η· 18 qu'une 
pareille transformation, opérée sur un système réduit, donne un sys-
tème également réduit, et que, dès lors, si le point ···) est ordi-
naire pour la figure F, le point correspondant (#'

0
, y'

0
, ...) l'est aussi 

pour la figure, F', que fournit la transformation. 
Réciproquement, à cause de la réversibilité des formules de transfor-

mation, si le point(V0, y'0, ...) est ordinaire pour la figure F', le point 
Oo, y^,... ) l'est pour la figure F ( ' ). 

Il va sans dire, enfin, que la relation de symptose entre deux 
figures est indépendante, elle aussi, de toute transformation ponc-
tuelle opérée sur les coordonnées x, y, 

(*) Dans l'espace à trois dimensions réelles ou imaginaires [[#,y, 5]], on 
peut citer, comme figures ne contenant que des points ordinaires : 

i° La figure définie par l'équation linéaire Ax 4- By -+- Ca 4- D = o, où les 
constantes numériques A, B, C, D sont quelconques, sous la seule restriction 
que les trois premières, A, B, C, ne soient pas nulles à la fois. 

20 La figure définie par le couple linéaire 

A1 χ 4- B, y 4- C, ζ 4- D| — o, 
A ο χ —j— B2y "h 4- D2 — o, 

où les constantes numériques A(, B|, C,, D,, A„ B2, C2, D2 sont quelconques, 
sous la seule restriction que les déterminants du second ordre extraits du 
tableau 

A,, B,, C
t

, 
A„ B2, C2 

ne soient pas tous nuls. 
3° La figure définie par l'équation 

( A, χ + B ! y 4- C, ζ 4- D! )A 

4- ( A^x 4- B,y H- C
2
 ζ 4- D2)2 4- ( A

3
 χ 4- B 3 y 4- C3 ζ -H D3 )

2 4- H ~ o, 

où les constantes numériques A,, B,, C,, Dn A2, B2, C2, D2, A3, B3, C3, D3, H 
sont quelconques, sous les seules restrictions que 

A, Bj C, 
A2 B2 C2 et H 
A3 B3 C3 

soient différents de zéro. 
Opérons en effet sur cette figure la transformation (toujours permise, d'après 
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2i. Soient Fn F2, ... des figures, en nombre (limité) quelconque, 
qui toutes admettent un point ordinaire commun ; η — ρκ, η — p

2
, ... 

les nombres de dimensions respectifs de ces figures. Gela étant, on 
peut, moyennant une simple transformation linéaire des η coor-
données oc, y, ..., faire en sorte que les équations transformées 
de F, soient indifféremment résolubles par rapport à tout groupe 
de p

t
 coordonnées; qu'en même temps les équations transformées 

de F
2 le soient, indifféremment, par rapport à tout groupe de p2 

coordonnées; et ainsi de suite. 

I. Sur les équations définissant Tune des figures données, F, 
à η — ρ dimensions, opérons la transformation linéaire (et homo-

ce qui a été vu) 
A, χ -f- Β ι y G, ζ h- D ( ~ χ', 
A2 χ -t- B2 y H- G2 ζ H— y , 
A 3Λ· -+- B3 jr +- CjC + D

3 — z'. 

Pour qu'un point de la figure ainsi obtenue ne fût pas ordinaire, il faudrait qu'il 
vérifiât, en même temps que l'équation x'% ■+· y1'1 -h z'1 -t- II = o, les trois équa-
tions dérivées par rapport à χ', y', z' respectivement, c'est-à-dire x' = o, y'— o, 
z'— o; il en résulterait, contrairement à l'hypothèse, H = o. 

4° La figure définie par le couple d'équations 

(Aj^ B| y -t- Ctζ -f- D, )2 

-H {\2x -t- B2 y + Cj ί + D2 )
2 ( A3 χ -t- B3y -t- D3)2-t- H ~ o, 

y1(Aj.Î·' -+- B, y Cyζ -t- D, ) 
Η- λ2( A-t- Bjj'-)- C2r. -t- D2) -t- λ 3 ( A 3.3? -t- Β 3 -t- C3c + D

5
) — o, 

où A,, B,, C,, D,, Aa, B2, C2, D2, A3, B3, C3, D3, II ont les mêmes significations 
respectives que dans l'exemple précédent, et où, de plus, les constantes numé-
riques λ,, λ2, λ3 vérifient l'inégalité λ2 -*-λ2 -t- λ;; ^o. 

Les équations de la figure deviennent en effet, par la même transformation que 
ci-dessus, 

x'²+ y ;HH = o, 
y1x'λ2^'' -f- λ3 Ζ

1 Ο. 

Pour qu'un point de la figure ainsi obtenue ne fut pas ordinaire, il faudrait 
qu'il vérifiât, en même temps que les équations de la figure, celles qu'on obtient 
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gène) 
x = a1x' + a2y' + ...., 
y—bxx'·^ b

t
y'-h..., 

......................................................, 

où x, y, ... désignent les anciennes coordonnées, a/, j', ... les nou-
velles, et les lettres a, ù, ... affectées d'indices des coefficients provi-
soirement indéterminés dont nous désignerons le déterminant par D ; 
ce déterminant est une certaine fonction entière, non identiquement 
nulle, de ses divers éléments, assimilés à autant de variables indépen-
dantes. 

Gela étant, si l'on considère les équations transformées de la 
figure F, la valeur prise, au point ordinaire commun dont parle 
l'énoncé, par le déterminant différentiel de leurs premiers membres 
relatif à ρ quelconques des coordonnées nouvelles est un polynôme 

en égalant à zéro les trois déterminants du second ordre extraits du tableau 

:χf, z', 

λ„ λ
2

, λ
3

, 
c'est-à-dire 

λ3 y' — 't^z', "Κγζ'—λ zx', λ2α-·'—λι y'. 

Les constantes λ,, λ2, λ3 ne pouvant être nulles à la fois à cause de 

λ, -h λ2 + λ3 y 0, 

supposons, pour fixer les idées, λ,^ο : des deux dernières relations on tire 

ζ'=τιχΙ' ζ
'
=

τ
ι

χΙ
' 

puis, par combinaison avec l'équation \y' + X3s'= o, 

x' (y1 + y2/ y1 y3/y1)= o ou -t-λο -Η·λ^) = ο; 

on a donc, de toute nécessité, χ' — o, par suite y' = o, s'=z o, et finalement, en 
portant dans l'équation x'i-\-y'î-sr Hr=o, 

H = o, 

ce qui est contraire à .l'hypothèse. 
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entier par rapport aux éléments de D et dont les coefficients numé-
riques ne sont pas tous nuls. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq coordonnées, et 
qu'il s'agisse d'une figure à trois dimensions définie par le système 
réduit 

( f\(x> y y t) — 0, 
l -, S, 0 = °· 

Si l'on opère sur ce dernier la transformation 

x = a1x' + a2y' + a3z' + a4 
y b\3p' b-iy' -\~ b^s'-y b^s'-t~ b^t1. 
ζ — c 1.ν' -+- Cj y' -t- Cjs'—(- C4 s' C51

 y 

s d[ .v -+· ίί* γ' -4- d$ z' -4~ d^s' -t- d$ 

t ==<?, x'-+- esy~h e3z' -h e^s' ~he5t\ 

le déterminant différentiel du système transformé par rapport à deux 
quelconques des coordonnées nouvelles, par exemple x' et y', a pour 
valeur 

àfi , h dfx . d/, . d/, àfy dfy df ,
c

àfx ,àf
x
 dfx 

a'd^ + ,hiy+c'Tz+d^ +e'7T °!5ï + é'57+Cî -Έ+α'Έ + Θ'ΊΤ 

d'après la règle de multiplication des déterminants généralisée (1) 

(*) Considérons les deux, tableaux, rectangulaires 

ctyy bXy ..., l\, otj, β,, ..,, Xj, 
ai> bit ···? I*, α2, βΐ, ···, λ

2
, 

• ·, ··) · · · 1 ··» ··, · ·J ···, ·,, 
&q·) bqy . . ., 0(9, Β^, . · · Ι ΛΉΪ, 

qui contiennent cliacun q lignes et g -l· r colonnes (<y>o, r>o). Si l'on pose 

Rij = cti<xj-l· bi$j-y.. .-4- li~kj (1 = 1, 2, .,., q et j — 1, 2, ...,q)
} 
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appliquée aux deux tableaux 

Mi» u\t ci» "ij ~î—> —τ—5 ~τ—Î —r~ > ττ' 

a b c cl e A'1 2 Ai ^/2 d/
s 

il a donc pour valeur 

a1 6, 'A f c, ψ ψ 

ùi 0i te dy "
2 62 te te 

ad A A η e A A 

■ ^ a d Ai A ^
 a

 e A A, 

b c âfi A a d
 A Ai 

+ b c A Ά + a d A A 

b e A A àj
x

 d
%

/, 

b, e, Ά Ά +

 c a A Of, 

Ci €ι te W dx Cl dT d7 

Ci e* dz ~dî di €ï 7h ~ol 

Or, lorsqu'il s'agit du point ordinaire commun dont parle l'énoncé, 

le déterminant d'ordre cj 
ftj,i ft 2,1 · · · ft?,i 

ft 1,2 ft*,2 ··· fty.s 

ft 1,7 fts,e/ ' · ' 1^7ι7 
est égal à la s^mme des produits que l'on obtient en multipliant les détermi-
nants d'ordre q extraits du premier tableau par les déterminants homologues 
extraits du. second. 
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les divers déterminants différentiels de f
k
 et qui figurent dans cette 

dernière expression doivent être remplacés par des valeurs numériques 
non à la fois nulles. 

II. Revenons aux conditions imposées par notre énoncé général. 
Pour qu'elles se trouvent satisfaites, il faut et il suffit : 

Que, dans les équations transformées de E
n

 les divers déterminants 
différentiels (d'ordre />,) relatifs aux coordonnées nouvelles soient 
tous différents de zéro au point considéré; 

Que, dans les équations transformées de E
2

, les divers déterminants 
différentiels (d'ordre p

2
) relatifs aux coordonnées nouvelles jouissent 

de cette même propriété; 
Κ te. ; 
Et enfin, que le déterminant D de la transformation soit lui-même 

différent de zéro. 

Il est donc nécessaire et suffisant, si l'on se reporte à l'alinéa I, 
que certains polynômes, entiers par rapport aux coefficients indéter-
minés de la transformation, et dont aucun n'est identiquement nul, 
puissent prendre des valeurs numériques à la fois différentes de zéro : 
or, il est toujours possible de disposer des coefficients indéterminés de 
la transformation de manière que cette condition soit satisfaite. 

Représentations diverses d'une figure dans le voisinage 
d'un point ordinaire. 

22. Nous avons déjà eu l'occasion de constater, comme consé-
quence de la propriété formulée au n° 7, que, dans le voisinage d'un 
de ses points ordinaires, une figure peut, d'une infinité de manières, 
être représentée dans le mode réduit, c'est-à-dire à l'aide d'un sys-
tème réduit d'équations reliant les η coordonnées. En vertu de cette 
propriété, si une figure à η—ρ dimensions, admettant cotnme point 
ordinaire le point (x

0
, y

0
, ...), est définie, dans le voisinage de ce 

point, à l'aide du système réduit 

f1 (x/,.·.) =°» /»(*> y> ...) = o, ..., /ρ(Λ, y, ...) = o, 

l'expression générale de tous les systèmes réduits pouvant représenter 
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cette même figure dans le voisinage de ce même point est 

ί ·+" ^1,2/2 rt-. · ·+ ^l,pfp—O, 
) ^2,«/l ■+· ^»,2/2+· · · -+- λ

2
,pfp~ O» 

i 
1 ^p,2/2+ · · · ~H ^p,pfp~ °> 

où les fonctions λ, développables à partir des valeurs a?
0
, y

0
, ..., sont 

arbitrairement choisies sous la seule restriction de former un déter-
minant à valeur initiale non nulle. 

Si, sur l'expression générale des systèmes réduits représentant une 
figure donnée, F, on opère une transformation ponctuelle des η coor-
données χ y y, ..., on tombe sur l'expression générale des systèmes 
réduits représentant une nouvelle figure, F' ('). Cette dernière sera 
dite transformée de F. 

Les propriétés formùlées aux nos 15, 16 et 19 entraînent, d'autre 
part, les conséquences suivantes : 

i° Dans le voisinage d'un de ses points ordinaires, une figure 
à η — ρ dimensions peut, d'une infinité de manières, se représenter 
à l'aide d'un groupe de η formules exprimant les η coordonnées 
x
t
y, ... en fonctions olotropes de η — ρ arbitraires, et telles que 

η — ρ de ces formules y convenablement choisies, soient résolubles 
par rapport aux arbitraires. 

Réciproquement, un pareil groupe de 11 formules étant donné, le 
système réduit en x,yy ... que fournit l'élimination des η — ρ arbi-
traires définit une figure à η — ρ dimensions, représentable à 
l'aide des η formules données. 

Ce nouveau mode de représentation sera qualifié de paramétrique. 
20 Considérons, sur une figure donnée à η — ρ dimensions, le voisi-

nage d'un point ordinaire donné. Pour qu'un groupe déterminé de ρ 
coordonnées, celui des ρ premières par exemple, soit exprimable en 
fonctions olotropes des n—p coordonnées restantes, il faut et il suffit 
qu'en représentant la figure suivant le mode paramétrique à l'aide 
de η — ρ arbitraires y le groupe des η — ρ dernières formules de 
celle représentation soit résoluble par rapport aux arbitraires. 

(l) On le voit sans peine, en se reportant, notamment, au n° 18. 
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3° Si, dans une représentation paramétrique d'une Jigure àn — ρ 

dimensions, on opère une transformation des η — ρ arbitraires, 
on obtient une nouvelle représentation paramétrique de la Jigure. 

Inversement, deux représentât ions paramétriques d'une même 
figure peuvent toujours se déduire Γ une de l'autre par une trans-
formation convenable des arbitraires. 

4° Considérons, en même temps qu'une ligure, F, la figure, F', qui 
s'en déduit par une transformation opérée sur les η coordonnées χ, y, — 
Si, sur une représentation paramétrique de F, on opère la trans-
formation dont il s'agit, les η formules résultantes, nécessairement 
résolubles par rapport aux coordonnées nouvelles x', y', ..., four-
nissent une représentation paramétrique de F'. 

25. D'une propriété formulée au n° (> il résulte que les divers 
systèmes réduits à l'aide desquels on peut représenter une même 
figure à η — ρ dimensions fournissent tous, si on les résout par 
rapport à un même groupe de ρ coordonnées, un même système de 
formules de résolution. Ce dernier système fournit un mode de repré-
sentation éminemment simple, que nous qualifierons d'explicite, et 
qui, aux avantages du mode réduit, auquel il appartient, joint ceux du 
mode paramétrique, auquel on le ramène immédiatement : si l'on 
désigne en elfet par χ, ... un groupe de ρ coordonnées, et par y, ... le 
groupe des η — ρ coordonnées restantes, le système des ρ équations 

j ./· -· K(y. .. 

peut se remplacer par l'ensemble des η formules 

# = X(Y|. . . .), 

J ? 

J y = 

où η, ... désignent η — ρ variables arbitraires (1 ). 

(') Une figure à zéro dimension, formée, comme nous l'avons observé, d'un 
point unique, (χ

ύ
, y,,. ..se trouve représentée, avec le maximum de simpli-

cité, à l'aide des η formules .v — .r0) y — r
0

, .. ., qui constituéel un cas extrême 
du mode paramétrique et du mode explicite. 

Journ. de Math., tome II. — Ease. Ill, 33 



2/, 8 CH. RIQIJIKR. 

Contacts d'ordres divers entre deux figures. 

24. Pour définir un contact d'ordre quelconque entre deux figures, 
il convient de distinguer deux cas, suivant que ces figures ont ou non 
le même nombre de dimensions. 

Considérons d'abord, dans l'espace à η dimensions [[&',/, ···] |,deux 
figures à un même nombre, n—p, de dimensions, ayant un point 
commun, (x'oJKo ···)> ordinaire (n° 20) pour chacune d'elles : les 
deux figures étant, dans le voisinage de ce point initial, représentées, 
l'une, suivant le mode réduit, par le système des ρ équations 

(0 /ι(·*»/» ···) = °ι Λ(·*··>/» ...) = o» .··, y, ...) = o, 

l'autre, suivant le mode paramétrique, à l'aide des η formules 
Λ 

(*) x — ξ(«» r, · ·.), ν =η(«, <·, . . .), ..., 

les ρ fonctions composées 

(3) 

/, [£(a, e, .. .), -n(u, r, . . .), . . .], 
A [ξ(«, . . .), YJ(M, Γ, . . .). . . . |, 

//>[£("> '·» · · ·), *l(w» r. . . .1. . . .J 

ont évidemment des valeurs initiales nulles. Cela posé, et en désignant 
par k un entier positif ou nul, si les fonctions (3) et toutes leurs 
dérivées (relatives aux n—p paramètres a, r, ...) jusqu'à l'ordre A 
inclusivement ont des valeurs initiales nulles, sans que toutes celles 
d'ordre A -t- ι jouissent à la fois de cette propriété, les deux figures 
seront dites avoir au point considéré un contact d'ordre (exactement) 
è<>al à k. Ο 

Cette définition nécessite diverses observations dont l'importance 
est essentielle. Effectivement, les deux figures données peuvent, de 
bien des manières, être représentées, la première suivant le mode 
réduit, la deuxième suivant le mode paramétrique; comme elles ont, 
d'autre part, le même nombre de dimensions, une permutation de 
leurs rôles respectifs est à envisager où l'on supposera, à l'inverse de 
ce qui précède, que la deuxième figure est représentée suivant le mode 
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réduit, la première suivant le mode paramétrique : or, nous allons 
établir que la propriété spécifiée dam la définition est indépendante 
de ces circonstances variables. Nous établirons, de plus, qu'elle 
l'est de toute transformation ponctuelle opérée sur les coor-
données χ, y.... 

I. Supposons que les deux systèmes 

(4) /ι(Λ\/>..·) =0, /ΐ(Λ·, y, ...) =o> ···> //>(«*■» ο 

et 

(5) 7I .. ·) = O> R, ...) = O, ..., #/»(.*·, y. ...) = Ο 

constituent, </a/is le voisinage du point considéré, (,r
rt

, y
in
 ...), 

représentations de la première figure suivant le mode réduit, <?/ fos 
formules (a) //ne représentation de la deuxième figure suivant le 
mode paramétrique ; en appliquant le mécanisme indiqué dans la 
définition ci-dessus, d'abord à (4) et (a), puis à (5) et (a), on forme 
successivement le groupe des fonctions composées (3), puis le groupe 
des fonctions composées 

(6) 

/ gi [4(M. r. · · ·). *.(«. «'» ·· ·)· · · ·]' 
I A'a [£("» »\ ·· ·), το (M, »\v, ....), 

l · · ·). Μ». · · ·)« · · ·]. 

Cela étant, si les fonctions composées (3), avec toutes leurs 
dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement, s'annulent au point consi-
déré, sans que toutes leurs dérivées d'ordre k -h ι s'y annulent 
à la fois, les fonctions composées (G) jouissent de la même pro-
priété. 

A. Les fonctions composées (G) et leurs dérivées jusqu'à l'ordre k 
inclusivement s'annulent au point considéré. 

Effectivement, les systèmes réduits (4) et (5) représentant la même 
ligure, leurs premiers membres (n° 22) satisfont, quels que soient 
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x,y, ..., à des identités de la forme 

0 I λ,., /, ·+" λ|
>3

 fo -(- . . . -h λ|
ι/()

 f
in 

01 ~ ^2,1 fl -+" λ
2
,2 fi + · · ·Η-y2pfp 

g'p — -+- ï-p.ifi -t- · · · -H ^p.pfpy 

où les fonctions λ, développables à partir des valeurs a?
0

, y
0

, 
forment un déterminant à valeur initiale non nulle. Si donc 011 désigne 
à l'aide des notations f\ g', λ' ce que deviennent les fonctions /, g, λ 
lorsqu'on y remplace x,y, ... par leurs valeurs en 1/, e, ... tirées des 
formules (2), on aura, quels que soient /*, 0, ..., 

(7) 

Si — .l/!+^l.j/s+..'+ λ'ιf'p* 
Si — ^2. 1 fi + 7/

2-
s

t

/» -h . . . + λ
2/ι

 f'
f
,

y 

s/' " ^/'· 1 1 ^'/'.S/s + · · · + />//!> 

en sorte que, pour avoir les dérivées successives (relatives à w, c, ...) 
des fonctions composées (G), il suffit de prendre les dérivées succes-
sives des divers produits de deux facteurs figurant dans les seconds 
membres de (7). Considérons, par exemple, une dérivée d'ordre h du 
produit λ',

 u
f[ : il résulte immédiatement des règles élémentaires de la 

dérivation que cette dérivée est une somme de termes dont chacun 
contient en facteur quelque dérivée des ordres ο, 1, 2, —, h de /'

t
, 

c'est-à-dire de la première des fonctions (3). Cette simple remarque, 
rapprochée de nos hypothèses sur les fonctions (3), prouve que le 
produit λ', et ses dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement s'annulent 
au point considéré. Il en est de même pour les divers produits de 
deux facteurs figurant dans les seconds membres de (7), par suite 
aussi pour les premiers membres, c'est-à-dire pour les fonctions com-
posées (G). 

13. Les dérivées d'ordre /f+i des fonctions composées (G) ne 
s'annulent pas toutes au point considéré. 

Effectivement, si la nullité initiale établie pour les fonctions (G) et 
leurs dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement s'étendait à toutes leurs 
dérivées de l'ordre A H- 1, elle s'étendrait, par le même raisonnement 
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fait en sens inverse, à toutes les dérivées d'ordre k -+- ι des fonctions (3), 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

IL Supposons que les formules 

(8) X— i(u, Γ, ...), y = r](M,P,....), ... 

el les formules 

(9) χ — ®(U, V, ...), ^ = ρ<υ, V. ...),... 

constituent (dans le voisinage du point considéré) deux représenta-
tions de la deuxième figure suivant le mode paramétrique, et le 
système (i ) une représentation de la première figure suivant le 
mode réduit; en appliquant le mécanisme indiqué dans la dèlinilion, 
d'abord à (i) et (8), puis à (i) et (9), on forme successivement le 
groupe des fonctions composées (3), puis le groupe des fonctions 
composées 

//, [®(U, V, ...),P(U, V, ...}, 

(lo)

 |/»[®(U, V,...), p(Li,y,.....), ....], 

( V, ...), p(U, V, ...), . · ·]· 

Cela étant, si les fonctions composées ( 3), avec toutes leurs dérivées 
jusqu'à Γordre k inclusivement, s'annulent au point considéré, sans 
que toutes leurs dérivées d'ordre k -4-1 s'y annulent à la fois, 
les fonctions composées (10) jouissent de la même propriété. 

. A. Les fonctions composées (10) et leurs dérivées jusqu'à l'ordre k 
inclusivement s'annulent au point considéré. 

Désignons en effet les fonctions (3) et (10) respectivement par les 
notations abrégées 

(") Y (u,c, .. .), φ,(«, e, ...), ..., φρ(Μ,v, ... ) 

et 

(12) Φ,(υ,. V, ...), Φ*(ϋ,ν, ...), Φρ(ϋ, V, ...). 

En vertu d'une propriété énoncée au n° 22 (3°), il suffit, pour passer 
des formules (8) aux formules (9), d'effectuer dans les formules (8), 

sur les η — ρ arbitraires u, v, ..., une certaine transformation : cette 
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même transformation permettra donc, évidemment, de passer des 
fonctions (3) aux fonctions (10), c'est-à-dire des fonctions (n) aux 
fonctions (12). Nous pouvons dès lors, pour calculer les dérivées 
successives de ces dernières, (12), opérer sur les premières, (11), à 
condition d'y considérer M, P, ... comme fonctions de U, V, .... Or, il 
résulte de la règle des fonctions composées qu'une dérivée d'ordre h 
de Φ,(ϋ, V,...), ainsi calculée, est une somme de termes dont chacun 
contient en facteur quelque dérivée des ordres o, 1,2,..., h de la com-
posante P, ...). Cette simple remarque, rapprochée de nos hypo-
thèses sur les fonctions (3), c'est-à-dire sur les fonctions (11), prouve 
que Φ,(ϋ, V, ...) et ses dérivées jusqu'à l'ordre A inclusivement 
s'annulent au point considéré. Il en est de même pour 

Φ,(υ, V, ...), ..., Φρ(υ,ν, .·). 

Ainsi, les fonctions (12), c'est-à-dire les fonctions (10), ainsi que leurs 
dérivées jusqu'à l'ordre A inclusivement, s'annulent bien au point 
considéré. 

B. Les dérivées d'ordre k 4- 1 des fonctions composées (10) 11e 
s'annulent pas toutes au point considéré. 

Effectivement, si la nullité initiale établie pour les fonctions (10) et 
leurs dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement s'étendait à toutes leurs 
dérivées de l'ordre A + 1, elle s'étendrait, par le même raisonnement 
fait en sens inverse, à tontes les dérivées d'ordre A -h 1 des fonctions(3), 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

III. Il nous faut, avant de poursuivre, établir un lenime. 
Considérons, comme dans notre énoncé général, deux figures 

à η — p dimensions admettant le point commun (x9,y9,...), ordinaire 
pour chacune d'elles, et représentées, l'une, suivant le mode réduit, 
par le système (1), l'autre, suivant le mode paramétrique, par les 
formules (2); supposons, en outre, que les de tirées premières des 
fonctions composées (3) s'annulent, comme ces fonctions, au point 
considéré. Cela étant, si, pour la figure (1), un certain groupe de 
ρ coordonnées est exprimable par des fonctions olotropes des 
η — ρ coordonnées restantes, ce même groupe Vest aussi pour la 
figure (2), et réciproquement. 
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Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq coordonnées, 
x, y, z

t
 .ç, i, que les figures considérées soient à trois dimensions, 

et soient 

(.3) /tl.r, .ν, t) — o, /s(.c, y, Sy ()=zo 

le système réduit qui déliait la première, 

dé) 

; ./-· l(u. V, n·), 
\ y =/)(<«, i\-)y 
; ; = K(U, C, n·), 

I Λ = CR( "Y L\ U'), 

! t = r(«, c, u) 

les formules paramétriques qui définissent la seconde. Supposons, en 
outre, que les deux fonctions composées 

(i5) 
/I[Ç(M, »·, »v), y(u, C, »r), ζ(«, t·, <*'), σ(«, r, »v), ?(«, <\ IP)], 

/s[;(«, ·»'), Y)(U, I\ ·*'), ζ(«, I', «τ»), Σ(«, r, TV), τ(«, «·, u·)], 

ainsi que leurs diverses dérivées premières, s'annulent au point consi-
déré. Cela étant, il s'agit de prouver que si le couple de coor-
données (x, y), par exemple, est exprimable, pour la première figure, 
par des fonctions olotropes de ζ, .v, /, il l'est aussi pour la seconde 
ligure, et réciproquement; ou, en d'autres termes, que les deux déter-
minants différentiels 

àfi d/t 

('61 1 · 
Οχ à y 

Οζ ΟζdC 
Ou Ov Ow 
Οσ Οσ do 

' Ou 0i> âir 
Οτ Or ύτ 
Ou Oc Ο"' 

ont leurs valeurs initiales respectives à la fois nulles ou à la fois diffé-
rentes de zéro. 

Effectivement, supposons que le déterminant (16) ait une valeur 
initiale différente de zéro. En vertu de notre hypothèse sur les fonc-
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tions (i5), on a, au point considéré, 

(18) 

à/1 ΰξ | dfι dη t âfi dÇ ; d/, do | d/ι <?τ ^ 
do: d« dy d(/ dz du d,?' d« d£ d« 1 

àfî PI àf, dry dj^ dX df, do ^(ir_0; 
d/< d/ d« ^ ds d(/ ^ dv d« + ôt du 

(19) 
dx dv dy dv dz dv ds dv + dt dv ~ °' 
d/2 d| (^ dç d/jj dÇ d/2 do df, do 
dx dv dy dv dz dv ds dv dt dv ° ' 

(20) 

àf\ άς
 [

 df
x
 df] ^ dfx dX Qj\ do df

x
 dx_ 

(}L· 3. +
 i}Ji +. -h ii?. 4_ *!î±

 +
 ——ο 

d'où Ton tire 
Λ ι Τ. / do P, do 

du du du du ' 

dn / du
=

 A"^ -h B"~ + C'^ ; 

( $ ==A-Î5
 +B

'^ +c-Î. 

I Ο* _ A"^ + 13"^ + C"^ ; 

dw~' div + diV diV* 

|2
 = A

'^ +B»^ +C»4I. 

Si donc le déterminant (17) avait une valeur initiale nulle, les divers 
déterminants du troisième ordre extraits du tableau 

dl dl dl 
du ' dv ' dw ' 

dn dn dr, 
du' dv' dw' 

(K dX dÇ_ 
du ' dv ' div ' 

da do do 
du ' de ' dw ' 

'il Ar 

dw ' de' die 
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auraient tous aussi des valeurs initiales nulles, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

Inversement, supposons que le déterminant (17) ait une valeur 
initiale différente de zéro. Des formules (18), (19) et (20), groupées 
comme il suit, 

l dx du ây du dz du às du dt du ' 

I dx dv dy dv dz dv Js dv dt dp °' 

\ dx dw dy dw dz dw ds dw dt dw ' 
[ Hl Éi -l. Hî H < Hi H | d/2 da t d/2 dx _ 

1 dx du dy du dz du ds du dt du ~ ' 

! àfî άξ . d/
2
 dw

 |
 d/

2
 άζ .àfzào d/

2
 dx _ 

I dft
 +

 d/j dv dfï dÇ dfi dç_ dfc _dr _
 q 

on tire 
Ι^μ'^

 +
 Ν'^> 

Ι 4- N"
 d
4±> 

f H - Mw dJj , N
*dA. 

I dt ~ dx dyJ 

[ ψ = νψ
 +

 κ>ψ, 

I +N" df2 / dy, 

df!2 = Mdf2 + N df2 / dy 
\ dt dx dy 

Si donc le déterminant (16) avait une valeur initiale nulle, les divers 
déterminants du second ordre extraits du tableau 

à/y àj\ d/, dj\ dfx 
dx ' dy ' dz ' ds ' dt 7 

t/* <Mi iA à£, iâ 
dx' dy' dz' ds dt 

Journ. de Math., tome II. — Fasc. III, 1923, 34 
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auraient tous aussi des valeurs initiales nulles, ce qui est conlraire 
à l'hypothèse. 

IV. Supposons que, dans le voisinage du point considéré, le sys-
tème 

(21) f1(x)y, . ..) = θι ...1 = 0, .... fp{x, y, .. .) = ο 

et les formules 

(22) *==£(U,v, ...), / = H(U, V, . ..), 

constituent deux représentations de la première figure, Γ une sui-
vant le mode réduit, Vautre suivant le mode paramétrique; suppo-
sons, pareillement, que le système 

(23) Ft(a;, y, ...) = o, Ft(ar, y, . . .), Fp(ar, y. ...) = ο 

et les-formules 

(«4) χ = ξ(ιι, V, ...), γ=ζ·η(Η, ν, . ..), 

constituent deux représentations de la deuxième figure, l'une sui-
vant le mode réduit, Vautre suivant le mode paramétrique. En 
appliquant le mécanisme indiqué dans la définition, d'abord à (21) 

et (24), puis à (22) et (23), on forme successivement les fonctions 
composées (3), puis les fonctions composées 

/ F, [E(U, V, ...),· H(U,V, ...), ...]. 
\ FS[E(U,V, ...), H(U,V, ...), .. .1, 

(20) < 

( F,,[S (U, V, ...), H(U, V, ...), ...]. 

Gela étant, si les fonctions composées (3), avec toutes leurs 
dérivées jusqu'à Vordre k inclusivement, s*annulent au point consi-
déré, sans que toutes leurs dérivées dé ordre k -+-1 s'y annulent à la 
fois, les fonctions composées (26) jouissent de la même propriété. 

Supposons ici encore, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq coor-
données, χ, y, z, s, t, et que les figures considérées, admettant le 
point ordinaire commun (xa,y0, -01 *0)1 soient à trois dimensions : 
les formules (21), (22), (23), (24), (3), (20) deviennent respecti-
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vement 

(21 bis) f,(x, y, z, s, t) = o, /t^J. = 
[ ^E(u,y, w), 

y = H (U, V, W) 
(22 bis) { c = Z(U, V, W), 

s = Z (U, V, W) 
[ t = T(U, V, W); 

(a3 &t.v) J, s, .9, t) = o, Fs(a?, j, 5, .9, /) = o; 

| x — l(u, v, w), 

\ y = *ι(«, ν, w), 
(24 A«) /■ - =ζ(«, Ρ, ir), 

I s ~σ(α, c, H'). 
Ι ί = τ(/ι, Ρ, w); 

/9
 , · s ( v, <r), u(«, p, <p), ζ(«/, ρ, w), Σ("Ι L% W)> T(«, P, W)], 

( Λ[ζ(,4ι ^ ^)» ?(«>^ iV)> ζ(«»ι'»,v)' σ("< <*)> τ(">w)J; 
j F,[Ξ.(υ, V, W),'ll(U, V, W), Z(U, Y, W), 2(U, V, W), T(U, V, W)], 

(a | Fj[E(U, V, W), Ii(U, V, W), Z(U, V.W), 2(U, V, W), T(U, V, W)]. 

Il s'agit de prouver que, si les fonctions composées (3 bis), avec toutes 
leurs dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement, s'annulent au point 
considéré, sans que toutes leurs dérivées d'ordre k -f- ι s'y annulent 
à la fois, les fonctions composées (25 bis) jouissent de la même pro-
priété. 

A. Les fonctions composées (25 bis) et leurs dérivées jusqu'à 
l'ordre k inclusivement s'annulent au point considéré. 

Si l'entier k est nul, le point (x0, y
0

, z0J
 s

0
, /„) étant, par hypo-

thèse, commun aux deux ligures, les fonctions composées (25 bis) ont, 
comme les fonctions composées (3 bis), des valeurs initiales nulles. 

Supposons maintenant que l'entier k soit supérieur à zéro, par suite 
au moins égal à i. En rapprochant de l'alinéa précédent III nos 
hypothèses sur les fonctions composées (3 bis), on voit que, pour les 
deux figures considérées, les mêmes couples de coordonnées sont 
exprimables en fonctions olotropes des trois coordonnées restantes, et 
que dès lors les deux figures seront représentables, suivant le-mode 
explicite (n° 25), par des couples de formules ayant respectivement 
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les mêmes premiers membres, par exemple 

# = g\(z, *), ? = s, 0 

pour la première figure, 

x = g1 (z, s, t),J, 0, 7 = Gi(s>î>0 

pour la deuxième figure. Gela étant, nous allons, dans ce qui suit, 
associer de diverses manières une représentation, réduite ou paramé-
trique, de la première figure, avec une représentation, paramétrique 
ou réduite, de la deuxième. 

Première association : 

fi(&, y» 5.5, /) = o, 
/«(«. y » «ι 0 = °, 
x — v, w), 
y =n(«, f, «'), 
s =ζ(«, c, w), 
s —σ( «, <>, w), 
t =τ(«, ♦>, «>) ; 

Deuxième association : 

x — g\(z> s> 0 =0, 
7 — <?·(*. 0 = °» 
Λ? = ξ(«, f, w), 

y = n(u,v,w)i>, w), 

3 —ζ(ΐΙ, if), 

Λ --- σ(«, μ, (ν), 

/ =T(M, e, w) ; 

Troisième association : 

x — gi{z, s, t) — o, 

7 — S» 0 = °» 
a? = G,(s', 5', *')> 

7 = G2(5'» 5'. «')» 
z= z', 
S =SR, 

t = t'; 
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Quatrième association : 

X = gl(s'> s'y O, 

y=gi(z>, l')> 
z — ζ', 
S = 

t —1', 
χ — Gt(3, s, t)~ o, 

y — G, (s, S, t) — O; 

Cinquième association : 
x = Z{V,\, W), 

;=H(U,V,W), 
s — Ζ(U, V, W), 

5 = 2(U, V, W), 
i = T(U, V, W), 

j χ G, ( 3, s, ί ) — ο, 
Ι y — G,(3, S, 0 = 0: 

Sixième association : 
j ® = S(U,· V, W), 

\ y = H(U, V, W), 

< ζ — L (U, V, W), 

I 5 =2(U, V, W), 
1 t = T(U, V, W), 

( y, -, o = °, 
) F»(#, y y -, s, t) — o. 

A ces six associations correspondent respectivement, par l'appli-
cation du mécanisme indiqué dans la définition du contact, six couples 
de fonctions composées, savoir : 

(26) η("' v' σ("' ^w)] 
( y*2[ξ(", *>, W), n(«, e, w), ζ(α, ν, <v), σ(α, ρ, w), τ(ίί, c, w)] ; 

(27) i ̂ ~~ σ("' w)» T(M' ^)]» 
( η (α, c, w) — f, w), σ(«, Ρ, W), T(W, ?,»»)]; 

(2δ) l G,(S',Î', i'l-g-ds',s', t'), 
I G2(S', S', t') — £·,(«', s', O; 
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et 
, V \ ffl (Z'> Sh i')—G,(s#, s', i'), 

| g2(z', /, /') — G,(S', s', t')\ 

°' | H(U, V, W)-G,[Z(U, V, W), 2(U,V,W), T(U, V,W)]; 

1
 ''.I F,[S(U, V,W), H(U,V,W), Z(U,V, W), 2(U,V,W), T(U,V,W)]. 

De ces six couples de fonctions composées, le premier,. (26), est iden-
tique à (3 bis), et le dernier, (31 ), identique à (25 bis). 

Or, la propriété que possèdent, par hypothèse, les fonctions (3 bis), 
ou (26), d'avoir des valeurs initiales nulles ainsi que toutes leurs 
dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement, s'étend tout d'abord de (26) 

à (27), en vertu de l'alinéa I; puis de (27) à (28), en vertu de 
l'alinéa II; puis, évidemment, de (28) à (29), qui se compose de fonc-
tions respectivement identiques au signe près; puis de (29) à (3o), en 
vertu de l'alinéa II; puis enfin de (3o) à (31), c'est-à-dire à (25 bis), 
en vertu de l'alinéa I. 

B. Les dérivées d'ordre k +■ î des fonctions composées (a5 bis) ne 
s'annulent pas toutes au point considéré. 

Effectivement, si la nullité initiale établie pour les fonctions (25 bis) 
et leurs dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement s'étendait à toutes 
leurs dérivées de l'ordre k -f- 1, elle s'étendrait, par le même raisonne-
ment fait en sens inverse, à toutes les dérivées d'ordre k h- i des fonc-
tions (3 bis), ce qui est contraire à l'hypothèse. 

V. De l'exposé qui précède (alinéas I, Il et IV) il résulte que la 
propriété spécifiée dans notre définition du contact d'ordre k est indé-
pendante des diverses circonstances variables mentionnées au début 
du présent n° 24 : établissons maintenant qu''elle est indépendante 
de toute transformation ponctuelle opérée sur les coordonnées 
χ, γ, .... 

Soient donc 
i x — *{x', γ...), 

(32) y = B (x, y', ....) 
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les formules de transformation qui lient les anciennes coordonnées 
x,y,... aux nouvelles x', y', ... : les anciennes coordonnées, x

0
,y

e
, 

du point ordinaire commun aux deux figures, prises conjointement 
avec ses coordonnées nouvelles, ..., vérifient numériquement 
les formules (32), et, à partir de la solution numérique 

( Joi ' · '1 *2-0 > J'o» · · ·)ι 

les formules dont il s'agit, résolues, en fait, par rapport à x,y, ..., 
sont, de plus, résolubles par rapport à x'

f
 y', ... conformément au 

principe général des fonctions implicites. 
Par cette transformation, le système (1) et les formules (2) de-

viennent respectivement 

l/i[«(·»',/. ···). β (·*',/> ···). ==0, 
J /*[«(#'» .»'',···)» β(*'. -] = <>> 

ι 

( /„[<*(*',/, . ..), . - Ο, .. .] = ο 
et 

l «(#'·/. .··) = £("> Ρ, ...), 
(34) j β(#', r', .. .) = η (m, ρ, .. .), 

Le système (33) fournit d'ailleurs une représentation, dans le mode 
réduit, de la première figure transformée (n° 18), et les formules 
déduites de (34) à l'aide d'une résolution par rapport à x\ y... une 
représentation, dans le mode paramétrique, de la deuxième figure 
transformée (n° 22). Or, si l'on porte dans les premiers membres 
de (33) les valeurs de a?', y, ... obtenues par cette résolution, les 
fonctions composées qui en résultent sont respectivement identiques 
à (3). 

Ainsi se trouve établi le point que nous avions en vue. 

2o. Définissons maintenant un contact d'ordre quelconque entre 
deux figures dont les nombres respectifs de dimensions, η — ρ, η — r, 
soient inégaux, et supposons η — /> > η — r. Les deux figures étanl, 
dans le voisinage d'un point ordinaire commun, représentées, la pre-
mière (celle à η — ̂ dimensions), suivant le mode réduit, par le 
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système des ρ équations 

(35) /, .. .) = o. /s (a?, y, ...)=; o, ..., fp(x,y, — o, 

la seconde (celle à /i — r dimensions), suivant le mode paramétrique, 
à l'aide des η formules 

(36) * = £(".?»···)» / = «("»?,··■)» ■··» 

les ρ fonctions composées 

(37) 

/ι[ξ(α, <>, ...), -n(u, r, ...), ...], 

Λ[ξ(«, ?» ···)' *)(?> ?» ···), ···], 

/ρ[ξ(", ?» ...)»·■·] 
ont évidemment des valeurs initiales nulles. Cela posé, et en désignant 
par k un entier positif ou nul, si les fonctions (37) et toutes leurs 
dérivées (relatives aux η — r paramètres w, r, ...) jusqu'à l'ordre k 
inclusivement ont des valeurs initiales nulles, sans que toutes celles 
d'ordre k-h 1 jouissent à la fois de cette propriété, les deux figures 
seront dites avoir, au point considéré, un contact d'ordre (exactement) 
égal à k. 

Cette définition, comme celle du numéro précédent, nécessite 
diverses observations essentielles. On n'a pas, il est vrai, dans le cas 
actuel où les deux figures n'ont pas le même nombre de dimensions, 
à envisager une permutation entre leurs rôles respectifs; mais, ici 
encore, elles peuvent, de bien des manières, être représentées, la pre-
mière suivant le mode réduit, la deuxième suivant le mode paramé-
trique : or, la propriété spécifiée dans la définition est indépendante de 
ces circonstances variables. Elle l'est, en outre, de toute transformation 
ponctuelle opérée sur les coordonnées x} y, C'est ce que mettent 
en évidence des raisonnements tout semblables à ceux que nous venons 
d'exposer dans les alinéas I, II et Y du numéro précédent. 

26. Il convient, enfin, de dire un mot du contact d'ordre infini 
entre deux figures. 

Deux figures à η — ρ dimensions, ayant un point commun, ordinaire 
pour chacune d'elles, seront dites avoir en ce point un contact d! ordre 
infini, si, l'une d'elles étant représentée dans le mode réduit par le 



PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE DES CONTACTS. 263 

système des ρ équations (i), et l'autre dans le mode paramétrique 
à l'aide des η formules (2), les ρ fonctions composées (3) et leurs 
dérivées de tous ordres ont des valeurs initiales nulles. 

Considérons maintenant deux figures dont les nombres respectifs de 
dimensions, η — ρ, η— r, soient inégaux,et supposons η — p^>n—r: 
en un point commun, ordinaire pour chacune d'elles, ces figures seront 
dites avoir un contact d'ordre infini, si, la première (celle à //—ρ 
dimensions) étant représentée dans le mode réduit par le système des 
ρ équations (35), et la seconde (celle kn — r dimensions) étant repré-
sentée dans le mode paramétrique à l'aide des 11 formules (36), les 
ρ fonctions composées (3y) et leurs dérivées de tous ordres ont des 
valeurs initiales nulles. 

De l'exposé qui précède il résulte que les caractères pris pour bases 
respectives de ces deux définitions sont indépendants des diverses cir-
constances mentionnées au début des nos 24 et 25. 

Pour que deux figures, ayant, ou non, le même nombre de 
dimensions, et admettant le point commun (#0,/0. ...), ordinaire 
pour chacune d'elles, soient en symptose (n° 20), il faut et il suffit 
quelles aient en ce point un contact d'ordre infini. 

Effectivement, si les deux figures sont en symptose, les ρ fonctions 
composées que donne l'application du mécanisme indiqué ci-dessus ne 
peuvent manquer d'être identiquement nulles; elles s'annulent donc 
numériquement avec leurs dérivées de tous ordres au point 
(x

0
, y

0
, ...)('), c'est-à-dire que les deux figures ont en ce point un 

contact d'ordre infini. 
Réciproquement, si les deux figures ont au point (#0?Xo> ···) un 

contact d'ordre infini, les ρ fonctions composées dont il s'agit s'an-
nulent numériquement en ce point avec leurs dérivées de tous ordres ; 
elles sont donc identiquement nulles (2), d'où résulte que les deux 
figures sont en symptose. 

27. Si deux figures à η τ- ρ dimensions, F("~/>}, (}{ll~ p), ont entire 
elles un contact d'ordre au moins égal à k, toute figure à η — q di-

i1) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 50. 
(2) Ibid., n° 57. 
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mensions, ayant avec la première, un contact cVordre 
au moins égal à k, a aussi, avec La seconde, G("-~p), un contact 
d'ordre au moins égal à k. 

(On suppose, indiflféremmenl, n — p supérieur, égal ou inférieur 
kn-q.) 

I. Considérons d'abord les deux figures à η — ρ dimensions, 
h["~p\ définies par les systèmes respectifs 

1 ût — Xj, ( «>, s, . , . i ^ * b 
j y V.. · · ·)> | y = Y>| (z, s, ...), 
' I 

qui, pour l'une et pour l'autre, expriment un même groupe, (x',y,...), 
de ρ coordonnées en fonctions olotropes des η — ρ coordonnées res-
tantes z, s, ... : pour que, en un point ordinaire, 

( i/oi · ' · ' ~0> ,ç0; · · · )l 

commun à ces deux iîgures, il y ait entre celles-ci un contact d'ordre g, 
il faut et il suffit que les développements de x9y} ..., construits, pour 
l'une et pour l'autre, à partir de 5

0
, et qui sont entiers par rap-

port aux différences z — s
0

, s — s
0

, . . ., soient respectivement iden-
tiques de part et d'autre jusqu'aux termes de degré g inclusivement, 
sans que l'identité dont il s'agit s'étende à l'ensemble des termes de 
degré g■ ·+■ 1. 

Pour s'en convaincre, on mettra les équations de la première figure 
sous la forme 

ί Χι. G? -S · · ·) & — o, 

j Yl(s, ·· ·)—;>' = °> 
....................................................... 

on représentera la deuxième, suivant le mode paramétrique, à l'aide 
des formules 

x = Xn (C; g; ...) 
y — Ym (ζ, σ, ...), 
....................................................... 
z = C 
s — c, 

(n° 25), et l'on appliquera notre définition du n° 24. 
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II. Revenons à notre énoncé. 
La définition d'un contact d'ordre quelconque entre deux figures 

étant, comme nous l'avons vu, indépendante de toute transforma lion 
ponctuelle opérée sur les coordonnées, il est toujours permis, si l'on y 
trouve quelque avantage, de recourir à une pareille transformation. 
Or, en vertu d'une remarque exposée au n° 21, on peut, au besoin, 
opérer sur les coordonnées une transformation linéaire telle, qu'un 
même groupe de ρ coordonnées devienne, pour les deux figures 
F:" p], G{lt"p\ exprimable en fonctions olotropes des η — ρ coordonnées 
restantes. Supposant, dès lors, les équations de ces deux figures mises 
respectivement sous les formes 

·'· = XF(=. A-, ·..)» 

y = YF(;, .Ν, . ..), 

*' — X<;(~, .v, . . .). 

J = Y<;(-, .V, . ..), 
' * * ί 

nous distinguerons dans la démonstration deux cas, suivant que l'on a 

η — ρ - ti — 7 ou η — ρ < η — η. 

Premier cas. — On suppose n — ρ > a — q. 
La figure J(//"q) étant représentée, suivant le mode paramétrique, 

à l'aide des n, formules 
.V = A.(u, <*, . . .), 
y τ= Il (a, w .. .), 

= = £(«: · · ·)ι 
a· = 2S(«, r, .. .), 

on formera les deux groupes de fonctions composées 

I XK[Z(«, e, ...). e. .. .), . . .]—£(«, r, .. .'), 

(
3δ

) j YF[Z(//, r, ...), 2(M, r, ...), . ..] — H(«, r, . ..), 

et 
( XR.[Z(W, R, .. .), Ï(IT, R, ...), . — £(//, R. . ..), 

(
3
9) | Yg[Z(//, r, . .2(//, r, ...), . . . j — II (//, r, . ..), 
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Du contact supposé entre F(w-/'; et J(" q) il résulte que les fonctions 
composées (38) ont des valeurs initiales nulles, ainsi que toutes leurs 
dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement. Si l'on compare alors (38) 
à (3q), il résulte du contact supposé entre et Θ(Λ_Ρ) et de 
l'alinéa I, combinés avec la règle des fonctions composées, que les 
fonctions composées (3q) jouissent de cette même propriété : les 
ligures présentent donc, elles aussi, un contact d'ordre au 
moins égal à k. 

De uxième cas. — On suppose // — ρ <[ η — q. 
La figure étant représentée, suivant le mode réduit, par le sys-

tème des q équations 

f\ ( J 1 ···,·-, λ , · · ■ ) — ο, 
f«(x, j, .-, ί, ...) = o. 

fΊ <?'» · · · » -S Î · · · )= 0, 

on formera les deux groupes de fonctions composées 

f1 [Xf (z, s, ....), Y F] 

./2 [ Χκ (->·'; · ; · ) ^ I·' ( -·> ·'» · · · ) ) ···,-·,*> · · · ] ' 
(40) ..................................................... 

Λ[^ι· ·?. · · ·)> M-, .Ï, · · - b ···,-, s · · ·] 
et 

f J1 [X(; (-■> ·', · · ·)> à'<;( -S', . . . ), . . ., -·, .s\ . . . J, 
(41)) /

2
[X

(
; (5, S, . . .), V«(-, ···),·· ·, -, S, ....], 

(/,/[X,(-·,*, ..·), Yr.(5,i, ···), ···, ··.]· 

Du contact supposé entre F(,i~;,) et il résulte que les fonctions 
composées (4o) ont des valeurs initiales nulles, ainsi que toutes leurs 
dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement. Si l'on compare alors (4o) 
à (4i), il résulte du contact supposé entre F("-/,) et G{n~p] et de 
l'alinéa ï, combinés avec la règle des fonctions composées, que Les 
fonctions composées (4f) jouissent de cette même propriété : les 
ligures G'""^, F"""50 présentent donc, elles aussi, un contact d'ordre au 
moins égal à k. 
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28. Considérons les quatre ligures 
F n-p G n-p 
F n- q G n q 

dont les deux premières sont à η — ρ dimensions, les deux dernières 
k η — q dimensions. (On suppose, indifféremment, η — ρ supérieur, 
égal, ou inférieur k η — </.) 

Cela étant, s'il existe un contact d'ordre au moins égal à k : 
ιυ entre F(" l>) et G(" {,], 
2" entre F(" v) etGn - p 
3° entre F(" p) et F("~'/), 

il y a certainement aussi un contact d'ordre au moins égal à k 
entre G{"~p) et G(" '/}. 

Il résulte en effet du théorème précédent (n° 27) que le contact 
supposé de F(,<7>) avec G("~/,) et avec F("~"^ entraîne, entre et F(/<~'/), 
un contact d'ordre au moins égal à /î; puis, que le contact ainsi établi 
de F(""9) avec G{"~p) et son contact supposé avec G("-'/) entraînent, 
entre G("-/,) et G(" q), un contact d'ordre au moins égal à k. 

29. I lorsqu'il existe entre deux ligures un contact proprement dit, 
c'est-à-dire d'ordre supérieur à zéro, une dernière remarque est à 
noter : nous distinguerons, dans l'énoncé, deux cas, suivant que les 
figures offrent ou non le même nombre de dimensions. 

I. Si deux figures à η — ρ dimensions ont entre elles un contact 
proprement dit, et si, pour l'une d'elles, un certain groupe de 
ρ coordonnées est, dans le voisinage du point de contact, expri-
mable par ρ fonctions olotropes des η — ρ coordonnées restantes, ce 
même groupe l'est aussi pour l'autre figure. 

Supposons, par exemple, qu'il y ait cinq coordonnées, x, y, z, s, l, 
que les figures considérées, dont le contact est d'ordre supérieur 
à zéro, soient à trois dimensions, et que, pour l'une d'elles, le 
couple (&', }') soit exprimable par des fonctions olotropes de z, s, t : 
je dis que ce même couple (x, y) ne pourra manquer de l'être aussi 
pour l'autre figure. 

Pour l'établir, il suffit de supposer la première figure définie par le 
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système (i3), la deuxième par les formules (i/i), d'observer que. les 
fonctions composées (i5), ainsi que leurs diverses dérivées premières, 
s'annulent au point considéré, et de raisonner comme nous l'avons fait 
à l'alinéa III du n° 24. 

II. Considérons maintenant deux ligures, F("'"p), F<" dont les 
nombres respectifs de dimensions, η — ρ, η — /', soient inégaux, tels 
que l'on ait, par exemple, η — pj>n — r, d'où p<^ /·, et supposons 
que ces deux figures aient entre elles un contact proprement dit. 
Gela étant : 

i° Si, pour la figure F("—un certain groupe, (j/n de ρ coor-
données est, dans le voisinage du point de contact, exprimable 
par ρ fonctions olotropes des η — ρ restantes, l'un au moins des 
divers groupes de r coordonnées obtenus par l'adjonction et (Jp 

de r — ρ coordonnées est, pour la figure F("~n, exprimable par 
r fonctions ololropes des η — r restantes. 

2° Inversement, si, pour La figure F(,i~/-), un certain groupe,Gr, 
de r coordonnées est exprimable par r fonctions ololropes des 
η — r l estantes, l'un au moins des divers groupés de ρ coordonnées 
extraits de est, pour la figure F("~M, exprimable par ρ fonctions 
ololropes des η — ρ restantes. 

Supposons, par exemple, qu'il y ait cinq coordonnées, x,y, z, s, ( ; 
que les deux ligures considérées soient, l'une à trois dimensions, 
l'autre à deux dimensions; et que ces deux ligures soient.respecti-
vement définies, la première, F'", suivant le mode réduit, par le 
système 

Λ (.Xy J > * y ,s j 0 — O, J^ ( X, J , »·, .V, t ) — O, 

la deuxième, F", suivant le mode paramétrique, à l'aide des formules 

Χ= ς(«, Γ), 
y =η(«, r), 

5 — ζ(«, «*)» 
.ν — σ( i/, c), 

t 7(U. Γ). 

Leur contact étant, par hypothèse, d'ordre supérieur à zéro, les deux 
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(onctions composées 

(4«) \ /.[ξ(«> «'), *l(«1 »·)» Ç("> <')l «')> <'b 
i /s[S(m» <*)' *')? ?("' (,)> σ(«> <·), *(«>r) 

ont des valeurs initiales nulles, ainsi <|uc leurs diverses dérivées pre-
mières. Cela étant : 

i° Si, pour la figure F'", le groupe (λ1,/) est exprimable en fonc-
tions olotropes des trois coordonnées restantes, l'un au moins des 
divers groupes (x\y, ;), (χ, y, s), (x, y

y
 /) sera, pour la ligure F", 

exprimable en fonctions olotropes des deux coordonnées restantes. En 
d'autres termes, si le déterminant 

(4'i) 

dh t}/\ 
O.r Oy 

o_A 4Λ 
i)j: Oy 

a une valeur initiale difièrente de zéro, l'un au moins des trois déter-
minants du second ordre extraits du tableau 

(ai) 

<K <K 
Ou Or* 
Oc Oc 
Ou* Or* 
Or Or ■ 
Oit* Or 

aura une valeur initiale différente de zéro. 
20 Inversement, si, pour la figure F", le groupe (x,y, z·) est expri-

mable en fonctions olotropes des deux coordonnées restantes, l'un au 
moins des divers groupes (a?,γ), (x, 3), (y, z) sera, pour la figure F", 
exprimable en fonctions olotropes des trois coordonnées restantes. En 
d'autres termes, si le déterminant 

(45) 

Oc Oc 
Ou Or 
07 Or 
Ou Ov 
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a une valeur initiale différente de zéro, l'un au moins des trois déter-
minants du second ordre extraits du tableau 

m 

dA Èâ dA 
dx ' dy ' dz ' 

df df df 
dx'' 'dy ' Tz 

aura une valeur initiale différente de zéro. 
Effectivement : 

i° Supposons que le déterminant différentiel (43) ait une valeur 
initiale différente de zéro. En vertu de l'observation faite plus haut sur 
les fonctions (42)î on a» au point de contact, 

(47) 

df à'i df On df άζ df dz df dz _ 
dx du dy du dz du ds du dt du °' 
df dl df dn df dt df Οσ df dz _ 
dx du dy du dz du ds du + dt du °' 

m 

df ι d'i df dn df dt àf, dz df dz __ 
dx du dy du dz du ds du dt du °' 

dx du + dy du + dz du ds de dt de °' 

d'où l'on tire 
à fi di df dt] df2 dt df> dz df dz 
du du ' du du' 

*2
=

A"£ + fi'£:
 +

 C»£; 

dz ki ùs iw dz d> 
-J.-A dT+h Φ· 'rL dt' ' 

~ =A'ï5 +13"^ + C'-

Si donc les déterminants du second ordre extraits de (44) avaient tous 
des valeurs initiales nulles, les divers déterminants du second ordre 



PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE DES CONTACTS. 27I 

extraits du tableau 

I Ά H 
du dv 

1 Tu dû* 

dK dK 
du ' de9 

da da 
du9 dv5 

àr dr 
du9 dv 

auraient tous aussi des valeurs initiales nulles, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

20 Supposons que le déterminant différentiel (45) ait une valeur 
initiale différente de zéro. Des formules (47) et (4$), groupées comme 
il suit, 

( d/, ΰ'ξ t df
x
 dm

 (
 dj\ d£ ^ df

{
 de

 ( df
x
 Οτ _

 q 

( dx dv dy dv dz dv ds dv dl àv= 0 

ι df2 dl d/i dm df» όζ df
3
 de df» Οτ ^ 

j df-2 dl df» dm df» όζ df» de d/
2
 άτ 0 

on tire 
( Hl — M' Hl + N' Hl + P' Hi, 

\φ
 =

 Η·Φ+!,·φ
+

ρ·φι 

( il? - m' il?
 +

 p' H?, 

j H — M" Hz -4- N" — -h P "H · 

Si donc les déterminants du second ordre extraits de (46) avaient 
tous des valeurs initiales nulles, les' divers déterminants du second 
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ordre extraits du tableau 

\ dx* dy ' dz ' ds ' Ol ' 
jàj, dA àj\ âf, dj\ 
[ ôx* dyy dz* ds ' dt 

auraient tous aussi des valeurs initiales nulles, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. 

Figures enveloppes. 

50. Désignons actuellement par 

χ, y,....., 
a, V, ... 

deux groupes d'indéterminées, en contenant respectivement h et A, et 
plaçons-nous dans l'espace 

[O, y. ..., it, r, ...]], 

dont les h -h k dimensions sont supposées, indifféremment, soit réelles, 
soit imaginaires. Si, dans cet espace, deux figures à h dimensions 
sont l'une et l'autre en symplose (n° 20) avec une même figure 
à h — q dimensions (o liq^h), et si, en tout point de cette dernière, 
elles ont l'une avec l'autre un contact proprement dit (n° 29), elles 
seront dites avoir l'une avec l'autre, suivant cette dernière, un 
raccordement de genre h — q. 

Les deux cas extrêmes d'un raccordement ainsi défini correspondent 
respectivement aux deux hypothèses q — h, q — o. Dans le premier, 
fourni par l'hypothèse q — Λ, la· figure de raccordement est à 
zéro dimension et se réduit à un simple point : on a alors un raccor-
dement de genre zéro. L'autre cas extrême, fourni par l'hypo- * 
thèse q = o, est celui d'une figure à h dimensions, que l'on peut 
considérer comme étant en symptose avec elle-même; en vertu d'une 
proposition formulée au n° 26, elle présente avec elle-même en 
chacun de ses points un contact d'ordre infini, et se raccorde avec 
elle-même dans toute son étendue : on a alors un raccordement de 
genre h. 
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Cela posé, considérons une famille, de figures à h dimensions 
dépendant des q paramètres arbitraires α,, à

2
, aq, et définie 

à l'aide d'un système de k équations entre les h -l· k coordonnées 
oc,y, ..., u, c, ... elles q paramètres α,, a

2
, ..., aq; ce système, 

(0 
/, (u, γ, y, rt„ =0, 

........................................................... 
/A.( κ, «», ..., a·, y, .... a„ a2, ..., β?) = o, 

est, comme de raison, supposé résoluble par rapport à quelque 
groupe de k coordonnées, m, p, ... par exemple. On peut se proposer 
de rechercher s'il existe quelque figure fixe à h dimensions avec 
laquelle chacune des figures de la famille $fl présente un raccordement 
de genre U — q : une pareille figure, si elle existe, se nommera 
Venveloppe des figures de la famille §h, chacune de ces dernières se 
nommera elle-même une enveloppée, et la figure de raccordement de 
l'enveloppe avec une enveloppée se nommera la caractéristique de 
cette enveloppée. 

Dans le cas très particulier où l'on suppose q — o, la figure (1), 
définie par un système d'équations où ne figurent que w, p, ..., 
.r, r, ... à l'exclusion de tout paramètre, est une figure fixe; l'enve-
loppe cherchée existe manifestement et se confond avec cette figure 
fixe, ainsi que les enveloppées et les caractéristiques. 

Dans le cas général q >0, nous raisonnerons comme il suit. 
A chaque figure particulière de la famille $k, c'est-à-dire à chaque 

système de valeurs particulières des paramètres a
2
, ..., aq, faisons 

correspondre, suivant une loi provisoirement indéterminée, une figure 
à h — q dimensions, f

/(
 _

q
, que nous représenterons, dans le mode para-

métrique, à l'aide des formules 

(a) 

U X(rtj, rtj, . . (tq, /j, t*, . . ., if
t
_q), 

Ν ..., Oq, t\, Îj, »... tfi -r/ ) ) 
► . . % 

X ψ(«1, Q-ïy · · ·) Uqy ^1, q» ·· «, th — 7)1 

\ — M ( , . . .·, Ctq, 11 , /3 y · · · y th—q ) y 
V * y 

puis, cherchons à déterminer cette loi, c'est-à-dire les fonctions 
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λ, μ, ..., ψ, ω, ou U, V, ..., Χ, Υ, ..., de telle sorte que le lieu 
de fA_9 soit une figure à h dimensions se raccordant suivant ih..q avec 
la détermination particulière correspondante de la figure (i). 

Observons à cet effet que la figure cherchée, si elle existe, est repré-
sentée par les formules (2), où les a et les t sont variables; et que, 
d'autre part, une détermination particulière de la figure variableFn 
s'obtient en attribuant aux a, dans les relations (1), des valeurs 
constantes. Il faudra donc, pour exprimer le contact que l'on a en 
vue, former (n° 24) les fonctions composées 

F\ ( U> Y > , . ., X, Y, ..., î7J , CI2, · · ·, &(/)> 

« 
Jk ( L, V, · · · , ^-, ^ > · · · » ^ 1 > "2, ···) ®<y )» 

y considérer comme des constantes les a qui y figurent explicitement 
en dehors de U, V, ..., X, Y, ..., comme des variables les a et les t 
qui y figurent implicitement par l'intermédiaire de U, Y,..., X, Y,..., 
puis écrire que, dans cette hypothèse, les fonctions dont il s'agit et 
leurs dérivées premières sont nulles. Les relations résultantes, 

(3) 
i yd U, V, .. ., X, Y, ..., CZ], î7

2
) . . ., aq

 ) — ο 
) (ί = i, 2,........... k); 

I dU da
x
 dY da, ' dX da, ^ dY da

{
 ' 

4AdU .VidV. + dA?di + <Mi?l + -n 
(4) j ; " ; 

dfdU ,dfdY df dX dfidY_ _o 
I dU da

q
 dY da

tf
 ' ' ' dX da

(/
 dY da

q 

idfdV _^dfdY .àftàJL df àY _
n 

Ua dU àfdY .àf,àK dft dY _ 

(5) .............. 

I dU df/,-,, + dV df/,_
f/
 dX dt

h
-

q
 dY dtu-

q
 ' " ~ ° 

1 (i=u, 2, ..., A), . 
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devront être vérifiées quels que soient les a et les t. Au système 
[(3), (4), (5)] ainsi obtenu on peut d'ailleurs en substituer un plus 
simple, qui lui équivaut au point de vue de la recherche des k-\-h fonc-
tions U, V, ..., X, Y, ... : car, les relations dont il se compose devant 
être vérifiées quels que soient les a et les /, on tire de (3^, par diffe-
rentiation, 

jdfidU ^àfiô^ ^ _^_
n l dU da, OY da, " ' dX 0at ΟΥ da, ' ' ' da, 

dU Oa,, OY do,, ' ' ' dX Oa,, dY Oa,, ' ' ' Oa,, 
] dU da

2
 dV da

2
 ' ' <)X Oa

2
 dY da

2
 àa

t
 1 

i 

àA<*L +-ÔÎ±VL > . ôli Él 4ÙÉÏ.+ +ÈL·-* 
dU Oa,, OY do,, ' ' ' dX Oa,, dY Oa,, ' ' ' Oa,, 

(i=:l, 2, . . k) 
et 

OJtOV .^5« .4ύϋ . _0 

du dtx dY 0tx dX 0tx dY àh ' 
dU Oa,, OY do,, ' ' ' dX Oa,, dY Oa,, ' ' ' Oa,, 

I dU di
2
 dY 0t

2
 ~^"'^~dX\Ot, ^ dY ôt

2
 ~ ' 

.............................................................................. 
ïâfi du dfi ÔY d/t dX dfi dY =0 
dU dth-q OY dth-q ' OX dth-9 OY di,,_„ 

I (i = F, 2, . . Je). 

Au point de vue de la recherche des k 4- h fonctions U, Y, 
X, Y, les équations (5) sont donc de simples conséquences des 
équations (3), et les équations (4) peuvent être remplacées par 

ik
 = 0

 Α
=0 .. *L=ο 

da, ' da2 ' ' àa,, 
(i = i, 2, . .k). 

L'application de notre théorie des contacts nous donne donc comme 
conditions les k(q -+-1) équations finies 

fi(bJι V, ..., X, Y, .... α,, a
2

i .. ., — o, 

A
 = 0

 4Λ ... Èà-o 
da, ' da2 ' ' àa,, 

{i= i, 2, . ./r); 
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ou, en remplaçant les notations majuscules U, Y, ..., X, Y, ..^intro-
duites pour la commodité du raisonnement, par les notations minus-
cules u

9
 v

y a, y, ..., 

(6) 

fî(e-i r, ···» x-, yt ..., · · · > Q-<i) —0 
àfi_

n
 àfi_

n
 àj)_

n 

dax ~ ' da2 ~~ "" da(, ~-
{i— 1,2, ..k). 

51. Le nombre q des paramètres a
n
 a

2
, ..., aq étant supérieur 

à zéro, et les k équations (1) étant résolubles par rapport aux k coor-
données M, νχ ..., ainsi que nous l'avons supposé dans ce qui précède, 
si, dans le système (6), on considère a, e, ..., α,, a.

2
, ..., aq comme 

des fonctions inconnues des h variables x, y, ..., on peut formuler 
l'énoncé suivant : 

La recherche d'une enveloppe des figures de la famille §h se 
ramène à celle d'un groupe de k ■+■ q fonctions des h variables 
χ, 7,...., 

j u — u(a?,7 . . .)i 
(7) j «' = · · ·), 

\ * * * 

(8) 

a, = a, (#, /, .. .), 
a2 = a, . ..), 

...................................... 
Cï,y — OC,y (λ?, r, ... ), 

assujetties à la double condition : i° que les q fonctions (8) aient, 
par rapport à quelque groupe de q variables extrait du groupe 
(χ

χ
 y y ...), un déterminant différentiel non identique nient nul; 

20 que les k -+- q fonctions (7) et {S), prises conjointement y vérifient 
identiquement les k(q 4-1) équations (6). 

De la démonstration ci-après il résultera d'ailleurs que, lorsqu'un 
pareil groupe de fonctions existe y l'enveloppe et la caractéristique y 
représentées, dans le mode réduit, l'une par le système (7), l'autre 
par le système [(7), (8)], peuvent également se représenter y la pre-
mière par le système (ι), ο«α

η
 α

2
, ..., aq ont été remplacés par les 
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valeurs (8), la seconde par le système [(i), (8)] (où α,, a

q 
sont considérés comme des constantes). 

I. A toute enveloppe des figures §h correspond un groupe 
de k -+- q fonctions, (7), (8), remplissant la double condition 
énoncée. 

Si l'on se reporte en effet à notre raisonnement du n° 50, l'enve-
loppe d'existence supposée et la caractéristique se trouveront définies 
à l'aide d'un seul et même système de k -4- h équations, 

(9) 

Il — λ ( (7|, · Ct-y, . . . , Cl,ρ · · · , ^/î—<7 ) 1 
V ( Uγ , ' · · 1 Uqi ι 11 toi · · « 1 —ι"/ )' 

* * * > 

(ΙΟ) 

CC ψ ( Λ, , rtj j · · ' ι Cl,ρ tp toy ···) l/t—q), 
) rto) · · · , Uqi t\ 1 ^ît *· · 1 —f/)> 
* * 3 

pour avoir la caractéristique, il suffira, dans les relations (9) et (10), 

de considérer les a comme des constantes en laissant les l variables; 
pour avoir l'enveloppe, on laissera variables à la fois les a et les t. 
Gomme l'enveloppe se raccorde avec chacune des enveloppées, et que, 
pour chacune des enveloppées, les k coordonnées «, v, ... sbnt expri-
mables en fonctions olotropes de x,y, ..., la même chose aura lieu 
pour l'enveloppe (n°29, [), et il en résulte (n° 15) que les formules (10) 

sont résolubles par rapport aux h quantités 

(") 
(X ( j t ï-i j · · * 1 flr/f 
t1» ^2 3 * · · 1 l-h—q > 

après celte résolution, les h quantités (11) se trouveront exprimées 
à l'aide des Λ variablesχ·,y,..., et elles auront, par rapport à celles-ci, 
un déterminant différentiel non identiquement nul : on en déduit, par 
l'application des propriétés générales des déterminants, que les q pre-
mières, a

n
 α

2
, ..., auront elles-mêmes, par rapport à quelque 

groupe de q variables extrait de (.χ, j, ...), un déterminant différentiel 
non identiquement nul. $ 

Observons maintenant que les k 4- h fonctions (9) et (10) vérifient 
identiquement les équations (6), quels q.ue soient les a et les t : si donc 
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on opère sur (6) la transformation définie par (10), ce qui change les 
h quantités (11), et, du même coup, les k quantités «, p, ... définies 
par (9), en autant de fonctions oc, y, ..., savoir 

(7') 

u = υ (χ, y, . . .), 

v=<p · · ·). 
• 

(»') 

α, =«,(5?, y, . . .), 

α, = «,(#, y, ...), 

.···, 

aq — »q{x,y, ...), 

(12) 

t1=T! {χ,γ,....) 
ί2 = τ2 (Λ;,y, ...), 

Ι/ι—/f— τΛ—η (^> Τ'» · · ·)> 

les relations résultantes sont identiquement vérifiées, quels que 
soient #, y, .... Les Zc -h h fonctions (7'), (8'), (12) vérifient donc 
identiquement les équations (6), et, comme ces dernières ne con-
tiennent pas les /, on peut dire que les k -4- q fonctions (7'), (8') les 
vérifient identiquement. 

Finalement, observons que les k équations (1), étant, d'après cela, 
des conséquences numériques du système [(7'), (8')], peuvent se 
mettre sous la forme 

(12 bis) 

Vt(« —u) -ΗλΜ(Γ — φ) + . + μι,ι(«ι — «ι) + μι
ι2

(«2— α,) + .. .4- — oc7) = ο 

λ>,ι(« — υ) 4- λ
ΐ<2

(ρ —φ) 4-.·· .4-//
2
,,(α, —α,)4-μ

2
,
2
(Λ

2
—α

2
) 4-.. ·+ μ

ί
,
ί/
(α

9
 —<x

q
) = ο 

.................................................................... 
λ*,ι (« — υ) 4- λ

Α
-,

2
 ( ν — φ) 4- -.. 4- ΡΛ-,Ι ( α, — α, ) 4- μ*,, (

 2
 — α

2
) 4- . . μ*,

7
 (α

7
 — <χ

η
) = ο 

où les λ et les p. désignent des fonctions convenalement choisies de 

V, ' · ■ ι χ , y ; « ■ · · λ|, o2, · · · ι #7 j 

observons en outre que les λ, en nombre Zr2, forment certainement un 
déterminant différent de zéro, puisque les k équations (i) sont 
supposées résolubles par rapport aux k quantités M, Ρ, Cela posé, 
l'enveloppe, représentée, dans le mode paramétrique, par le système 
[(9), (10)], où les a et les t sont variables, le sera tout aussi bien par 
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le système numériquement équivalent [(7'), (8'), (12)] (après résolu-
tion convenable de celui-ci) : elle le sera donc, dans le mode réduit, 
par les k formules .ou, ce qui revient au même en vertu de l'obser-
vation précédente, par les k formules (1), où l'on aura tenu compte 
de (8'). De même, la caractéristique, représentée, dans le mode para-
métrique, par le système [(9), (10)], où les a sont considérés comme 
des constantes et les l comme des variables, le sera tout aussi bien par 
le système [(7'), (8'), (12)] : elle le sera donc, dans le mode réduit, 
par les k -H q formules (7') et (8'), ou, ce qui revient au même, par les 
k 4- q formules ( 1 ) et (8'). 

11. Réciproquement, à lout, groupe de k 4- q fondions, (7), (8), 
remp lissa ni Ici double condition énoncée, correspond une enveloppe 
des figures ?Λ. 

Supposons en effet que les h 4- q fonctions (7) et (8), prises con-
jointement, vérifient identiquement le système (6), quels que soient 
x,y,et que les fonctions (8) aient, par rapport à quelque groupe 
de q variables extrait de (cc,y, ...), un déterminant différentiel non 
identiquement nul. 

Les k équations (1), qui font partie du système (6), étant identi-
quement vérifiées par les fonctions (7) et (8), peuvent, en vertu du 
raisonnement fait plus haut, se mettre sous la forme (12 bis), où les λ 
forment un déterminant différent de zéro, et, dès lors, le système 
f(i), (8)] équivaut numériquement au système [(7), (8)]. 

Les équations (8) étant, d'autre part, supposées résolubles par 
rapport à quelque groupe de q variables extrait de (oc, y, ...), consi-
dérons les h—q variables restantes du groupe (.·/;,· y,...), et aux q équa-
tions (8) adjoignons les h — q formules 

03) t1 = ......I l ...» . . . , tll - l/ · · · ) 

égalant aux h — q variables dont il s'agit autant de nouvelles indéter-
minées, Λ>, ..., tA.

tf
 : du système (i3) on peut alors tirer ces 

h — q variables en fonctions des /, et, du système [(3), (13)], les 
k variables x, y, ... en fonctions des ci et des t\ les h formules de 
résolution de ce dernier système ont d'ailleurs, par rapport aux ci et 
aux l

y
 un déterminant différentiel non identiquement nul. 
Journ. de Math., Lome II. — Fasc. Ill, iy?.3. ^7 
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En conséquence, si, dans les k-\-h formules (7), (8), (i3), on 
attribue aux a des valeurs particulières déterminées en laissant 
les t variables, on aura, après résolution par rapport à u, p, ..., 
χ, γ, ..., une représentation, dans le mode paramétrique, d'une 
certaine ligure à h, — q dimensions, laquelle se trouvera représentée, 
dans le mode réduit, par les h 4- q équations (7), (8) (telles qu'elles 
sont écrites), ou, ce qui revient au même, par les k 4- q équa-
tions (1), (8). 

Et si, dans ces mêmes formules (7), (8), (i3), on laisse variables 
à la fois les α et les i, on aura, après résolution par rapport à a, p, ..., 
a?, y, une représentation, dans le mode paramétrique, d'une 
certaine ligure à h dimensions, laquelle se trouvera représentée, dans 
le mode réduit, par les h équations (7) (telles qu'elles sont écrites), 
ou, ce qui revient au même, par les k équations (1), où l'on aura rem-
placé ά

(
, a

2
, ..., aq par les valeurs (8). 

Cela posé, il résulte de notre hypothèse que les équations (6), où ne 
figurent pas les /, sont identiquement vérifiées, quels que soient 
.r,y, ..., par les k 4- h fonctions (7), (8), (i3) : si donc on opère sur 
ces équations la transformation définie par [(8), (i3)], qui change 
les h quantités R,/, et, du même coup, les k quantités u, P, ... 

définies par (7), en autant de fonctions des a et des l, les relations 
résultantes sont identiquement vérifiées quels que soient les a et les t. 
Cette conséquence, rapprochée des remarques précédentes et du rai-
sonnement exposé au n° 50, achève notre démonstration. 

52. 11 convient de noter que, lorsqu'on suppose k = 1, le nombre 
des fondions (7), (8) est précisément égal au nombre des équa-
tions du système (6), car tous deux ont pour valeur 1 4- q : la possi-
bilité du problème de l'enveloppe est alors le cas général, et son impos-
sibilité le cas exceptionnel. C'est le contraire qui a lieu lorsqu'on 
suppose À\> 1. 

{A suivre.) 


