JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

N.-E. NORLUND
Remarques diverses sur le calcul aux différences finies

Journal de mathématiques pures et appliquées 9¢ série, tome 2 (1923), p. 193-214.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1923_9 2 193_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1923_9_2__193_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

REMARQUES SUR LE CALCUL AUX DIFFERENCES FINIES. 195

Remarques diverses sur le calewl awy différences finies ;

Par N.-E. Norvrusp.

Réductions des sommes multiples.
1. Désignons la différence du premier ordre par le symbole

Fle+w)—F{x)
A

AF () =

et la moyenne du premier ordre par le symbole

F(r+w) -+ F(2)
2

Vl‘(‘p)::_

Soient »,, w,, ..., », des nombres positifs quelconques. On déter-
mine la différence d’ordre » par I’équation

A F(‘c):.’l[ Ky F(.»,,-)]

w,.,.tn, W, Lo . 0,

et la moyenne d’ordre n par ’équation

% F(e)=V [‘ "\_7| F(.c)].

[T Wy, Lo,y

(X

Siw,=w,=...=w, =0, ] écris plus bri¢vement

AF(x) et VF(x)
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Dans trois Mémoires (') récents, jai étudié la somme de premiére
espéce et d'ordre n
n
G,,(;L-):Sg(.z-) V =z

W]...0,

el la somme de seconde espcce et d'ordre «

|l

N

P () ::Scp(:) A 3.

[GI O
o

Les fonctions G, () et I, (ix) satisfont aux ¢quations suivantes :

V G, () =o(a),

n
A F, (v)y=o(x).
[P

J’ai considéré ces fonctions en admeltant que les paramétres , sont
des nombres positifs quelconques. Que se passe-t-il si deux des
nombres «,viennent coincider dans un point? Je vais démontrer qu’en
ce cas une somme d’ordre 2 s’exprime linéairement par deux ou trois
sommes d'ovdre 2 —1. Pour le voir, je commence par déduire un
théorcme relativement aux polynomes d'Euler L) (ix). Ces polynomes
figurent comme coefficients dans le développement snivant (C,
p- 184):

ot gt

(1) @o,z_*_])(e(o,l_'_’)_ (€Ml 1) —Z "] L(" (@ l&)n My ey Op)e

() Mémoire sur le calcul aux différences finies (Acta mathematica,
L. XLIV, 1923, p. 71-211); Sur certaines équations ava différences finies | Tran-
sactions of the American Mathematical Society, L. XXV, 1923 (sous presse)]:
Hémoire sur les polynomes de Bernoulli (Acta mathematica. t. XL1II, 1920,
p. 121-1g6). Dans les renvois qui vonl suivre, je désignerai ces trois Mémoires
par les lettres A, B et C. Foir aussi : Sur l'état actuel de la théorie des équa-
tions aux différences finies (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série,
t. XLIV, rg2o, p. 174-192 et p. 200-220); Comptes rendus du Congrés inter-
national des Mathématiciens (Strashourg, 22-30 seplembre 1920, p. 98- ug)
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Dérivons par rapport a ,, on trouvera

«©

AR 7§ e(X+w)!

Z-T Jwo. ES’“)(',‘I"“‘ W2y «vey m”) =TT ot N2 ( pto L o, ¢ *
v! dw, ) (et 412 (et 4 1) . (el 1)

v=|
Mais en développant le dernier membre suivant les puissances de ¢ on
obtient, ¢n vertu de I'équation (1),

t"‘H

USSP
U EYv (e + oy any @y oy ooy o).

J'S

l\

1
2
=0

En égalant les coefficients des mémes puissances de ¢, on trouvera
d

S Yo
aa—l&f,"’(;lf | w1, @y ooy @) 72— = B0 (2 + oo, o o, ooy @),
! B

Cette équalion peul aussi s'écrire

(2) B (z | oy, 05y @ay <o vy 01p)
- 2 J .
= 2B (2|, 0y ..., 0,) + S e, EY (| 01y Way ooy Wy)e
Par conséquent, un polynome d’Euler d’ordre n + 1, ayant deux
b ’
paramdlres égaux, s'exprime linéairement par deux polynomes
d’ordre n. En posant & = o, 1l vient
b

(3) CVH_”[Q)U Wy By «e ey 0y ]

1
=2C o, 02 ..., 0n)] +

0 o
T ’()T“'C‘H-Il_wl, Way vy Wl
Supposons que la fonction ¢(x) admet, pour 25, une dérivée con-
tinue d’ordre m telle que
lim prsl+ioin ()= o, &¢>o.
RS
La somme de premicre espéce se développe en série de la maniére
suivante (B, §8):

LM

@) Setor €

o CV'len oy, oovw ) TR (— ¢
=y o on ooy 4 [0 B g4y
2% ! T s (m—nl 7

V=0

Journ. de Math. tome II. — Fasc. 11, rg23. 26
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Ici E(x) désigne une fonction qui satisfait & I'équation

n

V E¥(e)=0

W...0,

et qui est, dans U'intervalle 022 < 0, + @, + ... + w,, égale an poly-
nome d'Euler E{” (x). Cette fonction vérifie I'équation

(3) EPY (x|, 01 Wy o0y, 0y)
2 d

— '—;(Il) Y .
o1 (,(1)‘ }LV_H(.lel, Way v 0oy (x),,)

= 2E5,’”(x | @iy a5 « oo s W) +

n—1

En effet, en appliquant I'opération V  au second membre, on trou-

Wy .. 0y

vera

= 2 Jd o
(6) 2]2&”(.’1“0}1)—&- v_—&——x (—’EE&L’_I(xIm,).
Mais
- e
l;f,”(‘v|w,):w{ltf,“(— 1).
Wy

Par conséquent, on aura

J = = =
01 5 EMz|w) =vEM (2 |w)) — v EL (2] w,).
i

L’expression (6) est donc égale a

= 2 = 20T
2BV (2]oy) + = BN (wlo) — = EM (2] w)).
@y W)

En y appliquant 'opération V, on trouvera

w,
B (2 | o).

Par conséquent, les moyennes d’ordre z des deux membres de I'équa-
tion (5) sont égales. Comme cette équation est vraie dans l'intervalle
0Sx < ®, + 0,...+ w,, elle est donc vraie pour toutes les valeurs
de 2. Cela posé, considérons une somme d’ordre n -+ 1, ayant
deux’ paramétres égaux, c’est-a-dire une fonction de la forme
Gpi(z|0, 0, w,, ..., »,). En développant, on trouvera, en vertu
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des équations (4), (3) et (5), '

G (x l Wiy Wy Way « ooy Wy)
n o1

= S(p(x)ww \(Z, w,,:t

=1

. v Cf,'“"_’[“)" Wy Way eeey G)n] 0(‘”(‘7)) + j-w L(n+1)(_ t)
- - :

o) ( + £) dt

2791 (m—1)!
V=0
m—1 (J( )[ ] T
n )
. v \,' W), Way «.0y Wy (V) Lm——l(_ ‘) () t
= 2 ) ] o(z )+ 2 Tt ¢ (z+t)d
=0 ¢
0 m—1 () [ ] o ! -l—_‘- )( )
n Tin
Wiy Way ooy Oy \ d o 4
42 v +1 oM{x) 4+ 2 —_—— ('") X+t dt.
Ow, 4 2% (v 4+ 1)! Pt (@) o Owy m! ( )
V=0

Mais on vérifie sans peine (ue cette équation peul s’écrire de la
maniére suivante :

S?(w) "e"t -‘1’:28?(‘”) e- . J.+o__. <f @(s )d~>m “V N z.

W0, (10, ..y, Wy,

Notre somme d’ordre n+ 1 s’exprime donc linéairement par deux
sommes d’ordre n. En particulier, pour n = 1, on trouvera

(7) S?($)i-l'=2S<?(<l')§fw+25—18[}(:)@(\3.

2. Pour les sommes de seconde espéce, on peut obtenir une relation
semblable. Considérons d’abord la fonclion génératrice des poly-
nomes de Bernoulli (C, p. 183) :

Wy, . ., Lhext

L
o LY
—_ )
(e(o‘t__l)(eh),l_ l). ..(e(o"‘_l) — 2 "J_l‘ Bv ((L‘lmn Way « o0y wn).

v =0

En dérivant par rapport & ®,, on trouvera

K
2 ‘—‘ 'd——' (" 7 I(\)" Way oo ey (0,‘)

_ W .. Wy LMert Wy 0g. ., L O
- (em,t___ l) (01.),1__ l). . .(e"’u‘——l) (emll__ 1)2 (em,t___l). . .(e(""'— [)
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Mais en développant le dernier membre suivant les puissances de ¢,
on trouvera

t\l
'(O_'Z v—‘[B\(,m(.Z'l Wy Way ooey Wy)— BSIHL“(‘Z‘“‘ wll W)y Wyy Way « vy wn)]'
l‘/=I
En égalant les coefficients des mémes puissances de ¢, on obtient
0 oy .
Wy aw—lll, o), 0y, «..y 0y)
=B (2| wyy 01y «. oy @) — BT (2 + 0wy, wr, gy .., @)
Cette équation peut aussi s’écrire comme il suit :

(S) len-‘.”(‘rl(‘jh wla Moy oo ey ('Jn)

= BV”(v’”lwn Way «ovq Wp)— v(.),lﬁ,”_’_l(xlml, Way o vy Wy)

d
— ), JOTBK,"’(.Blw,. Wy ey Wy)e
1

Un polynome de Bernoulli d’ordre 7+ 1, ayanl deux paramélres
égaux, s’exprime donc linéairement par trois polynomes d’ordre 7. La
somme de seconde espéce de la fonclion o{x) se développe en série de
la maniére suivante (B, § 16) :

(9) Sf?(:-) A s
m - ~—

N B(u)"(,),,t.),, .. ,m,,]fl(ln( )+f I’.,j,+,, ,(—l)

- (m—+n—rn)! °

= olm (i =+ ¢) dt,
V=0

ou l'on a posé

fll T)' f (xM z’)l_'_l (D(S)d;. .

Tei Bi(«) désigne une fonction qui satisfait & I'équation

A —Bf,’” (x)=o

Wy... 0,

et qui est, dans I'intervalle 0 Sz < ©, + ©, + ...+ ©,, égale au poly-
nome de Bernoulli B{”(x). Cette fonction vérifie la relation sui-
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vanle :

-
(10)  BIU(zfa, oy, 0y -ory 0)

= B (2| oy, wa, +.0y w,) — ve, BP (2| 01, 03y ..., 0)
Jd =
— ) = B (@] @y, gy ooey @)
d(l)‘ v I b b4 b n
IEn effet, nous venons de voir que cetle relation esL vraie dans I'in-
tervalle oS < w, + @, + ...+ ®,. El les deux membres admettent

la méme différence d’ordre n. La relation est donc vraie pour Loutes
les valeurs de . Cela posé, considérons la fonction

FIH—I(xlmh W1y Way +osy ﬁ'n)-
En développant, on Lrouvera

l*‘,l_H(w\ml, Wiy Bae v oey Wp)

= b
(l)‘ln Ly

n

n
B+ g, o3y @20 ovvy 01y ] * By )
= : = i{x) + —e (D('") x —+t)dt.
E v! fraie) (m+n)l n) ( )

=0

Mais en lenant compte des équalions (8) et (10), on peut écrire la
derniére expression comme il suil :

m+n

O B“”| By Way veey w,,] 2 B t)
1 Wy Wa, . () m-+n m(m) T t dl
2‘ o1 le (o) + j (m—i—n)' o{™) (2 +¢)
V=0 '
”n © 3N
— \’ H I(.‘:)_L’,(f)}.' v ‘w"l S0 () — wy B"'i"—l__ 2 QU (wr 4= t)de
= , (m+n— 0!
v:x
() m-+n Bl")' B)l
v qu Way vovy ﬁ’u' \,, "'+"( t) (m)
Gy —m —_ x+t)dd.
w‘()m,z vl fith(@) m‘() Tyt ? (@+10)
V=0

Nous avons ainsi établi la relation suivante :

a
n+1 n

Qe A S j ?(s)ds A

«

n n

—m.Scp(:) A 35— Sf o(s)ds A s
®,0,... 0, 0,0yt

«
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Une somme de seconde espéce et d’ordre n + 1, ayant deux para-
métres égaux, s’exprime donc linéairement par trois sommes d’ordre 7.
Pour n =1, on trouvera en particulier

() Seaz

:JS.I‘:tp(z)dz%:——mSq&(z)e:—m l-)%g[itp(z)d:ez.

«

3, Considérons en second lieu le cas ol tous les nombres w sont
- égaux. En ce cas, les polynomes d’Euler et les polynomes de Ber-
noulli satisfont aux relations suivantes (C, p. 186) :

(12)  oE{(z]e)= %E!,Q,(.r]w) - ?—l(x—-nw)E.(,’”(.x-l ),
(13) Bz |w)= (l — ;;) BiM(z|w) + %(a‘ —nw)B,_(z|w).

En raisonnant comme plus haut, on vérifie que ces deux relations
subsistent si 1'on remplace les polynomes E(z|w) et B(x|w) par les

fonetions E(x|w) et B(x|w). Sil'on pose « = o, on trouve en parti-
culier

1
(1) G0 = 2 O+ 2 G,

(15) BV:-H!:(l_%>']';5‘/l)_v];5'n_)'.
Etudions les deux sommes de la fonction g(z) :
Gn : = x 6.7,‘,
(@]0)=§e )V
Fn. X = x Z‘”*
(z10)= § o)

Développons, suivant les puissances de w, la spmme de premiére
espéce et d’ordre n + 1; en tenant compte des équations (14) et (12),
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on trouvera
n+1 " o
C‘"*“&)’ l&"‘*“(-— ” w)
o(2) V 2 o () + (m) (& + t)dt
Qe@ Vo= P ()f 2 gt (@ + 1)
: =0 :
nz—iC(
ny
5 AN N
=2 X ot ¢ (@)
v =0
+ _E_ (t—{—ll(:j) ‘g'l:—)- tlm) (m)(x+ l) dt
nw (m——l)'
m —_
on) ni¢
.._2_ 9"' w’ u(p("—')(x)-—i——— -EL(—_—l—lw)(D(””(x—l-t)dt.
nw 2%y no (m—rx)! °
V=0

Mais en intégrant par parties dans la derniére intégrale, on peut
écrire cette équation comme il suit :

m—1
n+1 T C‘( n) W
— - ' V(2
b(p(x) \Y .z'_2<1 nw) 2 o oM ()

v=0
fd TER_(—t]o) .
+z<l—m>[ —m=nl o (z —+t)dt
m—1
>y Glor By (—tlo) ),
ne oy Delze(@)] + ,T,:, “(—,;—-—I%rll)x'[(w—i—t)@(x—i-t)]dt.

V=0
On aura donc

(16) G,,+|(x|w):2(1-—nfa) " z|m)+——qu) x)Vx

En développant la somme de seconde espéce F,, (x| w) suivant les
puissances de ®» et en tenant compte des équations (13) et (15), on
démontre de méme que '

ar

(17) Furi (@] 0)=Z=22F, (2 |w) — -Swmﬁa

- En particulier, pour n =1 on trouvera.

S@(x)i.r:a (l-— 25)) Sqa(x')Vx+%Sxtp(x)Va-,

w (0]

SQ( is: S(x—z—w)'p(s)ﬁ:.
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En rapprochant ces équations des équations (7) et (11) on obtient
les expressions suivantes pour les dérivées des fonctions G (z|w) et
F(x|w) par rapporta o :

m—»bcp(x)Vx_wa(z')Vx—xbcp () Ve,

[(\]

S@() S(Z—x)v( 4= +S“’< Az—(z—a)g(a)

S(~—r>eo( )4z -+ Sola) A

(O]
a

A. Les équations (16) et (17) permettent de déterminer les sommes
d’un ordre quelconque par voie récursive. Soit par exemple ¢(z) == i-,
® =1 el posons

v Va
gu(x)= =’
VAz
Vi(z)= N—

On trouvera
X
Gne () =2 (1 — I—) L(x) +

Bi:’)(x—l).
n.n!

W, n(x)= (% ——1> ¥, (z)—

On en conclut que les transcendantes g,(x) et ¥',(x) s’expriment
par les transcendantes élémentaires g,(x) et W ,(x) de la maniére
suivante :

wnte) =2 (1= 1) (1= 3) - (1= 755 sl +p (o),
Y, (z)=(z—1) <_, —Ax> (%v —'1) e (rzil — l) ¥ (z)+ g(x),

p(x)et ¢(c) désignant des polynomes en «.

Les relations de récurrence (16) el (17) montrent qu’une somme
d’ordre 2 de la fonction o(x) peut toujours s’exprimer par une somme
de premier ordre étendue sur la fonction () multipliée par un poly-.
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nome ('). On peut arriver plus directement a ce résultat de la maniére
snivante. On a par définition

&+
n1 ;

n°° (+1 — 3
Scp(:) A ::lim}/ -L-(—l—~o(s)e"'4:d;
0

R T i

O .
+ (— ) 6 005y 2‘ o{x + Q) et %,

ou Q=150+ 8,0,...+8,,,0,,,. En faisant v, =0, =...=0,,, = o,

on peut écrire la série & 2 + 1 entrées, qui {igure dans cetle expres-

sion, comme une série simple. Iin effct, considérons la série

>
il

NSy S

’;ﬁ(‘l) ~+ 8+ Sa. . -+'¥/1+l)$

ou la sommation ¢st étenduea toutes les valenrs entiéres non négatives
de s, 84, -y 8, qui vérifient Uinégalité s, +s,...+s,,,=p. On
voit aisément que la somme de cette séric est égale &

\-—Ii
\'1(\—+-l)(\—i 2).. (s‘—i—n.)c‘ ) .
o~ =3 ARZETEIR

y=0

On aura donc, pour toute valeur positive de 7,

(5 + 1) (s-+2)...(54 )
1.2...0

S’ o(w+ L )e—n(.m—(_'l) —

,?('L. +5w) e—n(wtsw)

.‘ l\/ﬂ

]
=

car dans une série absolument convergente on peut ranger les termes
dans tel ordre que I’on veut. De plus on a, dans le cas actuel,

Bt ()= (J:——m)(.zr—zw). e — o),

La fonction F,_,(.z|w) est donc égale & la limite, pour n— o0, de

(*) Il va sans dire qu en général cette réduction n'a plus lieu quand ]es 2
sont différents I’'un de I'aGtre.

Journ. de Math., tome Il. — Fasc. 1, 1423, 27
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'expression suivante :

—nl—!f. (2 —5—w)(r—sz—2w)...(r—35—nw)p(3)e " ds

@

S (s (s+2)...(s-+n) \

— Rl 41 o(xr + Sw e—mx-m(-)).
+ (— 1) ) - I )

=0

Mais cette limite est une somme de premier ordre. On aura done

w
-1

08 Ne(:) As

{0
o«

:;:"y S(m———;—— w)(x— 33— 20)...(x —s—nw)o(s)As.

I

C’est la formule que j’avais en vue. De méme, la somme de pre-
miére espéce et d'ordre n +1 est par définition égale a la limite,
pour 7, - 0, de I'expression

(Ig) 2n+12 (__[).v.+.v._..‘.+.v,,.,,cl,’(.1‘. 4+ !2) (,--f,(..‘+£.'.).

En réduisant cette série multiple a une série & entrée simple, on
trouvera

n+1 e

1. (s +n)!
o(x) Vz=2+1im ¥ (— 1) ———— 0 (& + sw) e~nir+sw)
S'( ) o Ty stnl 7 ’

y=0

malis cette équation peut s'écrire comme il suit :

n+1

(20) Scp(:v) Va

= (%),‘#'iim S (.z"—:-i—w)(.l'—: +2m).. (& — 3+ nw)o(x) Va.

\ sz o

En remarquant qu’une factorielle se développe de la maniére
suivante : ’

(. — 5““"’) (rr—=35-42)..(x—3+n)

=Z(~1)"—‘(;’)(x-i—1)(x-+ 2) . (Z+s)3(z—1)... (3—n+s41),
s=0
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on trouvera enfin

n+1

S p(2) V @

Y n!

:<w\) (——-[,— 2(- (Nr(r—w)...[x—(n—s—1)o] G (z| o),

ot 'on a posé

Gt.s(‘l'l“’) = S(I: +m) (L +2m)... (r+sm)l@(m) S‘L

Une somme d’ordre quelconque s’exprime donc linéairement par
un nombre fini de sommes de premier ordre.

Sommation par parties.

8. On connait le role que joue le procédé d’intégration par parties
dans diverses questions d’unalyse. Je vais montrer que, dans le calcul
aux différences finies, on peut avec avantage se servir d’un procédé
analogue que j'appelle la sommation par parties, et je vais en tirer
divers développements remarquables. Soient ¢(x) et $(z) deux fonc-
tions qui sont holomorphes dans un certain demi-plan &(z)20, et
qui y restent, en valeur absolue, plus petites que

ke .
Ce( +&)la |,

Cetk étant des nombres positifs. Soit © un nombre positif et plus

7+ Admetions, dans ce qui suit, que x reste dans le demi-

plan susdlt. On a, évidemment,
(21) Vie(@)d(2)]=¢(2) Vo(2)+ 2o (2 +0)AY(2).
Par conséquent,

v ["_‘V*i@(x - s0) Ab(2) ]

w w o)

_ Au(fz)"\—"‘o( e sw) + L ?ﬂl ola -+ (s + 1)0)]'“3|L!J(.I‘).

(0} w o0
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3 M v ez R \ .
Multiplions cette égalité par (—1) <;) et donnons a s les valeurs
0,1,2,...,n—1.Enajoutant les égalités ainsi oblenues, il vient

n—1i

n—s—1 ~ i §
v(—])‘v[ ‘- (P(.’I‘-F.\'O))A'!(‘l.)), <E.;>

) [0] ()
ST

:L!J(x‘)‘?(.o(.l.‘) — (=" ('f'?_’)“ o+ nw)&t.[a(x).

[ \ </ [0

Remarquons qu’on aura (A, p. 85, p. 171),

S(M I))V.‘I'r:/?(.,.)

18]

et formons la somme des deux membres de I'égalité que nous venons
de trouver. On obtient

n—1
sn—s—1

(22) 2(-—1)»*(’2) V ole 4 s0) A ()

(&) w

= S b(z) o( )V — (—1)» <'_>" S o2+ 110))3'_!;(.(‘) v

Le calcul de la somme ,
S <l!¢(.l‘) Vo(r) ) Vo

est ainsi ramené au calcul de la somme

S(o(a + ne) Au )V;,

(D] [}

qui peut étre plus facile. Soit par exemple & calculer la somme
S‘]f(:z:) <uc— é) Va, ou W(x) désigne la dérivée logarithiique de la
fonction I'(x). En posant {(z) =W (x), 2(z)=a—1 etn=1, on

trouvera
b‘l" (r—~—>vr__(r—1)‘l(z)——SVT

=y — )W () —

1
2
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Posons

Gn('l') = S <?(‘L') %‘L

et remplacons dans I’équation (22) la fonction ¢(x) par la fonc-
tion G, (.r). 1l vient

n—I

(23) S@(wm.r)vx:}j(——»)-“(%’)‘Gsﬂwﬂ'»)&ww)

> ” n
+ (=" (i:> SG,,(J‘ + nw) Ab(z) Va.
\ = o W
Cette formule s’applique en particulier quand la fonction J(.) est un
polynome, car en prenant n suffisamment grand la somme au second
membre s’annule. Si l'on pose o(x) =1, il vient

n—1

S\ o w\" " -

(21) % ) V=3 (— 1) (—-) A () + ("“ T> S AY(2) ¥ .

[N . s 2, " 2, () o0
Nz 0 .

Si 'on fait tendre 2 vers I'infini ce développement converge pourvu

que o soit suffisamment petit.

En faisant o(x) = a" et ® =1, on aura

2 n N
G,(rY=a <1 = (() .

Par conséquent,

Sa“’v_{;(.r) Vo= 12:.21 }: (=1 (l :n>s A' (=)
+ (— 1) (l ja,>” Saa,A"‘!J(f)V“'*

Soit par exemple () = %, il vient

x ; . '
S il gD ) d > s: .
z - b \1+a) z(x-+1).. . (2+5)
y=0

Si a est positif, ce développement converge dans tout le plan des x en
exceptant les points w = 0, —1, —2,....
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6. En partant de 'identité

Vie(2)d(@) =4 (x+o) Vo(a) = Zu(x) Ad(x)

on démontre de méme la relation

n—1

%) Set@p@) Vo= (2) @) A4tz — s+ 1)0]

$=0

+ (g)n S G.(2) 3 Yz~ um)zx-

w
Cette relation se réduit a 'équation (20) si l'on fait
d(z)=(z—s+w)(z—z+20)...|2—s5+(n—1)n]

et si 'on pose z = x. Si ¢(x) =1, il vient

n—1

(26) Sq’(l‘)gx :2 <0—;>cé‘~]’[«1’—(8+ No]-+ (%)n S&\!J(T - nw)Y.r.

7. On peut étendre ces résultats & des sommes d’ordre quelconque.
On aura par exemple le développement suivant :

(27) §e()¥(a) Ve

’

_ 2(._.)s(%)s"("*')‘“(”* =06, (@+sw) Ad(x) + R,

sl

n—1

Rs":) :(_.,)m <2>mzm(ln+l)---(In-}-.ﬂ‘— I)SG3+111($+”1&>)AL'{(-'1‘) V":.x.

2 s!

s=0

En effet, pour » =1, cetle équation se réduit a I'équation (23), et
par voie d'induction on démontre aisément qu’elle est vraie pour
toute valeur entiére et positive de n. De I'équation (21) on déduit de
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méme

€[¢(x>¢(a-)]=ﬁ () (

() $ /

e ;
%) V o(@ + s0)A d().
. 5=0 ow ©

On peut dire que I’équation (27) donne I'extension de cette équa-
tion au cas ou 2 est un entier négatif. Et 'on peut aller plus loin et
donner & n des valeurs réelles quelconques. Cette extension conduit a
des résultats assez remarquables; elle est analogue 4 1'extension qu’ont
faite Liouville et Riemann de la notion de dérivée, mais nous n’exami-
nerons pas ce point ici.

Si l'on fait (x) = z dans I'équation (27), on retrouve la relation
de récurrence (16). Cette relation est ainsi démontrée de nouveau,
mais avec une autre hypothése relative a la fonction o (x).

Remarquons enfin qu’en posant ¢(x) =1, on trouve le développe-
ment remarquable

m—1

(28) SL’((J')%-I’ZE(‘—I)S<M>S ,l(”+l).“(n+s—|)&k!.}(.£)—|-'Rﬁ,’:’(-l‘)

o 1
[O) = s: m

§=0

avec le reste

—
”n—x

(39)  R(a)=(—n)» (—)\“ ("*7) Sa4 v

2 s (O] w

o

~

8. Passons aux sommes de seconde espéce et rappelons d'abord
qu'on a (A, p. 85)

SA?(S)A::?(x)-—C%f 9(x)de.

i

La différence d’un produit peut s’écrire

Alp(0) Y(a)]= o + w) Ab(x) +d(2) Ao ().

® [0 [

Posons comme plus haut

3
n

Fn(x)=S¢<s>ﬁs.
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On aura
Al (x)y=VF, (&), Al (r)=9(r).

w m

Par conséquent,

A ll«‘m (v + so)):sq;(x)] = Fy [+ (s 4+ 1)0] A (a)

w m n

+ Fo(r +sa) Ad(a).

(0]

IFaisons successivement s = o, 1, 2, ..., m — 1 et ajoutons. Il vient

m—-1
v

A Z (— 1) Fo(w +s0)Ab(e)=9(r)b(x)

m

— (= 0)"F, (@ + ma)AL(L).

(D]

En formani la somme des deux membres de cette équation, on
trouvera

& -1

(30) Stp(:)u’g(:)A:: }: (—1) Fy, (‘1:—1—50));\'_];(.14‘)
3 © s=0 o

m

+ (= )™ Sl (s +mo)AL(z)As—C,

(] W

C désignant une constante qui est égale &

m—1
N

1 > () ) K }
(31) CI;Z(——!)“'L/ Fon (2 +s0) Ad(x) da.
$ =0

143 w

Faisons m =1, il vient ()

(0}

(32)  §o(:)¥(=)a;

(0] m

:Fl(:v),‘!}(x)_SlTI(;-.}-(,))An.!;(:)A:—:-)fI Fi(x)b(x) da.

’ R , . . . .
(*) Quand o tend vers zéro, la formule (32) se réduvira a la formule d’inté-
gration par parties.
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Q A
Soit, par exemple, & calculer la somme S\F(z)—_f’ ou ¥(s)
&
1

désigne la dérivée de logT'(s). En faisant §(z) = W(z), 7(s)=:

et w =1, on trouvera

3y A A g
S‘l—"(z)—;:[qf(x)]*—S'lf(z—i-l)—z-—[ [V ()] da.
1 1

Par conséquent,

2
b W —[‘F(U)] () — 1 / (¥ ()] de.
A ,

Dans le cas oi {(5) est un polynome dont le degré est plus petit
que /m, le second terme au second membre d: I’équation (30) s’annule
parce que A"{(s)=o0. La constante C sera aussi égale & zéro; on le
vérifie aisément en tenant compte de I'équation

m—1

‘-!4(5):2 (3—x)(s—x —0)...|s *'v_(s—l)m]é\p(x).

§!

s=0
On aura donc

m—1

\q’( Yd(= )A V(——[)s v_H(.7c+sco.'A‘.la(.:lc)

s=0

Transformation d’Euler.

9. L'équation (28) peut s’étendre au cas ou les w;sont des nombres
positifs quelconques. Admettons que

lim g(z) e**=o,
r>w

quelque petit que soit le nombre positif ¢. Euler a fait remarquer que
I'on a la relation suivante :

<

> (—rete(z+ m)—z (—1 )S(,—,;—ymgm).

s=0 $=0
Journ. de Math., tome II. — Fasc. II, 1923. 28
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Cette équation est vraie pour toute valeur de ¢ dans linter-
valle 0 < p < 1. Soient maintenant p,, p,, ..., p, des nombres positifs
_et plus petits que 1. En appliquant rn fois de suite la transformation
d’Euler, on trouve

Z (_. I)S,-i-.fz...-l-é‘np-ix -;:.. . fl”?(x -+ 31 o)y -+ Sy Wa. o —+ S wn)
Si+Sg.. o HSn

A g(2),

S S,
off -wlf

piroypiwy .. .pp e

=S‘ (__ 1)644—35...-&--\"1 -
s (U4 p S (14 py )5t L (14 pyy )Sut! ot
1

la sommation étant étendue a toules les valeurs entiéres non négatives
des,, s4y ...y 8,. Posons

pi= e (i=1,2, ..., n),

et faisons tendre le nombre positif 4 vers zéro. Il vient

(33) S:p(;r) V o

Wy,. .0y

- D\ 2\ Sy+Sat. v tSn
:2 (-— 1)31""1“*‘---’*-‘" <(%'> (%) e <(%.> A (P(x)’

- Sn

§ 8
m!‘ st/

pourvu que la série au second membre converge. La limite

S(p(x)ex

existe donc loujours quand celle série converge.
Soit en particulier ¢ () = ", v étant un entier positif. La série se
réduit & un nombre fini de termes et I’on trouve

Syt St Sy

o FRACYIARES W, \ "

54 Sn
Wye Wy

la sommation étant étendue & toutes les valeurs entiéres non négatives
de s,, s,y ..., s, qui vérifient I'inégalité s, + s, + ...+ 5,5 v.

On peul trouver une expression bien simple du terme complémen-
taire de la série (33). Pour abréger I'écriture, nous faisons n = 2.
Considérons donc la série

Y D (— e 4 s, 01 sy04),

@
sSy=0  §5,=0



HREMARQUES SUR LE CALCUL AUX DIFFERENCES FINIES. 213
)

ot 0<p,<1-et 0L p,<1t. En multipliant et divisant cette série
par (t+ p,)(1+ p,), on voit qu'elle est égale a la somme des quatre
expressions suivantes :

CP(‘T) . Py, N S ——1)5, %5, pS1 e
(I+P|)(l+‘92} T+ 6= 0 go( rete ﬁ, B st Syon)
"w © 0
- _li_;__i Z 2 (= 1)s+sip5p3% (i" O (& + Sy Sa093)
Nyg=0  5=0

£

Pi®1P20y e VS8 ot A .
(l—+—o.)(l+f>z)Z 2( g ‘p,pzw€§02¢(a+.vtml+szma).

: S‘-_'—l)

Soient p et ¢ deux entiers positifs quelconques. En effectuant cette
opération pq fois, on trouve la relation suivante :

Z Z (— 1)+ apipg o (2 -+ 5,0+ Sy we)

§3=0 $;=0
q—1 p—t . §ik 8y
3 m.\, ps2 ws.
_ — 1)SF, P 2 A 9 (x
2 Z( )y (1—+—o,)3+‘(1+p)z+‘ (=)
Se=0 =0 l 2
x -]
: prwt N foliph  h
= G+ 2 }.(_l)s‘+°‘Pl‘P'z* A o(Z+ 50,80
! =0 §=0 wf
04w N . .
TENT iy - D= 1yopipr A o(@+50i+50,)
o §3=0 §=0 0){2/

®©

pll‘("/l‘ Pg“){_{ 2 . P+q
— (=P — 1) tptiph : .
(—1) (|+p|)P(|+P.2):[E ( ) oppy A ('g(x_*_slwl_*_%w_)

=0 m,;w;l
Posons maintenant
pr= e, Gy == e_"":
et faisons tendre 7 vers zéro. Il vient
71 P;l 0\ 5 /0 53 Syt 2
S?(w)uvm x—§ }‘(—l)"""*(;’) (f) A qv(x)+SR,,,, z) V 2,

5| 0’2 w0,

H=0 &=0 Wy
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ou
, P
Rpg(2) =1 (2) A (o)
wy
w,\7 ! w‘)p ’wg)q prq
- )" A — (=) (1) (22 .
+( ‘)"<z>w;,q°(“’ ( .)“(2 (3 A

On en conclut en particulier que la limite

S?(w) V 2
Wy Wy
existe si la série
P
. (34) Z(_ 1)“1"‘52"""-“" A cp(x + Q)

converge quand la valeur de p surpasse un certain nombre.
Soit par exemple ¢(x)=logz. La série (34) converge si p21

(B, § 6). L'expression

n

S logx V =
... .0,
, oo, o TR

a donc un sens et I’on voit aisément que la série au-_sec,o;Q membre de

I'équation (33) converge dans le cas actuel. T
P . R
| B K 1
P {



