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Swr un théoreme fondamental de M. [1. Weyl;

Par E. CARTAN.

1. M. H. Weyl, dans la derniére édition de son beau livre :
Raum, Zeil, Materie ('), a développé une théorie de l'espace dans
laquelle il prétend donner la raison profonde pour laquelle les pro-
priétés métriques de 'Univers sont fournies par une forme différen-
tielle quadratique. Cette nécessité d’une métrique fondée sur une
forme quadratique résulte pour lui d’un théoréme emprunté a la
théorie des groupes : le but de cet article est de démontrer ce théo-
véme (*).1l importe, avant de donner cette démonstration, d’indiquer
le point de vue de M. H. Weyl, afin de bien montrer la portée du
théoréme en question.

Transport par parallélisme.

2. Ltant donnée une variété numérique, ou espace, 4 n dimensions,
M. H. Weyl définit d’abord un transport par parallélisme daps cet
espace. Soient 2, &, ..., £, les coordonnées, choisies du reste d’une
maniére absolument arbitraire, d'un point quelconque P de I'espace.
Tout systéme de différentielles Sy, ..., Sw, définit un vecteur issu

(1) Traduit en francais sous le Litre : Temps, espace, matiére, par G. Juvet
et R. Léroy; Paris, Blanchard, 192a.

(%) Jai donné une esquisse de cette démonstration dans les Comptes rendus
de U Académie des Sciences (séance du 10 juillet 5g22). M. H. Weyl en avait
indiqué une (Math. Zeitschr., t. XII, 1922, p. 114-146), fondée sur des consi~
dérations tout A fait différentes et qui, dit l'aateur, lui donne l'impression de
danser constamment sur la corde. .
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de P, dont les » diftérentielles données peuvent ¢étre dites les compo-
santes.

Prenons maintenant un point P’ infiniment voisin de P, de coor-
données (&;+ du;). On peut convenir de dire que transporter parallé-
lement 4 lui-méme de P en P’ le vecteur de composantes (.
veey O13,), C’est considérer le vecteur d'origine P! qui a les ménies
composantes (2., ..., 5¢,). Mais une telle opération ne reste pas
invariante si 'on fait un changement de variables arbitraire. Si en
effel on pose

""z‘:fi(:;u Zay oeos :;),
les deux vecteurs d'origine P et P’ qui ont, avec le nouveau systéme

de coordonndes, les mémes composantes ¢.c;, ont, avec 'ancien sys-
téme, des composantes différentes

O dfi -
1 o, == ¥ —==0day.
( ) z ()J}k !
(2) = o= _,: L d.z_~,,> oy
do, = gr,de;

Nous sommes donc conduits & adniettre une infinité de lransports par
parallélisme possibles |un quelconque d’entre eux est défini par
I'opérvation qui fait passer du vecteur d’origine I ayant les compo-
santes (1), au vecteur d’origine P’ ayant les composantes (2)]. On voil
immddiatement que cette opération se traduit analytiquement par des
formules de la forme '

(3) o — 6.:',~+E Ui oy, oy,

23

les coefficients 1", étant symétriques par vapport aux deux derniers
indices /4 et k. Réciproquement, étant donnés un point I* et un systéme
symétrique quelconque de constantes 1';,, les formules (3), gui font
correspondre a tout vecteur de composantes ¢.; d’origine P, un vec-
teur de composantes ¢’a; d’origine infiniment voisine P’, définissent
un transport par parallélisme : il suffit, pour s’en convaincre, de faire
un changement de variables tel qu’on ait, au point U,
= T; i — % — & fi

: — — 0, _— = l‘i/l’\"
dx; da; Ay, 0y
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Si 'on sc donne un systéme symétrigue de coefficients T, fonc-
tions arbitraives de ., ..., x,, les formules (3) définissent une
connexton affire pour espace. Cela ne veul pas dire que, par un
changement convenable de coordonndées, les équations (3) puissent
¢tre ramenées identiquement i

8" == o,
mais ccla veut dire qu’elles peuvent I'étre an voisinage de tout point P,
au moyen d’un changement de coordonnées valuble pour ce point.

3. On peut exprimer d’une autre maniére la condition pour que
les formules (3) définissent un transport par parallélisme. Ces for-
mules peuvent en ¢llet s’écrire symboliquement

- U
11(6.:',-) :Z l hk dd.'/, a.l,'k,

hik

el délinissent ainsi ce qu'il faut entendre par Popération « appliquée
aux symboles ¢r;. La condition de symétrie des coefficients Uy
exprime alors lout simplement que l'on a

d( o) = 6(dx;),

autrement dit, que les o;)z?ra.lions d el 8 sont interchangeables entre
l'l[(‘s. )

Celte remarque va nous permettre de présenter sous une forme ana-
Iytique beauncoup plus générale la notion de transport par parallé-
lisme. Nous pouvons, en cffet, délinir un vecteur d’origine P, non pas
par ses 2 composanles 4.6,y ..., 6.4, Mals par ~ combinaisons linéaires
arbitraives

.................... D R R R ]

W (0) = @y 0.8+ Ay OLy . .+ @y Oy,

de cx,, oy, ..., oz,. On peut faire cela pour tous les points de
'espace, en prenant pour les coeflicients a;; des fonctions déterminées
de x,, ..., x,. Cela posé, tout transport par parallélisme pourra se
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définir par des formules telles que

(4) dn;(9) ==2 Line wn(d) wi ().

hok

Pour savoir & quelles conditions doivent satisfaire les nouveaux

coefficients T, nous n’avons qu'a former dw;(d) et soustraire, ce
qui donne

dwi(0) — 0w, (d) :2 Tinnlon(d) 04(8) — wi(0) wi(d)];

bk

mais les opérations d et ¢ étant échangeables entre elles, le premier
membre estle covariant bilincaire de la forme »;. On a donc, symbo-
liquement, I'identité

(3) w; :2 I‘ihk[wh wils

les coefficients Ty doivent étre choisis de maniére a satisfaire a
celte identité.

On retrouve la condition primitive si Pon prend w; = dx,, car alors
le premier membre w; est nul, et la condition nécessaire et suffisante
pour que le second membre soit nul est

N al
Ving— Tirn=o.

— l‘ . .
O)p = ik Ops
. h

les équations (4) qui définissent le transport par parallélisme prennent
la forme

(6) dai(3) = 0w (d) 0r(8);
3

4. Posons

les n* formes de Pfaff v, sont alors assujetties a satisfaire aur
n ideniités ()

(7) c.)',:E [osir 02 ]
&

(') Dans un Mémoire qui paraitra prochainement dans les Annales de I'Ecole
Normale supérieure, je développe une théorie des variétés a connexion affine,
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Le groupe des rotations et la connexion maétrique.

8. M. H. Weyl admet qu'en chaque point P de I’espace on puisse
définir la congruence de deux vecteurs ou de deux systémes de vec-
teurs d’origine P. Pour que cette notion satisfasse a I'axiome que
dcux systémes de vecteurs congruents & un troisi¢me sont congruents
entre eux, il est nécessaive qu’elle soit définie au moyen d’un groupe G
de substitutions linéaires par rapport aux composantes des vecteurs.
Ce groupe délinit la wmétrique au point P. M. H. Wevl ajoute la con-
dition que ce groupe conserve les volumes : il lui donne le nom de
groupe des rotations au point . ‘

De la métrique en un point, il passe & la connerion métrique :
¢tant donnés deux points infiniment voisins quelconques P et 1, il
suppose l'existence, entre les vecteurs issus de P et les vecteurs issus
de P, d’unc correspondance telle que les derniers puissent é&tre dits
congruents aux premicrs. Cela exige que le groupe des rotations
en P’ soit semblable au groupe des rotations en 1* (c'est-a-dire n’en
différe (ue par un changement linéaire effectué sur les variables); la
correspoudance par congruence entre les deux potnts I’ et P’ est alors
possible d'une inlinité de maniéres : elle dépend d’autant de para-
métres qu'il y cn a dans le groupe (i3 elle définit la connecion
meétrique de Uespace.

6. Voici maintenant quels sont les deux axiomes que M. H. Weyl
mel & la base de sa théorie des espaces & connexion métrique et qui
lui permettent @ priori de détcrminer la nature du groupe (i des
rotations.

Le premier axiome est le suivant :

L. La nature de Uespace est compatible avec toule conneion
méltrique possible. Voici ce ue 'auteur entend par la.
Tous les groupes des rotations attachés aux différents points de

en admettant, pour délinir le transport par parallélisme, des expressions
absolument. arbitraires. La condition (7) carvactérise ce que Jappelle les
variétés sans torsion.

Journ de Math., tome I, — Fase. I, 1ga3, 23
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I'espace étant semblables entre eux, on peut en chaque point P définir
les vecteurs partant de ce point du moyen de coordonnées

w;(0) = @;) 0y + @iy O+ . .+ Ayp Oy,

telles que les substitutions linéaires sur les w;(¢) qui définissent analy-
tiquement le groupe G aient des coefticients indépendants du point P.
. Nous supposerons le groupe G engendré an moyen de rtransformations
infinitésimales indépendantes

2 , aJ
(8) -\cfzz Qs Up EI:’

ot nous avons désigné les variables par u; au lieu de w;(3). Les coeffi-
cients @, sont donc des constantes absolues données une fois pour
toutes. La condition que le groupe G conserve les volumes se traduit
par les relations

Cela posé, la signification du premier axiome de M. H. Weyl est la-
suivante. Choisissons arbitrairement en chaque point P de espace
Vorientation du groupe (i des rotatious, c'est-a-dire les coefficients a;;
des formes w;(8) qui donnent les variables pour lesquelles le groupe
des rotations en P a la forme analytique (8). Un tel choix étant fait,
la connexion métrique de I’espace est détermince : I'une des corres-
pondances par congruence entre vecteurs issus de P et vecteurs issus
de P’ est celle pour laquelle les deux vecteurs correspondants ont
mémes composantes v,(¢). La correspondance infiniment votsine la
plus générale fera correspondre au vecteur de composantes w,(¢) issu
de P le vecteur de composantes

wi(9) +Z &5 Qs (9)

issu de P', en désignant pare,, ..., ¢, des constantes trés petites.

L'énoncé de M. H. Weyl signifie que parm! les correspondances
par congruence précédentes il y en a au moins une qui définit un
transport par parallélisme, et cela quel que soit le choix des
formes w,(3).
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Cela revient & dire que I'on peut prendre pour les ¢, des formes
différentielles linéaires w,(d) telles que les formules

dw;(3) :2 ains Ws(d) i (9)

k.s

définissent un transport par parallélisme. Les composantes w; de ce
transport sont ici

wir(d) :2 aixs Ws(d).

Par suite, 'axiome I de M. H. Weyl peut s’énoncer de la maniére
suivante :

De quelque maniére que l’on choisisse les n formes de Pfaff
Wy, «oey O I est possible, auw moins d'une maniére, de (rouver
r formes de Pfaff ©,, @,, ..., @, de maniére a salisfaire au.r iden-
llés

w; :_—.Z a [ mswr].
As

Le second axiome de M. H. Weyl.

7. Le second axiome de M. H. \Weyl affirme que la connexion
métrique étant choisie d’une maniére arbitraire, il n'y a qu’une cor-
respondance par congruence entre les vecteurs-issus de deux points
infiniment voisins qui soil un transport par parallélisme.

Le théoreme de H. Weyl.

8. Le théoréme qui, en partant des axiomes précédents, prouve la
nécessité de la métrique pythagoricienne est alors le suivant :

Il n’y a que le groupe linéaire d’une forme quadratique non dégé-
nérée qui satisfasse aux axiomes I et 1.

Autrement dit, si un groupe linéaire G conservant les volumes,
défini par les r transformations infinitésimales (8), est tel qu’il
soit possible, d’une maniére et d’une seule, de trouver r formes
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linéaires @,, ..., &, dew,, ..., w, rendant les n_formes alternées

N\ . . .
2‘ Qs | B0 ] (F=1,2 ....0)

ks

égales a n formes arbitrairement données, ce groupe est le groupe
qui conserve unc forme quadratique non dégénérér,

Nous allons démontrer un théovéme plus général, ot nous ne
prendrons en considération que I'axiome I, et dont voici I’énoncd :

St un groupe linéaire G consercant les volumes, défini par les
r transformations infinitésimales (8), est tel gu’il soit possible d’au
moins une maniére de trouver r formes linéaires w,, ..., &, de
Wy, ..., 0, Tendant les n formes alternées

N ) .
‘\_‘ [ais®ewg] (F=r,2, ..., n)
k.s

égales a n formes arbitrairement donndes, ce groupe est :

Soit le groupe linéaire général & n*— 1 paramétres;

Soit le groupe le plus général, a n(n — 1) paramétres, laissant
invariant un point (');

n -+

. . s v R 1 \
Soit (n pair) le groupe le plus géncral, a -L—)——) paramétres,

laissant incariant un complexe linéaire now dégénere;
O .

nin—i

. o ) ) . .
Soit le groupe le plus général, a paramélres, laissant

2

ineariante une quadrigue non diégenéreée (*).

Nous conviendrons, dans ce qui suit, d’appeler groupe M toul
groupe conservant les volumes el salisfaisant aux conditions de
'axiome I. Le théoréme précédent donue donc les quatre classes de
groupes W possibles.

(') Jemploie ici un langage géométrique, en convenant de regarder les
variables w,, ..., u, comme les coordonnées homogénes d'un point dans un
espace & 2 —1 dimensions.

(*) Ce théoréme n’est naturellement pas énoncé par M. H. Weyl, qui base
plutot ses considérations sur les limitations introduites par I'axiome II.
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Limitation de ’ordre des groupes W i » variables.

9. On a immédiatement une limite inférieure du nombre r des para-
métres d’'un groupe W a n variables. En effel, les coefficients des
1 formes @, sont en nombre ru; d'autre part, unc forme quadratique

v . \ . . n{in—1r ) .
extérieure & n variables contient —(—0——2 coefficients. l.es rn coeffi-

cients des formes @, doivenl donc satisfairve &

n{n —1
N U

2
équations linéaires; pour que cela soit Loujours possible, il faut
o n(n—u
rnzn —E————),

c’est-a-dirve
> n(n—i)

2

On a ainsi une limite inférieure de 'ordre du groupe W ().

Les groupes ‘W qui laissent invariante une multiplicité plane.

10. Prociédons d’abord a la rechierche des groupes W qui laissent
invariante une multiplicité plane : nous alions montrer que cette mul-
tiplicité plane se réduit nécessaircment & un point.

Supposons en cffet, ce qui ne restreint pas la généralité, que le
groupe (i laisse invariante la multiplicité planc

Mgl = Ugga=... = U, =0 (gz2).
Cela veut dire qu’on a les relations

Uy s =y e s ==+« + 2= Qppg== O (h=1,2, v, qits=1,2, ..., ).

(') Cette inégalité est due & M. H. Weyl,
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Considérons alors, par exemple, la forme

k=n s=r
2 aq+l.l-.s[wswk] = 2 2 aq+l,d~,s[msmk];
ks k=q-+1 s=1

de quelque maniére que I'on choisisse les expressions @, on n’aura

jamais dans cette forme de terme en |w, w,]; par suite, elle ne pourra

pas toujours étre identifiée i une forme arbitrairement donnée.
Supposons maintenant que le groupe G laisse invariant le point

Ug== l3==,..== U,==0,

et considérons les n — 1 formes

k=ns=»r h=ns=»r
2 2 Qs [ Do), ..o, 2 2 uis[w0, ]
k=2 s=t h=2 s=1

On doit pouvoir choisir @,, ..., @, de maniére que, dans ces n —1
formes, les coefficients de

[ ], [wiws]y ..oy [0102]

aient des valeurs arbitrairement données. Il en résulte que les (n — 1)?
expressions

QB+ QB+ o+ AW, (67=2,3,....n)
sont linéairement indépendantes. On a donc déja
r2(n—ri)d

On peut dire en outre qu’il existe, dans le groupe G, (n —1)? trans-
formations infinitésimales de la forme

k=n
9 af -
Xijf::t(j(T‘{;—&-E a”""")""’(-)_c';; (&, =2, ..., )
k=1
Comme du reste le groupe G conserve les volumes, on doit avoir

k=n

zakl"s,:O (S:l, 2, ...,")-

k=1
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On peut donc poser, en distinguant le cas ol { = j et celui o ¢ 5 j,

k=n

, of of
\,,f— u; b_t_g — U5~ dl -+ S‘ brpiny dul’

=2

k=n
,. of of
Xiyf=u; Ju; +2 bi(ijy i ou,’
k=2

11. Cela posé, si r est supérieur & (n — 1)?, il existe au moins une
autre transformation infinitésimale, nécessairement de la forme

a df
alla e Cplly) ~——
(C_ll_+ + n n) dul’

el gqu’on peut, sans restreindre la généralité, supposer ramenée a

Uy =

En la combinant avec les transformations précédentes on en déduit
I'existence des transformations

of of

Ug——y vooy Uy ="
20w, T T Ou,
On obtient alors le groupe le plus général qui laisse invariant le
pointuy=...=u,=o0; tlest a n(n — 1) paramétres.
12. Reste le cas ou 7 = (n — 1) Nous allons voir que ce cas ne

peut se présenter. En effet, la transformation infinitésimale

Xoof + Xgaf +. 0.+ Xynf

k=n
_ of 9f of ' of
__——(n-—x)u, 9 l+lt30 ™ +...+ll,,_0—u-;+ﬁ2 ﬁkukm

(u,(;)—f+ -;f +. +unddf>___<nu,+2@kuk)-(-;-)rf
ly 1

peut toujours, par un changementpermis de variables, étre ramenée a
avoir tous ses coefficients 8, nuls : il suffit, sans changer les variables

‘
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1
uy—4- - 2 {3
~ b

pour nouvelle variable u, (*).
Eun combinant alors cette transformation infinitésimale

, ) d 0
Xoof ..o+ Xynf =’<u, 5—(—{-} + Uy, (ﬁf%)——nul 5%

Usy ...y U,, de prendre

avec X;;/ et X;;f et exprimant que les crochets obtenus représentent
encore des transformations du groupe, on constate que tous les coe/fi-
cients by, buyjy sont nuls. Mais alors le groupe G laisse manifes-
tement invariante la multiplicité plane #, = o, ce qui est impossible.

15. 1l y a cependant un cas d’exception, c'est celui ou n = 2, car
alors la multiplicité plane «, = o est un point; on a dans ce cas un
groupe G & un paramétre engendré parla transformation infinitésimale

, J )
Xf=u, —f- —-u.,—f;
du, S du,
les deux formes
[ma], —[®w,]

peuvent effectivement étre identifiées a deux formes arbitraircment

données
» afoioa], Blom,]
en prenant
m=—aw,—Bw.

Le groupe G ainsi obtenu est celui qui laisse invariante la [orme
quadratique binaire u, ,.

14. En résumé, tout groupe W qui laisse invariante une mulli-
plicité plane est :
Sott (n quelcongue) le groupe le plus eénéral d ordre n(n — 1
L 2 2 o
qui laisse invariant uri poin!;

. . o O J) . .
() La transformation .infinitésimale 2 uidT{ est en effet invariante par
. ; " _

n’importe quel changement linéaire de variables.
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Soit (n=12) le groupec d’ordre 1 d’unc forme quadratique
S group q ,
binacre. '
{

Rappel des propriétés des groupes linéaires
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane.

13. Jai démontré (') que tout groupe linéaire conservant les
volumes et ne laissant invariante aucune multiplicité plane est simple ou
semi-simple. Tous ces groupes peuvent étre déterminés par des pro-
cédés réguliers (*) eu partant de groupes particuliers dits fondamen-
laux et en les multipliant entre eux d’'une certaine maniére. Dans ce
qui suit, nous n’aurons pas & nous servir directement de la propriété
des groupes W exprimée par l'axiome [; nous allons simplement
déterminer ces groupes par la condition qu’ils ne laissent invariante

aucune multiplicité plane et que leur ‘ordre » est au moins égal
s nn—i I .
a" =1, désignant par « le nombre des variables.

Les groupes W semi-simples.

16. Examinons d’abord le cas ol le groupe W est semi-simple,
c’est-a-dire se décompose cu un certain nombre / de sous-groupes
invariants simples g, g,, ..., g,,', n'ayant entre eux aucune transfor-
mation infinitésimale commune. Pour obtenir un groupe linéairc de
cette structure ne laissant invariante aucune multiplicité plane, on
part de A groupes linéaires simples dont chacun ne laisse invariante
aucune multiplicité plane; soicnt

Ly Lay vovy Xy
}’1, J’z, sy yn,_.;
lés variables respectives transformées par ces groupes. Le groupe W
est celui qui indigue comment les n, n,...n, produits

LiYjeoo

(") Ann. Ec. Norm. sup., 3¢ série, t. XXV1, 1909, p. 99-
(2) E. Cantan, Les groupces projectifs qui ne laissenl invariantc aucune
mulltplwtte plane (Bull. Soc. math. de France t. XLI, 1913, p. 53-96).
Journ. de Math., tome 1I. — Fasc. II, 1g23. 24
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sont trausformés enlre eux quand on effectue sur les 2; la transfor-
malion la plus générale du premier groupe, surles y; la transfermation
la plus générale du second groupe, et ainsi de suite.

11 résulte de la que si I'on désigne respectivement par

Ry, Nay ooy Rpy

Fiy Tay wovy iy

les nombres de variables ¢t de paramétres des ~ groupes g, ..., g,
on a, pour le groupe W,

= NyNy.. Np; r=nr-+rit+...+r,.
Rappelons d’autre part que 'on a évidemment

rinl—i1,rSn:—u, ..., rpSng—a Ry Ny oony 0p22),

17. Cela posé, nous allons montrer que 'inégalité
1
> n(n—t)
- 2
’ M k] . Y .
n’est possible que d’une seule maniére, & savoir pour

=2, = ny=—2, ry=ry,=3,

auquel cas 'inégalité se change du reste en égalite.
Il nous suffit pour cela de démontrer I'inégalité arithmétique

ning...np(nyng. .. .np—1u)
2

(9) —(nj—1)=(ni—1)—...~ (rf—1)Zo0,
valable pour tout systéme d’entiers n,, ..., 1, au moins'égaux a2,
Soit d’abord A =2, et supposons n,<n,; le premier membre de

I'inégalité est un trinome du second degré en n,; le coefficient de n;
. n2 . . .
est = —1>>0; le trinome est négalif pour n,= o; d’autre part,

pour n, = n,, il est égala

ni(ni—1) Fg(}c.f—.—-l):‘ (n’;—[;)z(nfml) >0

)

il est donc siirement positif pour n,>> n,. L'inégalité ne pourrait se
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réduire a une égalité que si I'on avait n, = n, = 2, et alors il faudrait
prendre 7, = r, = 3. Nous reviendrons tout & 'heure sur ce cas-1a.

Supposons maintenant démontrée I'inégalité (g)jusqu’a une certaine
valeur de /; nous allons montrer que son premier membre est stirement
positif (et non nul) pour une valeur de % supérieure d’une unité. Con-
sidérons en effet le trinome du second degré en x '

nny...npx(nyg...npx—1)
2

— (@ —1) = (I = 1) —...— (n}—1),

oun,, ..., ny sont des entiers donnés au moins égaux a 2. Ce trinome
a son coefficient de 2 positif; il est négatif pour # = o et positif ou
nul pour & = 1; donc il est siirement positif pour x > 1. C'est ce qu'il
fallait démontrer.

Le seul groupe WV semi-simple résulte douc de la multiplication de
deux groupes d'ordre 3 & 2 variables; c’est le groupe qui indique
comment sont transformées les quatre quantités

U= 2 Y1y Uy =X}y, U= Ty )y, U= 23Y,

quand on effectue sur les variables x, et x, une substitution linéaire
arbitraire 4 déterminant 1, et sur les variables y, et y, une autre
substitution linéaire arbitraire & déterminant 1. On obtient ainsi un
groupe a six paramétres qui laisse manifestement invariante la forme

quadratique
Uy U, — UslUs.

Par suite, le seul groupe W semi-simple est le groupe linéaire
d’une forme quadratique non degénérée a quatre variables (').

Les groupes W simples du type A).

18. Il y a une infinité de structures simples du type A); leur rang [
peut prendre toutes les valeurs de 1 & —+ «. Il existe, pour chaque
valeur de [/, exactement / groupes linéaires fondamentaux qui sont :-

(') Ce groupe est celui de la relativité généralisée.
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1° Le groupe linéaire le plus général (conservant les volumes) &
{ + 1 variables z;; .

2° Le groupe qui indique comment le précédent transforme entre

L4+1)! . . . .
elles les L—zl coordonnées pliickeriennes x;y; — y;a; d'une droite;

3° Le groupe qui indique comment le premier groupe transforme

entre elles les (—l—_*'%gl———g coordonntes pliickeriennes

x; x; Xy
Ye Yi Yk

S Zj Sk

d’une multiplicité plane 4 deux dimensions, et ainsi de suite.

Tous ces groupes sont a 7 = I(/ + 2) paramétres.

Le groupe linéaire le plus général ne laissant invariante aucune
multiplicité plane est facile a obtenir. Prenons par exemple /=3 ¢t
considérons la forme génératrice

\ o B ' a a;j a; N
O
(2 a(.xi) [2& (a,,-bj—.— [),-aj),xij] 2 b, bj bz |
sk ¢ ¢ ¢

ol «, 8, v désignent trois exposants entiers positifs on nuls donnés,
les a,, les b; et les ¢; étant trois systémes de quatre paramétres arbi-
traires. Lorsqu’on développe la forme considérée suivant les puis-
sances des paramétres a;, b;, ¢; et qu'on réduit les termes semblables,
on obtient, comme coefficients, des polynomes « par rapport aux
variables, regardées comme indépendantes,

Ty, Xijy ik

soit z le nombre de ceux de ces polynomes qui sont linéairement
indépendants. Lorsqu’on effectue la transformation projective la plus
générale, les coordonnées homogeénes x; d’un point, z;; d'une droite,
x;;x d'un plan subissent certaines substitutions linéaires : par ces
substitutions linéaires, les polynomes u; sont échangés a leur tour par
une substitution linéaire, et c’est cetle derniére substitution linéaire
qui engendre le groupe cherche. '
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19. On pourrait partir de ce mode de génération du groupe linéaire
le plus général ne laissant invariante aucune multiplicité plane pour
déterminer ceux de ces groupes pour lesquels le nombre 7 des variables
satisfait & l'inégalité '
(|o) , [([—}_g)?p_(_’_l_:l_).

Mais il est plus commode d’utiliser la notion de poids (). On peut
choisir les 7 variables du groupe de maniére qu'a chacune d’elles soit
attaché un poids déterminé, représenté symboliquement par une
expression (*)

o= ’nl(‘)l -+ 'n.zwg‘*"- . My W)y

ou les coefficients m,, ..., m,,, sont des nombres rationnels dont la
somme cst nulle, les différences m; — m; étant toutes des entiers. Si
P’entier m;— m; n'est pas nul et s'il y a une variable de poids =, il y a
certainement des variables pour chacun des poids formés par les termes
de la progression arithmétique de raison w; — w; dont le premier
terme est @ et le dernier est

®— (my— m;)(wi—n;);

il résulte facilement de la que si Lon permute dans Uexpression de w,
de toules les manicres possibles, les coefficients m,, myy ...y Dy, Bl
ewtste des variables de chacun des pords ainsi obtenus.

Cela posé, considérons dans un groupe W une certaine variable
dans le poids & duquel les coefficients m,, m,, ..., my,, soiént rangés
par ordre de grandeur décroissante. Supposons qu'il y en ait /& dis-
tincts, répétés le premier p, fois, le second p, fois, ..., le dernier
p fois. Le nombre des variables qui se déduisent de la premiére par
permutation des coeflicients m; est au moins égal &

({41!

rATAR (Pi+pate.+pr=1+1).

Les deux plus petites valeurs que puisse prendre ce nombre sont / + 1

(") Voir Bull. Soc. math. de France, t. XL, 1913, p. 67 (n° 13 et 14).

(*) Il n’y a pas a confondre les symboles w; introduits ici avec les formes de
Pfaff w; précédemment considérées. :
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(+1)! . .

et *———> correspondant respectivement &

h=2a; P1=1, p.—=1L{ ou P‘:,l' Pi=1;

h=2; p=2, po=l—1 ou p=Il—1, p,=o2.
Prenons d’abord le second cas. Il n’est possible que siI'on a

(1)l (l—f—:)l__l] A
2 _ U=+ (I+2)
2 - 8 ’

{1+ 2)2

ou, en simplifiant, /< 3. Il faudrait donc / = 3, avec
B=m (0,4 0) + Mym; 0 T = Mo+ Ny(wy -+ wy).

Sim, — m,=1, on obtient le second groupe fondamental, c’est-a-dire
le groupe qui indique comment le groupe projectif de I’espace & trois
dimensions transforme cntre elles les coordonnées pliickeriennes «;;
de la droite. Pour ce groupe, on a effectivement,

__n(n—ri)

r=13, n—=6, r= -

Il laisse incariante une forme quadratique non dégénérée, i
savoir la forme
Eagdyy = Tyy Loy~ L1y Ty

qui, égalée a zéro, indique que les .;; sont les coordonnées d’une
droite.

Sim, — m,2 2, le groupe ne peut pas étre un groupe W, car en
méme temps par exemple que la variable de poids

O= 1y (0)+ W) + Mmywy,
il existe une variable de poids
®— (wa— w3) = My, + (my— 1)wy+ (My+1)w;

différente de celles qu'on obtient en permutant les coefficients m,,
m, de .

Passons au premier cas ot I'on a

B=mw,+ My (et ..+ @yy) 00 T=my(w;+...4 0) + Ny 0rpqe
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Sim, — m,,, =1, on obtient le groupe linéaire général & z variables,
qui est effectivement un groupe W. Si m,— m,,,2 2, il existe, en
méme temps que la variable de poids

® = M@, + Mg (Wt ..o+ Or1),

au moins une variable de poids
B — (00— o) =(m—1)0;+ (Mg 1D os -+ My (0 4o+ 04 ).

Pour qu’on retrouve, en partant de cette variable, I'un des deux
cas possibles, il faut que 72, — 1 = m,,, + 1; mais le nombre des nou-
velles variables atteignant déji la valeur maxima compatible avec
'inégalité (10), on arrive & une impossibilité.

20. Nous avons supposé implicitement / > 2.

Sil=2, onar =8 et nne peut dépasser la valeur 4. Si, pour une
certaine variable, les trois coefficients m, m,, m, du poids & sont
distincts, il existe au moins six variables, ce qui est impossible. Il faut
donc que, pour I'une an moins des variables, on ait

T=mw,+ My (0,+ o) on &= nm(m;+ 6y) + M;0;.

Plagons-nous par exemple dans le premier cas. Il est nécessaire que
m, — m, ne dépasse pas 2; sinon, en effet, il y aurait une variable de
poids

=5 — (0— w,) = (M — 1), + (4 1)@~ M3 0y,
avec trois coefficients distincts, ce que nous avons vu étre impossible.
Si m, — m,= 2, le nouvean poids @’ n'étant pas homologue de ®, il
existerait au moins six variables. 1l faut donc m, — my;=1 et 'on
obtient le groupe linéaire le plus général & trois variables.

Si enfin { =1, r =3, le groupe le plus général indique comment
les coefficients d’une forme binaire

m
u "+ — Ugx™=Vy o U P

sont transformés quand on effectue sur .« et y une subslitution linéaire
a déterminant 1. En dehors du groupe géaéral a deux variables, on
obtient donc comme seul groupe W possible celui dont les trois
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variables sont les coeflicients u,, «,, u, de la forme quadratique
. Ur 42U, Ty + U YRy

c'est le groupe le plus général laissant invariante la forme quadratique

ternaire
U —w uy.

21. Enrésumé, lesseuls groupes W simplesdu type A) sont:

1° Le groupe linéaire général, d’ordre n* — v, a nvariables;

20 Le groupe linéaire le plus géncral, d’ordre 3. qui laisse
invariante une forme quadratique non dégéncérée atrots variables;

3° Le groupe lincaire le plus général, d’ordre 15, qui laisse
inoariante une forme quadratique non dégéncrée a six variables.

‘Les groupes W simples du type C).

22. Les groupes du type C), de rang (2 2, sont d’ordre
r= 2(21 “+1);

ils sont isomorphes au groupe projectif d'un complexe linéaire non
dégénéré de l'espace & 2! — 1 dimensions.
Pour tout groupe W du type C), on doit avoir

n(n—i
—_——

2

{(2l+1)> ou nial+.

Etant donné un groupe linéaire du type C) ne laissant invariante
aucune multiplicité plane, on peut choisir les variables de maniére &
attribuer & chacune un poids (') '

= M6+ My@a~-. o Ny

avec des coefticients m,, m,, ..., m, entiers. En méme temps que le
poids @ existent tous ceux qui font partie de la progression arithmé-
tique de raison 2w, et dont les termes extrémes sont

© el W—am;n,;;

(1) Yoir Bull. Soc. math., loc. cit., p. 6g-70.
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existent de méme tous ceux qui font partie de la progression arithmé-
tique de raison v, == w; et dont les termes extrémes sont

@w et w@— () (o3 ay),

De la vésulte en particulier 'existence, en méme temps que du
poids @, de tous ceux qu'on en déduit en permutant les coefficients m;
de toutes les manicres possibles et en changeant lessignes d’un nombre
quelconque d’entre eux. Si douc il existe /i coefficients m; différents
de zéro et distincts en valeur absolue; si de plus ces coefficients sont
répétés respeclivement p,, p,, ..., p, fois, 1l existe au moins

!
poiptoopat(U—pi—. . —pu)!

YISy DS e U

variables. Pour une valeur donnée ¢ de p, + p, +...+ p,, ce nombre

cst au moins égal a 27 (/—,—(/—_—(/—‘;, ce dernier nombre ne peut ¢tre infé-
vieur ou égal & 2/+ 1 que si ¢ =1 (sauf pour ! = 2, cas sur lequel
nous reviendrons tout & I’heure), auquel cas il est égal & 2/. Le poids &
est alors de la forme m, w, et I'entier 72, ne peut étre qu'égat a =1,
sinon il existerait le poids (m,—2)w,, ce qui ferait au moins 4/
variables. Le groupe W unique ainsi obtenu est précisément le groupe
d’un complexc linéaire non dégéncré a 2/ variables.

25. Reste le cas { = 2, pour lequcl le nombre
o I
Tl (l—qg)!

prend, pour ¢ = 2, la valeur 4. Dans ce cas, le poids @ est de la forme
m, (v, + w,). Le coefficient n2, ne peut étre plus grand que 1, sinon
il existerait au moins une variable de poids

(o — 1) (0, + wy).

ce qui prouverait I'existence d’au moins huit variables. Il faut donc
m, = 1. Tous les poids possibles sont alors
—w, ETw, el o.

Journ. de Math., tome H. — Fasc. I, 1923,
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On obtient le second groupe fondamental ('), susceplible de I'in-
terprétation géométrique suivante. Si, dans I'espace & trois dimensions,
on considére un complexe linéaire non dégénéré qu'on peut toujours
supposer défini par I’équation

Lyg — Ly, == O,

le groupe en question indique comment le groupe projectif qui laisse
ce complexe invariant échange entre elles les cinq quantités

Ly Byyy gy Ly Ty T

24

formées avec les coordonnées pliickeriénnes d’une droite. Comme la
forme quadratique

ay Ly T Ly Ty 4= L Ty

qui s’annule pour les coordonnées d'une droite peut s’écrire

l o I 2
Lag Ly ~+ Ly Ly -+ 7| (g =y ) — A (@0 —x4)%
1S

on voit que le groupe considéré laisse invariante la forme guadratique
non dégénérée a cing variables

1 5
Lag Xy = Ty L'ay 7l (@0 + ay3)%

. , d(o—1) -
étanl donné son ordre 10 = —(~—) "> c’est le groupe le plus général

2

laissant cette forme invariante.

24%. En résumé, les seuls groupes W simples du type C) sont :

n{n 41 . .
( q-——), a un nombre pair n de

Z

1° Le groupe linéaire, d’ordre
variables, laissant incariant un complexe linéaire non dégeénéré;

2® Le groupe lincaire, d’ordre 1o, laissant invariante une
forme quadratique non dégénérée a cing variables.

(') Voir Bull. Soc. math.. loc. cit., p. 89.
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Les groupes W simples des types B) et D).

)4 . > ] 3
235. Les groupes du type B) et de rang /23 (') sont isomorphes au
groupe linéaire d’une forme uadratique non dégénérée & 2/ 41
variables, et les groupes du type D) de rang {24 (*) sont isomorphes
au groupe linéaire d’une forme quadratique non dégénérée a 2/ va-
riables. Pour chacun de ces groupes, on a
n(n—i
P

2

J’ai démontré dans ma Thése (*) que tout autre groupe linéaire de
méme structure avait un nombre de variables supérieur.

Yar ol a0 ) - .

PPar suite, il n’y a qu'une classe de groupes W simples du type B)

<. . n{n—1
ou D), c’est le groupe lindaire le plus général, d’ordre -(—,-——),

laissant (ncariante une jforme quadralique non dégénérée anzry
variables.

Les groupes W simples des types E), I') et G).

26. 1l'n’y a que cinq structures simples possibles en dehors des
types A), B), C), D). Jai déterminé dans ma Theése, pour chacune
d’clles, lc nombre 7 de paramétres et le nombre minimum » de varia-
bles compatibles avec le carvactére linéaive du groupe, a savoir :

Type ), {=06...........oco it r= 19§, n= 27;
TypeE), {=7..........ooo it r—133, n= 56;
Type ), I=8..... ... ool r= 248, n=248;
Type F), {=4.c.c. i it r—= 52, n= 26;
Type G). d=2covoiiiiiiai il r= b, n= .

(') Les groupes de rang /=1 peuvent étre regardés comme du type A), et
ceux de rang / = 2 comme du type C). ,

(*) Les groupes de rang {=1 ou 2 sont semi-simples, et ceux de rang {-=3
peuvent étre regardés comme du type A).

(*) E. CartaN, Sur la structure des groupes de transformations finis et
continus, p. tho-1h1; Parvis, Nony, 1894,
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Dans chacun de ces cas, on a

nin—1)

2

It

1IN

Il Wy a donc aucun groupe W des types considéreés.

Le cas des groupes W réels.

27. Dans ce qui précéde, nous avons implicitement supposé les
variables et les paramétres complexcs. 11 est facile de voir que les
résultats ne sont pas changés si les variables et les paramétres sont
réels.

En effet, soit G un groupe W & variables et paramétres réels; si
nous convenons d’attribuer aux variables el aux paraméLtres des valeurs
complexes, nous obtenons 'un des groupes précédemment trouvés :
désignons-le par ¢.

Les groupes de la premicre classe. — Le groupe ¢ ¢tant formé
de toutes les transformations linéaires (conservant les volumes)
a n variables, le groupe G sera, comme ¢, 4 n* — 1 paramdtres et par
suite sera le groupe de toutes les transformations linéaires réelles
a n variables réelles.

Les groupes de la deuxiéme classe. — Le groupe ¢ est le groupe
le plus général qui laisse invariant un certain point. Ce point est cer-
tainement réel, sinon le groupe récl G laisscrait invariant le point
imaginaire conjugué et la droite qui joint ces deux poinls, ce qui n’est
pas. Le groupe G est donce le groupe réel le plus général laissant
invariant un point réel.

Les groupes de la troisiéme classe. — Le groupe ¢ est le groupe
le plus général laissant invariant un certain complexe linéaire non
dégénéré

1,....n
E (s =+ Thag) (#a d;l‘?g —wydrg)=a (1 pair).
ca)
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Si ce complexe n’est pas réel, le groupe G laisse invariant le com-
. . . e "
plexe imaginaire conjugué

2 (aa{‘i —_ ll’aﬁ) ((Da (1.’1»'3 — xﬁ dxa) =0,
et par suite, aussi, tous les complexes du faisceau linéaire

Z (@ + hbog) (wo day — rg dxg) =o0.

Ces complexes ne sont pas tous dégénérés, car la condition de dégé-
nérescence s’exprime analytiquement par un certain nombre d’équa-
tions algébriques entiéres en A el ces équations ne sont pas identique-
ment vérifiées puisque, par hypothése, elles ne le sont pas pour A = 7
on pourra donc trouver une infinité de valeurs réelles de A pour les-
quelles le complexe n’est pas dégénéré.

Le groupe G, laissant invariant dans tous les cas un complexe

[N ' I N .Illl+1 ’ .
lincaire réel non dégénéré et étant d’ovdre 20 1), est nécessairement

le groupe le plus général qui laisse ce complexe invariant.

Les groupes de la quatrieme classe. — Le groupe ¢ est le groupe
le plus général laissant invariante une certaine forme quadratique non
déginérée

F =40 P,

Si cette forme n’est pas réelle, le groupe G laisse invariante chacune
des formes ¥, + i I, et I, — i F, et, par snite, chaque forme du fais-
ceau I, + AF,. Les formes dc ce faisccau ne sont pas toutes dégé-
nérécs, car le déterminant de I, + A IF,, ne s’annulant pas pour A=¢,
n’est pas identiquement nul. Par suite, dans tous les cas, lc groupe G

laisse invariante une forme quadratique non dégénérée i coefficients

n(n—ru)

réels el, comme sou ordre est » ¢'est le groupe réel le plus

geénéral laissant cette forme invariante.
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Conclusion générale.

28. Nous avons donc démontré, tant dans le domaine réel que dans
le domaine complexe, P'existence de quatte classes de groupes WV
conservant les volumes, & savoir :

1° Le groupe linéaire le plus général & n variables (7 = n*—1):

2° Le groupe linéaire le plus général laissant un pomt invariant
(r=n*—n);

3° Le groupe linéaire le plus général laissant invariant un complexe

. / n(n-+ .
linéaire non dégénéré ( —go——) " panr);
4° Le groupe linéaire le plus général laissant invariante une qua-

. N n II -—’l
drique non dégénérée <r = ( )\

29. Ces conclusions ne font appel qu’a 'axiome 1 de M. 1. Weyl.
Si maintenant on tient compte de I'axiome I, c’est-a-dire si 'on veut

n(n—it)
2

que les n équations linéaires i 77 inconnues (n°9), auxquelles

doivent satisfaive les coelficients des formes @, n’admettent qu’une
solution, il faut qu’on ait

n(n—ru)

)

r—=—=

It Wy a done que le groupe linéaire d une forme quadratique
réelle non dégénérée qui salisfasse auw conditions posées par les
axiomes | et 11 de M. H. Weyl. Kt c’est ainsi qu’est démontrée, en
partant de ces axiomes, la nécessité de la forme pythagorienne de la
métrique d'Univers.



